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5. Autonomni line4rni diferencidlni rovnice

V této kapitole ukdZeme, jak Ize fesit autonomni linedrni diferencidlni rovnice,
dovedeme-li fesit jisté algebraické ulohy.

54.  Nechf je A€ M,(C). Hledejme Fedeni x(f) rovnice

% = Ax (1.1)
ve tvaru

x(f) = Hy(t), (1.2)
kde H e M,(C) je regulél;ni matice. Funkce y musi spliiovat rovnici

Hy(t) = AH)y(t),
tj. y musi byt fe§enim rovnice

y=20y, (1.3)

kde Q = H™'AH. Naopak, nalezneme-li feSeni y rovnice (1.3), je funkce x defino-
vana vztahem (1.2) feSenim rovnice (1.1). V rovnici (1.3) volime matici H tak, aby
rovnice (1.3) byla co nejjednodussi. Podle véty o Jordanov& tvaru existuje ta-
kov4 reguldrni matice H € M,(C), Ze plati Q =H ™! AH; matice Q m4 specidlni tvar
a je zapsana na str. 109 nahote. Cisla 4;, i = 1, 2, ..., r, ktera se vyskytuji v zapisu
matice Q, nemuseji byt navzijem riznd a je oviem A; € C. (Viz [6], [17] kap.
VIL, [18] § 9, 29, [60] § 36, [52] kap. IV.) Vztahy mezi maticemi 4 a Q spolu
se specidlnim tvarem matice Q se vyjadfuji réenim ,,Q je Jordaniw tvar matice
A“. Matice Q je blokové diagondlni (tj. 1ze ji svislymi a vodorovnymi &arami roz-
délit na bloky tak, Ze jenom diagondlni bloky mohou byt nenulové).

Necht I, znamend jednotkovou matici ¥adu k a necht P, je matice fidu k,

0,1,0,...,0
0,0 1,...,0
Po=|.ooooii...
0, 0, , 1
\o, 0, , 0

(108)



(A 1,0, .., 0)
0,41 1,0,..., 0
0,..., 0,24, 1,10,..., 0
o0,..., 0,44,10,..., 0
0,..., 0,/ 4, 1,0,..., 0
0,... 0,1, 1,0,..., 0

Q= |.coevviiii.
0’ ’ Os }'29 01 ’ 0
o,.., 0,4, 10,.., 0
0,..., 4 1,0,...,0
\O, ..., 0,4,

Matici Q miZeme zapsat

M, + Py,
Q= Aol + Py, . (1.4
Ay, + Py,

5.1.1. Poznidmka: V lineérni algebfe se dokazuje, Ze matice Q je uréena jednoznaéné
a% na pofddek matic 4,1, + P, v zépisu (1.4), tj. bloky A1, + P;, na diagonile
matice Q mohou byt uspofddiny libovolnym zpilisobem.

Zapisme ve slozkdch rovnici (1.3):

N =Ay1+ ¥,

V2 = Ay: + s,

V-1 = AYig-1 + Yy s

Vs = A Yy s

Vsat1 = A2Vsyu1 F Vsrw2s

Vsi42 = 22Vs342 + Vsa43 5

j’sz+k2 = Azylz'i'kz ’

}.’s,+1 = A'rys,-+1 + ys,+2 ’

j’:r+2 = Arys,.+2 + ys,-+3 )

Vsprkr = Yooty - (1'5)
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Pfi tom klademe
51=0, 52=k1, S3=k1+k2,...,s,=k1+k2 +v...+k'_1. (1.6)

Soustava (1.5) se rozpadé na r skupin [rovnice prvni aZ ky-ta, (s, + 1)-ni aZ s;-t4,...,
(s, + 1)-ni aZ n-td], které miZeme fesit kaZdou zvla3f. Zavedme matice

T T 1 p1 e‘“\
’ T (k= 1)
Uu(t) =10, €*, 1t e*, .., (k_—12—)' =2 et |, 1.7)
\O0, ..., e*)

Jak jsme ukazali v Poznimce 4.4.11, je U, J(t) fundamentalni matice j-té skupiny
soustavy (1.5) [ tj. rovnice (s; + 1)-ni aZ s;,,-té]. Proto blokov& diagonélni matice

Usi(?)
u() = Usaal?) 3 (1.8)

Ulrkr(t)

je fundamentdlni matice rovnice (1.3) a HU(f) je fundamentalni matice rovnice
(1.1). Abychom mohli timto zplisobem fundamentalni matici rovnice (1.1) vypoitat,
vS§imn&me si jesté vztaht, které spliiuje matice H. Rovnice Q = H™'4H je spln&na
pravé tehdy, jestlize plati A

HQ = AH . (1.9)
Necht h'™ znamena m-ty sloupec matice H, tj. H = ((h'"}, A%, ..., h™)). Z rovnice
(1.9) plyne, Ze plati

ljh[""+1] = Aptu+1] ,
plsit1] + ﬂjh[’ﬁz] = Aplst2 ,

...............................

plestki—11 }.jh["“’] = Ah[’l‘”‘.l]’ (1.10)

j=1,2,...,r [prvni z rovnic (1.10) znamen4, Ze (s, + 1)-ni sloupec matice HQ
se rovnd (s; + 1)-nimu sloupci matice AH, druha z rovnic (1.10) mé obdobny vyznam
pro sloupce (s; + 2)-hé a posledni pro sloupce (s; + k;)-té]. Rovnice (1.10) miZeme
zapsat ve tvaru

(A4 - 4K =0,

(A - le) plest2l — h[”ﬂl,

.....................

(A4 — AT) Rt = plorths=11, (1.11)
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j=1,2,...,r. Naopak, plati-li (1.11), pak plati také (1.9). Z rovnic (1.7) a (1.8)
plyne, Ze (s; + m)-ty sloupec matice HU(t) je
! o2 a2
——— M 4+
(m - 1) (m - 2)!

+ Rlortml it (1.12)

w[:ﬂ-m](t) — h[srf-l] elll

Vzorec (1.12) pro j=1,2,...,r, m=1,2,...,k; divd fundamentédlni soustavu
rovnice (1.1); abychom ji nalezli, musime urgit &isla r, kj,2;, kde j=1,2,..,r,
a linedrng nezavislé vektory h''J, ..., " tak, aby platilo (1.11) a (1.6). Viimn&me si
jestg, Ze z prvni rovnice (1.11) plyne, Ze A, je vlastni &slo matice 4 a h*/**1 je vlastni
vektor matice 4, ktery odpovid vlastnimu &islu 4;,j = 1,2, ..., r (viz Dodatek 5.1).

Skupina vektord A/*1, .., l** spliujicich (1.11) se nazyvé Fetéz patfici
k vlastnimu Cislu A; matice A. Cislo k; je délka tohoto Fetézu. Struén& miZeme fici,
Ze hledame bazi sloZenou z fetézd.

5.1.2. Poznimka: Cisla A, 4,,...,4, nemusi byt oviem navzijem rizni. Je-li
AeC a jsou-li iy, i,,..., i; viechny indexy j takové, Ze A = 4, pak k; + ki, +
+ ... + k;, je zfejm& ndsobnost vlastniho Cisla A matice Q. Matice Q a 4 maji tyz
charakteristicky polynom [je Det (AI — Q) = Det (H™*(AI — A) H) = Det (AI — A)],
a proto k;, + ki, + ... + k;, je ndsobnost vlastniho &isla A matice A. Podet matic
LI, + Py, v (1.4) takovych, Ze 1; = A, je roven n — rank (Al — Q); rank B zna-
mend hodnost matice B.Je Al — Q = H™'(Al — A) H, a proto je rank (Al — Q) =
= rank (AI — A). Je tedy poet fet&zl patficich k vlastnimu &islu A roven n — rank
(M — A) a pro poget r viech Fet&zi plati vzorec

r =Y [n — rank (AI — 4)],

i

kde s¢itdme pfes vSechna vlastni &isla matice 4.

P¥iklad (i): Hledejme fundamentalni matici soustavy

J'Cl = 3x1 + 5x2 + 3x3 >
%, = —4x; — 9%, — 6x3,
563 = 6x1 + 15x2 + 10x3 . (1.13)

Charakteristickd rovnice je A* — 44% + 51 — 2 =0 a vlastni &sla jsou 2 (jed-
noduché) a 1 (dvojnisobné). Vlastnimu &islu 2 odpovidé vlastni vektor col (1, —2, 3)
a vlastnimu &islu 1 odpovidaji vlastni vektory col (3, —6,8) a col(1, —1,1)
(a oviem téZ jejich linedrni kombinace). PoloZime h!'1 = col(1, -2,3), 4, = 2,
ky =1, B =col(3,-6,8), A,=1, k=1 a KT =col(l, —1,1), 4; =1,
ky = 1. Vektory h!'3, ht?) kB jsou linedrn& nezavislé a rovnice (1.11) jsou
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splnény. Je

O = O
=)

b

Q = s Ly

O ON

b

a podle vzorce (1.12) dostavame fundamentalni matici rovnice (1.13) ve tvaru

eZt’ 3 el’ et

—2¢%, —6¢', —e
3e?, 8¢, ¢

P¥iklad (ii): Hledejme fundamentélni matici rovnice

x; = 13x; — 28x, + 3x5,

X, = 4x; — 8x; + x;,

Xy = —X; + 4x, + X3. (1.14)

Charakteristickd rovnice je 4> — 642 + 124 — 8 = 0, vlastni &slo 2 je trojndsob-
né; vlastni vektory jsou ndsobky vektoru col (2, 1, 2). PoloZime h''! = col (2, 1, 2)
a vektory ht21, 3] hleddme z rovnic

(A[l] _ 21) hpt21 — pt1l , (A[ll — 21) K31 = pl21 ,

kde
13, —28, 3
Al = 4, - 8,1
-1, 4, 1

Najdeme h'?! = col (5, 2, 1), h'¥ = col (3,1,0). Polozime r =1, 4, = 2, k; = 3.
Rovnice (1.11) jsou splnény, je

2,1,0
2=10,21
0,0, 2

a podle vzorce (1.12) dostavame fundamentélni matici rovnice (1.14) ve tvaru

2%, (2t + 5)e*, (£ + 5t + 3) e
e, (t+ 1)e?, (32 + t+ 1)e*].
2e%, (2t +2)e*, (12 + 21) e

5.1.3. Poznimka: Matice H neni urfena jednoznadng; to ukéZeme na piikladg (ii).
Za vektor h'') miZzeme volit kterékoliv nenulové feSeni rovnice (4™1 — 2I) At') = 0,
tj. kterykoliv nasobek vektoru col (2, 1, 2). Je-li hl!] jiZ zvoleno, miZeme za h!*
volit libovolné feSeni rovnice (A" — 2I) ht*1 = M), matice 4™} — 21 je singuldrni,
a proto h!?) neni ur&eno jednoznatn& — je-li h'?! feSeni, je také ht?? + c col (2, 1, 2),
c € C, feSeni. Obdobna poznidmka plati i pro Af3), Naproti tomu &islo r je uréeno
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jednozna&né. Do podrobnych vykladl se nebudeme poustét a zdjemce o tyto otdzky
odkazujeme na knihy o linearni algebfe [6], [18], [52].

Ptiklad (iii): Hledejme fundamentalni matici rovnice

.*1 = 4x1 + 4x2 Py
J"2 = = X1,
.*3 = —2x1 - 4x2 + 2X3 . ° (1.15)

Charakteristicka rovnice je 43> — 642 + 124 — 8 = 0, vlastni &islo 2 m4 ndsob-
nost 3. Vlastni vektory jsou linedrni kombinace vektord col (2, —1,0), col
(0, 0, 1). V tomto pfipadd je r = 2, ky + k, =3, k; =1, k; 2 1, tj. k; =2,
k =1, a hleddme fetéz A", h'* a fetéz hPL Je h''1 =« col (2, —1,0) +
+ B col(0,0,1),kdea, e C, |a| + lﬂl > 0. Cisla a, # budeme volit tak, aby rovnice

(A1 — 20) 21 = p11 (1.16)

z niz potitime h'?), méla feSeni; pfitom je

4, 4,0
A= |—-1, 00].
-2, —4,2

Polozme h'2! = col (4, y,, ¥3)- Rovnici (1.16) zapiSeme ve slozkovém tvaru:
2y, + 4y, = 2a,
- y1 =2y, = —ua,
—2y; — 4y, = B. (1.17)

Soustava (1.17) ma feSeni pravé tehdy, maji-li matice soustavy a matice rozsifena,
tj. matice

2, 40 2, 4,0, 2a
-1, -2,0}) a | -1, =2, 0, —«
_2, —4) 0 —2’ _4’ 0’ ﬂ

stejnou hodnost. Matice nalevo md hodnost 1; prvni fidek je zipornym dvojnasob-
kem druhého, tfeti je dvojndsobkem druhého. TytéZ vztahy musi platit i mezi fadky
matice napravo. To nastane prav€ tehdy, je-li f = —20. Zvolme tedy a =1,
B = —2, tedy h™"} = col (2, —1, —2), a vypo&téme h'*! = col (—1, 1, 1). Vektor A
zvolime tak, aby to byl vlastni vektor linedrn& nezdvisly na h!'), napf. hl31 =
=(0,0,1). Jer = 2,4y =2 = A, k; = 2, k, = 1. Rovnice (1.11) jsou spln&ny, je

M

b

Q=

N O O

1
2
0

ScoN

Dy

b
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a podle vzorce (1.12) dostavame fundamentalni matici rovnice (1.15) ve tvaru

2¢e%, (2t = 1)e*, 0
e, (- t+1)e*, 0
—2¢€*, (=2t + 1) e?, e

Pfiklad (iv): Hledejme fundamentélni matici rovnice

%= A"x, ‘ (1.18)
kde
4 3, 2, -8
6, 9, 4, -8
[4] — H 9 ’
4 -3, —4, -1, 4]’
9, 9, 6, —8
Charakteristickd rovnice je (4 — 1)* = 0. Matice
T
‘ 3, 3, 2, -1
6, 8 4, -8
4] _ — ’ s >
4 I -3, -4, -2, 4
9, 9, 6 -9

m4 hodnost 2 [&tvrty fidek je trojndsobkem prvniho, druhy je (—2)-nisobkem t¥e-
tiho]. Protobude r = 2,4, = 4, =1, k, + k, = 4, k, = 1, k, 2 1; dosud nevime,
zdabude k; = 3, ky = 1, nebo k, = 2, k, = 2.

Vsechna feSeni rovnice

(A9 -I)z =0 (1.19)

jsou linedrni kombinace vektord u!'l = col(0,1,0,1), u'® =col(-2,0,3,0).
Hledejme vektor ht), ktery je prvnim vektorem fetézu, jehoZ délka je vétsi ne% 1.
Je i1 = gyt + B4l kde o, e C, Ial + || > 0, tedy K1 = col (—28, a, 3B, a).
Druhy vektor fetézu ht spliiuje rovnici

(A1 — 1) 21 = pt11, (1.20)

Rovnice (1.20) ma feleni pravé tehdy, jestlize hodnost matice A™} — I a hodnost
matice roziifené [tj. matice A™) — I roziitené o sloupec col (—28, «, 3B, a)] jsou
si rovny. To nastane pravé tehdy, je-li « = —6B. Zvolme napf. « = —6, f = 1,
tedy A"} = (-2, —6, 3, —6). Vektor hl'] je uréen jednozna&n& aZ na multiplikativni
faktor; proto existuje pouze jeden fetéz délky vétsi nez 1, a tak bude ky = 3, k, = 1,

, 1, 0, O)

~

b ’

-

1

0,1
2=10,0,1,

0, 0

O
- O O

-

3 ’
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Z rovnice (1.20) vypotteme, Ze je A1 = u'® + o, ul'l + B,ul?) kde ul®! =
= col(1/3, —1,0,0), tj. h® =col (1/3 — 28, =1 + a;, 3By, @;). Cisla «; a B,
uréime tak, aby existoval vektor A splifujici rovnici (41! — I) h13) = l2), To
nastane pravé tehdy, jestliZe ¢y = 1 — 68;. Zvolme napf. a; =1, B, = 0, tedy
h?1 = col (1/3,0,0,1). Najdeme hP! = (0,0,2[3,1/3). Retéz délky 1 se sklddd
z jediného vektoru h*), ktery spliiuje (1.19) a je lineirn& nezavisly na h'™); miZeme
napt. polozit ht*! = col (0, 1, 0, 1). Dosli jsme tak k fundamentélni matici rovnice
(1.18)

—2¢, (-2t + 1[3) ¢, (=2 +tf3)e,, 0
—6¢', —6t¢’, —32 ¢, et
3¢, 3te!, (32 + 2[3) ¢, 0

—6¢', (—6t+ 1), (=32 +1t+1[3)e", ¢

Pfiklad (v): Hledejme fundamentalni matici rovnice

% = AP, (1.21)
kde
-13, 5,4,2
0, —-1,0,0
5] —_ ) s ¥
4 -20, 12,9, 5]
-12, 6, 4,1

Charakteristick4 rovnice je (A + 1)* = 0. Matice

—12, 5, 4,2
0, 0, 0,0

51 — s s s
AT+I=1 50 1210, 5
—12, 6, 4,2

ma hodnost 2 (Etvrty faddek je Sestindsobek prvniho minus dvojndsobek tfetiho).
Proto bude r =2, 4, =1, = =1, k; + k; =4, k; = 1, k, 2 1. VSechna fefeni
rovnice

(A1 + 1)z =0 (1.22)

jsou linedrni kombinace vektordt u!'!=col(1,0,3,0), 4! = col(0,0, 1, —2).
Hledejme vektor hl'], ktery je prvnim vektorem fetézu, jehoZ délka je v&tsi neZ 1.
Je b1 = qul'l + Bul?), kde «, Be C, |o| + |B| > 0, tedy A"} = col («, 0, 3x + B,
—2B). Druhy vektor fet&zu h™! spliluje rovnici

(A1 + ) K21 = ji11, (1.23)

Rovnice (1.23) m4 feSeni pravé tehdy, jestlize hodnost matice A + I je rovna hod-
nosti matice roz§ifené. To vSak nastane pfi libovolné volb& &isel a, f. Proto miiZzeme
zvolit @ = 1, f = 0, tedy At = 4l1); také vektor Af31 = u!?] je prvnim vektorem
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fetézu, jehoZ délka je v&tsi nez 1. Proto je ky = 2 = k,,

-1, 1, 0, 0
0, -1, 0, 0
Q= 0, 0 —1, 1]°

0, 0 O -1

Vektor h'?! najdeme z rovnice (1.23), ht?! = col (0, —1, 0, 3). Vektor h'*! najdeme
z rovnice (A" + I) h'*1 = BB, B*1 = col (0, -2, 0, 5). Dospivime tak k funda-
mentalni matici rovnice (1.21)

et te !, 0, 0
0, —e” !, 0, —2e”!
3e7f, 3te”", e !, te” ']’

0, 3¢’ —2e7", (—2t+5)e”"

5.2. Budeme fikat, Ze vektor z = col(zy, ..., z,)e C" je redlny, jsou-li &isla
Z4s -+ Z, Tedlnd. Obdobn& budeme fikat, Ze matice D = (D;;) € M,(C) je redlnd,
jsou-li &isla Dy, i,j = 1,2, ..., n, redlna. Také funkci w: J - C" [Q: S - M,(C)]
budeme nazyvat redlnou, je-li vektor w(t) redlny [matice Q(t) redlna] pro te 5.
Je-li u e C, pak # znamena &islo komplexné sdruZené; je-li v = col (vl, . v,,) eC",
B = (B,;) € M,(C), pak vektor # € C" a matice B € M,(C) jsou definovany rovnicemi
v = col (By, ..., 9,), B = (By;) a nazyvaji se komplexné sdruzeny vektor k v (kom-
plexné sdruZend matice k B).

V metodé vyloZené v odst. 5.1 musime pracovat v oboru komplexnich &isel.
Je-li totiZ matice A redlnd a existuje-li alespoti jedno vlastni &islo, které neni reilné,
potom fundamentdlni matice rovnice (1.1) sestavend z feSeni (1.12) nemiiZe byt
redlnd [v Pozndmce 5.1.2 jsme dokdzali, Ze charakteristicky polynom matice Q je
roven charakteristickému polynomu matice A4, tedy kazdé vlastni &islo matice A4 je
soudasné vlastnim ¢islem matice Q a naopak; jedno z feSeni (1.12) je funkce

h[x,+l] el,t’ kde h[s,+1] 4: 0

a A; neni redlné, a proto také funkce h*/* 1 ¢*/ neni redlna]. Pfitom z odst. 4.4 vime,
Ze v piipadé redlné matice A existuje redlnd fundamentdlni matice rovnice (1.1).
V tomto odstavci vyloZime, jak lze modifikovat postup z odst. 5.1, abychom dostali
realny fundamentalni systém v pfipad€ redlné matice A.

Snadno se Ize piesvédcit, Ze plati toto tvrzeni: Je-li A € M,(R) a je-li A vlastni
¢islo matice A, Im A % 0, pak také A je vlastni ¢islo matice A a ndsobnosti obou
vlastnich éisel jsou stejné.

Diéle plat'i toto silnéjsi znéni véty o Jordanové kanonickém tvaru matice 4
(viz [60], Vétu 30):

Necht A e M,,(R). Potom existuje takovd reguldrni matice

H = ((h, ..., i) e M,(C),
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%e plati Q = H™'AH, kde Q md tvar (1.4), tj. plati (1.10). Pfitom jsou splnény
Jjesté tyto dvé podminky:
(i) Jestlife Fetéz

h["l+ 1]’ ey h[s,+k;]

pati k redlnému vlastnimu &islu A;, pak vektory h* 1, . hEs**i jsou rediné.

(ii) Retézy, které patri k vlastnim Cislim s imagindrni &dsti riznou od nuly,
Ize rozdélit do dvojic tak, Ze oba Fetézy v kaZdé dvojici patFi ke komplexné sdru-
Zenym vlastnim cislum, maji stejnou délku a m-ty vektor prvniho Fetézu z dvojice
Jje komplexné sdruZeny s m-tym vektorem druhého Fetézu dvojice.

Je-li

h[s,+ 1], ey h[‘J‘H‘J]

fetdz patiici k redlnému 4, pak feSeni (1.12) jsou redlnd. Je-li

Klsst 1]’ ey JASTART) a h[u+l] .. plsitkad
dvojice fetézii popsand v (ii), je
=X, ky=k a K =pFTT o, = 1,2, k.
V tomto pfipad¥ ve fundamentalni soustavé witl, ..., wi" [viz (1.12)] funkce wi**™,

je komplexn& sdruZend k wl/*™; dvojici wt*s*™, wi*™, m = 1,2, ..., k;, nahra-
dime dvojici

_i_(w[s,+m] + w[-!|+m}) , %(w[u'*m] - w[-‘l+'"]) . (2.1)
1

(2.1) je dvojice realnych feSeni rovnice (1.1). PouZijeme-li tohoto postupu pro viechny
dvojice fet€zd popsané v (ii), pak z fundamentélni soustavy w''}, ..., wi"! odvodime
n redlnych feSeni rovnice (2.1). Tato redlna feeni tvoii fundamentalni systém, nebof
z nich Ize linedrnimi operacemi odvodit feseni wi'), ..., wI"); o t&h vime, Ze funda-
mentalni systém tvofi.

Piiklad: Hledejme fundamentdlni matici rovnice

% = Al (2.2)
kde
— 7, 2, -1,0
—23, 3, -8, 1
[1] = ) ’ > .
4 10, =2, 3,0
_24, 4 -7,1

Charakteristicky polynom je A* + 242 + 1, md kofeny 4, =i = \/(—1), 4, = —i,
oba s nasobnosti 2. Matice A!!? — iI, A™] + il maji hodnost 3; proto existuji 2 fetézy,
r=2 2, =i, 4 = —i, k; = k; = 2 [fetézy tvofi jednu dvojici popsanou v (ii)].
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Z rovnice (A — iI) K™ = 0 vypodteme

K = col (1,22 +i], —3[2 +1],3),
z rovnice (A1 — iI) k') = A1 vypotteme

R = col (0, 5511 — 2i], 5[ —3 — 4i], }[3 - i]).
Polozime Af3) = pU1 pt4) = p02); pO31 B4 je fetéz pattici k &islu —i. Vektory
RU1 pL21 P31 B4l isoy linedrné nezdvislé a tak dostivdme feSeni

whl(t) = col (e', 2[2 + i] €', —3[2 +i] ", 3 €"),

wi2(t) = col (te", [t (2 + i) + 55(11 — 2i)] €,

[—152 +1) — 553 + 4)] e, [3t+33-1i)]e"),

kterd spolu s Fefenim wi?)(t) = wI(z), wi*)(¢) = wl?)(z) tvoti fundamentdlni soustavu
rovnice (2.2). Redlna fundamentélni soustava je

1 1
U1 4 y31) | 2 (Wl 030) | 3(E20 4 040y (f2] — L4y
HWE 4 ), 0 = ), i ), o )

tj.
1 0 1 0
14 2 143 | 21
S |cost — Sisint, 5 |sint + 5 |cost,
7 1 7 1
-3 -s -3 -3
3 0 3 0
t 0
14 11 2 2
st+3s)cost—| 3"~ 25 |sint,
1, _ 3 1 _ 4
5 25 5 25
3 1
3t—-3 -3
t 0
14 11 2 2
St + 35 |sint + 5t — 35 |cost.
Ty 3 _1, _ 4
5 25 5 25
3
3t -3 -3

5.2.1. Poznimka: Nechf matice A € M,(R). Redlnou fundamentdlni matici rovnice
(1.1) miiZeme sestrojit také tak, Ze uZijeme zobecnéni véty o Jordanové normélnim
tvaru (viz [52], kap. V, § 4, V&tu 4). Postup je obdobny jako v odst. 5.1, a proto bude
vyloZen jen stru¢ng. Podle této modifikace existuje k dané matici 4 regulirni matice
f e M,(R) tak, Ze matice § = H~!AH ma4 blokové diagon4lni tvar

D,
g b
b, (23)
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kde kaZd4 matice D; ma bud tvar
A 1, 0,..,0
0, 4,1,...,0

0, 0, 0, ..., 4 (2.4)
(4; je realné vlastni &islo matice 4, 4; # 0), nebo

( wpv, 1,0, ., 0 \
-vip i 0,1, L, 0
0, 0, K v 1,0, .., 0
0, 0, —v;, p;,0,1,...,0

................................

\ 0, O, , -V u) . (2.5)

(1; + iv; je vlastni &islo matice A4, v; # 0). Déle postupujeme obdobné jako v odst. 5.1.
VyuZijeme pfitom té skuteEnosti, Ze V,,5(?) je fundamentélni matice soustavy (2.6);
matice V,,5(t) a soustava (2.6) jsou zapsdny na str. 121.

Proto fundament4lni matici W rovnice x = Jx miZeme zapsat jako bloko-
vé diagondlni matici

Zy(®)

w(t) = Z(1)

b

A

kde Zft) = U, (1) [viz(1.7)] nebo Zj(t) = V,,,,24(t), 2 fundamentdlni matici S
rovnice (1.1) miZeme napsat ve tvaru S(f) = HW(t).

5.3.  Zpisob, jakym jsme sestrojili feSeni rovnice (1.1) v odst. 5.1 a 5.2, umoZiiuje
ndm vySetfit n€které dileZité vlastnosti t&chto rovnic. Budeme stdle uZivat téhoZ
ozna&eni jako v odst. 5.1. PoloZme

¢, =min {Rel|i=1,2,..,7},
0, = max{ReA,l i=12..r}

[viz (1.4)]. Necht jy, jz, ..., j; jsou viechny indexy j takové, Ze @; = Re A;, Pro s =
=1,2,...,I; poloZzme

Jy = max {kjl J =j1’jz»'“’jl} .

Necht iy, i3, ---» ip jsou viechny indexy i takové, %e g, = Re 4,, pro s = 1,2, ..., p;
poloZme

R = max {k,l i=1,iy..,10,).
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5.3.1. Véta: Existuji x,, », € R tak, Ze plati
[U@] < (1 + | e pro t <o, (3.1)
[U@] = (1 + #2) e pro 120, (3.2)

kde U je definovdno v (1.8).

Ditkaz: Polozme U(f) = (U;\(t)); podle (1.7) existuje x; > 0 tak, Ze je
|U,j(t) Syl + Itl“‘) e pro t<0, i,j=1,2,...,n. Obdobné existuje x, tak,
ze je |Ui(f) < %4(1 + )% pro t 20, i,j =1,2,...,n. Podle (3.2.13) plati
(3.1) a (3.2), kde %, = n’nsxs, %, = nnsx,. Diikaz je dokon&en.

PoloZzme

W(t) = HU(t) H™ ! ; (3.3)
HU(t) je fundamentalni matice rovnice (1.1) a podle Véty 4.4.10 je W(t) fundamen-
talni matice rovnice (1.1). ProtoZe je U(0) = I, je i W(0) = I.

5.3.2. Véta: Existuji éisla »s, %¢ tak, Ze plati

[W@)| < %s(1 + |t|*)e* pro t =<0, (3.4)

IW(@)| = (1 + 3 e pro t=0. (3:5)
Pro kaZdé maximdlni FeSeni x rovnice (1.1) plati

()] < IO st + ) e pro ¢ 50, (36)

[x(@)] = [|x(0)] #6(1 + %) e*** pro t=0. (3.7)

Dikaz: (3.4) plynez(3.3)a (3.1), polozime-li x5 = x,||H| | H|~*. Obdobn
plyne (3.5) z (3.3) a (3.2). ProtoZe je W(0) = I, je W(f) x(0) FeSeni rovnice (1.1),
které je rovno x(0) pro t = 0, tedy je W(t) x(0) = x(t) pro t e R, (3.6) plyne z (3.4)
a (3.7) plyne z (3.5).

53.3. Véta: (i) Jestlize plati
lim x(f) = 0 (3.8)

t+0
pro kaZdé maximdlni FeSeni rovnice (1.1), pak plati

Re A < 0 pro kaZdé vlastni &islo A matice A. (3.9)
(ii) Plati-li (3.9), pak je

¢, = max {Re ).I A je vlastni Cislo matice A} < 0
a ke kaxdému g, 0; < —@ < 0 existuje x(0) tak, Ze je

Ix(@)] = o) e™*|x(O)] pro tz0 (3.10)

pro ka*dé maximdlni FeSeni x rovnice (1.1).
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Diikaz: (i) Neplati-li (3.9), pak existuje j € {1, 2, ..., r} tak, Ze Re 4, = 0,
a feSeni w,,44(t) = hy,y, [viz (1.12)] nespliiuje (3.8).

(i)  JestliZe plati (3.9), pak plati (3.7), tedy

OIS IO 0t + )%, g4 g, <0, 120;
a (3.10) plati, poloZime-li

x(e) = x4 max {(1 + ) e@*| ¢ 2 0} .

5.34. Pozndmka: Z VEty 5.3.3 plyne, Ze (3.8) plati prav& tehdy, plati-li (3.9).
Chceme-li zjistit, Ze plati (3.8), nemusime hledat vlastni &isla matice 4; vypog-
teme charakteristicky polynom matice 4 a uZijeme Hurwitzovy véty (viz Doda-
tek 5.2).

5.3.5. Véta: Kazdé maximdlni FeSeni x rovnice (1.1) je ohranitené pro t » oo
(4. lim sup [[x(t)]| < o) prdvé tehdy, je-li splnéna tato podminka:
t—> o
ReA; <0 pro j=1,2,..,r, ajeliRed; =0, pak k;=1.(3.11)
Dikaz: Plati-li (3.11), pak je limsup [wi(t)| < 0 pro j=1,2,...,n
t—> o0

[viz (1.12)], a protoZe w!'), ..., w!" je fundamentilni systém rovnmice (1.1), je
lim sup ||x(f)| < o pro kaZdé maximélni feSeni x rovnice (1.1). Neplati-li (3.11),
t— o0

pak bud existuje takové je{1,2,...,r}, Ze je Re 4; > 0, nebo Red; =0, k; > 1,
V prvnim pfipadé je

tim [ 9] = o,
v druhém pfipadé je
'lim w2 e)|| = .
5.3.6. Véta: Nutnd a postacujici podminka, aby kaZdé maximdlni FeSeni x rovnice
(1.1) bylo omezené (na R), je
Red, =0, k=1, j=1,2,...,r. (3.12)
Véta 5.3.6 se dokdZe obdobné jako Véta 5.3.5.
5.3.7. Definice: Necht B € M,(C). Definujme mnoziny Y,(B), Yo(B), Yoesi(B)-
() Y,(B) je mnoZina takovych z € C", Ze plati: Je-li x maximalni feeni rovnice
% = Bx (3.13)
splitujici podminku x(0) = z, pak 'lim x() = 0.

(ii) Yy(B) je mnoZina takovych z € C", Ze plati: Je-li x maximéilni feSeni rovnice
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(3.13) splitujici podminku x(0) = z, pak funkce (1 + |f|")~* |x()|| je ome-
zend (na R).
(iii)  Y,eo(B) je mnoZina takovych z e C", Ze plati: Je-li x maximélni feSeni rovnice
(3.13) splitujici podminku x(0) = z, pak lim x(f) = 0.
t—=*—o0

Y,{B) se nazyva stabilni podprostor matice B; Y,.(B) se nazyvé nestabilni pod-
prostor matice B.

5.3.8. Definice: MnoZina Z = C" se nazyvé invariantni vzhledem k rovnici (3.13),
jestliZe plati: Je-li z € Z, pak trajektorie rovnice (3.13), kter4 obsahuje bod z, je
&asti mnoZiny Z.

Podle Pozndmky 5.1.1 mohou byt bloky 4,I;, + P; na diagonile matice Q
ve vyjadfeni (1.4) uspofaddny libovoln¥; miZeme tedy bez ztrdty na obecnosti vy-
chézet z pfedpokladu, Ze existuji celd &isla p, q, 0 < p < g < r, tak, Ze plati

Reid; <0 pro j=1,2,..,p,

Red;=0 pro j=p+1,..,q,

Red; >0 pro j=q+1,...,r.

(Je-li napf. p = 0, neexistuje j takové, aby bylo Rel; <O0; jeli p=¢g =0, je
ReA;>0proj=1,2,...,r; atd.)
Z (1.8) a (1.7) plyne, Ze plati

5.3.9. Véta: Je
Y,(Q) ={z=col(zy...,2,)€C"| ;=0
pro l=s,4y + 1,841 +2,...,n},
Yo(Q) ={zeC'|z,=0 pro 1=1,2,...,5,+k,
apro l=sgy + 1,541 +2,...,n},
Yo @) = {z€C"| 2, =0 pro 1=1,2,...,5.44}.

MnoZiny Y,(Q), Yo(Q), Yaesl(@) jsou linedrni podprostory v C" (viz Dodatek 5.3),
jsou invariantni vzhledem k rovnici (1.3) a plati

C" = Y,(Q) + Yo(Q) + Yuur(Q) .

KaZdé feleni x rovnice (1.1) miZeme psét ve tvaru x(f) = Hy(t), kde y je
feSeni rovnice (1.3), a naopak, je-li y feSenim rovnice (1.3), pak funkce Hy(t) je
feSenim rovnice (1.1). Proto z Véty 5.3.9 plyne

5.3.10. Véta: Y,,(A) je linedrni podprostor v C", jeho¥ bdze je k'), ..., s *¥s1,
Y,(A) je linedrni podprostor v C", jeho¥ bdze je H*z+** 11, .., plta*tkdl,
Yesi(A) je linedrni podprostor v C", jehoZ bdze je H*a*+**1], ., BI™,
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MnoZiny Y,(A), Yo(A), Yaeol(A) jsou invariantni vzhledem k rovnici (1.1)
a plati

C" = Y,(A4) + Yo(4) + Yoee(4) .

5.3.11. Poznidmka: Vektor v € K" se nazyva kofenovy vektor matice A odpovidajici
vlastnimu Cislu A, existuje-li pfirozené &islo k takové, Ze je (4 — AI)*v = 0. Necht 4
je vlastni &islo matice 4 a nechf J je mnoZina indexii j takovych, Ze je 4; = A [viz
(1.4)]. Z rovnic (1.11) plyne, Ze vektory

plast1] plsst2) | platkd e g (3.14)

a jejich linedrni kombinace jsou kofenové vektory odpovidajici vlastnimu A. Plati
také opak, tj. kazdy kofenovy vektor odpovidajici vlastnimu &islu A je linedrni kom-
binaci vektori (3.14). Odtud plyne, Ze prostor Y,,(A) lze algebraicky charakterizovat
takto: Y,,(A) je nejmensi linedrni podprostor v K", ktery obsahuje viechny kofenové
vektory odpovidajici vlastnim &slim 1 takovym, Ze Re A < 0. Obdobn& Yo(4) je
nejmensi linedrni podprostor v K", ktery obsahuje viechny kofenové vektory odpovi-
dajici vlastnim ¢islaim A takovym, Ze Re 1 = 0. Yne,,(A) je nejmensi linedrni pod-
prostor v K", ktery obsahuje v§echny kofenové vektory odpovidajici vlastnim &islim
A takovym, Ze Re A > 0.

5.3.12. Poznimka: Je-li matice B € M,(R), miiZeme pracovat v prostoru R a defi-
novat mnoZiny Y,(B), Yo(B), Y,cy(B) stejnym zplisobem jako v Definici 5.3.7. Také
pojem invariantni mnoZina vzhledem k rovnici (1.1) se zavadi stejné jako v Definici
5.3.8. Rovné&Z pofadi blokt na diagonale matice § ve vyjadfeni (2.3) miiZeme vybrat
libovolnym zpisobem. Obdobné jako ve VE&t&€ 5.3.9 miZeme popsat mnoZiny Y,.(Q),
Yo(0), Yoes(Q), a uZijeme-li tvrzeni z Pozndmky 5.2.1, miZeme v redlném ptipadé
popsat mnoZiny Y,(4), Yo(A4), Y,..(4) obdobné jako ve V&t& 5.3.10.

5.3.13. Pozndmka: Vysetfujme v R* rovnici

Xy = X3,
X3 = =X,
X3 = 0OX4,
X, = —axsy. (3-15)

Snadno se pfesvéd&ime, e T= S x S, kde S = {(x,, xz)l xi+x3=1}, §=
= {(x3, x4)| X3 + x4 = 1}, je invariantni mnoZina soustavy (3.15). Zavedme zobra-
zeni @: R? - Trovnici

6(p, ¥) = (sin ¢, cos @, sin Y, cos ¥) .
Zobrazeni O zobrazuje pfimku ¥ = a¢ na trajektorii

U = {(sint, cos £, sin at, cos at)| te R}
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soustavy (3.15) lezici na T. Zobrazeni @ oviem neni prosté a @(¢;, ¥;) = O(¢,, ¥,)
plati pravé tehdy, existuji-li celd &isla ky, k, tak, Ze je @, = @, + 2km, ¥, =
= Y, + 2k,n. Zobrazeni @ se stane jednoznalné, jestliZe se omezime na &tverec
Q={(e,¥)| 0= ¢ <21, 0 < ¥ < 2n}, kde jesté ztotoZnime body (g, 0), (¢, 27)
pro 0 < ¢ < 2m a body (0, ¥), (27, ¥) pro 0 < ¥ < 2n. Je-li a racionalni &islo,
a = p[q, kde p, q jsou nesoudé&lni ptirozena &sla, jsou fedeni soustavy (3.15) perio-
dicka (s periodou 2ng), trajektorie U je uzaviend, ptimka ¥ = ag@ prochizi bodem

4

4n
|~
2n
//
-2n 0 2n 4t (214
14
-
Obr. 23
-2n

(2mq, 2rp) a mnoZina, kterd je vzorem trajektorie U pii zobrazeni @: Q — T, se
sklada z koneéného poétu useéek (ph'pad p = 1, ¢ = 2 je na obr. 23). Je-li « iracio-
ndlni &islo, pak pfimka ¥ = a@ neprochdzi Zidnym bodem (2rl, 2nm), kde I, m
jsou celd, I + m? > 0, a jeji obraz na &tverci Q [ke kaZdému bodu (¢’ y’) ptimky

2n Obr. 24

¥ = ap najdeme bod (¢”, ¥") € Q tak, Ze je ¢' — ¢” = 2xl, Y’ — Y” = 2nm, kde
I, m jsou celd &isla] se skldd4 z nekonedn& mnoha tse€ek a vypliiuje husté &tverec Q
(viz obr. 24). Proto trajektorie U vypliiuje hust plochu T, kde T je kartézsky soudin
kruznic S, §, a v R® miZeme T zndzornit jako prstenec (torus).

54. Rovnice

X +ax"V4 . 4+ax=0, (4.1)
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kde a;e Cproi = 1, 2,..., n, je ekvivalentni (viz odst. 4.8) s rovnici

y = By, 4.2y
kde
0, 1, , , 0
0, O, L, .., O
B=|. ittt . (4.3)
0, O, 0, , 1

—a,,, —a”_l,—an_z, seey —a1
Fundamentalni soustavu rovnice (4.1) 1ze napsat, zndme-li kofeny polynomu
MP+a A+ +oa, (4.4}

véetn& jejich ndsobnosti. (4.4) se nazyva charakteristicky mnohoclen rovnice (4.1)
a je sou€asné charakteristickym polynomem matice B.

5.4.1. Pomocna véta: Necht' { je koFen mnohoclenu (4.4) ndsobnosti m. Potom.
funkce

1

(4] 43 2 0t
e, te tcer, ..., ——m
13 ’ (m — 1)

tm— 1 e(t

jsou FeSeni rovnice (4.1).
Dikaz: Pro A€ C poloZzme
pA=A+al ' +.. +a,.

Ma-li funkce y: R — C spojité derivace do fadu n, necht P(y) je funkce, definovana
rovnici

P(y) (1) = y™(t) + apy" V(@) + ... + a,.
Definujme jest€ funkce y,;: R — C rovnici

yi(t)y =t e* pro teR, 1eC,j=0,1,2,....
Ztejmé plati

P(y10) (1) = P(2) yol1) - (4.5)

Je
o' o it o ot it & ¢ FL
i77C = 7S =7 () = yalt) = yadY)
0A' oY ot ot atj( ) 3l'ym() J';.()
a proto je

TR0 () = P03 ()

pro teR,1eC,j=0,1,2,...,i=0,1,2,....
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Z (4.5) odvodime [derivujeme podle A i-krét na obou stranach]
P00 = 3, (}) 55 @119, (49

atedy je P(y;;) = Oproi =0,1,...,m — 1, nebof je

{)=0 pro j=0,1,...m—1.
dA,()

5.4.2. Pomocna véta: Nechf je ;e C, Ay + A;proi # j, kde i, j = 1,2,...,s. Necht
D; jsou nenulové polynomy pro i =1,2,...,s. Potom funkce v;: R —» C definované
rovnicemi

v(t) = p()e™, i=1,2..,s, (4.7)
Jjsou linedrné nezdvislé.

Diukaz provedeme uplnou indukci podle s. Pomocna véta ziejmé plati pro
s = 1. Pfedpoklddejme, Ze Pomocna véta 5.4.2 plati pro s = k. Kdyby tato pomocna
véta neplatila pro s = k + 1, existovaly by funkce v; tvaru (4.7) (kde 4; * 4, pro
i % j a p; jsou nenulové polynomy), které by byly linedrng zavislé. Tedy by existovala
¢isla 94, ..., %+, € C tak, Ze by bylo

\911’1 + ... + 9k+lvk+1 = 0, . (4.8)

a &isla 9; pfitom nejsou vesmés rovna nule. Dokonce vSechna €isla 9, jsou riiznd od
nuly, nebot v opaéném pfipadé by Pomocna véta neplatila jiZ pro s < k. V rovnici
(4.8) nasobime funkeci e ~****; dostdvame

9.py(1) e®* + ... + Hpu(t) €™ + Y4 1Pi+1(f) =0 pro teR,

Q=2 — M1, i=12,..,k. 4.9
Nechf r; je stupefi polynomu p; i=1,2,...,k + 1. Derivujeme-li v (4.9)
(ri+1 + 1)-krat, dostaneme

8.q5(1) ™ + ... + Qq(t) e™* = 0. (4.10)

g, je polynom stupn& r, [je-li pi(f) = at™ + Bt~ ' + ..., je q(t) = (@)™ 1 at™ + ...
a je ¢; = A; — 44y %+ 0], tedy g; je nenulovy mnohoélen. Déle je ¢; # ¢, pro
i%j,9%0proij=1,2,..,k Tedy podle (4.10) Pomocnd véta neplati jiZ pro
s = k a to neni moZné. Pomocna véta 5.4.2 je tedy dokazina.

5.4.3. Véta: Nechf Ay, A,, ..., A jsou vSechny navzdjem rizné kofeny mnohoélenu
(4.4) a necht kofen A; md nasobnost k,i=1,2,...,s. Potom funkce
e, j=0,1,...k—1, i=12,..s, (4.11)

tvori fundamentdlni systém rovnice (4.1).
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Dukaz: Je ky + k, + ... + k, = n, tedy pocet funkci v (4.11) je n. Podle
Pomocné véty 5.4.1 jsou funkce (4.11) Feleni rovnice (4.1) a uZitim Pomocné véty
5.4.2 1ze snadno dokazat, Ze funkce (4.11) jsou linedrné nezavislé. Tedy funkce (4.11)
tvofi fundamentdlni systém rovnice (4.1).

5.4.4. Poznamka: Hledame-li feSeni rovnice
X+ a;x®D + L+ a,x = efg(1), _ (4.12)

kde g, je mnohoélen stupné r, miiZeme se vyhnout uZiti metody variace konstant
(viz Pozndmku 4.8.10). UkdZeme, Ze jedno z feSeni rovnice (4.12) mé tvar es(t) ¢,
kde s je mnoho€len stupné r a k je stanoveno takto: Je-li { kofenem mnohoélenu
(4.4), pak k je nasobnost tohoto kofenu, neni-li { kofenem mnoho¢lenu (4.4), pak
k=0.

Jeli totiz i < k (i =0, 1, ...), pak podle (4.6) je

P(y;)(f) = 0.

Pro i 2 k je podle (4.6)
Pmm=#mmw

P(yeasr) (8) = (k + 1) (C) ya(?) f 2 (C) Yeo(t) »

..................................................

P00 = () £20 s + 0,

dlk+1

kde funkce z je linedrni kombinace funkci ygo, y;1, -+ Vg,i-k-1-

Proto miZeme v rovnici (4.12) poloZit x = x; + o, ; 4+, Volime-li &, € C
vhodnym zplisobem

= b [(k ; r) a7t (C)] ’

kde B, je koeficient u t" v q,), pak pro x, dostaneme rovnici

P(x;) (1) = e¥'q,-4(1) »
kde g,- je polynom stupné nejvyse r — 1, a nakonec najdeme

r+1 r+1
- — otk r+1-i
X =) GVeusrsr-i = 1Y at ,
i=1 i=1

coZ je feSeni rovnice (4.12) v hledaném tvaru. Obdobné miZeme postupovat i v pfi-
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padg, Ze na pravé strang rovnice (4.12) je vyraz

1=ixemql(t) ’

kde g; jsou mnoho¢leny.

Je-lina pravé strang v rovnici (4.12) vyraz q,(t) cos ut, uZijeme vztahu cos ut =
= (" + e™™")[2 a dostaneme fe¥eni ve tvaru u(f) e** + o(t) e”*, kde u, v jsou
mnohoCleny. Pfejdeme-li k funkcim cos ut, sin ut, dostaneme feSeni ve tvaru
u,(t) cos pt + v,(2) sin pt, kde uy, v; jsou mnohodleny. To znamena: Je-li na pravé
stran€ v (4.12) napf. cos ut, miiZe se v feSeni vyskytnout kosinus i sinus.

V obecném pfipadé plati: Nechf &isla ay, ..., a, jsou redlna a necht na pravé
strand v (4.12) je u,(f) €' cos {5t + v,(t) €% sin {,¢, kde u, v, jsou mnohotleny
s realnymi koeficienty, {;, {,€R, {, + 0, a necht &isla {; + i{,, {; — i{, jsou
k-ndsobné kofeny charakteristického mnohotlenu (4.4). Potom existuje FeSeni
tvaru

us(t) £* €¥* cos £t + vy(t) £ e sin (¢,

kde uj, v; jsou mnoho€leny s redlnymi koeficienty; maximum stupiit mnoho¢lend
U3, v3 je rovno maximu stupiit mnohodlend u,, v,.

Pfiklad: Hledejme feSeni rovnice

X —x® 4+ % —x=2t—1+cost. (4.13)
Charakteristicky polynom (4.4) ma kofeny +i, 1. Hledejme feSeni rovnice

X —x® g —x=2t—-1.

ProtoZe 0 neni kofenem charakteristického polynomu, existuje feSeni tvaru At + B
a dosazenim najdeme feSeni —2¢ — 1. Hledejme déle feSeni rovnice

x® —xP 4 x —x =cost.

Zde jde vlastn& o funkce e', e~!* (na pravé strang) a &isla i, —i jsou jednoduchymi
kofeny charakteristického mnoho&lenu; tedy existuje feSeni tvaru #(4 cos ¢t + Bsin ¢)
a dosazenim do rovnice dostaneme feSeni —t(cos t + sin #)/4. Hledané feleni rov-
nice (4.13) je

—t(cost + sin )4 — 2t — 1.

5.4.5. Poznimka: Jestlize k matici 4 € M,(K) existuje regulirni matice E € M,(K)
a matice Be M,(K) tvaru (4.3) tak, Ze rovnice (1.1) pfechazi substituci x = Ey
v rovnici (4.2), tj. plati-li

B=E '4E, (4.14)

pak miZeme Fikat, Ze vektorovou rovnici (1.1) lze pfevést autonomni linedrni trans-
formaci v skalérni rovnici n-tého ¥adu (4.1). To nastane pravé v tom piipadg, jestliZe
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tzv. pFirozeny normdlini tvar matice A je matice tvaru (4.3), kde a,e C pro i =
=1,2,..., n(viz [52], kap. V, § 4, odst. 64 nebo [17], kap. VII, § 5; v [17] se uzivd
terminu ,,prvni pfirozeny normdlni tvar*). Pomoci pojmu invariantni faktor lze do-
kazat, Ze nutnd a postadujici podminka, aby pfirozeny normélni tvar matice 4 byla
matice tvaru (4.3), je:

Je-li matice Q v (1.4) Jordaniv tvar matice A, pak A % A, pro
i%j, i,j=1,2..,r1 (4.15)

Tedy rovnici (1.1) Ize pfevést autonomni linedrni transformaci v rovnici (4.1)
pravé tehdy, plati-li (4.15).

5.5. Rovnice

d"f _ dn_lf dc
+ o7t +.ta T —=+a,=0, 5.1
1 de? SRR (1)

T

kde 7€ (0, ), @y, &3, ..., &, € C, se nazyva Eulerova diferencidlni rovnice. Provedme
substituci

t=Int, &) =x(1). (5:2)
Je tedy

4 o _dx 1
dr (T) T dt (t)t

a indukci dokdZeme, Ze pro k = 1, 2, ... plati

dkf _ dkx dk-l d_x i
Ho- [EF O+ b o ) o+ Bicaa S (z)] L (5:3)

kde b,eR,i=1,2,...,k, k=1,2,3,....
Ma-li funkce ¢: (0, c0) — C spojité derivace do fadu n, definujeme funkci
P(£): (0, ) = C rovnici
dr¢ d¢
P =1"—=(7) + ... + 4,7 — (1) + (7).
0 = L0 + . + a0 S ) + )
Z rovnic (5.3) plyne, Ze existuji &isla By, B3, ---» By € C tak, Ze poloZime-li
d"u du
P t) =—(t) +... + "——_t+nut9
@O =20 + o B 20+ pal)
potom plati

P(&) (1) = Py(x)(t) pro t€(0,0), t=Int, (5.9

jakmile funkce & m4 spojité derivace do fadu n, a funkce ¢ a x jsou vézany transfor-
maci (5.2).

(130)



Necht py je charakteristicky polynom rovnice

Py(x) =0, _ (5.5)
tj.

P+ BAT L+ BiA+ B,

Necht 44, 45, ... 4, jsou viechny kofeny charakteristického polynomu rovnice (5.5)
s nasobnostmi k;, k,, ..., k,. Podle V&ty 5.4.3 funkce

e, j=0,1,..,k—=1, i=12..,s,
tvofi fundamentélni systém rovnice (5.5) a tak podle (5.4) a (5.2) funkce
(nzy, j=01,...,-1, i=12,..,s, (5.6)
tvoti fundamentalni systém rovnice (5.1). Abychom snéze naili polynom p;, vezméme
funkce y;: R = C, 1,;: (0, ) = C pro A€ C, y,(f) = e¥, n,(7) = t* (= &'™). Je
Py(3:) (1) = pa(3) &
[viz (4.5)] a obdobn¥ je
P(n;)(x) = p(A)z*, kde p(A)=AA-1)...(A-n+1)+
+adA=1)...A=-n+2)+ .. +a_A+a,.
Podle (5.4) je py(4) = p(4). Vychazime-li z rovnice (5.1), napifeme polynom p,

najdeme jeho kofeny (vetn& jejich ndsobnosti); fundamentdlni soustava rovnice
(5.1) je déna v (5.6).

Pfiklad: Hledejme fundamentilni soustavu rovnice

3 2
1-3d_x+1;2(l.£+31d—x—8x=0. (5‘7)
de3 dz? dz
V tomto pfipadé je

PA)=3A-1)A-2)+MA-1)+31-8=
=B -22+4-8=(A+4)(A-2).

Kofeny charakteristického polynomu jsou 2, 2i, —2i, fundamentilni soustava je
2,712,172 Je oviem ¥ =M™ =co§(2In7) + isin(2In7). Tak dojdeme
k realné fundamentalni soustavé 72, cos (2 In ), sin (2 In 7).

56. JelideM,(K), k =1,2,..., necht S,(4) je &asteZny soudet prvnich k &lent
fady
1 1

I+ A+ —A*+ -4+ ... (6.1)
2! 3!
Pro k < m je
m—1 A 1
Isu4) - sl =g, 1L, 62)
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proto posloupnost S;(A), S,(4), ... je cauchyovskd a fada (6.1) mé soudet, ktery
ozna&ime exp A4 nebo téZ e4. Je tedy exp: M,(C) — M,(C) nebo exp: M,(R) - M,(R)
podle toho, zda pracujeme v C" nebo v R".

Pfi pevném A € M,(K) a t € R vySetfujme fady

I+ At+ 24 + 2498 4 . (6.3)
2! 3!
a
2 1 3,2 1 4,3
A+At+5At +;At+.... (6.4)

Céstetné soudty prvnich k &lend fad (6.3) a (6.4) jsou Sy(At), ASk(At) az(6.2)lze
snadno odvodit, Ze pro kazdé T > 0 fady (6.3) a (6.4) konverguji stejnom&rng na
intervalu {—T, T). Ziejmé je

d

— Si(At) = AS,_(1),

dt k( ) k 1()
tedy

J" AS,_(s) ds = Sy(A1) — S,(4t,).
t
Limitnim pfechodem pro k — oo plyne
J" Aexp (As)ds = exp (At) — exp (At,) pro t;,teR, (6.5)
t
a derivovanim podle ¢ plyne
Aexp (Al) = d%exp (4t),... pro teR. 4 (6.6)

Je exp (A0) = I a tak plati

5.6.1. Véta: Funkce exp (At) proménné t je fundamentdini matice rovnice (1.1),
kterd pro t = 0 nabyvd hodnoty 1.

5.6.2. Poznimka: Podle Véty 5.6.1 je exp (Af) = W(t), kde W(t) je definovdno
v (3.3), a tedy pro |exp (4r)| plati odhady (3.4), (3.5).

5.6.3. Poznidmka: V pfipadé n = 1 je funkce exp zndma exponencidlni funkce.
Nésobeni &isel je komutativni. Ndsobeni matic v pfipadé n = 2 neni komutativni.
Vzorce

expAexpB=exp(A+ B)=expBexpA (6.7)

plati, je-li AB = BA; dikaz je stejny jako pro n = 1. Je-li AB % BA, potom (6.7)
platit nemusi.
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Zgjména plati

exp (tA) exp (sA) = exp(t + s)A pro t,seR, (6.8)

exp (tA) exp (—td) =1 pro teR; (6.9)
exp (— A) je tedy inverzni matice k exp A. Plati té%

Aexp(tA) =exp(tA)A pro teR. (6.10)

5.6.4. Poznimka: Z rovnice (6.5) plyne (pro t; = 0)

exp(td) =1 + j:A exp (s4)ds pro teR. (6.11)
Pro rovnici (6.11) definujme posloupnost postupnych aproximaci

Z(t)=1, Z,(t)=1+ I;Alk(s) ds pro teR.

Snadno lze ukizat, Ze je Z;(t) = Si(t) pro k = 1,2, ...,teR.

5.6.5. Poznimka: Necht A je vlastni &islo matice 4 a necht x je vlastni vektor patficf:
k vlastnimu &islu 4, tj. Ax = Ax, x # 0. Potom plati: e* je vlastni &islo matice exp 4
a x je vlastni vektor matice exp 4, patfici k vlastnimu &islu e*. Je toti%

(exp A)x = (I+ A+ %Az + %A3 + )x =

=x+Ax+lA2x+lA3x+...=
2! 3!
1., 1.; i
=x+Ax+—Ax+—Ax+..=¢ex.
2! 3!
5.6.6. Pozndmka: Matice exp A4 je vZdy regularni, nebof podle Véty 5.6.1 je matice

exp At reguldrni pro t € R.
5.6.7. Poznidmka: Je-li matice 4 blokové& diagonélni,

pak také matice exp A4 je blokové diagondlni,
exp A,
exp A = exp A,

exp 4,
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To plyne pfimo z definice matice exp 4, nebof i matice 4/ jsou blokové diagonélni
proj=1,2,3,....

5.7. Metoda z odst. 5.6 neni obecné vhodn4 k tomu, abychom napf. vy3etfovali
chovani funkce exp At pro t — 0. Lze ji viak upravit. Necht A* + a,A""! + ... + a,
je charakteristicky polynom matice A. Podle Cayleyovy-Hamiltonovy véty (viz

(18], [17]) je

A"+ a A"+ ... +al=0.
Proto v fadg (6.3) miZeme dosadit v (n + 1)-nim &lenu —a, 4" — ... — a, I za 4"
V (n + 2)-hém &lenu miZeme dosadit —a, 4" — ... — a,4 za A"*! a potom op&t

—a A" — ... — a,] za A". MiZeme tedy olekdvat, Ze funkci exp At lze zapsat
ve tvaru

expAt =1¢,(t) + Ao,(t) + ... + A" 1 (1), (7.1)
kde ¢,: R = C. Plati
5.7.1. Véta: Necht z je maximdlni FeSeni rovnice

zZ™ 4+ a2V 4+ +az=0,

2(0) = 2(0) = ... = z*"P(0) = 0, " V(0)=1. (7.2)
PoloZme

(#:(2)

3]

net1s Gno2s - Gy, 1Y (2(2)

?a(1) Gpozs Guezy oo 1, O | 2(8)

‘Pn-l(t) a, l, cens 0, 0 z(n—2) t)

1) 1, 0, .0 0)\z-9())
Pak plati (7.1).

Véta 5.7.1 je dokédzéna v [62].
Odvodime jiny podobny vysledek (viz [62]). Nechf 4,, ..., 4, je posloupnost
vlastnich &isel matice A, kterd jsou napséna se zfetelem na ndsobnost (tj. je-li 4

k-nésobné vlastni &islo matice 4, je A v posloupnosti 4;, 43, ..., 4, na k mistech).
i

Polozme Fo =1, F; = [[(4 — A1) pro j = 1,2, ..., n. Podle Cayleyovy-Hamilto-
1

novy vétyje F, =0. ‘=
5.7.2. Vé&ta: Nechf funkce Y,: R - C, k = 1,2,..., n, splriuji soustavu

'1’1 = MV,

Vo= Y1+ A,

Y= Y, + AYs,

li/n = wn—l + An'/’n 3

N0 =1, ¥a(0) = ... = f0) = 0. (13)
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Potom plati

exp At = Foyy(t) + Foy,(t) + ... + Fouy Y(8) (7.4)
Dikaz: Poloime

U(t) = Fo Yy(t) + Fyya(f) + ... + Fouy Y1) -
Je

00) = 4U0) = S F byl = SAF Vyoal) =
=:2:F1 ¥yea(t) —:g:(“‘ = Apurd + A ad) Fydhyaq(t) =
=:2:F 1¥544(0) —éf V(1) _:2:}‘.“ 1Fy¥ea(f) =

= Fo(¥1(t) — A1 (1) +:;Z:FJ('1’J+ 1)) = ¥it) = Aye1 ¥yea(9)) = 0.

U je tedy fundamentdlni matice rovnice X = Ax, U(0) = I; proto je U(f) = exp t4
proteR.

P¥iklad: Necht je

4, 4,0
A=[-1, o0,0);
-2, —4,2

charakteristick4 rovnice je (A — 2)° = 0. Je 4, = 1, = 4; =2,

2, 40
Fy=A-2=|-1, -2 0|,
~2, -4, 0
Fp=(4—21F=0.
Z rovnic
'ill = 2|pl ’
Vo= Yy +2y,,
Vs= ¥z + 2y,

a z podminek ¥4(0) = 1,¥,(0) = ¥3(0) = 0 spodteme ¥ ,(f) = e*, Y,(t) = te?,
¥3(t) = 1 e*'[2. Dostavame podle (7.4)

1,0, 0 2, 40
exp (t4) = (0, 1, 0)e* + | -1, =2, 0] te*.
0,01

0, —4,0

£ ’
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5.8. Metoda vyloZend v odst. 5.1 a 5.2 je zaloZena na transformaci rovnice (1.1)
v rovnici (1.3). Pro feSeni rovnice (1.3) plati jednoduché vzorce a vlastnosti rovnice
(1.3) se prenaseji na rovnici (1.1), pokud oviem zndme matice H a Q. Na n&kolika
pfikladech v odst. 5.1 a 5.2 jsme ukdzali, jak Ize tyto matice najit k dané matici A.
Matice A v téchto pfikladech spliiovala tyto dvé podminky:

(@) Réd matice 4 byl 3 nebo 4.
(i)  Kofeny charakteristické rovnice byly celd &sla.

Na zdkladé vysledki linedrni algebry ovSem lze podat ndvod, jak nalézt
matice H a Q v pfipadég, Ze fad u matic Q je vétsi neZ 4, obdobny postupu, kterého
jsme uZili v ptikladech. Podstatné vSak je, Ze musime zndt vlastni &isla matice A
a Ze musime s nimi umét pogitat (musime napf. umét rozhodnout, zda matice, v jejimz
zépise se vyskytuje vlastni &islo, je nebo neni singuldrni). To miZe byt velmi obtiZné.
Metoda vyloZena v odst. 5.4 zfejmé& neni vhodna k pfibliZnym vypo&tim pro velké ¢.
Ani v odst. 5.5 se nepodafilo obejit obtiZe, které mohou byt spojeny s vlastnimi
&sly matice A. UZivime-li Véty 5.7.1, musime umét najit jisté feSeni rovnice (7.2)
a ve V&t 5.7.2 se vlastni &isla matice A vyskytuji explicitné. Je zfejmé, Ze nahradime-li
v (7.3) vlastni &isla 4,, ..., 4, jejich pfibliZnymi hodnotami, bude prava strana v (7.4)
pfibliZnou hodnotou pro exp At. Pfibliznymi (numerickymi) metodami lze oviem
pfimo hledat feSeni rovnice (1.1).
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