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24 KAP. II 

Kapitola II 

TEORIE URČITÉHO INTEGRÁLU (RIEMANNOVA) 

§ 1. Úvod. K pojmu určitého integrálu —jímž se budeme v následujících paragrafech 
zabývat — byli matematikové přivedeni — mimo jiné — také geometrickým problé­
mem, totiž otázkou po plošné míře rovinných oborů. V elementární geometrii se 
definuje plošná velikost neboli obsah trojúhelníků (jako polovina součinu základny 
a výšky) a dále plošná velikost neboli obsah oborů, jež se dají rozložit na konečný 
počet trojúhelníků, tj. plošná velikost mnohoúhelníků. Vzniká otázka, jakým způ­
sobem jest vhodno definovat obsah oborů obecnějších, jež nelze rozložit na konečný 
počet trojúhelníků; vezměme jeden takový jednoduchý případ. 

Budiž dána funkce /(x), spojitá a kladná v intervalu <a, fc>. Sestrojme obor P 
(viz obr. la), ohraničený jednak osou x, jednak přímkami x = a a x = b9 jednak 
křivkou y = f(x). Jak definovat obsah oboru P? Zde se přirozeně nabízí tato myšlen­
ka: rozdělme interval <a, i>> na několik dílků „dělicími body" x l f x2,..., xH_x 

(viz obr. lb nebo lc, kde jest n = 5; pro větší pohodlí píšeme a = x0, b = xm9 takže 
jest a -= x0 < Xi < x2 < ... < xm.l < xn = b); nad každým z těchto n intervalů 
<Xi_,, X|> (i = 1,2,..., n) jakožto základnou sestrojíme dva obdélníky: obdélník Qh 

jehož výška se rovná největší hodnotě funkce/(x) v intervalu <x,_ l9 xř> (viz obr. lb), 
a obdélník _R,, jehož výška se rovná nejmenší hodnotě funkce/(x) v intervalu <x,_,, 
x{> (viz obr. lc).1) Označíme-li znakem Af, největší hodnotu a znakem m, nejmenší 
hodnotu funkce f(x) v intervalu <X|_lfX|>, jest obsah obdélníka Q, roven číslu 
Mi (xi - xi-1) a obsah obdélníka Rt roven číslu m, (x, - xť_ x). Obdélníky g l f Q2y... 
..., Qn tvoří jistý mnohoúhelník Q9 „opsaný" oboru P(na obr. lb je šrafován); jeho 
obsah je roven číslu 

(1) I-*,(*,-*!_!). 

Obdobně obdélníky Ri9 K2, ...,/*„ tvoří jistý mnohoúhelník K, „vepsaný" oboru P 
(na obr. lc je šrafován); jeho obsah je roven číslu 

n 

(2) I»» i (* .-*<-i ) . 

Když nyní počet dílků (na něž jsme rozdělili interval <#, 6>) necháme vzrůstat nade 
všechny meze, přičemž délky jednotlivých těchto dílků konvergují k nule, zdá se 
J) Podle včty 128 v DI (str. 236, v 4. vyd. str. 269) jest mezi hodnotami, kterých funkce fix) 

v intervalu <JCÍ_1, x{> nabývá, skutečně jedna největií a jedna nejmenší. 
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pravdčpodobno, že obsah „opsaného44 mnohoúhelníka Q (tj. číslo (1)) i obsah 
„vepsaného" mnohoúhelníka R (tj. číslo (2))budou konvergovat k téže limitě, a jest 
docela prirozeno nazvat tuto společnou limitu „obsahem oboru P*\ 

Ovšem dosud nevíme, existuje-li vskutku tato 
společná limita — to budeme musit teprve dokázat. 
Půjde nám tedy v dalším především o to, studovat 
součty (1) a (2), a hlavně o to, sledovat, co se s těmito 
součty děje, když délky jednotlivých dílků (tj. čísla 
x, — x,-!) konvergují k nule. To je již otázka, 
kterou nikterak nemusíme vázat na geometrický 
problém, z něhož jsme vyšli. Bude pro nás důležité, 
abychom tuto otázku řešili co nejobecněji a zbavili 
se všech zbytečných omezení, ke kterým nás vedla 
původní geometrická formulace problému. Přede­
vším je pro studium součtů (1) a (2) zbytečný před­
poklad, že funkce f(x) je kladná; součty (1) a (2) 
můžeme sestrojit, i když funkce f(x) není stále 
kladná. Za druhé číslo M,, jakožto největší hodnota 
funkce/(x) v intervalu <x i_ 1, x,>, je zároveň také 
supremem funkce/(x) v intervalu <x i _ 1 , xá>

2) a ob­
dobně číslo w, jest infimem funkce/(x) v intervalu 
<x (_,, xf>. Toto supremum a infimum existuje 
pro každou funkci /(x), omezenou v intervalu 
<xť_1,x i>, i když tato funkce není spojitá;3) tedy 
i předpoklad spojitosti funkce /(x) je zbytečný, 
a stačí, nahradíme-li jej předpokladem, že funkce 
/(x) je omezená v každém z intervalů <x0, x->, 
<*i> *2>> •••> <*n-i» *,.>- čili že je omezená v inter­
valu <a, by. Proto o funkci f(x) nebudeme v dal­
ším — aspoň prozatím — předpokládat nic jiného, 
nežli že jest omezená v intervalu <a, 6>, a budeme 
svůj problém formulovat v plné obecnosti takto: 

Budiž f(x) funkce omezená v intervalu <a, í>>. 
Rozdělme interval <a, b} na několik dilů dělicími Obr. 
body 

a = x 0 < xl < x2 < ... < x,,-! < x„ = b 

\Xýé 

2) Viz poznámku 1 v kap. I, § 2. 
3) Toto supremum u nespojité funkce nemusí ovSem již být největší hodnotou funkce. Přiklad: 

definujme fU) v intervalu <0, 1 > takto: pro 0 ^ x < 1 budiž /(x) = 3x, pro x = 1 budiž 
/(l) = 0. Supremum funkce/(JT) v intervalu <0, 1> je zřejmě číslo 3, ač funkce této hodnoty 
vůbec nenabývá. 
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a sestrojme součty 
n n 

1-1 =-i 

koe Af, znáčisupremum a m, infimum funkce f{x) v intervalu <x,_,, x,> (i = 1, 2, 

Našim úkolem jest studovat tyto součty a hlavně vyšetřovat, co se s těmito součty 
děje, když počet dílků, na něž jsme rozdělili interval <a, fc>, vzrůstá nade všechny 
meze, přičemž současně čísla xř — xi-l konverguji k nule. 

Tím jest dán program; provedení tohoto programu jsou věnovány další para­
grafy této kapitoly.4) 

P o z n á m k a 1. Sčítací index ve vzorcích (1), (2) jsme označili písmenem i 
(počáteční písmeno slova index). Nemusíme se obávat záměny s imaginární jednot­
kou i, protože tzv. imaginární čísla (tj. komplexní čísla, jež nejsou reálná) se objeví 
pouze v kap. IV, § 1, 2 a potom porůznu v kap. IX, X, XI. Tam si ovšem dám pozor, 
abych písmeno i vyhradil pro imaginární jednotku. Mohl jsem sice ve vzorcích (1), (2) 
a dále označit sčítací index jiným písmenem, ale snad neškodí, zvykne-li si čtenář na 
to, Že rozsah a rozmanitost matematiky si vynucuje, že se v různých úsecích mate­
matiky užívá téhož symbolu v různém významu. Jinak bychom si vedle obvyklých 
písmen musili vymýšlet stále nové symboly. Je ovšem nutno se vždy přesně domluvit, 
aby se vyloučilo nedorozumění. 

§ 2. Součtová definice určitého integrálu. Budiž dán interval <a, b> a budiž dána 
funkce/(x) omezená v intervalu <a, fc>. 

Je-li dáno celé kladné číslo n a je-li dáno n -I- 1 bodů5) x0, x-, x 2,.. ., x„, jež 
splňují vztahy 

(3) a = x 0 < Xj < x 2 < ... < x„_i < x„ = b , 

říkáme, že tyto body definují určité rozdělení intervalu <a, fe>. Body x0, xl9..., x„ 
budeme nazývat dělicími body tohoto rozdělení; tyto body dělí interval <a, 6> na 
n částečných intervalů <x0, x->, ( x „ x 2 >,.. . , <x„_1, x^ . 6 ) 

4 ) Zdůrazňuji, že tento paragraf mčl pouze informativní charakter; chtčl jsem zde Čtenáři pouze 
ukázat, že otázka, jíž bude věnována tato kapitola, není nijak uměle sestrojena, nýbrž že 
jsme k ní vedeni zcela přirozeným způsobem. Pro logickou výstavbu teorie, jež bude podána 
v dalších paragrafech, je ovšem tento úvodní paragraf vlastně zbytečný. Proto přirozeně 
tento paragraf neobsahuje žádných pozitivních výsledků a také při jeho stylizaci jsem nekladl 
velkou váhu na obvyklé požadavky matematické přesnosti. 

5 ) Míním ovšem body na ose číselné, čili reálná čísla. 
6 ) Nejjednodušší „rozdělení" intervalu <a, by dostaneme, vezmeme-li n •= 1; potom jest Jt0 -= a, 

*i = b\ při tomto „rozděleni" máme ovšem jediný částečný interval <x0, *.> = <<j, by. 
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Toto rozděleni, definované dělicími body x 0, xly..., x„, označme písmenem D.7) 
Označme znakem Axt délku í-tého částečného intervalu <x j . 1 ,x ( >, tj. položme 
Ax{ = X| — XI.J. Označme dále znakem Aí, supremum a znakem m{ infimum 
funkce/(x) v intervalu <x1_1, x<>.8) Danému rozdělení D přiřadíme nyní dvě čísla: 
číslo 

S(D)= Ž A M x , . 
<=»I 

jež budeme nazývat horním součtem příslušným k rozděleni D, a číslo 

s(D) = X m< J * . • 
i=»l 

jež budeme nazývat dolním součtem příslušným k rozdělení D. Tyto horní a dolní 
součty budeme nyní podrobně vyšetřovat.9) 

Pro každé í platí ovšem nerovnost mt = Mh tedy mt Ax{ _ M{ Axi% a sečteme-li 
od i = 1 do f = n, dostaneme nerovnost s(D) = S(D), čili slovy: 

Tvrzení A. Dolní součet, příslušný k rozděleni D, je nejvýše roven hornímu 
součtu příslušnému k témuž rozděleni. 

V dalším budeme však nuceni srovnávat též součty příslušné ke dvěma různým 
rozdělením intervalu <a, 6>. 

Budtež D, D' dvě rozdělení intervalu <a, fr>; budeme říkat, že rozdělení D' je 
zjemněním rozděleni D, jestliže každý dělicí bod rozdělení D je také dělicím bodem 
rozdělení D'. (Viz obr. 2, kde rozdělení D f 

dané dělicími body y0, yl9..., y7 je zje- D 
i i 

mněním rozdělení D daného dělicími body O=XQ X, X2 X, .^=6 
x 0 , Xj,..., x 4 ; zde jest x 0 = y0, x- = y l f tf 
* i = ^3, *a = J>4> *4 = 3̂ 7-) Budiž nyní a ^ J ~ £ J—J J j T " / * * 
rozdělení D', dané dělicími body a = 7 

= .Fo < .Ki < -•• < ym-i < ym = b, Obr. 2. 
vskutku zjemněním rozdělení D, daného 
dělicími body a = x 0 < xt < ... < x w . 1 < x„ = 6. Označme znakem Aíj supremum 
funkce/(x) v intervalu <x í - 1 , xť> a znakem Aí£ supremum této funkce v intervalu 
<y*-i, yk>; položme AXÍ = xá - x,_ l f Jyk = y* - yk-t; potom jest 

S(D)= l A í ^ x , . , S(D')= £M'kAyk. 
.--i *-=i 

7) Takových rozdělení intervalu <<*,£> je ovšem nekonečně mnoho: především můžeme 
zvolit libovolně celé kladné číslo n a za druhé, když číslo n jest již zvoleno, můžeme ještě zvolit 
dělicí body x0, xíf..., xH libovolně, až na to, že musí vyhovovat podmínce (3). Různá roz­
dělení budeme rozlisovat čárkami, indexy apod. 

8) Funkce/(x) jest v intervalu <x ř_ l f JC|> omezená podle kap. I, § 2, poznámka 6. 
9) Je vidět, že postupujeme přesně podle programu stanoveného v § 1. 
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Srovnejme tato dvě čísla. Vezmeme určitý interval <x ř» 1,x i>; body xt.í9xt jsou 
ovšem také dělicími body rozdělení Df; budiž třeba xt-x = yr9 xt = y3 (jest ovšem 
r < s). Částečný interval <x l _ 1 ,x l > přispívá k součtu S(D) příspěvkem10) MtAxi9 

kdežto k součtu S(D') přispívá příspěvkem £ Mk Ayk. Je-li r + 1 = fc = s, jest in-
*=-r+l 

terval <y k-i, >>*> částečným intervalem intervalu <x,-i, xty a tedy podle pozn. 6 
v kap. I, § 2 jest M'k = Mt. Tedy jest (viz poznámku10)) 

Í MÍAyk = Mt Í Ayk = Mi(ys-yr) = Mi(Xi-Xi_l) = MlAXi. 
* = r + l * = - r + l 

Je tedy příspěvek, kterým interval <x i _ 1 , xty přispívá k součtu S(D')9 nejvýše roven 
příspěvku, kterým týž interval přispívá k součtu S(D). Ježto to platí pro každý 
částečný interval <x i_ 1,x l>, jest S(D') = S(D); obdobně se dokáže nerovnost 
s(D') = s(D). Dokázali jsme tedy toto 

Tvrzení B. Je-li rozděleni D' zjemněním rozděleni D9 jest S(D') = S(D)9 

s(D') > s(D). 

Z tvrzeni B učiníme ihned jeden důsledek: Budiž D0 ono rozdělení intervalu 
<a, fe>, jež je definováno dělicími body x 0 = a, x- = b. Zřejmě jest S(D0) = Af(x, -
— x 0) = M(b — a), s(D0) = m(b — a), kde M značí supremum, m infimum funkce 

f(x) v intervalu <a, b>. Ježto každé rozdělení intervalu <<J, by je zřejmě zjemněním 
rozdělení D0 (neboť body a, b jsou dělicími body každého rozdělení intervalu <a, b», 
jest podle tvrzení B součet S(D0) největší ze všech horních součtů příslušných všem 
možným rozdělením intervalu <a, by;11) obdobně součet s(D0) jest nejmenší ze všech 
dolních součtů. Dostáváme tedy tuto větu: 

Věta 12. Je-li M supremum a m infimum funkce f(x) v intervalu <A, Í>>, jest 
největší hodnota horního součtu rovna číslu M(b — a)9 nejmenší hodnota dolního 

1 0 ) Co tím rozumíme, je snad jasno. Budeme říkat, že interval <xj.1,Xj> přispívá k součtu 
fi 

£ MtAxt příspěvkem MtAxt: obecněji, je-li p < g, budeme říkat, že interval <xJ>, xf> při-
1 = 1 

spíváksoučtu £ MtAxt příspěvkem £ AftAxt= Mp^.l(xp^l - xp) + Mp + 2(.rp + 2 -
i--l i = p + l 

— x p + 1 ) + ... + A/f(xf — x f _j). Učiňme ještě jednu poznámku, které často použijeme. 
9 

Je-li p < g9 je £ Axt = (x,+ 1 - xp) + (x + 2 - x + 1) + ... + (xf - xf_-) = xf -
I»P+I 

m 

— x ; speciálně tedy 5-.Axt = x. — x 0 = b — a. Geometrický význam těchto rovnic je 
i - i 

jasný: délka intervalu <x,, x f > se rovná součtu délek intervalů <xp9 xp + - >, <xF + 1 , xp+2>..... 
<x f_i,x f>. 

1 1 ) To znamená, že žádný z horních součtů není větší než číslo 5(/>0)« 
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součtu rovna číslu m(b — a). JeAi tedy D libovolné rozděleni intervalu <a, fc>, 
platí nerovnosti m(b - a) g s(D) ^ S(D) ̂  M(6 - a).12) 

Buďtež nyní Di9 D2 dvě zcela libovolná rozdělení intervalu <<z, b>. Označme 
znakem D' rozdělení, jež je zjemněním rozdělení Dx a rovněž zjemněním rozděleni 
D2. (Takové zjemněni D' se dá snadno sestrojit např. tím, že za dělicí body rozdělení 
D' vezmeme jednak všechny dělicí body rozdělení Dl9 jednak všechny dělicí body 
rozdělení D2; tak je to provedeno na obr. 3). 
Podle tvrzení B je 5(D,) ^ S(D'); podle QI 

tvrzení A je S(D') ^ s(D'); podle tvrzení B i i 1 \ 1 
je s(D') ^ s(D2); odtud plyne S(D,) ^ ' ' Q ' 
^ s(D2). Platí tedy i—i j j , , 

Tvrzení C. Jsou-li Dl9 D2 dvě libo- . ; • ž ;P' . .  
uo/ná rozděleni intervalu <a, &> (totožná 
nebo navzájem různá), jest S(D^) ^ s(D2). 
(Čili: každý dolní součet je nejvýše roven 
kterémukoliv hornímu součtu.) 

Každému rozdělení D intervalu <fl, 6> přísluší určité číslo S(D); všechna čísla 
S(D) příslušná všem možným rozdělením intervalu <a, 6> tvoří jistou množinu 
číselnou; označme ji znakem 90í. Rovněž tak každému rozdělení D intervalu <a, by 
přísluší určité číslo s(D); všechna čísla s(D) příslušná všem možným rozdělením in­
tervalu <a, fc> tvoří jistou množinu číselnou; označme ji znakem m. 

Čísla množiny 9Ji (jinými slovy: horní součty S(D)) jsou podle věty 12 vesměs 
nejvýše rovna číslu M(b - a) a nejméně rovna číslu m(b - a); tedy množina 9TO 
je omezená, má tedy podle vět o supremu a infimu (kap. I, § 1) supremum a infimum. 
Supremum snadno stanovíme: největší horní součet, čili největší číslo množiny 9Dt, 
jest podle věty 12 číslo M(b - a); podle DI, str. 70, v 4. vyd. str. 73 je toto číslo 
supremem množiny 5DÍ. Nás bude však zajímat hlavně infimum množiny 2JÍ. Toto 
infimum množiny 3W (čili infimum horních součtů) označíme znakem Jí/(x)dx 
a budeme je nazývat horním integrálem funkce f(x) od a do b. 

Rovněž čísla množiny m (jinými slovy: dolní součty s(D)) jsou podle věty 12 
vesměs nejvýše rovna číslu M(b - a) a nejméně rovna číslu m(b - a); tedy množina 
m je omezená. Nejmenší číslo (a tedy infimum) množiny m je podle věty 12 číslo 
m(b — a). Nás bude však zajímat hlavně supremum množiny m. Toto supremum 
množiny m (čili supremum dolních součtů) označíme znakem jh

mf(x) áx a budeme je 
nazývat dolním integrálem funkce f(x) od a do b. 

Funkci f(x) nazýváme v obou případech (při horním i dolním integrálu) funkci 
integrovanou nebo integrandem; čísla a, b nazýváme mezemi horního (dolního) 

12> Nerovnost s(D) ^ S(D) plyne z tvrzeni A. 
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integrálu, a to číslo a nazýváme dolní mezí, číslo b horní mezí. Písmeno x, které 
vystupuje ve funkci/(x) a v symbolu dx, nazýváme integrační proměnnou.13) 

Věta 13. Budiž a < b; budiž f(x) funkce omezená v intervalu <a, fc>. Označí-
me-li písmenem M supremum a písmenem m infimum funkce f(x) v intervalu 
<a, by, jest 

m(b - a) = 5bJ(x) dx = ]b
af(x) dx = M(b - a) . 

Důkaz. Položme pro zkrácení 

£ / ( x ) d x = s, £/(x)dx = S . 

Číslo 5 je infimem množiny 5Jf, kdežto číslo Af(fa — a), jak jsme zjistili před okamži­
kem, jest supremem množiny 3DÍ; tedy jest S ^ M(b - a). Obdobně se dokáže 
nerovnost m(b — a) g s. Zbývá tedy ještě dokázat nerovnost s ^ 5 , Víme, že S = 
= inf SDí, s = sup m. Podle tvrzení C není žádné číslo z m větší než žádné číslo z SJ!? 

(tj. vezmu-li libovolné číslo z r n a libovolné číslo z SPÍ, je první číslo nejvýše rovno 
druhému). Podle pozn. 1 v kap. I, § 1 je tedy vskutku s = S. 

Uveďme ještě dva jednoduché důsledky věty 13: 

Věta 14. Budiž a < b; nerovnosti A g f(x) g B budte splněny pro všechna x 
intervalu <a, fe>. Potom jest 

A(b - a) = £ / ( x ) dx = fí f(x) dx = B(6 - a). 

Důkaz. Budiž M supremum a m infimum funkce/(x) v intervalu <a, fc>; podle 
poznámky 3 v kap. I, § 2 jest A g m, B ^ M a tedy podle věty 13 

A(í> - a) = m(fc - a) = J * / ( x ) d x = 

= JI/W dx = M(fc - a) = B(b - a) . 
Věta 15. Budiž a < b; nerovnost \f(x)\ ^ K budiž splněna pro všechna x in-

tervalu <a,'6>; potom jest 

| £ / ( x ) dx| = K(fc - a) , |J» /(x) dx| = K(fc - a) . 

1 3 ) Integrační proměnná nemusí vždy být označena písmenem x, může být označena třeba 

písmenem /, u, y apod.; horní (dolní) integrál píšeme pak JÍ!/(/) dt atd. Hodnota horního 
(a rovněž dolního) integrálu nezávisi na označení integrační proměnné; to znamená: je-li 
funkce /omezená v intervalu <a, b>, jest 

J2/Wdx= JS/(/)dr= JS/(i/)dK=... 
(neboť funkce/ nabývá v kterémkoliv bodě intervalu <a, b> stejné hodnoty, ať v ni nezávisle 
proměnnou značím písmenem x či /). Tedy např. 

J5(jc 2 -x + 2)djc= J ! ( r 2 - /-r 2) d/, JJ sin u d« = Jg sin y áy atd. 
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Důkaz. Pro všechna x intervalu <a, i>> jest - K úf(x) £ K; podle včty 14 
je tedy 

-K(b - a) ^jb f(x) dx = K(b - a) čili \jb

af(x) dx\ g K(b - a) ; 

obdobně pro horní integrál. 

Ve větě 13 jsme zjistili, že vždy platí vztah jb
af(x)dx š ]b

af(x)dx. Platí-li 
v tomto vztahu znamení rovnosti, nazýváme společnou hodnotu horního a dolního 
integrálu krátce integrálem (obšírněji určitým integrálem14)) funkce f(x) od a do b 
a označujeme ji znakem $bf(x) dx; ještě obšírněji mluvíme o Riemannově určitém 
integrálu.15) Říkáme v tomto případě (t). tehdy, když se horní integrál rovná dolnímu), 
že JS/(x) dx existuje, nebo že funkce f(x) má určitý integrál od a do b nebo také, že 
funkce f(x) jest integrace schopna v intervalu <a, by.16) Tím jsme podali tzv. 
Riemannovu (nebo také Cauchyovu-Riemannovu) součtovou definici určitého 
integrálu. Podle této definice tedy integrál J«/(x) dx (kdež a < b) existuje tehdy a jen 
tehdy, je-li JÍ/(x) dx = [bf(x) dx; je-li tato rovnost splněna, jest integrál jbf(x) dx 
definován vztahem 

jlf(x)dx = £f(x)dx =J í / (x)dx .>') 

Přík lad l. Budiž a < b; budiž fukce f(x) konstantní v intervalu <a, fc>, třeba 
f(x) -= c. Potom supremum i infimum funkce/(x) v intervalu <a, 6> je rovno číslu c; 
podle věty 13 jest tedy 

c(b - a) ^jb
acdx= fccdx š c(b - a). 

Ježto oba krajní členy jsou si rovny, musí v těchto nerovnostech vesměs platit zna­
mení rovnosti; tedy konstanta c má určitý integrál od a do & a jest 

Sbcdx = c(b-a).is) 

Přík lad 2. Definujme funkci/(x) takto: pro racionální x budiž f(x) = 0, pro 
iracionální x budiž f(x) = 1. Budiž <a, &> libovolný interval. Budiž D libovolné 
rozdělení intervalu <a, by definované dělicími body a = x 0 < xx < ... < xH^x< 

1 4 ) Název „určitý integrál" volíme proto, abychom tento integrál zřetelněji odlišili od tzv. 
„integrálu neurčitého*', kterým se budeme zabývat v kapitole III. 

1 5 ) Existuji totiž ještě jiné definice integrálu. Jednou z nejdůležitějších je definice Lebesgueova, 
na které budou spočívat úvahy II. svazku tohoto Integrálního počtu. Několik zásadních 
poznámek k definicím integrálu viz v kap. VIII, § 1. 

1 6 ) Jinak se u určitého integrálu užívá téhož názvosloví jako u horního a dolního integrálu: 
a je dolní mez, b je horní mez atd. 

, 7 ) íaf(x) dx jsme tedy dosud definovali jen pro a < b. Později rozšíříme tuto definici i na pří­
pady a= bta > b. 

l 8 ) Je-li c = 1, budeme místo fb 1 dx psát kratčeji J* dx, jak je zvykem. 
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< xn = b. Budiž Aíf supremum a mf infimum funkce/(x) v intervalu <.x ť.1,x i>. 
ii 

Zřejmě jest M, = 1, mř = O a tedy máme S(D) = £ 1 . Axt = fe - a, s(D) = 

II 

= £ O. AXi = 0. Ježto všechny horní součty jsou rovny číslu b — a, jest i jejich 
i = l 

infimum rovno číslu 6 — a; jest tedy j«/(x) dx = b — a a obdobně J«/(x) dx = 0. 

Tedy Saf(x) dx neexistuje. 

Poznamenejme ještě: Má-li funkce f(x) určitý integrál od a do b, můžeme 
ve větách 13,14,15 nahradit horní a dolní integrál prostě integrálem. Tím dostáváme 
tuto větu: 

Věta 16. Budiž a < b; funkce f(x) nechť má určitý integrál od a do b. Potom 
platí: 

1. Je-li M supremum a m infimum funkce f(x) v intervalu <a, by, jest 

m(b - a) = já f(x) d* = M(b - a). 

2. Jsou-li nerovnosti A = f(x) ^ B splněny pro všechna x intervalu <a, fc>, 
jest 

A(b -a)^Sbaf(*)áx úB(b -a). 

3. Plati-li nerovnost \f(x)\ ^ K pro všechna x intervalu <a, 6>, jest 

\Saf(x)dx\íK(b-a). 

§ 3. Horní (dolní) integrál jako limita horních (dolních) součtů. V předešlém 
paragrafu jsme definovali horní integrál funkce f(x) (omezené v intervalu <a, b » 
od a do b jako infimum horních součtů; ukážeme nyní, že tento horní integrál jest 
nejenom infímem horních součtů, nýbrž také — zhruba řečeno — limitou, ke které 
konvergují horní součty S(D)9 jestliže se rozdělení D mění tak, že čísla Axt konvergují 
k nule.1 9) Tento výrok nemá ovšem dosud přesného smyslu, neboť není jasno, jak 
se má zde rozumět slovům „limita" a „konvergovat k nule" (pojem limity posloupnosti 
ani pojem limity funkce jedné nebo několika proměnných se nám — aspoň prozatím 
— nehodí). Musíme se tedy vyslovit přesněji, a to učiníme v tomto paragrafu. 

Budiž D libovolné rozděleni intervalu <a, fe> definované dělicími body a = x 0 < 
< xx < ... < xm-l < xn = b. Znakem v(D) označíme největší z čísel Axu Axly... 
..., Axn(Axt = X| — x,_j); toto označeni podržíme v celé kapitole; číslo v(D) nazý­
vejme normou rozdělení D. Našim cílem bude především důkaz této věty: 

1 9 ) To je ve shodč s našim programem, vytčeným v § 1; jedním z našich cílů jest právč sledovat, 
co se děje s horními a dolními součty, když čísla Ax{ konvergují k nule. 
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Věta 17. Budiž a < b; budiž f(x) funkce omezená v intervalu <a, i>>. Potom 
ke každému kladnému čislu B existuje kladné číslo S tak, že nerovnosti 

(4) ]b.f(*)dxZS(D)<]>mf(x)dx + e 

jsou splnény pro každé rozděleni D intervalu <a, by Jež splňuje podmínku v(D) < S. 

Důkaz. Budiž/(x)funkce omezená v intervalu <a, by a budiž dáno libovolné 
kladné číslo e. Naším cílem jest dokázat existenci takového kladného čísla S, že 
nerovnosti (4) jsou splněny pro všechna 
rozdělení D vyhovující podmínce v(D) < S flr 
Ježto ]bJ(x) dx je infimem horních součtů a-X> \y, Wft gt % *=Ď 
a ježto |e je kladné, existuje (podle věty D 

- a \ - • A .v, , ~ A , Z i—i i—hn 1—l 1 V 
o infimu) aspoň jedno rozděleni Dt tak, že a=Xo x, x2:x3 -\ ^ ^ ^ ^ 

, . . D: . , . 
(5) S ^ ) < JÍ/(x) dx + \z . i i i i i i i i i i i 1 1 

C=ZoZlZ2Z3^ ZsZ6Z? z, z9zv z^z^b 
Toto rozdělení D, až do konce důkazu 
podržíme. Obr. 4. 

Rozdělení Dv budiž definováno děli­
cími body a = y0 < yl < ... < yp_x < yp = b. Ježto funkce f(x) jest omezená 
v intervalu <af 6>, existuje (podle poznámky 2 v kap. I, § 2) kladné číslo K tak, že pro 
všechna x intervalu <<J, 6> jest |/(x)| g K. Položme nyní 
(6) AKp 

tedy je S > 0. Budiž nyní D libovolné rozdělení intervalu <a, 6>, jež vyhovuje pod­
mínce v(D) < 5; dokážeme, že potom platí nerovnosti (4); tím bude věta 17 do­
kázána. 

Budtež a == x0 < xx < x2 < ... < xn^i < xH = b dělicí body rozdělení D. 
Sestrojme rozdělení D' tak, že za dělicí body rozdělení D' vezmeme jednak všechny 
dělicí body rozdělení Dlt jednak všechny dělicí body rozdělení D (viz obr. 4, kde jsou 
zakreslena rozdělení Di9 Dt D'). Dělicí body rozdělení D' označíme z0 i zu z2,.... zm 

(a = z0<zi< ... < zm.t < zm -= b). 

Vyšetřujme součty 

S(D) - £ Aí, Ax{, S(D') - £ M'k Azk . 
<«i k=-i 

(.dx, =- x, — Xt-ii Azk -= zk — zk_t; Af, značí supremum funkce f(x) v intervalu 
<x,_1, x,>; Mk značí supremum funkce/(x) v intervalu <z*-1, z4>.) Částečné inter­
valy <x0, x->, <x lf x2>,..., <x<l_1, x„> rozdělení D rozdělme na dvě třídy: interval 
<*, -1. xá> budeme nazývat intervalem prvního druhu, není-li žádný z bodů yi9 y2f... 
..., yP~i vnitřním bodem intervalu <x,_lf x,>; interval <x á- l t x,> budeme nazývat 

3 — arnik: IntafráJni potet I. 
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intervalem druhého druhu, je-li aspoň jeden z bodů yl9 y2,..., yp-\ vnitřním bodem 
intervalu <x í_1, .xř>. [Na obr. 4 jsou <x0, x,>, <x2, x3>, <x3, x4>, <x5, x6>, <x7, x8> 
intervaly prvního druhu (jest y5 = x7, takže bod y5 není vnitřním bodem intervalu 
<*7>*8>); intervaly <x l 5 x2>, <x4, x5>, <x6, x7> jsou intervaly druhého druhu.] 
Ježto každý interval druhého druhu obsahuje aspoň jeden z bodů >>i, J^* •••> yP-\ 
jako vnitrní bod, je počet intervalů druhého druhu nejvýše roven číslu p — 1. 

Vyšetřujme nyní příspěvky, jimiž jednotlivé intervaly <xI_1,.xi> přispívají 
jednak k součtu S(D), jednak k součtu S(D'). Je-li <.v,-_1, x,> interval prvního druhu, 
jest interval <x i_ 1,x l> též částečným intervalem rozdělení D', třeba *.•_, = z k_,, 
xř = zk, a tedy zřejmě přispívá interval <x,_i, x,> týmž příspěvkem k součtu S(D) 
jako k součtu S(D'). Je-li však <x i_1, x,> interval druhého druhu, jest tento interval 
v rozdělení D' rozdělen na dva nebo více intervalů, takže jest xi.í = zr, x, = zs, 
kde 5 - r > 1. Příspěvek intervalu <x,_i, x,> k součtu S(D) jest tedy M, Axt, kdežto 

5 

příspěvek téhož intervalu k součtu S(D') jest £ M'k Azk. Pro všechna x inter-
fc=r+l 

valu <a, b} platí nerovnost | /(x)| g K; podle poznámky 4 v kap. T, § 2 je tedy 
|M,| g K, \M'k\ g K; dále jest Ax-X g v(D) < S\ tedy jest 

(7) \M{Ax%\ < KS, 

(8) | t M'k Azk\ g K t Azk = K(zs - zr) = 
Jk = r t l fc = r + l 

= K(x, - x ř _ i ) = Kzlx, < KS. 

Vyšetřujme nyní rozdíl S(D) — S(D'); příspěvky, kterými přispívají intervaly prvního 
druhu k součtu S(D) a k součtu S(D'), jsou si rovny a v rozdílu S(D) — S(D') se 
tedy zruší. Každý interval druhého druhu přispívá k součtu S(D) i k součtu S(D') 
příspěvkem, jehož prostá hodnota podle (7), (8) jest menší než KS. Tedy takový in­
terval druhého druhu přispívá k rozdílu S(D) — S(D') příspěvkem, jehož prostá 
hodnota je menší než 2KS. Ježto pak počet intervalů druhého druhu není větší než 
p — 1, jest podle (6) 

|S(D) - S(D')| g (p - 1). 2K<5 < 2pKS = | e ; 
tedy jest 

(9) S(D) < S(D') + \c. 

Dále jest rozdělení D' zjemněním rozdělení Dl a tedy podle tvrzení B z § 2 

(10) S(D') <. S(Dt) . 

Ze vztahů (9), (10), (5) plyne 

S(D) < S(D') + ±e £ S^) + $e< faf(x) dx + e , 
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čímž je druhá nerovnost (4) dokázána. První nerovnost (4) 

J J / ( x ) d x ^ S ( D ) 

je však samozřejmá, ježto horní integrál je infimem horních součtů. Tím je věta 17 
dokázána. 

Z této vety učiníme ihned jeden důsledek: 

Věta 18. Budiž a < b: budiž f(x) funkce omezená v intervalu <a, by. Budiž 
D,, D2, D 3, ..., Dm, ... posloupnost rozděleni20) intervalu <a, />> taková, že je 
lim v(Dm) - 0. Potom posloupnost čísel S(D,), S(D2), •••- S(Dm), ...má limitu rovnou 

m-»oo 

hornímu integrálu ]b
af(x) áx (čili lim S(Dm) = f>

af(x)áx). 
m-»oo 

D ů k a z . Budiž dáno libovolné kladné číslo e. Máme dokázat, že existuje číslo 
m 0 tak, že nerovnost 

(11) | S ( D m ) - J Í / ( x ) d x | < £ 

platí pro všechna m, jež jsou větší než m0. Podle věty 17 existuje kladné číslo S takové, 
že nerovnosti 

J Í / ( x ) d x ^ S ( D ) < J Í / ( x ) d x + £ 

platí pro všechna rozdělení D, jež vyhovují vztahu v(D) < ó. Ježto lim v(Dm) = 0, 
m-->ao 

existuje číslo m 0 takové, že nerovnost v(Dm) < ó platí pro všechna m, jež jsou větší 
než m0. Je-li tedy m > m0, platí nerovnosti 

j l f ( x ) d x < S ( - > 1 1 , ) < J S / ( x ) d x + 8 

a tedy tím spíše nerovnost (11), jak jsme měli dokázat. 
Význam věty 18 spočívá v této okolnosti: chceme-li nalézt JJ/(x) dx9 nemusíme 

vyšetřovat všechna rozdělení D intervalu <a, fc> a sestrojit infimum příslušných 
horních součtů S(D), nýbrž stačí, sestrojíme-li nějakou posloupnost rozdělení Du D2% 

D 3 , . . . takovou, že lim v(Dm) = 0, a najdeme-li limitu posloupnosti S(Dj), S(D2\ 
«I-*0O 

S(D 3 ) , . . . Objasníme za chvíli tuto výhodu na příkladě; napřed však poznamená­
vám ještě, že obdobné věty platí také pro dolní integrál: 

Věta 19. Budiž a < b; budiž f(x) funkce omezená v intervalu <a, fc>. Potom 
ke každému kladnému číslu e existuje kladné číslo S tak, že nerovnosti 

£ / ( x ) d x M D ) > £ / ( x ) d x - 8 

jsou splněny pro každé rozděleni D intervalu <0, by Jež splňuje podmínku v(D) < ó. 

2 0 ) Míním ovšem nekonečnou posloupnost. Řekli jsme již v DI, str. 79, v 4. vyd. str. 83, že 
členy posloupnosti mohou být jakékoliv věci. 
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Věta 20. Budiž a < b; budiž f(x) funkce omezená v intervalu <a, b>. Budiž 
Dl9 D2, D 3 , . . . posloupnost rozdělení intervalu <a, fc> taková, že \imv(Dm) = 0. 

m-»co 

Potom jest 
lim 5(Dm)=_/í/(x)dx. 
m-»ao 

Důkazy vét 19, 20 neprovádím, ježto jsou zcela obdobné důkazům vět 17, 18. 

Čtenář ostatně může snadno odvodit věty 19, 20 z vět 17, 18 tímto způsobem: 

Budiž s(D) dolní součet příslušný k funkci / a k rozdělení D; budiž S'(D) horní 
součet příslušný k funkci —/ a k rozdělení D; z poznámky 5 v kap. I, § 2 (pro c = 
= - 1) plyne, že s(D) = - S'(D); odtud snadno £S/(x)dx = - Jí(-/fx))dx, 
načež věty 19, 20 plynou okamžitě z vět 17,18. 

Příklad 1. Budiž/(x) = x a počítejme 

ji x dx , ji x áx . 

Sestrojme rozdělení D l f D 2 , . . . , Dm,... tak, že Dm jest ono rozdělení intervalu <2f 3>, 
jež dělí tento interval na m stejných dílů; dělicí body rozdělení Dm jsou tedy x0 = 2, 
x_ = 2 + l/m, x2 = 2 + 2/m, ..., x, = 2 + i/m,..., xm = 2 + m/m = 3. Jest 
v(Dm) = l/m, tedy 

lim víD,,.) = 0 ; 
IH-*00 

tedy podle vit 18, 20 jest 

lim S(Dm) = j i x dx, lim s(Dm) = [\xdx. 

Počítejme S(Dm)9 s(Dm). Největší hodnota (a tedy i supremum) funkce f(x) = x 

v intervalu <x l. 1, x,> = / 2 H , 2 + — p jest 2 + í/m; obdobně nejmenší 
\ m m / 

hodnota (a tedy i infimum) funkce/(x) v tomto intervalu jest 2 + (i — l)/m. Tedy jest 

S(Dm) = £ ( 2 + 1 ) 1 - 2 + 1 ( 1 + 2 + ... + m) = 
í=-i \ mj m m 

= 2 + m(m+__)_ s5 + _ L : 

2m2 2 2m 

síOj - Ž (2 + 1 - L X 1 = 2 + -1(0 + 1 + .... +(m - 1)) = 
.=i \ m Jm m* 

, m(m - 1) 5 1 
= 2 + — - — ^ = . 

2m2 2 2m 
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Tedy jest 

ľ x dx = lim S(Dm) = - , x dx = lim s(Dm) = 
J 2 iи-»co 2 J 2 m-»oo 

f3 5 
Tedy funkce x má integrál od 2 do 3 a je x dx = -. Pozdéji odvodime ovšem jiné, 

h 2 
pohodlnější metody pro výpočet určitých integrálů. 

Věty 17 až 20 se týkaly libovolných funkcí omezených v intervalu <a, 6>. Odvo­
díme ještě dvě obdobné věty, jež se však týkají pouze funkcí, jež mají integrál od a 
dob. 

Věta 21. Budiž a < b\ budiž f(x) funkce, jež má určitý integrál od a do b. 
Potom ke každému kladnému čislu e existuje kladné čislo S taky že plati toto: je-U 
D libovolné rozděleni intervalu <a, fe> definované dělicími body a = x0 < xx < ... 
... < xm-x < xH = b, které vyhovuje podmínce v(D) < S, a jsou-li (u £2,..., £„ 
libovolná čísla, která vyhovují podmínce x,_i ^ ,̂ g xř pro i = 1, 2,..., n, platí 
nerovnost 

(12) l/./Wdx- tf(QAx,\<t. 
i « l 

Důkaz. Budiž/(x) funkce, jež má integrál od a do b. Budiž dáno libovolné 
kladné číslo e. Podle věty 17 existuje kladné číslo óí tak, že nerovnost21) 

(13) S(Z>)<j:/0)dx + C 

platí pro všechna rozdělení D, která vyhovují podmínce v(D) < Sv Podle věty 19 
existuje kladné číslo S2 tak, že nerovnost 

(14) S{D)>!U(x)áx-e 

platí pro všechna rozděleni D vyhovujici podmínce v(D) < <52. Položme á — 
= Min (áj, <52); tedy S > 0. Budiž D libovolné rozděleni vyhovujici podmínce 
v(D) < S; potom platí nerovnost (13) i nerovnost (14). Budte a = x 0 < xt < ... < 
< xm = b děliči body rozdělení D. Označme znakem M{ supremum a znakem mt 

infimum funkce f(x) v intervalu <x,_,,x,>. Jsou-li ču č2,..., {„ libovolná čísla 
vyhovující nerovnostem x,_,^ {, ̂  x, pro i = 1,2,..., n,jest ovšem m, á/(íi) £* 
^ Aí, a tedy 

05) s(D) = Í> ,Jx , = t/ÍO^i š Í A M * - S(D) ; 
f - i i « i < - i 

2i) Místo horního a dolního integrálu píšeme oviem krátce integrál. 
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odtud a z nerovností (13), (14) plyne pak 

J_/(x)dx - £ < iffa) Ax, < / : /(x)dx + a ; 
ť = - l 

to je však právě hledaná nerovnost (12). 

Věta 22. Budiž a < b; budiž f(x) funkce, jež má určitý integrál od a do b. 
Budiž dále Z)_, D2, .-.posloupnost rozdělení intervalu (a, by Jež vyhovuje podmínce 
lim v(Dm) =- 0. Dělicí body rozdělení Dm budte 

m-*oo 

a = x0>w < x,,_ < x2>m < ... < x„m.lm < xB_,m = b.22) 
Pro každou hodnotu m budiž dáno nm čísel {.,_, £2.-. •••. Čn_,-t-k> Že p/_řix,_li)r. ^ 
< {..» < *i.m Pr° » = 1. 2, ••-, «-. Pofom jesf 

(16) lim l / ( 0 _ l x , f . - - j : / ( x ) d x . 
m-»oo 1-1 

(Přitom značíme _Ix.>irl = x.t_ - x,_lf_.) 

Důkaz. Podle vět 18 a 20 jest 

(17) lim S(Dm) = Jí f(x) dx , lim s(Dm) = JJ /(x) dx . 
m-»co m-»oo 

Jest však zřejmě (viz důkaz nerovnosti (15) v důkazu věty 21) 

(18) <D_) < £/(?.._) Jx,,_ < S(Dm) . 
< = - l 

Ze vztahů (17), (18) plyne však okamžitě rovnice (16).23) 
Všimněme si, jaký je rozdíl např. mezi větou 18 a větou 22. Existuje-li faf(x) dx, 

můžeme jej podle věty 18 počítat takto: sestrojíme posloupnost rozdělení intervalu 
<a, fc> : D|, D2,... takovou, že lim v(Dm) = 0; limita posloupnosti 5(Dj), S(D2\ ... 

m-*ao 

je potom hledaný integrál. Abychom však stanoyili horní součet S(Dm\ musíme 
stanovit supremum funkce/(x) ve všech částečných intervalech, na které jest interval 
<a, 6> rozdělen rozdělením Dm. Věta 22 praví pak — zhruba řečeno — že můžeme 
místo tohoto suprema funkce f(x) v takovém částečném intervalu vzít namátkou 
hodnotu funkce/(x) v kterémkoliv bodě toho částečného intervalu. Poznamenávám 
ovšem ještě jednou, že vět 17 až 20 můžeme použít pro jakoukoliv omezenou funkci, 
kdežto vět 21 a 22 můžeme použít jen tehdy, víme-li již předem, že funkce f(x) má 
určitý integrál od a do b. Jak se to pozná, o tom si odvodíme některé věty v § 4, 5, 6, 
hlavně však v § 8. 
2 2 ) Tyto body, jakož i jejich počet závisí ovšem na m — v označení byl na tuto okolnost vzat 

zřetel. Číslo nm značí např. počet částečných intervalů, na něž je interval <<rv 6> rozdělen 
rozdělením Dm. 

2 3 ) Podle známé věty: je-li am _̂  cm _̂  6m, lim am = lim bm = oc, jest též lim cm = <x, viz 

DI, věta 61 nr. 86, v 4. vyd. str. 91. 

l/m» 
m-»co 
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§ 4. Integrace součtu. 

Věta 23. Budiž a < b\ budte fx(x\ f2(x) funkce omezené v intervalu <a, 6>; 
potom je 

(19) J»(/.(x) + /2(x)) dx g JÍ/.(x) dx + Jl/2(x) dx ; 

(20) £(/ . (x) + /2(x)) dx £ £/ . (x) dx + £/2(x) dx . 

Důkaz. Budiž D libovolné rozdělení intervalu <a, í>> definované dělicími body 
a = x0 < x1 < ... < xH = b. BudižM\ supremumfunkce fx(x) v intervalu <x,_lf Xj>, 
budiž Af" supremum funkce /2(x) v intervalu <x i_ l fx,>, budiž Mf supremum 
funkce / t(x) +/2(x) v intervalu <x i_1,x j>. Pro všechna x intervalu <x ř_ l f x,> 
platí nerovnost fx(x) + /2(x) ^ M{ + Af " a tedy jest (podle poznámky 3 v kap. I, 
§ 2) M, = MJ + AfJ. Označím-li tedy znaky S'(D\ S"(D\ S(D) horní součty příslušné 
k funkcím fi(x\ f2(x\ /-(x) + /2(x), jest 

(21) S(D) = t M, Jx ř = £ (MJ + MO dx, = S'(D) + S"(D) . 
i = l i=-l 

Sestrojme posloupnost rozdělení intervalu <a, b>: Dl9 D2, D3,... tak, že lim v(Dm) = 
m->ao 

= 0 (můžeme třeba zvolit za Dm ono rozdělení, jež dělí interval <a, ft> na m stejných 
dílů). Potom jest podle (21) pro každé m 

S(Dm) = S'(Dm) + S"(Dm) ; 

přechodem k limitě dostáváme podle věty 18 vztah (19). Vztah (20) se dokáže ob­
dobně. 

Věta 24. Budiž a < b; existuji-li integrály jlfi(x) dx, JJ/2(x) dx, existuje 
i integrál Sa(fi(x) + /2(*)) dx a jest 

JK/iW + / i to) dx = £/ ,(*) dx + j ; /2(x) dx. 

Důkaz. Podle vět 23 a 13 je 

Jí/i(x)dx + j;/ 2(x)dx =£(h(x) + /2(x))dx = 

ž J»(A(x) + /2(x)) dx g JÍ/.(x) dx + JÍ/2(x) dx ; 

oba krajní výrazy (vpravo i vlevo) jsou si rovny, tedy platí vesměs znamení rovnosti, 
čímž je věta 24 dokázána. 

Věta 25. Budiž a < b\ má-li funkce f(x) určitý integrál od a do b a je-li c 
libovolné číslo, má i funkce cf(x) určitý integrál od a do b a je 

í.cf(x)dx = cjbJ(x)dx. 
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Důkaz. Předpokládejme, že funkce/(x) má určitý integrál od a do b. Roze­
znávejme tři případy: 

1. Je-li c = 0, jest podle příkladu 1 v § 2 

# 0 . / ( x ) d x = tfOdx = 0 = 0 . tf/(x)dx. 

2. Je-li c > 0, vyšetřujme libovolné rozdélení D intervalu <a, J>> definované 
dělicími body a = x 0 < x, < ... < xn = b. Budiž S'(D) horní a s'(D) dolní součet 
příslušný k funkci c/(x); S(D) budiž horní a s(D) dolní součet příslušný k funkci 
/(x). Je-li Mj supremum a wij infimum funkce/(x) v intervalu <XÍ_J, Xj>, jest podle 
pozn. 5 v kap. I, § 2 supremum funkce c/(x) v intervalu <X;_,, xf> rovno číslu cM.-
a infimum rovno číslu cm^ Tedy 

n n 

S'(D) = X cAÍ, Axi = c S(D) , s'(D) = Z ™i, -̂*i = c *( D ) • 
i = i i = i 

Budiž Dj, D2, ..., Dm, ... posloupnost rozdělení intervalu (a, by taková, že 
lim v(Dm) = 0. Potom je pro každé m 

S'(Dm) = c S(Dm), s'(Dm) = c s(Dm) ; 

podle vět 18 a 20 získáme odtud přechodem k limitě rovnice 

JÍ c/(x) dx = cfttf{x) dx = c tf/(x) dx . 

£ c / ( x ) d x = c£f(x)dx = c j í / ( x ) d x , 

jak se mělo dokázat. 

3. Budiž konečně c < 0; zachováme-li totéž označení jako v případě c > 0. 
dostáváme nyní podle pozn. 5 v kap. I, § 2, že supremum funkce c/(x) v intervalu 
<Xj-i, *i> je rovno číslu cm{ a infimum je rovno číslu cM(; z toho 

S ' ( D ) - Z cmi A*i = c 5(D) » 5 ' ( D ) = Z c A f i <**. - c S ( D ) > 

odkudž stejně jako dříve S'(Dm) = cs(Dm\ s'(Dm) = cS(Dm) a tedy přechodem 
k limitě 

jacf(x) dx = c £ / ( x ) d x = c / í / ( x ) d x , 

Jb
mcf(x)áx=c]mf(x)dx = c / J / ( x ) d x , 

jak se mělo dokázat. 

Poznámka 1. Větu 24 jsme dokázali pro dva sčítance; úplnou indukcí lze 
okamžitě odvodit obdobnou větu pro libovolný počet sčítanců. Kombinujeme-li tuto 
větu s větou 25 (o násobení integrované funkce konstantou), dostáváme konečně 
tuto větu: 
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Věta 26. Budiž a < b\jsou-lifx(x)9f2(it)9 ...,fn(x) funkce majiciurčitý integrál 
od a do b a jsou-li cl9 c2,..., cn libovolná čísla, má i funkce ctfx(x) + c2/2(x) + 
+ ... + cnfn(x) určitý integrál od a do b a jest 

J-(ci/i(*) + -j/ato + - + c./.(x))dx = 
= c, £ft(x)dx + c2 JÍ/2(x)dx + ... + cjí /„(x)dx . 

Jako speciální případ dostáváme tento výsledek (pro n = 2, c, = 1, c2 = - 1): 
Mají-li funkce /i(x),/2(x) určitý integrál od a do b (a < b), má i funkce/^x) — 
— /2(x) určitý integrál od a do b a jest 

£(/.(*) - /,(*)) dx = Jí/.(x)dx - JS/2(x) dx . 

Věta 27. Budiž a < b\ f(x) budiž funkce, jež má určitý integrál od a do b; 
budiž f(x) _ 0 pro všechna x intervalu <a, b>; potom jest 

J!/(x)dx = 0 . 

Důkaz plyne okamžitě z věty 16 (z druhé její části), klademe-li v ní A = 0 
a klademe-li za B třeba supremum funkce/(x) v intervalu <a, 6>. 

Věta 28. Budiž a < b;fi(x)9f2(x) budtež funkce majici určitý integrál od a do 
b; budiž/-(x) > f2(x) pro všechna x intervalu <a, b>; potom jest 

!b
afl(x)dx^jb

af2(x)dx. 

Důkaz. Podle věty 26 existuje JJ (/-(x) - /2(x)) dx; podle věty 27 jest JJ (/j(x) -
- /2(x)) dx = 0; podle věty 26 jest tedy 

JaViW dx " tf/*W dx - J2(/iW " /2W) dx = 0 . 

Poznámka 2. Důležitý doplněk k této větě obsahuje poznámka 2 na konci §5. 

§ 5. Integrál od a do c, vyjádřený integrály od a do * a od b do c. 

Věta 29. Budiž a < b < c a budiž f(x) funkce omezená v intervalu <a, c>. 
Potom jest 

J :/(x)dx=7;/(x)dx + Jí/(x)dx; 
(22) 

£ / W dx = j ; / ( x ) dx + j ; / ( x ) dx . 

Důkaz. Budiž D'm(m = 1,2,3,...) ono rozdělení intervalu <a, b>, jež dělí 
tento interval na m stejných dílů; dělicí body tohoto rozdělení jsou tedy 

a = x0 < x- < x2 ... < xm = 6 , kdež x, = a + —- (b — fl) ; 
m 
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zřejmě jest v(D'm) = (b - a) : m. Obdobně budiž Dm (m = 1, 2, 3,...) ono rozdělení 
intervalu <í>, c>, jež dělí tento interval na m stejných dílů; dělicí body tohoto rozdělení 
jsou tedy 

b = y 0 < y_ < y2 < ... < ym = c, kdež y, = 6 + — (c - Z>) ; 
m 

zřejmě jest v(Dm) = (c - fc) : m. Dělicí body a = JC0 < x_ < ... < x,-..-, < b < 
< >i < yi < ••• < ^m-i < ym = c definují jisté rozdělení Dm intervalu <a, c>, 
přičemž 

v(Dm) = Max((fe - a) : m , (c - 6) : m); 

zřejmě jest 

(23) S(Dm) = S(D'n) + S(D'm) 

pro každé m. Ježto lim v(D^) = lim v(Dm) = lim v(Dj = 0, jest podle (23) 
w-*oo m->oo m-*co 

a podle věty 18 

jc
af(x)áx = lim S(Dm) = lim S(D'm) + lim S ( D : ) = 

m "• oo ITI-*OO rn - * oo 

= J./(x)dx + j í/(x)dx, 

čímž je dokázán vztah (22) pro horní integrál. Důkaz pro dolní integrál jest obdobný. 
Věta 30. Budiž a < b < c; nechť existuje integrál jaf(x) dx i integrál $c

bf(x) dxí 
potom existuje i integrál jc

af(x) dx a jest 

J:/(x)dx = JÍ/(x)dx + J í/(x)dx . 

Důkaz. Z předpokládané existence integrálu od a do b a integrálu od b do c 
plyne, že funkce f(x) jest omezená v intervalu <a, b} i v intervalu <fr, c> a tedy 
i v intervalu <a, c> (podle poznámky 7 v kap. I, § 2); podle věty 29 jest tedy 

J:/(x) dx - J»/(x) dx + jlf(x) dx a rovněž 

j : / ( x ) d x = j ; / ( x ) d x + ft/(x)dx, 

jak se mělo dokázat. 

Poznámka 1. Věty 29 a 30 se týkaly dvou „sousedních" intervalů <a, 6>, 
<6, c>. Úplnou indukcí lze z nich okamžitě odvodit obdobné věty pro libovolný počet 
takových intervalů; např. je-li ax < a2 < al < ... < an a je-li funkce/(x) omezená 
v intervalu (au 0„>, Je 

j - / ( x ) d x = j:?/(x)dx + j?j(x)dx +... + j : ; _ . / ( x ) d x . 
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Věto 31. Budiž a < b; funkce f(x) nechť má určitý integrál od a do b. Nechť 
<c, d> jest částečný interval intervalu <a, b}.24) Potom funkce f(x) má též určitý 
integrál od c do d. 

Důkaz. Podle věty 29 (a podle poslední poznámky) jest 

£/ (*) dx = fj(x) dx = f.f(x) dx + jif(x) dx + /»/(x) dx ») 

tf/(x)dx = £ / (x)dx = £ / (x )dx + ÍÍf(X)dx + JJ/(x)dx .») 

Z toho odečtením 

(24) (f.f(x) dx - £ / (x ) dx) + (fcf(x) dx - [Íf(x) dx) + 

+ (/»/(x)dx-j;S/(x)dx) = 0.25) 

Žádný sčítanec na levé straně rovnice (24) není záporný (podle věty 13); tedy musí 
každý z těchto sčítanců být roven nule (neboť kdyby některý z nich byl různý od nuly 
— a tedy kladný — byl by i součet na levé straně rovnice (24) kladný a nemohl by 
se rovnat nule). Speciálně tedy prostřední člen se rovná nule, tj. 

]lf(x)dx = [lf(x)dx, 

jak se mělo dokázat. 

Poznámka 2. Důležitým doplňkem k větě 28 v § 4 je tato věta: Budiž a < b; 
fi(x),f2(x) budte funkce mající určitý integrál od a do b; budiž fx(x) ^ f2(x) pro 
všechna x intervalu <a, b>. Konečně nechť existuje číslo c v intervalu (a, b) tak, 
ž* fi{c) =$=/2vc) (tedy nutně ft(c) > f2(c)) a že fi(x)J2(x) jsou spojité v bodě c. 
Potom je 

JJ/1(x)dx>/Í/2(x)dx. 

(Proti znamení *£ ve větě 28 máme tedy zde znamení >.) 

Důkaz. Označme/t(c) — f2(c) = h, tedy h > 0. Ježto funkce/,(x) — f2(x) je 
spojitá v bodě c, existuje S > 0 tak, že pro všechna x intervalu <c — 5, c + <5> je 
ft(x) - f2(x) ^ \h. Mimoto volme S tak malé, lea<c-S<c + ó<b. Potom 
je podle věty 28 (integrály existují podle věty 31) 

(24a) JTVito dx ^ j r V í M dx , ^ěft(x) dx ^ JJ+i/2(*) dx 

a konečně (viz větu 24 a příklad 1 v § 2) 

£í j / , (x)d* = tfíSC/ito + íh)dx = !'etiUx)dx + £t\\h dx , 

tj-
(24b) JS--J/i(*)dx i? j'tťiMx)dx + h6 . 
2A) To znamená a ^ c < d ^ b. 
2S) První sčítance ovšem odpadne, je-li a = c; třetí sčítanec odpadne, je-li d = b. 
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Sečtením tří nerovností (24a), (24b) dostáváme podle pozn. 1 vskutku 

fbft (x) áx = fbf2(x) dx + hS> fb
af2(x) dx . 

§ 6. Změna integrované funkce v konečném počtu bodů. 

Věta 32. Budiž a < b. Budiž f(x) funkce omezená v intervalu <a, b}. Budiž 
g(x) funkce, jež se Uši od funkce f(x) jen v konečném počtu bodů intervalu <a, fc>. 
Potom jest 

]bg(x)dx = ]bf(x)dx, [ag(x)dx=jlf(x)dx. 

Důkaz. Ježto funkce f(x) je omezená v intervalu <a, b>, je podle pozn. 8 
v kap. I, § 2 též funkce g(x) omezená v intervalu <a, 6>, takže horní integrál fb g(x) dx 
má smysl. Abychom dokázali, že 

(25) ]bg(x)dx = ]b
af(x)dx, 

stačí, dokážeme-li toto: nerovnost 

(26) \]bJ(x)dx-fb
ag(x)dx\<e 

platí, ať je e jakékoliv kladné číslo. Budiž tedy dáno libovolné kladné číslo e. Zvolme 
čísla a = a0 < ax < a2 < ... < ap-x < ap = b tak, že rovnost f(x) = g(x) platí 
pro každé x intervalu <a, fc>, jež se nerovná žádnému z čísel a0, ax,..., ap.

26) Existují 
(podle poznámky 2 v kap. I, § 2) dvě kladná čísla Kl9 K2 tak, že pro všechna x 
intervalu <a, 6> platí |/(x)| S Ku \g(x)\ g K2; položme K = Max(K-, K2), potom 
jest 

(27) W)\úK, \g(x)\^K 

pro všechna x intervalu <a, /?>. 

Zvolme nyní kladné číslo S tak malé, aby byly splněny tyto podmínky: 

(28) S < \U\r\(ax - a0, a2 - ax,...,ap - <-„--), 

Z nerovnosti (28) plyne 

a = a0 < a0 + S < ax — S < ax + S < a2 — S < ... < ap_x - r í < 

< ap - S < ap = b ; 

2 6 ) Nejjednodušeji mohu tedy čísla a0, al%...,ap volit takto: vezmu všechny hodnoty x inter­
valu <#, b>, pro nčž platí nerovnost/U) =*= g(jc) a přidám k nim ještě hodnoty a, b (ať nerov­
nosti/Ca) 4= g(a),f(b) 4= g(£) platí nebo neplatí). Tato čísla, seřazená podle velikosti, ozna­
čím a0, ax,..., ap. 
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podle věty 29 a podle poznámky 1 v § 5 jest tedy 

]_/<*)-« = J r v w d x + J::;, + J:;*s + ]__;„ +... + £-'•, + ]_;._ ;27) 
JJ3(x)dx = J:ra»Wdx + /-;_ + j . ; _ . + /.;;„ + ... + j . ; - \ . + &_,. 

Odečtěme tyto dvě rovnice člen po členu. V intervalech <_.,._!+ <5, a, — <5> jest 
/(x) = g(x) (pro i = 1, 2,..., p) a tedy 

J:\:UéAx)dx = j:\:;+ěg(x)dx. 

akže tito členové se zruší. Zbude tedy 

(30) ]_/(x) dx - fag(x) dx = ( J r 4 / « ** - 7TV*) d *) + 

+ 'i(j_.-í7to<-* - j_:iíí(*)dx) + (j:;.,/(x)dx - j. ;_ a f l(x)dx) . 

Podle věty 15 a podle nerovností (27) jest 

(JIT'/(*) dx| £ Kb , |j:;.a/(*) dx| __ JCÍ , 

Ifr-J/to d*| = 2KS pro i = 1, 2,.. . , p - 1 , 

a obdobné nerovnosti platí, píšeme-li v nich funkci g(x) místo funkce/(x). Z rovnice 
(30) plyne tedy 

|#/(x) dx - J^(x) dx| ^ 2(Kc5 + (p - 1) . 2KÓ + Kó) = 4pKÓ ; 

podle (29) je však 4pKc5 < e, platí tedy nerovnost (26); tím je dokázána rovnice (25). 
Obdobná rovnice pro dolní integrál se dokáže zcela analogicky. 

Věta 33. Budiž a < b; nechf existuje JJ/(x)dx; funkce g(x) nechť se Uši od 
funkcef(x) jen v konečném počtu bodů intervalu <a, b>. Potom existuje též JJ g(x) dx 
a jest 

J.íK*)dx = J_/(x)dx. 

Důkaz. Podle předpokladu jest 

J_/ (x)dx=£/ (x)dx = J_/(x)dx; 

tedy podle věty 32 jest 

]U(x) dx = JJ/(x) dx a rovněž £</(*) dx = JJ/(x) dx , 

jak jsme měli dokázat. 
11) Za integračním znamením má ovšem viude stát/(x) dx; v následujícím vzorci má zase viude 

stát g(x) dx. 
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Celkem jest možno vyslovit výsledek tohoto paragrafu zhruba asi takto: změ-
ním-li funkci integrovanou pouze v konečném počtu bodů, nezmění se horní (dolní) 
integrál (popř. integrál). Tento výsledek se dá ještě podstatně zobecnit; o tom po­
jednáme až v II. svazku. 

§ 7. Integrál jako funkce horní meze. Doplňme především poněkud definici integrálu, 
jakož i definici horního a dolního integrálu. Dosud (v § 2) jsme definovali jlf(x) dxy 

J*/(x)dx, J*/(x)dx jen tehdy, bylo-li a < b. Doplňme nyní tuto definici též pro 
a = b tímto dodatkem: 

D o d a t e k k definici integrálu. Je-li funkce f(x) definována pro x = a, 

definujeme fcf(x) dx = \aJ(x) dx = jj(x) dx = O.28) 

Připomeňme, že nerovnost jlf(x) dx g ]af(
x) dx, kterou jsme dříve (viz větu 13) 

dokázali pro a < b9 platí podle této definice i pro a = b (potom je totiž na obou 
stranách nula). 

Budiž nyní a < b; budiž / funkce omezená v intervalu <a, fr>; potom existuje 
nejenom horní integrál J*/(0 dí, nýbrž též horní integrál ]x

af(i) dt29) pro každé x, 
jež vyhovuje nerovnostem a ^ x :g b. Tento horní integrál jest tedy funkcí proměnné 
x definovanou v intervalu <<z, b>; obdobně dolní integrál Jí/(ř) dt jest funkcí pro­
měnné x definovanou v intervalu <a, 6>. Dokážeme nyní dvě důležité věty o těchto 
funkcích. 

Věta 34. Budiž a < b. Funkce f budiž omezená v intervalu <a, b>. Potom 

funkce J*/(í)dr je spojitá v intervalu <a, 6> a rovněž funkce J*/(i) dt je spojitá 

v intervalu <a, fc>. 

Důkaz . Ježto funkce /je omezená v intervalu <a, b>, existuje podle pozn. 2 
v kap. I, § 2 kladné číslo K tak, že nerovnost |/(í) | g K je splněna pro všechna t 
intervalu <a, 6>. Pro zkráceni pišme 

f(*) = J:/(<)ď-
Máme dokázat, že funkce F(x) je spojitá v intervalu <fl, b>, tj. máme dokázat3 0) 

(viz kap. I, § 3): je-li předně a ^ x 0 < b, je funkce F(x) spojitá zprava v bodě x 0 ; ' 
je-li za druhé a < x 0 g b9 je funkce F(x) spojitá zleva v bodě x 0. 

2 8 ) Tedy JJ/U) dx existuje vždy, je-li funkce f(x) definována pro x = a. Pojmenování dříve 
zavedená, jako horní mez, dolní mez, funkce integrovaná atd. podržíme i zde. 

2 9 ) Měním označení integrační proměnné (viz poznámku 1 3)) v aby se integrační proměnná t 
nepletla s horní mezí x. často se to nečiní a píSe se Jí fOO dx. 

3 0 ) Prosím čtenáře, aby až do konce této kapitoly si stále uvědomoval obsah kapitoly I, ježto jí 
nyní budeme neustále používat. 
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Budiž tedy předně a < x0 < b; budiž e libovolné kladné čislo. Položme 

(31) S = Min (b - x0, - V 

tedy 5 > 0. Dokážeme: je-li x0 < x < x0 + ó, je 

\F(x)-F(x0)\<e; 

tím bude dokázáno, že funkce F(x) je spojitá zprava v bodě x0. 

Budiž tedy x číslo takové, že jest x0 < x < x0 4- <5;31) potom jest 

F(x) = £ / ( . )d . = J*/(í)dr + £„/( . )d . = F(x0) + 7 ^ ( 0 dr;") 

tedy F(x) - F(x0) = [*J(t)dt. Pro x0 g ř = x jest |/(/)| g K; podle věty 15 jest 
tedy 

|F(x) - F(x0)| = | j V ( 0 dtl < K(* ~ *o) J 

jest však x — x0 < S\ podle (31) je tedy 

|F(x) - F(x0)| < KS = £, 
jak jsme měli dokázat. 

Budiž za druhé a < x0 = b; budiž £ libovolné kladné číslo; položme 

S = Min ( X °- ű '£) : 

tedy S > 0. Dokážeme: je-li x0 — S < x < x0, je 

\F(x)-F(x0)\<e. 

Tím bude dokázáno, že funkce F(x) je v bodě x0 spojitá zleva. 

Budiž tedy x takové číslo, že platí x0 - S < x < x0;3 3) potom jest 

t*o) = r?/(odř - r* /wd i + J?/(odt = F W + fr/w d*. 
z čehož jako dříve plyne 

|F(x) - F(x0)| = \J?f(t) át\ < K(x0 -x)<KÓ<e, 

jak jsme měli dokázat. Tím je dokázána ona část věty 34, jež se týká horního integrálu; 
pro dolní integrál je důkaz obdobný. 

3 1 ) Ježto podle (31) jest x0 + ó ^ x 0 -f (b - x 0 ) = b, je též x < b. 
3 2 ) Je-li a < x0, plyne tato rovnice z včty 29; je-li a = x 0, je tato rovnice též správná, ježto 

potom je j;°/(f)d/-= 0. 
3 3 ) Tedy jest x > a, neboť x0 — <5 ^ x0 — (x0 — a) «= a. 
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Věta 35. Budiž a < b; funkce f(x) budiž omezená v intervalu <a, fr>. Je-li 
<* __ x 0 < b a je-li funkce f(x) spojitá zprava v bodě x0, má funkcemi f (i) v bodě x0 

derivaci zprava rovnou číslu f(x0) a rovněž funkce $xf(t) má v bodě x0 derivaci 
zprava rovnou číslu /(x 0 ). Obdobně, je-li a < x0 ^ b a je-li funkce f(x) spojitá 
zleva v bodě x0, má funkce J w /(r)d í i funkce jxf(t)dt v bodě x0 derivaci zleva, 
rovnou číslu f(x0). 

D o d a t e k . Je-li tedy a < x < b a je-li funkce f(t) spojitá v bodě x,3 4) existují 
v tomto bodě derivace 

x - / t o . " ) _(]>*)-*>. _(]>"••)=/< 

•L /(,,d' 

Důkaz věty 35. Položme pro zkrácení F(x) = jxf(t)dt; budiž a g x 0 < b; 
budiž funkce/(x) spojitá zprava v bodě x 0. 

Je-li 0 < h < b - x0, jest 

*t*o + *) = J?+kf{t)dt = Jr/(i)dř + &+kf(t)dt = F(x0) + fe^/W* 
a tedy 

(32) F(x0 + h) - F(x0) = 1̂  p+" 
h fcJx0 

Budiž dáno libovolné kladné číslo e; ježto funkce f(t) je spojitá zprava v bodě x 0, 
existuje kladné číslo 5 takové, že nerovnost |/(ř) — /(x 0 ) | < \s je splněna pro každé ř, 
pro něž platí x 0 ^ t < x0 + <5. Přitom mohu předpokládat, že platí S g b — x 0 . 3 6 ) 
Je-li 0 < h < 3, platí nerovnost x 0 ^ t < x 0 + S pro všechna čísla t intervalu 
<x0, x 0 + /i>; pro všechna čísla t intervalu <x0, x 0 + fi> je tedy \f(t) — /(x 0 ) | < |fi 
čili 

, / ( * O ) - £ - < / ( 0 < / ( * O ) + T * ; 

podle věty 14 platí tedy nerovnosti 

/(x 0) - e < f(x0) - \sš ^ P + f{t) dt á /(x 0) + _* < f(x0) + e . 

Podle (32) platí tedy nerovnosti 

/ ( X o ) _ £ < _____4_____) < / ( X o ) + £ 
h 

34) To znamená: spojitá zprava i zleva. 
35) Neboť potom derivace zprava i zleva podle vety 35 existují a rovnají se témuž číslu /(*); 

podle vety 123 v DI, str. 213, v 4. vyd. str. 242 existuje tedy derivace a rovná se rovněž 
číslu/(x). 

3 6 ) Kdyby totiž bylo náhodou d > b — JC0, mohli bychom místo čísla ó vzít menší číslo b — x0. 



ÍT 49 

čili 
F(x0 + h) - F(x0) _ . . 

< є 

pro každé h splňující podmínky 0 < h < <5. To však znamená právě, že funkce F(x) 
má v bodě x 0 derivaci zprava rovnou číslu/(x0), jak jsme měli dokázat. 

Tvrzení o derivaci zleva se dokáže obdobně — provedu to již rychleji. Budiž 
nyní a < x0 g b; funkce f(x) budiž spojitá zleva v bodě x 0. Je-li 0 > h > a — x 0, 
položme — h = /c, tedy 0 < k < x0 - a, načež 

n*o) = Jr/(.)dř = jí°-* + fó-* = -t*o - *o + fó-*/(*)«»'. 
tedy 

f ( * 0 + /,) - F(.x0) _ F(x0 -k)- F(x0) 1 p ({)dt 

h -k fcjx.-/ 

Odtud obdobně jako dříve se dokáže, že ke každému £ > 0 existuje í > 0 ( í ^ x o -
— a) tak, že pro 0 < k < S je 

~»Jf0 

/ (x 0) - E < i f / ( / ) dr < / (x 0 ) + e ; • 

tj. pro 0 > h > - ó je 
,/ x F(x0 + h) - F(x0) , v /(x0) - £ < -*-2 Z \-21 < /(X o) + e . 

h 

Tedy má funkce F(x) v bodě x 0 derivaci zleva rovnou /(x 0), jak jsme měli dokázat. 
Důkaz tvrzení pro dolní integrál se provádí stejně, jen místo horního integrálu 

je třeba všude psát dolní integrál. 
Jestliže jest a < b a jestliže existuje j*f(t)dt, potom podle věty 31 a podle do­

datku k definici integrálu existuje též integrál fcf(t) át pro každé x intervalu <fl, 6>. 
V tomto případě můžeme tedy ve větě 34 a 35 např. místo horního integrálu psát 
prostě integrál a dostáváme tak tuto větu: 

Věta 36. Budiž a < b\ nechť existuje JS/(í) dř. Potom platí tato tvrzeni: 

1. Funkce j*/(r)dí3 7) jest spojitá v intervalu <a, b>. 
2. Je-li a < x < b a je-li funkce f(t) spojitá v bodě x, existuje v tomto bodě 

derivace 

£(]>>*)-*.>.-> 
37) Tento integrál je funkcí proměnné x. 
3 8 ) Použil jsem jen dodatku k větč 35; pro derivaci zprava a zleva máme tento výsledek: Je-li 

a ^ x < b a je-li funkcef(/) spojitá zprava v bodě x, má integrál JJ f(t) át v bodě x derivaci 
zprava, rovnou číslu f(x). Obdobně: je-li a < x ^ b a je-li funkcef(/) spojitá zleva v bodě x, 
má integrál J5f(0 át v bodě x derivaci zleva, rovnou číslu/(x) (viz větu 35). 

4 — Jarník: Integrální počet I. 
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§ 8. Funkce spojitá v <a, A> má určitý integrál od a do A. Z vět 34 a 35 učiníme tento 
důležitý důsledek: 

Věta 37. Budiž a < b; budiž f(x) funkce omezená v intervalu <a, fr>, jež má 
v intervalu (a, b) nejvýše konečný počet bodů nespojitosti;39) potom jlf(x) dx 
existuje. 

D ů k a z . Sestrojme body a = a0 < at < a2 < ... < a p _ t < ap = b tak, že 
funkce f(x) je spojitá v každém bodě intervalu <a, b>, jenž nesplývá s žádným 
z bodů a 0, au a2t..., a,. 4 0) Vezměme kterýkoliv interval <flj-i> ař> (i = 1, 2,..., p); 
funkce/(x) je v tomto intervalu omezená a je spojitá v každém vnitřním bodě tohoto 
intervalu. Pro zkrácení položme 

fa,.J(t)dt = F(x), [:i.,f(t)dt=G(x); 

použijeme-li vět 34 a 35 (přičemž místo intervalu <a, fe> klademe interval <fl/-i, a f>), 
dostáváme tento výsledek: 

1. Funkce F(x), G(x) jsou spojité v intervalu <a i _i, a f>. 

2. V každém vnitřním bodě intervalu <a ř - i , a£> existují derivace F'(x) = / (*)-
G'(x) = / ( x ) . Funkce F(x) — G(x) je tedy spojitá v uzavřeném intervalu < a i - 1 , a i > 
a má derivaci rovnou nule v každém vnitřním bodě tohoto intervalu. Podle věty 7 
je tedy funkce F(x) — G(x) konstantní v intervalu < a i . 1 , ař>, tj. F(x) — G(x) = c 
pro flj.j š ^ š flj- Abychom stanovili konstantu c, dosaďme za x nějakou hodnotu 
intervalu <fl,-i, fl|>; nejlépe se nám hodí hodnota x = fl,-!, neboť 

-t-.-.) = f:.:./Wď = o» c(«i-i) = J:::!/(0d< = 0; 
tedy c = 0. Tedy jest F(x) = G(x) pro všechna x intervalu <a i _ 1 , a ^ . Speciálně pro 
x = a, jest 

*(<.,) = G ( f l | ) , ČÍIÍ /:;.,/Tí)dí = _/:;.,/(í)df, 
« 

takže J " | - t /( l )dr existuje. Tedy existují integrály 

ft/(<)ď, j:./(0ď /:;-,/(0ď; 
podle věty 30 (a podle poznámky 1 k této větě) existuje tedy též integrál 

s:>0f(t)dt = saf(t)dt, 
jak bylo třeba dokázat. 

3 9 ) Funkce f(x) nemusí mít po případě vůbec žádný bod nespojitosti. Bodem nespojitosti 
nazýváme ovšem takový bod intervalu (a, b), v němž funkce/ není spojitá. 

A0) Takové body a0,al9 ...,a mohu dostat třeba takto: vezmu body a9 b9 přidám k nim všechny 
body intervalu <fl, 6>, v nichž funkce f(x) není spojitá a všechny tyto body, seřazené podle 
velikosti, označím znaky a0, av a2 ap. 
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Uveďme tento speciální případ vety 37: 

Věta 38. Budiž a < b; budiž f(x) funkce spojitá v uzavřeném intervalu <fl, b>; 
potom jaf(x) dx existuje. 

Důkaz. Podle věty 127 v DI str. 235, v 4. vyd. str. 268 jest funkce/(x) omezená 
v intervalu <fl, í>>; tedy mohu použít věty 37 a tedy jaf(x) dx existuje. 

Věta 37 by se dala podstatně zobecnit; tím se budeme zabývat až v II. svazku 
Integrálního počtu. 

§ 9. Funkce primitivní a její souvislost s určitým integrálem. 

Věta 39. Budiž a < b; nechť exiluje integrál Ja/(x)dx. Budiž F(x) funkce 
spojitá v uzavřeném intervalu <fl, fc>, jež v každém bodě otevřeného intervalu 
(A, b) má derivaci F'(x) = /(x). Potom jest 

Sb
af(x)dx = F(b)-F(a). 

Důkaz. Budiž Dm (m = 1,2,...) ono rozdělení intervalu <fl, &>, jež dělí interval 
<fl, by na m stejných dílů. Dělicí body rozdělení Dm jsou tedy body a = x0t„ < 
< *l,m < *2.m < --- < *m-l.m < *m,m = *. kde jest 

*i.m = CL + — (b - fl) pro i = 0,1,2,.. ., m ; 
m 

tedy zlx l tm = xitfn - x^ítm = (b - a)/m9 v(Dm) = (b - a)/m, tedy lim v(Dm) = 
m-*oo 

= 0. Ježto funkce F(x) jest spojitá v uzavřeném intervalu <X|_ l i m, x í m > a má deri­
vaci v každém bodě otevřeného intervalu (x,_ l t m , x í t m), lze podle věty o přírůstku 
funkce (věta 6) každému i (i = 1, 2,..., m) přiřadit jisté číslo £iim vyhovující nerov­
nostem x<_ltm < £ífW < xi(m tak, že jest 

F(Xi.m) - HXi-l.m) = (*i.m ~ *i-l.m) • *"(£..!*) • 

Vzhledem k tomu, že podle předpokladu jest F'(Zitm) = /(£i.m)> lze tuto rovnici 
psát též ve tvaru 

F(xitm) - F(xá_lfm) = f(íitm) Axitm (i = 1, 2 , . . . , m) . 

Sečteme-li tyto rovnice pro i = 1,2,..., m, dostaneme vlevo F(xmm) — F(x0$m) 
čili F(b) — F(a)9 takže dostáváme rovnici 

(33) I/( í ř .» )^^ = F(í»)-F(a). 
i - 1 
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Uvažme především, že jest x,_ l f l B ^ Zitm £ x,iW (znamení rovnosti bychom dokonce 
mohli potlačit); za druhé uvažme, že jest lim v(Dm) =- 0. Můžeme tedy použít věty 22 

m-*co 

(v našem případě jest ovšem nm = m); platí tedy vztah 

(34) lim Í f(Z,J Ax,m = /;/(x) dx . 
m-»ao 1=1 

Podle rovnice (33) jest výraz 

im.m)Ax,,m 
<»i 

'-roven číslu F(b) - F(á) pro každé m; tedy i jeho limita je rovna číslu F(b) - F(a)9 

takže podle rovnice (34) jest 

ťaf(x)dx = F(b)-F(o) 

jak bylo třeba dokázat. 

Věta 39 je důležitá z mnoha důvodů. Upozorňuji především na to, že nám velmi 
často umožňuje výpočet určitého integrálu. Je-li a < b, existuje-li f\\f(x) dx (to na­
stane podle věty 38 např. tehdy, je-li funkce/(x) spojitá v intervalu <a, 6>) a podaří-H 
se nám nalézt funkci F(x) spojitou v intervalu <a, 6>, jež splňuje rovnici F'(x) = 
= f(x) v každém vnitřním bodě tohoto* intervalu, můžeme fb

Mf(x) dx okamžitě 
(podle věty 39) vypočíst z rovnice fh

af(x) dx = F(b) - F(a). Objasníme si to na 
příkladech: 

Příklad 1. Integrál I - dx jistě existuje. Funkce41) lg x je spojitá v intervalu 
ii * 

1 f7 l 
<2, 7> a má derivaci rovnou — dokonce pro každé kladné x. Tedy jest I - dx = 

x J 2 x 
= l g 7 - l g 2 = l g l 

Příklad 2. Obdobně počítám JS s i n x dx; funkce — cos x je všude spojitá a má 
všude derivaci sin x. Tedy jest Jj sin x dx = (— cos n) — (— cos 0) = 2. 

Jestliže funkce F(x) má derivaci rovnou funkci f(x) pro všechna x otevřeného 
intervalu (a, 6), říkáme, že funkce F(x) je primitivnífunkcí k funkci/(x) v intervalu 
(a, b). Je vidět, že funkce F(x), o níž se mluví ve větě 39, je funkce spojitá v inter­
valu <a, b>, jež je v intervalu (a, b) primitivní funkcí k funkci /(x). Z věty 39 
a z příkladů, jež jsme právě uvedli, je jasná důležitost primitivních funkcí pro výpočet 
určitých integrálů; následující kapitola III bude věnována hlavně metodám pro vý­
počet primitivních funkci. 

.41 ) Jde ovšem o přirozený logaritmus. 
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Včtu 39 lze velmi podstatně zobecnit; uvedeme zde jen jedno velmi jednoduché 
zobecněni: 

Věta 40. Budiž a < b; nechť existuje integrál j*f(x)dx. Budiž F(x) funkce 
spojitá v intervalu <a, fc>, jež má derivaci F'(x) = f(x) ve všech bodech intervalu 
(a, b)9 vyjma nejvýše v konečném počtu bodů. Potom jest 

ť.f(x)dx = F(b)-F(a).") 

Důkaz. Sestrojme čísla a = a 0 < al < a2 < . .. < a p _, < ap = b tak, že 
rovnice F'(x) =/(x) je splněna v každém bodě intervalu (a, 6), jenž nesplývá s žádným 
z bodů a 0, ai9..., ap. Vezměme kterýkoliv interval < a i _ i , aá> (i = 1, 2,..., p). 
Podle věty 31 existuje J"J_. /(x) dx. Ježto funkce F(x) je spojitá v intervalu < a í . 1 , a,> 
a ježto rovnice F'(x) = /(x) platí v každém bodě otevřeného intervalu (a,--, a ř), mů­
žeme použít věty 39 a dostáváme 

/ : : . . m á x = F(ai) - F(f l j.,) (,• = i,2 P ) . 

Podle věty 30 a podle poznámky 1 k této větě je tedy 

Sh.f(x)dx = Í j:;_./(x)d* = Í(F(ai) - F(aj_.)) = 

= F(ap)-F(a0) = F ( f c ) - F ( a ) , 

jak bylo třeba dokázat. 

§ 10. Definice integrálu $af(x) dx pro a > b. Dosud jsme definovali integrál J «/(x) dx 
pro a < b (v § 2) a pro a = b (na počátku § 7). Doplníme tuto definici ještě pro pří­
pad a > b takto: 

Druhý d o d a t e k k definici in tegrá lu . Budiž a > b; potom definujeme 
určitý integrál Jí/(x) dx rovnicí JJ/(x) dx = — $lf(x) dx9 jestliže ovšem jlf(x) dx 
existuje.*3) 

Tím máme definován určitý integrál JJ/(x) dx pro a < b9 pro a = b i pro a > b. 
Přehlédněme ještě jednou, jak jsme jej definovali: 

1) Je-li a = b9 potom existuje j*f(x) dx tehdy a jen tehdy, je-li funkce f(x) 
definována pro x = a; potom jest jlf(x) dx = 0. 

* 2 ) Rozdíl proti větě 39 jest v tom, že nepožadujeme, aby rovnice F'(x) = f(x) byla splněna 
ve všech bodech intervalu (ay b)9 nýbrž připouštíme, aby existoval v intervalu (a, b) konečný 
počet bodů, v nichž rovnice F'(x) = f(x) neplatí (buď proto, že F'(x) v takovém bodě vůbec 
neexistuje nebo proto, že F'(x) má hodnotu různou od čísla f(x)). Naproti tomu spojitost 
funkce F(x) požadujeme v celém intervalu <a, b> bez výjimky. 

4 3 } Jest b < at takže Jí/(x)dx se bere ve smyslu definice z § 2. Obvyklé názvosloví (funkce 
integrovaná, integrační proměnná, meze integrálu) zachováváme i zde; v integrálu J*/( čx 
nazýváme číslo a dolni mezi, číslo b horní mezí, i když jest a > b. 
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2) Je-li a < b, potom existuje JJ/(x) dx tehdy a jen tehdy, je-li funkce f(x) 
omezená v intervalu <a, &> a je-li JŽ/(x) dx = JJ/(x) dx; potom jest jbf(x) dx = 
= JÍ/(x)dx= jfÍ/(x)dx. 

3) Je-li a > b, potom existuje JJ/(x) dx tehdy a jen tehdy, existuje-li Ji/(x) dx; 
potom jest JJ/(x)dx = - Jj/(x)dx. 

V předcházejících paragrafech jsme odvodili radu vět pro integrál JJ/(x) dx 
v případě a < b; podíváme se nyní, platí-li tyto věty též bez tohoto omezení (tj. 
platí-li též pro a = fe, a > b). Přitom se omezíme na nejdůležitější věty. Především 
ve větě 26 lze předpoklad a < b vynechat; platí totiž 

Věta 41. Existují-li integrály JJJ/i(x)dx, J£/2(x) dx,..., Jí/„(x) dx a jsou-li 
ci9 c2,..., cn libovolná čísla, existuje i integrál J„(c1/1(x) + ... + cJH(x)) dx a jest 

J!(*i/ito + cj2{x) + ... + cjn(x))dx = cJflVi(x)dx + 
(35) + c2JJ/2(x)dx + ... + cJbJn(x)dx. 

Důkaz. 1. Je-li a = fc, je věta samozřejmá (všechny vyšetřované integrály se 
rovnají nule). 2. Je-li a < b, je tato věta totožná s větou 26. 3. Je-li konečně a > b9 

použijme toho, že existují podle předpokladu integrály Jí/i(x)dx, Jj/2(x)dx,... 
..., Jj/„(x)dx. Ježto je b < a, můžeme použít věty 26. Tedy existuje fftcj^x) + 
+ --. + cjjpfidx a jest 

J5(ci/i(«) + - + cJSx))Ax = cx S
aJÁx)dx + ... + cnflfn(x)dx ; 

násobíme-li tento vztah na obou stranách číslem — 1, dostáváme hledaný vztah (35). 

Rovněž ve větě 30 lze předpoklad a < b < c vynechat; platí totiž 

Věta 42. Existují-li integrály jb
af(x) dx, Jí/(x) dx, existuje i integrál JS/(x) dx 

a jest 

(36) Jí/Oč) dx = £ / (x ) dx + Jí/(x) dx . 

Důkaz. 1. Jsou-li aspoň dvě ze tří čísel a, b, c sobě rovna, je věta 42 správná. 
Neboť je-li předně a = b9 jest JJ = O44) a tedy vzorec (36) platí. Je-li za druhé 
b = c, je Jj= 0 a vzorec (36) opět platí; je-li konečně a = c, jest podle 2. dodatku 
k definici integrálu JJ + ji = 0 = j£, takže vzorec (36) opět platí. 

2. Zbývá tedy případ, že všechna tři čísla a, b, c jsou navzájem různá; zde je 
možno šest různých pořadí podle velikosti: 

I. a < b < c; v tomto případě platí vzorec (36) podle věty 30. 

II. a < c < b; zde je podle věty 30 a 31 j b = je
a + JJ, tedy jc

tt = j b - jb
e = JI + 

+ Jj, jak se mělo dokázat. 
4 * ) Pro zkrácení vynechávám/(x) dx; místo fj/(x) dx píši tedy f J atd. 
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III. b < a < c; zde je podle vety 30 a 31 Jj = ja

b + ji čili J . = jc

b - Jj = JJ + 
+ j£, jak se mělo dokázat. 

IV. b < c < a; zde jest Jj = Jž + J«. čili J; = - J» = j ' b - JJ = JJ + JJ. 

V. c < a < b; zde jest JJ = J" + / „ , Čili J„ = - j ' c = £ - JJ = J$ + JJ. 

VI. c < b < a; zde jest J ' = J£ + Jí; násobím-li číslem - 1 , dostanu Jj = 
= XS -H J£-

Úplnou indukcí plyne z věty 42 okamžitě 

Věta 43. Existují-li integrály ja]f(x) dx, j £ / ( x ) dx, . . . , J2_ t / (x ) dx, exísfu;e 
í integrál J."/(x) dx a y^sř 

JS/W d* = JS/W d* + JS/to d* + - + Jí., /(*) dx. 
Větu 36 lze zobecnit takto: 

Věta 44. Budiž a < b; nechť existuje integrál J./(ř) dt. Budiž c libovolné 
číslo intervalu <a, b}. Potom platí tato tvrzeni: 

1. Funkce jcf(t) dt*5)jest spojitá v intervalu <a, b}. 
2. Je-li a < x < b a je-li funkce f(ť) spojitá v bodě x, existuje v tomto bodě 

derivace 

f(fc/(0 *)-/(*) •*•) 
dx 

Důkaz. Jest $*f(t)dt = $°cf(t)dt + Jí/(ř)d/ (podle věty 42); ježto j a jest 
konstanta (tj. číslo nezávislé na x), plyne věta 44 okamžitě z věty 36. 

Ve větě 44 jsme vyšetřovali integrál jakožto funkci horní meze; obdobně můžeme 
vyšetřovat integrál jako funkci dolní meze; dostáváme tuto větu: 

Věta 45. Budiž a < b; nechť existuje integrál JJ/(ř) dt. Budiž c libovolné číslo 
intervalu <a, 6>. Potom platí tato tvrzení: 

1. Funkce jxf(t)dt jest spojitá v intervalu <a, í>>. 

2. Je-li a < x < b a je-li funkce f(t) spojitá v bodě x, existuje v tomto bodě 
derivace 

-?-a;;/(0d') = -/«- 4 7) 
dx 

Důkaz. Ježto je jc
xf(t) dt = - jx

cf(ť) d/, plyne věta 45 okamžitě z věty 44. 4 5 ) Tento integrál je funkcí proměnné x. 
4 6 ) Jediný rozdíl proti větě 36 je tedy ten, že dolní mez nemusí být právě rovna čislu a, nýbrž 

může být rovna libovolnému číslu c z intervalu <#, 6>; platí ovsem též poznámka obdobná 
k pozn.38) u věty 36 o derivaci zprava a zleva. 

4 7 ) Platí ovšem zase příslušná poznámka o derivaci zprava a zleva. 
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Ve větách 33, 37, 38, 39, 40 jsme předpokládali a < b; jak je tyto věty nutno 
upravit, když jest a > b, není snad třeba obšírně vypisovat; omezme se na to, že 
ukážeme, jak vypadá obdoba k větám 38 a 39 pro a > b: 

Věta 46, Budiž a > b; budižf(x) funkce spojitá v uzavřeném intervalu <fet fl>;48) 
potom J«/(x) dx existuje. 

Důkaz. Jest b < a; podle věty 38 existuje tedy Jj/(x)dx, a tedy — podle de­
finice — existuje též JJ/(x) dx. 

Věta 47. Budiž a > b; nechť existuje integrál JJ/(-x) dx. Budiž F(x) funkce 
spojitá v uzavřeném intervalu <b, a>, jež v každém bodě otevřeného intervalu 
(b, a) má derivaci F'(x) = f(x). Potom jest 

(37) j>f(x)áx = F(b)-F(a). 

Důkaz. Podle předpokladu existuje J*/(x)dx, tedy existuje též Jj/(x)dx; 
ježto je b < a, můžeme použít věty 39, čímž dostáváme rovnici jlf(x) dx = F(a) — 
— F(b); násobíme-li tuto rovnici číslem — 1, dostáváme hledaný vztah (37). 

Obdobně bychom mohli i k ostatním větám, jež jsme pro integrál JJ/(x) dx 
odvodili v případě a < b, nalézt věty obdobné pro případ a > b. Např. věta 28 
zněla takto: Budiž a < b; nechť existují integrály JJ/,(x) dx, JÍ/ 2 (x)dx; budiž 
/,(x) ž / 2 ( x ) pro všechna x intervalu <a, b>; potom jest jbfi(x)dx ^ JJ/ 2 (*)dx. 
Příslušná věta pro a > b zní takto: Budiž a > b; nechť existují integrály Jí/i(x) dx, 
Súfi(x) dx; budiž/i(x) ^ /2(x) pro všechna x intervalu <fc, a>; potom jest JJ/i(x) . 
. dx g Safi(x) dx.49) Neboť - ježto b < a - plyne z věty 28 nerovnost Jj/i(x) dx ^ 
= ílfi(x) dx; násobíme-li obě strany této nerovnosti záporným číslem — 1, musíme 
současně obrátit smysl této nerovnosti, čímž dostáváme hledanou nerovnost Ji/i(x) . 
.dxšj»f2(x)dx. 

4 8 ) Píši ovšem (b, a> a nikoliv (a, b), ježto je b < a. 
4 9 ) Smysl nerovnosti je tedy v případě a > b opačný než v případě a < b. 
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