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24 KAP. 11

Kapitola II
TEORIE URCITEHO INTEGRALU (RIEMANNOVA)

§ 1. Uvod. K pojmu uréitého integrilu — jim? se budeme v nasledujicich paragrafech
zabyvat — byli matematikové pfivedeni — mimo jiné — také geometrickym problé-
mem, totiZ otazkou po pioiné mife rovinnych oborid. V elementarni geometrii se
definuje plo3na velikost neboli obsah trojihelnikd (jako polovina soudinu zikladny
a vysky) a dale plodné velikost neboli obsah obord, jeZ se daji rozloZit na kone&ny
pocet trojuhelnikd, tj. plo¥na velikost mnohothelnikd. Vznika otdzka, jakym zpi-
sobem jest vhodno definovat obsah oboril obecnéjsich, jeZ nelze rozloZit na kone¢ny
polet trojuhelnikl; vezmé&me jeden takovy jednoduchy pfipad.

Budi? déna funkce f(x), spojitd a kladn4 v intervalu {a, b). Sestrojme obor P
(viz obr. 1a), ohrani¢eny jednak osou x, jednak ptimkami x = a a x = b, jednak
kfivkou y = f (x) Jak definovat obsah oboru P? Zde se pfirozené& nabizi tato myslen-
ka: rozdélme interval {a, b) na n&kolik dilkd ,,dé€licimi body* xy, x5, ..., X._,
(viz obr. 1b nebo Ic, kde jest n = 5; pro v&t3i pohodli pifeme a = x,, b = x,, takZe
jest a = xo < x; < X; < ... < X,_; < x, = b); nad kaZdym z t&hto n intervald
{xi-1, xp (i = 1,2,..., n) jakoZto zdkladnou sestrojime dva obdélniky: obdélnik Q,,
jehoZ vy3ka se rovna nejvétsi hodnot& funkce f(x) v intervalu {x,_,, x,> (viz obr. 1b),
a obdélnik R,, jehoZ vy3ka se rovna nejmensi hodnot& funkce f(x) v intervalu {x,_,,
x;) (viz obr. 1c).') Ozna&ime-li znakem M, nejvétsi hodnotu a znakem m, nejmeni
hodnotu funkce f(x) v intervalu {x;_y, x;), jest obsah obdélnika Q, roven &islu
M, (x; — x;_,) a obsah obdéInfka R, roven &islu m, (x; — x;_,). Obdélniky Q,, Q, ..
..., @, tvofi jisty mnohothelnik Q, ,,0psany* oboru P(na obr. 1b je ¥rafovén); jeho
obsah je roven &islu
(1) '.Z‘M,(x,—x,_,).
Obdobné obdéiniky Ry, R, ..., R, tvofi jisty mnohotihelnik R, ,,vepsany* oboru P
(na obr. Ic je Srafovin); jeho obsah je roven &islu

2 ‘gma(-"i - xi—l)-

Kdy? nyni po&et dilkd (na n&% jsme rozd&lili interval {a, b)) nechame vzristat nade
viechny meze, pfi¢emZ délky jednotlivych téchto dilkd konverguji k nule, zda se

1) Podle vity 128 v DI (str. 236, v 4. vyd. str. 269) jest mezi hodnotami, kterjch funkce f(x)
v intervalu {x; _,, x;> nabyv4, skuten& jedna nejvét¥i a jedna nejmensi.
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pravdépodobno, ¥e obsah ,,opsaného* mnohouhelnika Q (tj. &islo (1)) i obsah
.,vepsaného* mnohouhelnika R (tj. &islo (2))budou konvergovat k téZe limité, a jest
docela pfirozeno nazvat tuto spole¢nou limitu ,,obsahem oboru P*.

Ovsem dosud nevime, existuje-li vskutku tato
spoleéna limita — to budeme musit teprve dokazat. y
Pijde nam tedy v dalsim predevsim o to, studovat a
souéty (1) a(2),a hlavné o to, sledovat, co se s t&mito
soutty dé&je, kdyZ délky jednotlivych dilka (tj. &isla
X; — X;-,) konverguji k nule. To je ji otazka,
kterou nikterak nemusime vazat na geometricky
problém, z néhoZ jsme vysli. Bude pro nas diileZité,
abychom tuto otazku fesili co nejobecnéji a zbavili
se viech zbyte¢nych omezeni, ke kterym néas vedla
ptivodni geometrickd formulace problému. Prede-
v3im je pro studium souétd (1) a (2) zbyteeny pfed-
poklad, Ze funkce f(x) je kladna; souéty (1) a (2)
miZeme sestrojit, i kdyZ funkce f(x) neni stale
kladna. Za druhé ¢islo M,, jakoZto nejvétsi hodnota
funkce f(x) v intervalu {x;_,, x>, je zarovefi také
supremem funkce f(x) v intervalu {x;_,, x,>?) a ob-
dobng ¢&islo m; jest infimem funkce f(x) v intervalu
{x;-y» x;). Toto supremum a infimum existuje
pro kaZdou funkci f(x), omezenou v intervalu
{x;_1, X;), i kdyZ tato funkce neni spojita;’) tedy
i predpoklad spojitosti funkce f(x) je zbyte¢ny, |
a staci, nahradime-li jej pfedpokladem, Ze funkce 0
f(x) je omezena v kaZdém z intervald {x,, X,),
(X1 X2D5 oo e {Xp_y, X0, Cili Ze je omezena v inter-
valu {a, b). Proto o funkci f(x) nebudeme v dal- \
$im — aspoii prozatim — pfedpokladat nic jiného, R
neZli Ze jest omezena v intervalu {a, b), a budeme \ \
svij problém formulovat v plné obecnosti takto: _ \\

[0 x
BudiZ f(x) funkce omezend v intervalu {a, b). %% % %%
Rozdélme interval {a, b) na nékolik dili délicimi Obr. 1.
body

£

(@]

\

72

R
%

a=Xxg<X; <X3<..<X,_1<Xx,=0b

2) viz poznémku 1 v kap. I, § 2.

3) Toto supremum u nespojité funkce nemusi oviem jiZ byt nejvétsi hodnotou funkce. Piklad:
definujme f(x) v intervalu <0, 1) takto: pro 0 < x < 1 budiZ f(x) = 3x, pro x = 1 budiz
f(1) = 0. Supremum funkce f(x) v intervalu <0, 1) je zfejmé& &islo 3, a& funkce této hodnoty
viibec nenabyva.
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a sestrojme soulty
lElMl(xi—xl—l)- Zlm.'(x.'—x.'—r),

kde M, znaél supremum a m, infimum funkce f(x) v intervalu {x,_,, x> (i = 1,2,
cees ).

Nasim tikolem jest studovat tyto soucty a hlavné vySetfovat, co se s témito soulty
déje, kdyZ pocet dilkil, na né% jsme rozdélili interval {a, b), vzristd nade viechny
meze, pFiemZ soulasné &isla x; — x,_, konverguji k nule.

Tim jest ddn program; provedeni tohoto programu jsou v&novany dalsi para-
grafy této kapitoly.*)

Poznidmka 1. S&taci index ve vzorcich (1), (2) jsme ozna&ili pismenem i
(potate¢ni pismeno slova index). Nemusime se ob4vat zdmé&ny s imaginrni jednot-
kou i, protoZe tzv. imaginirni &isla (tj. komplexni &isla, jez nejsou realn) se objevi
pouze v kap. IV, § 1, 2 a potom poriznu v kap. IX, X, XI. Tam si oviem ddm pozor,
abych pismeno i vyhradil pro imaginérni jednotku. Mohl jsem sice ve vzorcich (1), (2)
a dile oznadit s¢itaci index jinym pismenem, ale snad ne$kodi, zvykne-li si &tenaf na
to, Ze rozsah a rozmanitost matematiky si vynucuje, Ze se v riznych usecich mate-
matiky uZiva téhoZ symbolu v rizném vyznamu. Jinak bychom si vedle obvyklych
pismen musili vymyslet stile nové symboly. Je oviem nutno se vZdy pfesn€ domluvit,
aby se vylou&ilo nedorozuméni.

§ 2. Soultovd definice urcitého integralu. Budi? dan interval (a, b) a budiZ déna
funkce f(x) omezena v intervalu <a, b).

Je-li dano celé kladné &islo n a je-li dano n + 1 bodd®) xo, x4, X3, ..., X,, jeZ
spliiuji vztahy

(3) a=Xg <X, <X3<..<Xp_;<Xx,=b,

tikdme, Ze tyto body definuji urdité rozdéleni intervalu {a, b). Body x,, x,, ..., X,
budeme nazyvat délicimi body tohoto rozdéleni; tyto body déli interval {a, b) na
n &astegnych intervald {xo, x;), (X1, X3, ...y {Xpeyy X,0.%)

4) Zduraziiuji, Ze tento paragraf mél pouze informativni charakter; chtél jsem zde &tenéfi pouze
ukézat, ¥e otizka, jiZ bude vé€novéna tato kapitola, nenf nijak uméle sestrojena, nybrZ Ze
jsme k nf vedeni zcela pfirozenym zpusobem. Pro logickou vystavbu teorie, jeZ2 bude poddna
v dalSich paragrafech, je oviem tento uvodni paragraf vlastn& zbyteny. Proto pfirozend
tento paragraf neobsahuje 24dnych pozitivnich vysledku a také pfi jeho stylizaci jsem nekladl
velkou vdhu na obvyklé poZadavky matematické pfesnosti.

5) Minim ov3em body na ose &iselné, &ili redlna &isla.

%) Neijednodussi ,,rozdé&leni* intervalu <{a, b) dostaneme, vezmeme-li n— 1; potom jest xo = a,
xy = b; pfi tomto ,,rozdéleni** mime oviem jediny Eastedny interval <x,, x,> = <a, b).



§2 27

Toto rozdéleni, definované délicimi body x,, x;, ..., X,, 0znaéme pismenem D.’)
Ozname znakem 4x; délku i-tého &isteCného intervalu {x;_,, x;», tj. poloZme
4x; = x; — x;_4. Ozname dile znakem M; supremum a znakem m; infimum
funkce f(x) v intervalu {x;_,, x,).%) Danému rozdé&leni D pfifadime nyni dv& &isla:
&islo

S(D) = Y M, 4x;,

i=1

jeZ budeme nazyvat hornim souctem prislusnym k rozdéleni D, a &islo

s(D) = Y m, 4dx;,
i=1
jeZ budeme nazyvat dolnim souétem pFislusnym k rozdéleni D. Tyto horni a dolni
soudty budeme nyni podrobn& vysetfovat.®)
Pro kaZdé i plati ovSem nerovnost m; £ M,, tedy m; Ax; £ M, Ax;, a seCteme-li
od i = 1doi = n, dostaneme nerovnost s(D) < S(D), &ili slovy:

Tvrzeni A. Dolni soulet, pFislusny k rozdéleni D, je nejvyse roven hornimu
souctu prislusnému k témuZ rozdéleni.

V dal§im budeme v3ak nuceni srovnavat téZz souéty pfislusné ke dvéma riznym
rozdélenim intervalu <a, b). -

BudteZ D, D’ dv& rozdé&leni intervalu {a, b); budeme fikat, Ze rozdéleni D’ je
zjemnénim rozdéleni D, jestliZe kaZdy délici bod rozdéleni D je také délicim bodem
rozdéleni D’. (Viz obr. 2, kde rozdé&leni D’

dané délicimi body y,, y, ..., Y7 j€ Zje- 0
mnénim rozdéleni D daného delicimi body o=x, x, X X x=b
X0s X1» - -5 Xa3 2d€ Jest xo = Yo, X; = Yy, o

X2 = V3, X3 = Yy, X4 = y3.) BudiZ nyni = VIR y N
rozdtlent D', dané ddlicimi body a =  ° % % % X % %
=Yo<y1 < .. < Ym-1 < Ym=02b Obr. 2.

vskutku zjemnénim rozdéleni D, daného

délicimi body a = x4 < x; < ... <X,-; < X, = b. Oznaéme znakem M, supremum
funkce f(x) v intervalu {x;-,, X;> a znakem M; supremum této funkce v intervalu
{Yr-1> Jr); poloZme Ax; = X; — X;_y, 4yy = Vx — Yx-1; POtom jest

S(D) = lgilM, ax;, S(D’) = iM," 4y, .

7) Takovych rozdéleni intervalu {a, b) je oviem nekoneiné mnoho: pfedeviim muZeme
zvolit libovoln& celé kladné &islo 7 a za druhé, kdyZ &islo n jest jiZ zvoleno, miZeme jesté zvolit
délicf body x,, xy, ..., X, libovolng, a% na to, Z¢ musi vyhovovat podmince (3). Rizné roz-
déleni budeme rozlifovat &irkami, indexy apod.

%) Funkee f(x) jest v intervalu (x;_4, x;> omezeni podle kap. I, § 2, pozndmka 6.

%) Je vidét, Ze postupujeme piesné podle programu stanoveného v § 1.
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Srovnejme tato dvé& Cisla. Vezméme urlity interval (x;_y, x;); body x,_,, x; jsou
oviem také délicimi body rozdéleni D'; budiZ tfeba x,_, = y,, x; = y, (jest oviem
r < s). Caste¢ny interval (x,_,, x;> pﬁspivé k souttu S(D) ptispévkem'®) M, dx;,
kdeZto k sou¢tu S(D’) pfispiva ptisp&vkem Z M; Ay, Je-lir + 1 < k < s, jest in-

k=r+1
terval {y,_,, y,) &asteénym intervalem intervalu {x;_,, x;> a tedy podle pozn. 6
v kap. I, § 2 jest M; < M,. Tedy jest (viz poznamku'?))

Z M; 4y, = M, z 4y, = M (y;— y, =M-'(xi"xi—1)=M-AXi-

k=r+1 k=r+1
Je tedy pfispévek, kterym interval (x;_,, x;) pfispiva k sou¢tu S(D’), nejvyse roven
piispévku, kterym tyZ interval pfispiva k soudtu S(D). Jeito to plati pro kaidy

¢astetny interval (x;_,, x,», jest S(D') < S(D); obdobné se dokaZe nerovnost
s(D’) = s(D). Dokazali jsme tedy toto

Tvrzeni B. Je-li rozdéleni D' zjemnénim rozdéleni D, jest S(D') < S(D),
S(D') 2 D).

Z tvrzeni B u¢inime ihned jeden disledek: BudiZ D, ono rozdéleni intervalu
<a, b), jez je definovano délicimi body x, = a, x; = b. Zfejme jest S(D,) = M(x, —
— xo) = M(b — a), s(Dy) = m(b — a), kde M zna&i supremum, m infimum funkce
f(x) v intervalu <a, b). Jezto kaZdé rozdgleni intervalu {a, b) je zfejm& zjemn&nim
rozdéleni D, (nebot body a, b jsou délicimi body kaZzdého rozdéleni intervalu {a, b)),
jest podle tvrzeni B soudet S(D,) nejvétsi ze viech hornich sou&td pfisludnych viem
moZnym rozdé&lenim intervalu {a, b);'') obdobn& souget s(Dy) jest nejmensi ze viech
dolnich sou¢td. Dostavame tedy tuto vétu:

Véta 12. Je-li M supremum a m infimum funkce f(x) v intervalu {a, b), jest
nejvétsi hodnota horntho souétu rovna éislu M(b — a), nejmensi hodnota dolntho

lo) Co tim rozumime, je snad jasno. Budeme fikat, Z¢ interval {x;_,, x;> pfispivd k soultu

n
2 M, Ax,; ptisp&vkem M, Ax: obecnéji, je-li p < g, budeme fikat, Ze interval (x,, x> pti-

q

spiv4 k sou¢tu ZIM,Ax, pfisp&vkem Z+ |M, Axi= My, ((Xp41 — Xp) + My a(xpes —
i= i=p

—Xpe) + .o M,(x. — Xq-1)- Utifime je$t& jednu poznimku, které &asto pouZijeme.

Je-lip < g, je Z“Axa— (Gpa1 = X) + (xpaz — Xpuy) + oo+ (xg — xq-y) = xg —
i=p

— x,; specidlné tedy de, = x, — Xo = b — a. Geometricky vyznam t&chto rovnic je
i=1

jasny: délka intervalu (x,, x,> se rovna souttu délek intervald <X, Xp 417 <Xp 41 Xp427s -0
{Xg—1s Xg>-

11) To znamend, Ze 24dny z hornich sou&td neni v&tii nez &islo S(Do)-
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souétu rovna éislu m(b — a). Je-li tedy D libovolné rozdéleni intervalu (a, b),
plati nerovnosti m(b — a) < s(D) < S(D) £ M(b — a).'?)

BudteZ nyni D,, D, dvé& zcela libovolna rozdéleni intervalu {a, b). Oznadme
znakem D’ rozdéleni, jeZ je zjemn&nim rozd&leni D, a rovn&Z zjemné&nim rozdéleni
D,. (Takové zjemn&ni D’ se da snadno sestrojit napf. tim, Ze za délici body rozdéleni
D’ vezmeme jednak vSechny délici body rozdéleni D,, jednak viechny délici body
rozdéleni D,; tak je to provedeno na obr. 3).

Podle tvrzeni B je S(D;) = S(D’); podle D,

tvrzeni A je S(D') 2 s(D'); podle tvrzeniB  +———+ + F i

je s(D") = s(D,); odtud plyne S(D,) 2 ' o

P S(Dz). Plati tedy —t +— + 4
Tvrzeni C. Jsou-li D,, D, dvé libo- L ; D

volnd rozdéleni intervalu {a, b) (totoZna
nebo navzajem rizna), jest S(D,) 2 s(D,).
(Cili: kazdy dolni soucet je nejvyle roven
kterémukoliv hornimu sou&tu.)

Obr. 3.

KaZdému rozd&leni D intervalu {a, b) pfislusi urcité &islo S(D); vSechna &isla
S(D) pfislusna viem moZnym rozd€lenim intervalu <a, b) tvofi jistou mnoZinu
&iselnou; ozname ji znakem M. RovnéZ tak kazdému rozdéleni D intervalu {a, b)
pfislusi urgité &slo s(D); viechna &isla s(D) pfislusnéd viem moZnym rozdé&lenim in-
tervalu <a, b) tvofi jistou mnoZinu &iselnou; ozna&me ji znakem m.

Cisla mnoziny M (jinymi slovy: horni souéty S(D)) jsou podle véty 12 vesmés
nejvySe rovna &islu M(b — a) a nejméné rovna &islu m(b — a); tedy mnoZina M
je omezena, ma tedy podle vét o supremu a infimu (kap. I, § 1) supremum a infimum.
Supremum snadno stanovime: nejvétsi horni souget, &ili nejvétsi &islo mnoZiny M,
jest podle véty 12 &islo M(b — a); podle DI, str. 70, v 4. vyd. str. 73 je toto ¢&islo
supremem mnoziny IR. Nas bude viak zajimat hlavné infimum mnoZiny M. Toto
infimum mnoziny M (%ili infimum hornich soudtd) oznacime znakem [ f(x)dx
a budeme je nazyvat hornim integrdlem funkce f(x) od a do b.

RovnéZ &isla mnoziny m (jinymi slovy: dolni soutty s(D)) jsou podle véty 12
vesmés nejvyse rovna &islu M(b — a) a nejmén& rovna &islu m(b — a); tedy mnoZina
m je omezena. Nejmendi &islo (a tedy infimum) mnoZiny m je podle véty 12 &slo
m(b — a). Nas bude viak zajimat hlavn& supremum mnoZiny m. Toto supremum
mnoZiny m (&ili supremum dolnich sou&td) oznaéime znakem _f: f(x) dx a budeme je

nazyvat dolnim integrdlem funkce f(x) od a do b.

Funkci f(x) nazyvime v obou pfipadech (pfi hornim i dolnim integrélu) funkci
integrovanou nebo integrandem; &isla a, b nazyvime mezemi horniho (dolniho)

12) Nerovnost s(D) < S(D) plyne z tvrzeni A.
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integralu, a to Cislo a nazyvame dolni mezi, &islo b horni mezi. Pismeno x, které
vystupuje ve funkci f(x) a v symbolu dx, nazyvame integraéni proménnou.'3)

Véta 13. BudiZ a < b; budi? f(x) funkce omezend v intervalu {a, b). Oznadi-
me-li plsmenem M supremum a pismenem m infimum funkce f(x) v intervalu
{a, b), jest

IIA

m(b — a) < [2f(x)dx < [2f(x)dx £ M(b - a).

Duikaz. PoloZme pro zkraceni

Pfx)dx =s, Pf(x)dx=S.

Cislo S je infimem mnoziny M, kdeZto &islo M(b — a), jak jsme zjistili pfed okamZi-
kem, jest supremem mnoZiny M; tedy jest S < M(b — a). Obdobné& se dokaze
nerovnost m(b — a) < 5. Zbyva tedy jesté dokazat nerovnost s < S. Vime, Ze S =
= inf M, s = sup m. Podle tvrzeni C neni 2adné &islo z m vétsi neZ Zadné &islo z M
(tj. vezmu-li libovolné &islo z m a libovolné &islo z M, je prvni ¢&islo nejvyse rovno
druhému). Podle pozn. 1 vkap. I, § 1 je tedy vskutkus < S.

Uvedme jesté dva jednoduché disledky véty 13:

Véta 14. Budiz a < b; nerovnosti A < f(x) < B budte splnény pro vSechna x
intervalu {a, b). Potom jest

A(b —a) < [2f(x)dx < [; f(x)dx < B(b — a).

Ddkaz. Budiz M supremum a m infimum funkce f(x) v intervalu <a, b); podle
poznamky 3 vkap. I, § 2 jest A £ m, B = M a tedy podle véty 13

A(b — a) < m(b—a) £ [3f(x)dx £

< f(x)dx < M(b — a) < B(b - a).
Véta 15. BudiZ a < b; nerovnost |f(x)| < K budiz splnéna pro vsechna x in-
tervalu {a,'b); potom jest

|fef(x)dx| < K(b —a), |f2f(x)dx| S K(b - a).

13y Integratni proménnd nemusi vidy byt oznafena pismenem x, miZe byt oznalena tfebd
pismenem ¢, u, y apod.; horni (dolni) integral piSeme pak j?; f(¢) dr atd. Hodnota horniho
(a rovnéZ dolniho) integrilu nezivisi na oznaleni integraéni proménné; to znamen4: je-li
funkce f omezend v intervalu {a, b), jest
Prxdx= PProyde= 2 fdu=...
(nebot funkce f nabyv4 v kterémkoliv bodé& intervalu (a, b) stejné hodnoty, af v ni nezdvisle
proménnou znatim pismenem x &i £). Tedy napf.

B30%—x+2)dx= J3(¢%— ¢+ 2)dt, [§sin udu = [§sin y dyatd.
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Dikaz. Pro viechna x intervalu (a, b) jest — K < f(x) < K; podle véty 14
jetedy

—K(b—a) S [ f(x)dx < K(b —a) &l |f2f(x)dx| < K(b - a);

obdobné& pro horni integral.

Ve vété 13 jsme zjistili, Ze vzdy plati vztah [;f(x)dx < 1® f(x) dx. Plati-li
v tomto vztahu znameni rovnosti, nazyvime spole¢nou hodnotu horniho a dolnfho
integralu kratce integrdlem (obirn&ji uréitym integrdlem'*)) funkce f(x) od a do b
a oznalujeme ji znakem [’ f(x)dx; jesté obgirng&ji mluvime o Riemannové ur&itém
integralu.!*) Rikdme v tomto pFipadé(tj. tehdy, kdy? se horni integral rovna dolnimu),
Ze [, f(x) dx existuje, nebo Ze funkce f(x) md uréity integrdl od a do b nebo také, Ze
Sunkce f(x) jest integrace schopna v intervalu {a, b).'®) Tim jsme podali tzv.
Riemannovu (nebo také Cauchyovu-Riemannovu) souctovou definici urcitého
integrdlu. Podle této definice tedy integral [5 f(x) dx (kdeZ a < b) existuje tehdy a jen
tehdy, je-li [2f(x)dx = Jaf(x) dx; je-li tato rovnost spinéna, jest integral f; f(x)dx
definovan vztahem

fof(x)dx = J:f(_x)dx = T:f(x) dx.'7%)

Ptiklad 1. BudiZ a < b; budiZ fukce f(x) konstantni v intervalu {a, b), tfeba
f(x) = c. Potom supremum i infimum funkce f(x) v intervalu {a, b) je rovno &islu c;
podle véty 13 jest tedy

c(b—a) < [ocdx < ficdx S o(b - a).

JeZto oba krajni ¢leny jsou si rovny, musi v téchto nerovnostech vesmés platit zna-
meni rovnosti; tedy konstanta ¢ ma uréity integral od a do b a jest

focdx = (b — a).'®)

P¥iklad 2. Definujme funkci f(x) takto: pro raciondlni x budiz f(x) = 0, pro
iracionalni x budiZz f(x) = 1. BudiZz {a, b) libovolny interval. Budiz D libovolné
rozdé&leni intervalu {a, b) definované délicimi body @ = xo < x; < ... < x,_; <

14) Nézev ,urlity integral' volime proto, abychom tento integril zfeteln&ji odlidili od tzv.
,»,integrilu neurditého'’, kterym se budeme zabyvat v kapitole III.

13) Existujf totiZ je$t& jiné definice integrilu. Jednou z nejdileit&jiich je definice Lebesgueova,
na které budou spocivat dvahy II. svazku tohoto Integrilniho po&tu. Né&kolik z4sadnich
poznamek k definicim integralu viz v kap. VIII, § 1.

16) Jinak se u uréitého integrdlu uZiva tého% ndzvoslovi jako u horniho a dolniho integrélu:
a je dolni mez, b je horni mez atd.

1) b f(x) dx jsme tedy dosud definovali jen pro a < b. Pozd&ji roziifime tuto definici i na pfi-
pady a= b,a > b.

18) Je.li ¢ = 1, budeme misto f2 1 dx psat krateji f dx, jak je zvykem.
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< x, = b. BudiZ M, supremum a m; infimum funkce f(x) v intervalu {x,_,, x;>.

ZtejmE jest M; =1, m; =0 a tedy mame S(D)= Y 1.4x;,=b — a,s(D) =
i=1

n
= Y 0. 4x; = 0. Jezto viechny horni soutty jsou rovny ¢&islu b — a, jest i jejich

i=1
infimum rovno &islu b — a; jest tedy [Lf(x)dx = b —a a obdobné [ f(x) dx = 0.
Tedy [5f(x) dx neexistuje.

Poznamenejme jesté: Ma-li funkce f(x) uréity integral od a do b, miZeme
ve vétach 13, 14, 15 nahradit horni a dolni integral prosté integralem. Tim dostavame
tuto vétu:

Véta 16. Budiz a < b; funkce f(x) necht md uréity integrdl od a do b. Potom
plati:

1. Je-li M supremum a m infimum funkce f(x) v intervalu {a, b}, jest
m(b — a) < [2 f(x)dx < M(b — a).

2. Jsou-li nerovnosti A < f(x) £ B splnény pro vsechna x intervalu {a, b),
Jjest

A(b —a) £ [2 f(x)dx < B(b — a).
3. Plati-li nerovnost lf(x)| < K pro v§echna x intervalu {a, b), jest

If2 £(x) dx| < K(b — a).

§ 3. Homi (dolni) integrdl jako limita hormich (dolnich) souétd. V piedeslém
paragrafu jsme definovali horni integral funkce f(x) (omezené v intervalu (a, b))
od a do b jako infimum hornich sou¢ti; ukaZeme nyni, Ze tento horni integral jest
nejenom infimem hornich soudtd, nybrZ také — zhruba feCeno — limitou, ke které
konverguji horni souéty S(D), jestliZe se rozdéleni D méni tak, Ze &isla 4x; konverguji
k nule.'®) Tento vyrok nema oviem dosud pfesného smyslu, nebot neni jasno, jak
se mé zde rozumét sloviim ,,limita* a ,,konvergovat k nule* (pojem limity posloupnosti
ani pojem limity funkce jedné nebo n€kolika promé&nnych se ndm — aspoii prozatim
— nehodi). Musime se tedy vyslovit pfesnéji, a to uginime v tomto paragrafu.

BudiZ D libovolné rozdéleni intervalu {a, b) definované délicimi body a = x, <
<Xy < .o < Xpoy < x, = b. Znakem WD) oznalime nejvétsi z &isel dx,, 4x,, ...
«ooy 4x,(4x; = x; — x;_,); toto oznaleni podrZime v celé kapitole; &islo V(D) nazy-
vejme normou rozdéleni D. Nasim cilem bude pfedev§im dikaz této véty:

l") To je ve shodé s na$im programem, vytéenym v § 1; jednim z naSich cili jest pravé sledovat,
co se d&je s hornimi a dolnimi soutty, kdy? &isla 4x; konverguji k nule.
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Véta 17. BudiZ a < b; budiZ f(x) funkce omezend v intervalu {a, b). Potom
ke kazdému kladnému éislu ¢ existuje kladné &islo 6 tak, %e nerovnosti
4) j': f(x)dx £ S(D) < j': f(x)dx + ¢
jsou splnény pro ka2dé rozdélent D intervalu <a, b), jeZ spliiuje podminku v(D) < 4.

Duikaz. BudiZ f(x) funkce omezen4 v intervalu {a, b) a budiZ dano libovolné
kladné ¢islo e. Na$im cilem jest dokézat existenci takového kladného é&isla &, Ze
nerovnosti (4) jsou splnény pro viechna

rozdéleni D vyhovujici podmince w(D) < & o b o
Jezto [2f(x) dx je infimem hornich soudtd  a%% % %% % % %D
a je#to %s je kladné, existuje (podle véty o D‘

o infimu) aspofi jedno rozd&leni D, tak, Ze  a=x, % XX, X, X5 % .’9 X
D,

14 1 .A,ILE;LL;; -
©) S(D1) < oS () dx + 22 C22, 52 2225 2 %2y 2ZnZFb
Toto rozdéleni D, aZ do konce diikazu
podrZime. Obr. 4.

Rozdéleni D, budiZ definovano déli-
cimi body a =y, <y, <...<y,_; <y, =b. Jekto funkce f(x) jest omezena
v intervalu {a, b), existuje (podle poznamky 2 v kap. I, § 2) kladné Cislo K tak, Ze pro
viechna x intervalu {a, b} jest |f(x)| < K. PoloZme nyni
€

(6) S=

tedy je 6 > 0. BudiZ nyni D libovolné rozd&leni intervalu {a, b), jeZ vyhovuje pod-
mince WD) < §; dokdZeme, Ze potom plati nerovnosti (4); tim bude v&ta 17 do-
kézana.

BudteZ a = x5, < x; <X, < ... < X,-, < x, = b délici body rozdéleni D.
Sestrojme rozdéleni D’ tak, Ze za délici body rozd&leni D’ vezmeme jednak viechny
délici body rozdéleni D,, jednak v3echny délici body rozd&leni D (viz obr. 4, kde jsou
zakreslena rozdéleni D,, D, D’). Délici body rozdéleni D’ ozna&ime z,, z,, z3, ..., Zm
(a=2y<z;, <...<2p., <z,=0D)

Vy3etfujme souéty
S(D) = ZM‘ AX,, S(D') = ZM;AZ* .
i=1 k=1

(4x; = x; — x;_y; 4z, = z, — z,_,; M, znadi supremum funkce Sf(x) v intervalu
{x(-1, x;>; M} zna¢i supremum funkce f(x) v intervalu {z,-,, z,).) CisteZné inter-
valy Cxo, x,), (X4, X3D, ..., {X,_y, X,» rozd&leni D rozdélme na dv& tfidy: interval
{X;-1, x;) budeme nazyvat intervalem prvniho druhu, nenf-li 24dny z bodt y,, y,, ..
-+ Yp~y vnitinim bodem intervalu {x;_,, x;); interval {x;-,, X;> budeme nazyvat

3 — Jarnik: Integrdlni podet I.
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intervalem druhého druhu, je-li aspori jeden z bodi y,, y,, ..., y,- vnitFnim bodem
intervalu {x;_, x;). [Na obr. 4 jsou (xq, X1, {X3, X3D, {X3, X4, {Xs, XgD, {Xq, Xg>
intervaly prvniho druhu (jest ys = x,, takZe bod ys neni vnitinim bodem intervalu
(x4, xg)): intervaly {(xq, x,), {X4, xs), {X¢, X7 jsou intervaly druhého druhu.]
Jezto kaZdy interval druhého druhu obsahuje aspoii jeden z bodil y,, y;, ..., ¥p-1
jako vnitfni bod, je pocet intervali druhého druhu nejvyse roven &islu p — 1.
VySetfuyme nyni pfispévky, jimiZ jednotlivé intervaly {x;_,, x;> pFispivaji
jednak k souétu S(D), jednak k souctu S(D’). Je-li {x;_,, x;> interval prvniho druhu,
jest interval {x;_,, x;» téZ Castecnym intervalem rozdéleni D’, tfeba x;_, = z,_,,
x; = z,, a tedy zfejmé pfispiva interval {x,_,, x;> tymZ pfispévkem k souctu S(D)
jako k sou€tu S(D’). Je-li viak {x;_,, x;> interval druhého druhu, jest tento interval
v rozdéleni D’ rozdélen na dva nebo vice intervald, takze jest x;_, = z,, x; = z,
kde s — r > 1. Pfispévek intervalu (x;_y, x;> k souétu S(D) jest tedy M; 4x,, kdeZto

s
pfispévek téhoz intervalu k souftu S(D’) jest Y M, Az,. Pro vsechna x inter-
k=r+1

valu {a, b) plati nerovnost |f(x)| £ K; podle poznamky 4 v kap. I, § 2 je tedy
M| < K.|[M}| £ K; dale jest Ax; < v(D) < 6; tedy jest
(7) [M; 4x,| < K&,
s s
(8) l Y MyAz| <K Y Az =K(z, - z,) =
k=r+1 k=r+1

= K(x; — x;—,) = K4x; < K$.

Vysetfujme nyni rozdil S(D) — S(D’); pfispévky, kterymi pfispivaji intervaly prvniho
druhu k sou¢tu S(D) a k souétu S(D’), jsou si rovny a v rozdilu S(D) — S(D’) se
tedy zrusi. Kazdy interval druhého druhu pfispiva k souétu S(D) i k souétu S(D’)
pFisp&vkem, jehoZ prosta hodnota podle (7), (8) jest mensi nez K. Tedy takovy in-
terval druhého druhu pfispivd k rozdilu S(D) — S(D’) pfispévkem, jehoZ prosta
hodnota je mensi nez 2K§. JeZto pak pocet intervali druhého druhu neni vétsi nez
p — 1, jest podle (6)
|S(D) — S(D*)] < (p — 1).2Ké < 2pKd = Je;

tedy jest

9) S(D) < S(D’) + 3¢.

Dale jest rozdéleni D' zjemnénim rozdéleni D, a tedy podle tvrzeni B z § 2
(10) ' S(p’) = S(p,).

Ze vztaht (9), (10), (5) plyne

S(D) < S(D') + e < S(Dy) + 2 < [2f(x) dx + ¢,
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¢imZ je druha nerovnost (4) dokazana. Prvni nerovnost (4)

I f(x)dx < S(D)
je vSak samozfejma, jeZto horni integral je infimem hornich sou¢ti. Tim je v&ta 17
dokazana.
Z této véty uinime ihned jeden disledek:

" Véta 18. Budii a < b: budif f(x) funkce omezend v intervalu {a, b). Budi¥
D,, D,, Dy, ..., D,, ... posloupnost rozdéleni*®) intervalu {a, b) takovd, Ze je
lim v(D,,) = 0. Potom posloupnost ¢isel S(D,), S(D,), ..., S(Dy,), ... md limitu rovnou

m-*

hornimu integrdlu [°f(x)dx (¢ili lim S(D,) = [%f(x) dx).

m=*

Dikaz. BudiZ dano libovolné kladné &islo e&. Mame dokazat, Ze existuje &islo
m, tak, Ze nerovnost

(11) IS(D.) = faf(x)dx| <&
plati pro viechna m, jeZ jsou vétsi nez m,. Podle véty 17 existuje kladné &islo 6 takové,
2e nerovnosti
2f(x)dx < S(D) < f(x)dx + ¢
plati pro viechna rozdé&leni D, jez vyhovuji vztahu (D) < é. Jeto lim v(D,) = 0,

existuje Cislo m, takové, Ze nerovnost v(D,) < & plati pro viechna m, jeZ jsou vétsf
nez m,. Je-li tedy m > m,, plati nerovnosti

f(x)dx < S(D,) < [2f(x)dx + &
a tedy tim spise nerovnost (11), jak jsme méli dokézat.
Vyznam véty 18 spotiva v této okolnosti: chceme-li nalézt [2 f(x) dx, nemusime
vySetfovat vSechna rozdéleni D intervalu {a, b) a sestrojit infimum pfisluinych

hornich sou&td S(D), nybrZ sta&i, sestrojime-li n&jakou posloupnost rozdéleni D,, D,
D, ... takovou, Ze lim ¥(D,)) = 0, a najdeme-li limitu posloupnosti S(D,), S(D),

m-—*®

S(D;), ... Objasnime za chvili tuto vyhodu na pfiklad&; napted viak poznamena-
vam jeité, Ze obdobné véty plati také pro dolni integral:

Véta 19. Budi? a < b; budif f(x) funkce omezend v intervalu {a, b). Potom
ke kaZdému kladnému islu € existuje kladné ¢islo 6 tak, %e nerovnosti

Jaf(x)dx 2 s(D) > [of(x)dx — &
Jjsou splnény pro ka*dé rozdéleni D intervalu {a,b), jeZ spliiuje podminku v(D) < .

2% Minim oviem nekoneZnou posloupnost. Rekli jsme jiz v DI, str. 79, v 4. vyd. str. 83, 2e
tleny posloupnosti mohou byt jakékoliv vé&ci.
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Véta 20. Budif a < b; budif f(x) funkce omezend v intervalu {a, b). Budi#
Dy, D,, D, ... posloupnost rozdéleni intervalu {a, b) takovd, Ze lim v(D,) = 0.

L ad- ]

Potom jest
lim s(D,) = [;f(x)dx.

Dikazy vét 19, 20 neprovadim, jeZto jsou zcela obdobné dikazim vé&t 17, 18.

Ctenif ostatn& miZe snadno odvodit véty 19, 20 z vét 17, 18 timto zpisobem:
BudiZ s(D) dolni soudet pfislusny k funkci f a k rozdé&leni D; budiZ S’(D) horni
soudet pfisludny k funkci — f a k rozdéleni D; z poznamky 5 v kap. I, § 2 (pro ¢ =
= — 1) plyne, Ze s(D) = — S'(D); odtud snadno [gf(x)dx = — o (= f(x))dx,
naceZ véty 19, 20 plynou okamZité z vét 17, 18.

PFiklad 1. BudiZ f(x) = x a pogitejme
3 xdx, Jaxdx.

Sestrojme rozdéleni Dy, D,, ..., D,, ... tak, Ze D, jest ono rozdéleni intervalu (2, 3),
jeZ déli tento interval na m stejnych dily; délici body rozdéleni D,, jsou tedy xo = 2,
X, =2+4+1m, x,=24+2[m, ..., x; =2+ ilm,...,xn =2+ m/m = 3. Jest
v(D,) = 1/m, tedy

lim v(D,) =0;

m=-®»

tedy podle vé&t 18, 20 jest

lim S(D,) = [3xdx, lim s(D,) = [3xdx.

Potitejme S(D,,), s(Dy). Nejv&tsi hodnota (a tedy i supremum) funkce f(x) = x
v intervalu (x;_,,x;) = /2 + iz1 2+ N jest 2 + i/m; obdobn& nejmensi
m

N m,/

hodnota (a tedy i infimum) funkce f(x) v tomto intervalu jest 2 + (i — 1)/m. Tedy jest

S(D,) = i(2+—i-)$=2+%(1+2+...+m)=
i=1 m m

h) 1
- +__;
2 2m

2m

i=1

s(D.) = §(2+ "‘n‘)i=2+$(o+1+....+(m-1))=

=2+m(m—l)=§_L.
2m? 2 2m
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Tedy jest

J' xdx = lim S(D,) =

m- o

Nl\ll
W

Lxdx ~ lim D) = >

m=*c 2

3
Tedy funkce x ma integrdl od2do 3 a je J xdx = g Pozd&ji odvodime oviem jiné,
. 2
pohodIn&jsi metody pro vypoget urditych integrald.
Véty 17 aZ 20 se tykaly libovolnych funkci omezenych v intervalu {a, b). Odvo-
dime je$t& dvé obdobné véty, jeZ se viak tykaji pouze funkci, jeZ maji integral od a
do b.

Véta 21. BudiZ a < b; budi? f(x) funkce, je} md uréity integrdl od a do b.
Potom ke kaZdému kladnému é&islu € existuje kladné é&islo 6 tak, Ze platf toto: je-li
D libovolné rozdéleni intervalu {a, b) definované délicimi body a = xo < x4 < ...

. < Xp—y < X, = b, které vyhovuje podmince (D) < 8, a jsou-li &, &, ..., &,
libovolnd éisla, kterd vyhovujf podmince x;_, < ¢; < x; pro i = 1,2,...,n, plati
nerovnost

(12) I £(x) dx — ‘Zl:lf(é‘) Ax| <.

Duikaz. Budiz f(x) funkce, jeZ méa integrdl od a do b. BudiZ déno libovolné
kladné &islo e. Podle vty 17 existuje kladné &islo 5, tak, Ze nerovnost?!)

(13) S(D) < [2f(x)dx + ¢

plati pro viechna rozdé&leni D, kterd vyhovuji podmince WD) < §,. Podle véty 19
existuje kladné &islo 4, tak, Ze nerovnost

(14) AD) > 2 f(x)dx — ¢

plati pro viechna rozd&leni D vyhovujici podmince WD) < §,. Poloime § =
= Min (6,,,); tedy 6 > 0. BudiZ D libovolné rozdélenf vyhovujici podmince
WD) < §; potom plati nerovnost (13) i nerovnost (14). Budte @ = x5 < X; < ... <
< x, = b délici body rozdéleni D. Ozna¢me znakem M; supremum a znakem m;
infimum funkce f(x) v intervalu {x,_y, x,). Jsou-li §,, &, ... &, libovolna &isla

vyhovujici nerovnostem x;_, < ¢, S x;, proi = 1,2,...,n,jest oviem m; < f(§) S
< M, a tedy
(15) s(D) = ZM,Ax, Zf({,) ax; s ZM 4x, = S(D);

21) Misto horniho a dolnfho integrélu pileme oviem krétce integral.
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odtud a z nerovnosti (13), (14) plyne pak
faf(x)dx — ¢ < if(é,-) Ax; < [2f(x)dx + &
i=1

to je vak pravé hledana nerovnost (12).

Véta 22. Budi? a < b; budiZ f(x) funkce, je md urcity integrdl od a do b.
Budi# ddle Dy, D,, ... posloupnost rozdéleni intervalua, b), jeZ vyhovuje podmince
lim «(D,) = 0. Délici body rozdéleni D,, budte

m=* a0

A= Xom < Xym<Xgn<ooo <Xy —ym<Xnpm=b.2)
Pro ka¥dou hodnotu m budiZ ddno n,, &isel &y s &2 s + - -y Gn,om tak. Ze platix;_; ,, <
Séim S ximproi=12..n, Potom jest

(16) lim 3 1(E) A0 = [21(5) dx

(Pfitom zna&ime 4X;,, = X;m — Xi=1.m:)
Dikaz. Podle vét 18 a 20 jest

(17) limS(D,) = [2f(x)dx, lim (D) = [£/(x)dx.
Jest viak zfejmé& (viz diikaz nerovnosti (15) v dikazu véty 21)
(18) AD) S 3 f(Eun) 4% S S(DA)

Ze vztahi (17), (18) plyne viak okamzit& rovnice (16).2*)

Viimnéme si, jaky je rozdil napf. mezi vétou 18 a vétou 22. Existuje-li j': f(x) dx,
miZeme jej podle véty 18 pocitat takto: sestrojime posloupnost rozdéleni intervalu
{a, b) : D,, D,, ... takovou, Ze lim v(D,,) = 0; limita posloupnosti S(D,), S(D,), ...

m- o

je potom hledany integrdl. Abychom viak stanoyili horni soutet S(D,,), musime
stanovit supremum funkce f(x) ve viech &aste&nych intervalech, na které jest interval
{a, b) rozdé&len rozdélenim D,. Vé&ta 22 pravi pak — zhruba fe€eno — Ze miZeme
misto tohoto suprema funkce f(x) v takovém &isteéném intervalu vzit namatkou
hodnotu funkce f(x) v kterémkoliv bod& toho Easte&ného intervalu. Poznamenavam
oviem jesté jednou, Ze v&t 17 aZ 20 miZeme pouZit pro jakoukoliv omezenou funkci,
kdeZto vét 21 a 22 miZeme pouZit jen tehdy, vime-li jiz pfedem, Ze funkce f(x) ma
urdity integrél od a do b. Jak se to pozna, o tom si odvodime né&které véty v § 4, 5, 6.
hlavné& viak v § 8.

22y Tyto body, jakoZ i jejich po&et z&visi oviem na m — v oznaZeni byl na tuto okolnost vzat
ztetel. Cislo n,, znalf napf. polet &4stednych intervald, na n&% je interval <a, b) rozdélen
rozdélenfm D,.

23) Podle zndmé vity: je-li @, < ¢, < b, lim g, = lim b, = o, jest té¢ lim c, = o, viz

m- m- o m-o

DI, vita €' str. 86, v 4. vyd. str. 91.
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§ 4. Integrace soultu.

Véta 23. Budif a < b; budte f,(x), fi(x) funkce omezené v intervalu {a, b);
potom je

(19) P(fi(x) + f2(x)) dx < 2 fi(x) dx + [2fa(x) dx;
(20) _I:(fl(x) + fa(x)) dx = ,[:fl(x) dx + ,[:fz(") dx.

Dikaz. BudiZ D libovolné rozdéleni intervalu {a, b) definované délicimi body
a=xy<x, <...<x,= b.BudiZ M} supremum funkce f,(x) v intervalu {x,_,, x;>,
budi? M{ supremum funkce f,(x) v intervalu {x,_,, x;», budiZ M; supremum
funkce f,(x) + fy(x) v intervalu {x,_,, x;>. Pro viechna x intervalu {x;_,, x;)
plati nerovnost f,(x) + f,(x) < M; + M a tedy jest (podle poznimky 3 v kap. I,
§ 2) M, < M} + M. Oznadim-li tedy znaky S’(D), S"(D), S(D) horni soudty prisluiné
k funkcim f,(x), f,(x), f(x) + f2(x), jest

21) S(D) = ¥ M, 4x, S Y. (M} + M}) 4x, = (D) + S(D).

Sestrojme posloupnost rozdéleni intervalu a, b): D, D,, Ds, ... tak, ¥¢ lim wD,)=

=0 (mﬁzeme tfeba zvolit za D,, ono rozdéleni, jeZ déli interval {a, b) na m stejnych
dild). Potom jest podle (21) pro ka?dé m

S(D,) < S(D,) + S"(D,) ;

pfechodem k limité dostavame podle véty 18 vztah (19). Vztah (20) se dokaZe ob-
dobné.

Viéta 24. Budiz a < b; existuji-li integrdly [bf(x)dx, [2fa(x)dx, existuje
i integrdl [5(fi(x) + f2(x)) dx a jest

f:(fl(x) + f2(x)) dx = f:fl(x) dx + I:fz(x) dx.

Dikaz. Podle vét 23 a 13 je
Je£1(x) dx + Jafa(x) dx < [o(f1(x) + f2(x)) dx <
< fo(fi(x) + f2(x)) dx < fofi(%) dx + [2 fo(x) dx;

oba krajni vyrazy (vpravo i vlevo) jsou si rovny, tedy plati vesm&s znameni rovnosti,
¢imZ je véta 24 dokazana.

Véta 25. Budif a < b; md-li funkce f(x) uréity integrdl od a do b a je-li c
libovolné ¢islo, md i funkce c f(x) uréity integrdl od a do b a je

feef(x)dx = c f2f(x)dx.
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Dikaz. Pfedpokladejme, Ze funkce f(x) ma urgity integral od a do b. Roze-
znavejme tfi pfipady:

1. Je-li ¢ = 0, jest podle pfikladu 1 v § 2
[20.f(x)dx = [20dx =0 = 0. f5 f(x)dx.

2. Je-li ¢ > 0, vysetfujme libovolné rozdéleni D intervalu (a, b) definované
délicimi body a = x5 < x; < ... < x, = b. BudiZ S’(D) horni a s’(D) dolni souget
pfisludny k funkci ¢ f(x); S(D) budiZ horni a s(D) dolni souget pfislusny k funkci
f(x). Je-li M; supremum a m; infimum funkce f(x) v intervalu {(x;_,, x;), jest podle
pozn. 5 v kap. I, § 2 supremum funkce ¢ f(x) v intervalu {x;_,, x;> rovno &islu cM;
a infimum rovno ¢&islu cm;. Tedy

n n
S'(D) = Y ¢M, Ax; = ¢ S(D), s'(D) = ¥ cm; Ax; = ¢ s(D).
i=1 i=1
Budiz D,, D,, ..., D,, ... posloupnost rozdéleni intervalu <{a, b) takova, Ze
lim v(D,) = 0. Potom je pro kazdé m ’

S(D) = eS(Dw). (D) = es(Da):

podle vét 18 a 20 ziskime odtud pfechodem k limit& rovnice
focf(x)dx = c[2f(x) dx = ¢ f2f(x) dx,
focf(x)dx = ¢ o f(x) dx = c [3 f(x) dx,

jak se mélo dokazat.

3. Budi¥ kone&n& ¢ < 0; zachovame-li totéZ oznaceni jako v pfipadé ¢ > O.
dostavime nyni podle pozn. 5 v kap. I, § 2, Ze supremum funkce ¢ f(x) v intervalu
{X;-1» X) je rovno &islu cm; a infimum je rovno &islu ¢M;; z toho

n »
S'(D) = ¥ c¢m, 4x; = c s(D), s'(D) = Y c¢M; 4x; = ¢ S(D),
i=1 . i=1
odkud# stejn& jako dfive S'(D,) = cs(D,), s'(D,) = ¢ S(D,) a tedy pfechodem
k limité&

Pef(x) dx = ¢ [2 f(x) dx = ¢ fa f(x) dx,

Jecf(x)dx = c o f(x)dx = ¢ [2 f(x) dx,
jak se mélo dokézat.

Pozndmka 1. V&tu 24 jsme dokézali pro dva séitance; uplnou indukci lze
okamZit& odvodit obdobnou vétu pro libovolny podet s¢itanci. Kovmbinujcmc-li tuto
vétu s v&tou 25 (o nasobeni integrované funkce konstantou), dostdvAme konetné
tuto vétu:
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Véta 26. BudiZ a < b; jsou-li fy(x), f2(x), ..., fo(X) funkce majici uréity integrdl
od a do b a jsou-li ¢, c3, ..., ¢, libovolnd &isla, md i funkce ¢, f,(x) + ¢, f2(x) +
+ ... + ¢, f{x) urcity integrdl od a do b a jest

foles fi(x) + cafa(®) + ... + cufu(x))dx =
= ¢, LX) dx + ¢ B fr(x)dx + ... + ¢, S (x)dx .

Jako specialni ptipad dostdvame tento vysledek (pro n =2, ¢; =1, ¢; = — 1):
Maji-li funkce f,(x), f,(x) urdity integral od a do b (a < b), ma i funkce f,(x)
— f5(x) uréity integral od a do b a jest

I:(fl (x) = £2:(x) dx = [ fi(x)dx — J.:fz(x)'dx .

Véta 27. Budi? a < b; f(x) budi? funkce, je? md uréity integrdl od a do b;
budi? f(x) = 0 pro vSechna x intervalu {a, b); potom jest

fof(x)dx 2 0.

Dukaz plyne okamzZité z véty 16 (z druhé jeji &asti), klademe-li v ni A =0
a klademe-li za B tfeba supremum funkce f(x) v intervalu <a, b).

Véta 28. BudiZ a < b; f,(x), f2(x) budteZ funkce majici uréity integrdl od a do
b; budi f,(x) 2 f(x) pro viechna x intervalu {a. b); potom jest

fafi(x)dx Z [2 fa(x)dx.
Dikaz. Podle véty 26 existuje [; (f3(x) — f2(x)) dx; podle v&ty 27 jest [%(f,(x) —
— fi(x)) dx 2 0; podle véty 26 jest tedy
Je fi(x) dx = f2fax)dx = [2(f,(x) — f(x))dx 2 0.
Poznamka 2. DileZity dopln&k k této vét& obsahuje pozndmka 2 na konci § S.

§ 5. Integril od a do ¢, vyjadfeny integrily od ado 5 a od b do c.

Véta 29. Budif a < b < ¢ a budi? f(x) funkce omezend v intervalu {a, c).
Potom jest

Jef(x)ax = T2 f(x) dx + 5 f(x) dx ;
(22)
Jif(x)dx = [t f(x) dx + [5 f(x)dx.

Dikaz. Budiz D,(m =1,2,3,...) ono rozd&leni intervalu {a, b), jez déli
tento interval na m stejnych dild; dé€lici body tohoto rozdéleni jsou tedy

a=2xy<X; <X3...<Xp=>b, kdeZ x,=a+'—(b—a);
m
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zfejme jest (D.,) = (b — a) : m. Obdobn& budiz D7, (m = 1,2, 3, ...) ono rozdéleni
intervalu {b, c), jeZ dé&li tento interval na m stejnych dili; délici body tohoto rozd&leni
jsou tedy

b=y, <y;<y; <...<ym=c¢, kdeZ y,-=b+'—(c—b);
m

ziejmé jest v(D") =(c — b): m. Délici body a = xp < x; <... <Xp_y < b <
<Y1 <Y3 < .. < Yot < Ym = ¢ definuji jisté rozdéleni D, intervalu {a, c),
priCemZ ‘

W(D,) = Max((b —a):m, (c — b):m);
zfejmé jest
(23) S(D,) = S(DL) + S(D%
pro kaidé m. Jeito lim v(D;) = lim ¥(D;) = lim ¥(D,) = 0, jest podle (23)

m=>a0 m=*00 m-o

a podle véty 18
fef(x)dx = lim S(D,) = lim S(D,) + lim S(D%) =

= [2f(x)dx + [; f(x)dx,
&im2 je dokazan vztah (22) pro horni integral. Ditkaz pro dolni integral jest obdobny.
Véta 30. BudiZa < b < c; nechf existuje integrdl [, f(x) dx i integrdl |5 f(x) dx
potom existuje i integrdl [ f(x) dx a jest
[ 5(x)dx = [25(x)dx + 55(x) dx

Diikaz. Z predpokladané existence integralu od a do b a integralu od b do ¢
plyne, Ze funkce f(x) jest omezena v intervalu {a, b) i v intervalu ¢b, c¢) a tedy
i vintervalu <a, c) (podle poznamky 7 v kap. I, § 2); podle véty 29 jest tedy

T‘.’f(x) dx = [o f(x)dx + [; f(x) dx a rovnéz
Iﬁf(x) dx = f2 f(x)dx + [ f(x)dx,
jak se mélo dokazat.

Poznadmka 1. Véty 29 a 30 se tykaly dvou ,,sousednich* intervald {a, b),
(b, ¢). Uplnou indukci lze z nich okamZité odvodit obdobné véty pro libovolny podet
takovych intervald; napf. je-lia, < a, < a; < ... < a, a je-li funkce f(x) omezena
v intervalu {a,, a,), je

Jerf(x)dx = 2 f(x) dx + J2 f(x)dx + ... + o _, f(x) dx.
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Véta 31. Budif a < b; funkce f(x) nechf md uréity integrdl od a do b. Nechr
{c, d) jest &dstecny interval intervalu {a, b).2*) Potom funkce f(x) md téZ urcity
integrdl od c do d.

Dikaz. Podle véty 29 (a podle posledni poznamky) jest
1) dx = Pf) dx = Fof()ds + Ff(x) dx + of(x) dx )
faf(x)dx = [2f(x)dx = [ f(x)dx + [Cf(x)dx + f2f(x)dx .*°)
Z toho odeétenim
(24) (Fef(x) dx — 2 f(x) dx) + (Jef(x) dx — [2f(x)dx) +
| + (a1 (x)dx = [3f(x)dx) = 0.%%)

Zadny stitanec na levé strané rovnice (24) neni zaporny (podle véty 13); tedy musi
kaZdy z téchto séitanci byt roven nule (nebof kdyby n&ktery z nich byl rizny od nuly
— a tedy kladny — byl by i soulet na levé strané rovnice (24) kladny a nemohl by
se rovnat nule). Specidlng tedy prostfedni &len se rovna nule, t;.

Jf(x)dx = _Iﬁf(x) dx,
jak se mé&lo dokazat.

Poznamka 2. DileZitym doplitkkem k v&té 28 v § 4 je tato véta: BudiZ a < b;
£1(x), f2(x) budte funkce majici uréity integrdl od a do b; budi¥ f,(x) = f,(x) pro
vSechna x intervalu {a, b). Konecné necht existuje ¢islo ¢ v intervalu (a, b) tak,

Ze fi(c) + fa(c) (tedy nutn& fy(c) > fy(c)) a Ze fi(x), f2(x) jsou spojité v bodé c.
Potom je

2 fi(x) dx > [8 fy(x) dx.

(Proti znameni 2 ve vété 28 mame tedy zde znameni >.)

Dikaz. Oznaime fy(c) — f5(c) = h, tedy h > 0. Je#to funkce f,(x) — f(x) je
spojita v bodé c, existuje & > 0 tak, %e pro viechna x intervalu {c — 3. c + &) je
f1(x) = f5(x) = 3h. Mimoto volme 5 tak malé, 2e a < ¢ — 8 < ¢ + 6 < b. Potom
je podle vty 28 (integraly existuji podle véty 31)

(243) I:_af,(x) dx 2 J':_‘fz(x) dx, :+a fx(x) dx 2 ,[:Hfz(x) dx
a kone&né (viz v&tu 24 a pfiklad 1 v § 2)
fersfi(x)dx 2 Ji23(f2(x) + 3h)dx = [eX3 fy(x)dx + f<tiihdx,
tj.
(24b) JE3£u(x) dx 2 J223 £lx) dx + o

24y Toznamenda <c<d <b.
25) Prvni stitanec oviem odpadne, je-li @ = c; tieti s€itanec odpadne, je-li d = b.
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Settenfm tfi nerovnosti (24a), (24b) dostavime podle pozn. 1 vskutku
[ fi(x)dx = [2 f(x)dx + hé > [ fy(x)dx.

§ 6. Zména integrované funkce v konecném po&tu bodi.

Véta 32. Budi a < b. Budi? f(x) funkce omezend v intervalu {a, b). BudiZ
g(x) funkce, jez se lisi od funkce f(x) jen v konecném poctu bodi: intervalu {a, b).
Potom jest

Jog(x)dx = o f(x)dx, [ig(x)dx = [2f(x)dx.

Dikaz. JeZto funkce f(x) je omezena v intervalu {a, b), je podle pozn. 8

v kap. I, § 2 téz funkce g(x) omezena v intervalu {a, b), takZe horni integral Tﬂ g(x)dx
ma smysl. Abychom dokazali, Ze

(25) fog(x)dx = b f(x) dx,
stadi, dokaZeme-li toto: nerovnost
(26) : I f(x)dx — PPg(x)dx| <&

plati, at je ¢ jakékoliv kladné Cislo. BudiZ tedy dano libovolné kladné &islo €. Zvolme
isla a =ay, <a, <a, <..<a,, <a,=b tak, Ze rovnost f(x) = g(x) plati
pro kaZdé x intervalu <a, b), jeZ se nerovna Z4dnému z &isel ao, a,, .., a,.*°) Existuji
(podle poznamky 2 v kap. I, § 2) dv& kladna &isla K,, K, tak, Ze pro viechna x
intervalu <a, b) plati [f(x)] < K,, |g(x)] £ K,: polofme K = Max (K, K;), potom
jest
@) V@IS K. o) s K
pro vSechna x intervalu {a, b).

Zvolme nyni kladné ¢&islo J tak malé, aby byly spinény tyto podminky:
(28) o < 3Min(a, — ag, a; — ay,...,a, — a,_,),

€
29 0 < —..
( ) 4Kp
Z nerovnosti (28) plyne
a=a,<a,+0<a;,—d<a;+d6<a,—-d6<..<a,_; +6<
<a,— é < a, = b;

26) Nejjednoduleji mohu tedy &isla ay, 4y, .., @, volit takto: vezmu viechny hodnoty x inter-

valu <a, b), pro né% plati nerovnost f(x) + g(x) a ptiddm k nim je§t& hodnoty a, b (at nerov-

nosti f(a) + g(a), f(b) + g(b) plati nebo neplatf). Tato &isla, sefazen4d podle velikosti, ozna-
&m ao. Qyseeny a'.
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podle véty 29 a podle poznamky 1 v § § jest tedy
faf(x)dx = [a*? f(x) dx + Jas3 + Ja2d + Jaid + . + far Tl + for_s37)
fog(x)dx = Ja*?g(x)dx + Jass + fats + [23d+ . + [Tl + Jor s

Odectéme tyto dvé rovnice ¢len po ¢lenu. V intervalech {a;_, + J. a; — §) jest
f(x) =g(x)(proi =1,2,..., p) a tedy

Jastes f(x) dx = [ai2dy,9(x) dx,
akze tito &lenové se zrusi. Zbude tedy
(30) Jof(x) dx — Jag(x) dx = (Jo** £(x) dx — Ji** g(x) dx) +
+ Z (et 1) dx — [ot30(x) d) + (-0 Sx) dx = Joz- 9(2) ).
Podle véty 15 a podle nerovnosti (27) jest
™ f(x)ax| s Ko, |Jar-sf(x) dx] < Ks.
[Jartd f(x)dx| < 2K6 pro i=1,2,....,p -1,

a obdobné nerovnosti plati, pieme-li v nich funkci g(x) misto funkce f(x). Z rovnice
(30) plyne tedy

I f(x) dx — [2g(x) dx| S 2K + (p — 1). 2K + Kb) = 4pKs ;

podle (29) je viak 4pKé < e, plati tedy nerovnost (26); tim je dok4zéna rovnice (25).
Obdobna rovnice pro dolnf integral se dokéZe zcela analogicky.

Véta 33, Budif a < b; nechf existuje [2f(x)dx; funkce g(x) nechf se list od
funkce f(x) jen v koneném poctu bodil intervalu {a, b). Potom existuje téZ [} g(x) dx

a jest
[tg(x)dx = [ f(x)dx.
Dikaz. Podle pfedpokladu jest
ﬁf(x) dx = Iﬁf(x)dx = 2 f(x)dx;
tedy podle véty 32 jest
Jea(x) dx = [2 f(x) dx a rovn&% [2g(x) dx = [’ f(x)dx,
jak jsme méli dokazat.

27y Za integrainim znamenim m4 oviem viude stit f(x) dx; v ndsledujicim vzorci m4 zase viude
stit g(x) dx.
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Celkem jest moZno vyslovit vysledek tohoto paragrafu zhruba asi takto: zmé&-
nim-li funkci integrovanou pouze v kone&ném po&tu bodii, nezméni se horni (dolni)
integral (popf. integral). Tento vysledek se da jest& podstatné zobecnit; o tom po-
jedname aZ? v II. svazku.

§ 7. Integrail jako funkce horni meze. Dopliime pfedev§im ponékud definici integralu,
jakoZ i definici horniho a dolniho integralu. Dosud (v § 2) jsme definovali [? f(x) dx,
f2f(x)dx, [2f(x)dx jen tehdy, bylo-li a < b. Dopliime nyni tuto definici téZ pro
a = b timto dodatkem:

Dodatek k definici integralu. Je-li funkce f(x) definovdna pro x = a,
definujeme [4f(x)dx = [af(x)dx = [2f(x)dx = 0.2%)

Pfipomefime, Ze nerovnost_j': f(x) dx < [} f(x) dx, kterou jsme dfive (viz vétu 13)
dokézali pro a < b, plati podle této definice i pro a = b (potom je totiZ na obou
stranich nula).

BudiZ nyni a < b; budiZ f funkce omezena v intervalu {a, b); potom existuje
nejenom horni integral |8 f() dt, nybr% téz horni integral [% f(f) dt*°) pro kazdé x,
jeZ vyhovuje nerovnostem a £ x < b. Tento hornf integral jest tedy funkci proménné
x definovanou v intervalu {a, b); obdobn& dolni integral j: £(1) dt jest funkci pro-

ménné x definovanou v intervalu (a, b). DokaZeme nyni dv& dileZité véty o té&chto
funkcich.

Véta 34. BudiZ a < b. Funkce f budif omezend v intervalu {a, b). Potom
Sunkce [%f(t)dt je spojitd v intervalu {a, b) a rovné* funkee [ f(t) dt je spojitd
v intervalu {a, b).

Dikaz. JeZto funkce f je omezend v intervalu {a, b), existuje podle pozn. 2
v kap. I, § 2 kladné &islo K tak, Ze nerovnost |f(f)] < K je spln&na pro viechna
intervalu {a, b). Pro zkraceni pime

F(x) = JEf(t)dr.

Mame dokazat, %e funkce F(x) je spojita v intervalu {a, b), tj. mame dokézat”)
(viz kap. I, § 3): je-li pfedn& a < x, < b, je funkce F(x) spojita zprava v bod& x,; -
je-lizadrubéa < x, < b, je funkce F(x) spojita zleva v bod& x,,.

28) Tedy J2/(x) dx existuje vZdy, je-li funkce f(x) definovdna pro x = a. Pojmenovéni dfive
2avedend, jako horni mez, dolnf mez, funkce integrovand atd. podrZime i zde.

29) Ménfm ozna&enf integrain{ proménné (viz pozndmku 13y, aby se integra&ni proménnd ¢
nepletla s hornf mezi x. Casto se to nedinf a pife se-f: f(x) dx.

3%) Prosim tenéfe, aby a2 do konce této kapitoly si stdle uv€domoval obsah kapitoly I, jeZto ji
nyni budeme neustdle pouZivat.
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BudiZ tedy pfedné a < x, < b; budiZ € libovolné kladné &islo. PoloZme
. €
(31) 8 = Min (b - Xo» 7(-) .

tedy 5 > 0. DokaZeme: je-li xo < x < xo + 9, je
|F(x) — F(xo)] < e:
tim bude dokazano, Ze funkce F(x) je spojita zprava v bodé& x,.

Budi? tedy x &islo takové, Ze jest xo < x < Xxo + 8;') potom jest
F(x) = fif()dt = [ f(0) dt + J5, £(1) dt = F(xo) + f5,f(9) d %)

tedy F(x) — F(xo) = J% f(f)dt. Pro xo <t < x jest |£(1)| < K; podle véty 15 jest
tedy

|F(x) = F(xo)| = |I% £(t) df] < K(x = xo) ;
jest viak x — xo < &; podle (31) je tedy

|F(x) — F(xo)] < Ké S ¢,
jak jsme méli dokazat.

Budi? za druhé a < x, < b; budiZ ¢ libovolné kladné &islo; poloZzme

6= Min(xo - a,i);
K

tedy 6 > 0. DokaZeme: je-li xo — 6 < x < X, je
IF(x) - F(xo)| <.
Tim bude dokazino, Ze funkce F(x) je v bod€ x, spojita zleva.

BudiZ tedy x takové &islo, Ze plati xo — & < x < x;%%) potom jest
Fxo) = [ f()de = J5 (1) dt + [ f(5) dt = F(x) + [ f(1) dt,
z &ehol jako dfive plyne
|F(x) = F(xo)] = | () dt] < K(xo — x) < K5 S ¢,

jak jsme mé&li dokazat. Tim je dok4zana ona &ast véty 34, jeZ se tyka hornfho integrélu;
pro dolni integral je dikaz obdobny.

31) Jezto podie (31) jest xo + 8 < xo + (b — xo) = b, jetékx < b.

32) Jedia < xo, plyne tato rovnice z véty 29; je-li @ = x,, je tato rovnice téX sprdvnd, jeZto
potom je]':° f(e)de = 0.

33) Tedy jest x > a, nebot Xg—0Zxg —(xg —a)=a.



Véta 3S. Budif a < b; funkce f(x) budi omezend v intervalu {a, b). Je-li
a < x, < b a je-li funkce f(x) spojitd zprava v bodé xo, md funkce [ f(t) v bodé x,
derivaci zprava rovnou &islu f(xo) a rovnéf funkce [;f(t) md v bodé x, derivaci
zprava rovnou Eislu f(x,). Obdobné, je-li a < xo £ b a je-li funkce f(x) spojitd
zleva v bodé x,, md funkce [%f(t)dt i funkce [ f(f)dt v bodé x, derivaci zleva,
rovnou Cislu f(xo). )

Dodatek. Je-litedy a < x < b a je-li funkcef(t) spojitd v bodé x,**) existuji
v tomto bodé derivace

%(I:f(t) dt) =f(x), ad; (J:f(t) dt) = f(x).%)

Dukaz v&ty 35. PoloZme pro zkraceni F(x) = f,‘f(r) dr; budiz a < x4 < b;
budiZ funkce f(x) spojita zprava v bodé x,.

Je-li0 < h < b — xo, jest
F(xo + h) = [R** f(1) dt = [2 f(e)dr + [+ f(1) dt = F(xo) + f** f(r) dt

a tedy ]
F(xo + h) = F(xo) _ 1 [=*"

(32) 2

f(t)dr.
X0

BudiZ dano libovolné kladné &islo ¢; jeZto funkce f(f) je spojitd zprava v bod& x,,
existuje kladné &islo & takové, Ze nerovnost |f(f) — f(xo)| < 3&je spinéna pro kaZdé t,
pro né2 plati x, S t < x, + 6. PFitom mohu predpokladat, Ze plati 6 < b — x,.%°)
Je-li 0 < h < 4, plati nerovnost x, <t < xo +& pro viechna ¢&isla t intervalu
{xo. Xo + h); pro viechna &isla t intervalu {xo, xo + h) je tedy |f(t) — f(xo)| < 3e
&ili

 Sxo) = B < J(0) < f(xo) + de
podle véty 14 plati tedy nerovnosti

1 Pxot+h

f("o)"‘<f("o)—%5§; f(8)ds < f(xo) + 38 < f(x0) + &

Xo
Podle (32) plati tedy nerovnosti

< F(xo + h) —
h

fx0) - ¢ Fx0) ¢ fxg) + ¢

3‘) To znamend: spojitd zprava i zleva.

35) Nebot potom derivace zprava i zleva podle véty 35 existuji a rovnaji se témuz Z&islu f(x);
podle véty 123 v DI, str. 213, v 4. vyd. str. 242 existuje tedy derivace a rovni se rovnéZ
&islu f(x).

36) Kdyby totiz bylo ndhodou é > b — Xg, mohli bychom misto &isla é vzit mensi Cislo b — x,.
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&ili
F(xo + h) — F(xo)
h

— f(xo)| < ¢

pro kaZdé h splitujici podminky 0 < h < 4. To viak znamené préavé, Ze funkce F(x)
mé v bod& x, derivaci zprava rovnou &islu f(x,), jak jsme mé&li dok4zat.

Tvrzeni o derivaci zleva se dokaZe obdobné¢ — provedu to jiZ rychleji. BudiZ
nyni @ < xo < b; funkce f(x) budiZ spojita zleva v bod& x,. Je-li 0 > h > a — x,,
poloZme — h = k, tedy 0 < k < x, — a, naleZ ‘

F(xo) = [ f(t)dr = [2* 4+ J%_, = F(xo — k) + [R_, f(f)dt,
tedy

F(xo + h) — F(xo) _ F(xo — k) = F(xo) _ _l__xo f()dt.
h -k kJio-x

Odtud obdobné jako dfive se dokaZe, Ze ke kaZdému £ > O existuje 6 > 0(6 < Xo —

—a)tak, 2e pro0 < k < d je

X

flxo) < | f0d <slxo) + e

xo—k

t).pro0 > h > — 4 je
flxo) — ¢

< F(xo + h) — F(

. Xo) < f(xo) + €.

Tedy ma funkce F(x) v bodé& x, derivaci zleva rovnou f(x,), jak jsme mé&li dokazat.

Dikaz tvrzeni pro dolni integral se provadi stejné, jen misto horniho integralu
je tfeba vSude psat dolni integral.

JestliZe jest a < b a jestlize existuje [2f(f) dt, potom podle véty 31 a podle do-
datku k definici integralu existuje téZ integral [} f(r) d pro kaZdé x intervalu {a, b).
V tomto pfipadé miZeme tedy ve v&té€ 34 a 35 napf. misto horniho integrilu psat
prosté integral a dostavame tak tuto vétu:

Véta 36. Budi? a < b; nechr existuje [, f(t) dt. Potom plati tato tvr zeni:

1. Funkce % f(t) dt®?) jest spojitd v intervalu {a, b).
2. Je-li a < x < b a je-li funkce f(1) spojitd v bodé x, existuje v tomto bodé

derivace
di( j 50 ) = 1) 2

37) Tento integral je funkci promé&nné x.

38) poutzil jsem jen dodatku k v&té 35; pro derivaci zprava a zleva mame tento vysledek: Je-li
a = x < b a je-li funkce f(7) spojita zprava v bodé& x, m4 integral {5 f(t) d¢ v bodé& x derivaci
zprava, rovnou &islu f(x). Obdobné: je-lia < x < b a je-li funkce f(¢) spojita zleva v bodé¢ x,
m4 integral [ f(¢) dr v bodé& x derivaci zleva, rovnou &islu f(x) (viz v&tu 35).

4 — Jarnik: Integrdlni pocet I.



50 KAP. TI

§ 8. Funkce spojitd v (a, b)) m4 urlity integril od a do b. Z v&t 34 a 35 ulinime tento
dilezity dusledek:

Véta 37. Budif a < b; budiZ f(x) funkce omezend v intervalu a, b), jeZ md
v intervalu (a, b) nejvyse koneény poclet bodii nespojitosti;*®) potom |3 f(x)dx
existuje.

Dikaz. Sestrojme body a = a, <a; <a, <...<a,_, <a,=b tak, Ze
funkce f(x) je spojitd v kazdém bod& intervalu {a, b), jenZ nesplyva s Zadnym
zbodi ay, ay, a,, ..., a,.*°) Vezméme kterykoliv interval {a;_, a;) (i = 1,2, ..., p);
funkce f(x) je v tomto intervalu omezena a je spojita v kazdém vnitfnim bodé& tohoto
intervalu. Pro zkraceni poloZme

fro J()dt = F(x), [i_, f(1)dr = G(x);

pouzijeme-li vét 34 a 35 (pfi¢em2 misto intervalu (a, b) klademe interval {a;_,, a,),
dostavame tento vysledek:

1. Funkce F(x), G(x) jsou spojité v intervalu {a;_,, a;).

2. V kaZdém vnitfnim bodé€ intervalu {a,-,, a;) existuji derivace F'(x) = f(x),
G'(x) = f(x). Funkce F(x) — G(x) je tedy spojita v uzavieném intervalu {a;-,, a;>
a ma derivaci rovnou nule v kazdém vnitfnim bod& tohoto intervalu. Podle véty 7
je tedy funkce F(x) — G(x) konstantni v intervalu <{a,_,, a,), tj. F(x) — G(x) = ¢
pro a;_, < x < a;. Abychom stanovili konstantu ¢, dosadme za x n&jakou hodnotu
intervalu {a;_,, a,); nejlépe se nam hodi hodnota x = a;_,, nebot

Fla,_y) = a2 f(ndt =0,  Gla;-y) = Gz} f()dt = 0;

tedy ¢ = 0. Tedy jest F(x) = G(x) pro viechna x intervalu {a;_,, a;). Specialné& pro
x = a, jest

F(a) = G(a;), &li [2i_ f(f)de= [2_ f(f)de,
takZe [3!_, f(1) dt existuje. Tedy existuji integraly
Jaf@dr, [as@de,...Je_ flt)de;
podle véty 30 (a podle poznamky 1 k této v&t&) existuje tedy téZ integral
fas(de = [af(e) e,
jak bylo tfeba dokazat.

39 Funkce f(x) nemusi mit po pfipadé viibec ¥adny bod nespojitosti. Bodem nespojitosti
nazyvame oviem takovy bod intervalu (g, b), v ném2 funkce f neni spojita.

4% Takové body ag, ay, ..., a, mohu dostat tfeba takto: vezmu body a, b, pfiddm k nim viechny
body intervalu <a, b), v nich funkce f(x) neni spojitd a viechny tyto body, sefazené podle
velikosti, oznalim znaky ay, gy, @3, -+, 9p-
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Uvedme tento specialni pfipad véty 37:

Véta 38. BudiZ a < b; budiZ f(x) funkce spojitd v uzavieném intervalu {a, b);
potom [? f(x) dx existuje.

Dikaz. Podle véty 127 v DI str. 235, v 4. vyd. str. 268 jest funkce f(x) omezen
v intervalu {a, b); tedy mohu pouZit véty 37 a tedy _f," f(x) dx existuje.

Véta 37 by se dala podstatné zobecnit; tim se budeme zabyvat aZ v II. svazku
Integralniho peodtu. )

§ 9. Funkce primitivni a jeji souvislost s urlitym integrilem.

Véta 39. Budiz a < b; nechf existuje integrdl [, f(x)dx. BudiZ F(x) funkce
spojitd v uzavieném intervalu {a, b), je} v kaidém bodé otevieného intervalu
(a, b) md derivaci F'(x) = f(x). Potom jest

fof(x)dx = F(b) — F(a).

Dikaz. Budiz D, (m = 1, 2, ...) ono rozdéleni intervalu {a, b), jeZ déli interval
{a, b) na m stejnych dild. Délici body rozdéleni D,, jsou tedy body a = x4, <
Xy < Xy < eeo € Xppoym < Xpm = b, kde jest

Xim=a +L(b—a) pro i=0,1,2,...,m
m

tedy 4x,, = X;pm — Xi=1.m = (b — a)/m, W(D,) = (b — a)/m, tedy lim «(D,) =

= 0. JeZto funkce F(x) jest spojitd v uzavfeném intervalu {x;_y m» X; > @ ma deri-
vaci v kaZzdém bod¢& otevieného intervalu (x,_,.,,,, Xim), 1ze podle v&ty o pfirdstku
funkce (v&ta 6) kaZzdému i (i = 1, 2, ..., m) pfifadit jisté &islo &; . vyhovujici nerov-
nostem x;_q , < &; . < X;  tak, Ze jest

F(xym) = F(Xizym) = (X1un — Xiz1,m) - F'(im) -

Vzhledem k tomu, ¥e podle pfedpokladu jest F'(¢;,,) = f(£i.m), 1ze tuto rovnici
psat téZ ve tvaru '

F(x(m) = F(xi=ym) = f(Gtm) A%1m (i = 1,2, ..., m).

Setteme-li tyto rovnice pro i =1,2,...,m, dostaneme vlevo F(x,,.) — F(x,,.)
&ili F(b) — F(a), takZe dostavame rovnici

(33) ‘i:‘,lf(é.-,..) 4%, = F(b) — F(a).

4°
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UvaZme pfedevsim, Ze jest x;_; S & S X, (znameni rovnosti bychom dokonce

mohli potladit); za druhé uvaZme, Ze jest lim w(D,,) = 0. MiZeme tedy pouZit vty 22
m-*a

(v nafem ptipadg jest oviem n,, = m); plati tedy vztah

(34) lim ¥ f(60n) Axim = [2£(x) dx.

m-o i=1

Podle rovnice (33) jest vyraz

$1C0n) 45

‘roven &islu F(b) — F(a) pro kaZdé m; tedy i jeho limita je rovna &islu F(b) — F(a),

takZe podle rovnice (34) jest
f2 f(x) dx = F(b) — F(a)
jak bylo tfeba dokazat.

Véta 39 je dilezita z mnoha divodd. Upozoriiuji piedevsim na to, Ze nim velmi
&asto umoZiiuje vypodet urditého integralu. Je-li a < b, existuje-li j'," f(x) dx (to na-
stane podle véty 38 napf. tehdy, je-li funkce f(x) spojita v intervalu <a, b)) a podafi-li
se ndm nalézt funkci F(x) spojitou v intervalu {a, b), je spliiuje rovnici F'(x) =
= f(x) v kaXdém vnitfnim bod& tohoto. intervalu, mdZeme [;f(x)dx okamzité
(podle véty 39) vypolist z rovnice [ f(x)dx = F(b) — F(a). Objasnime si to na
pfikladech:

7

Pfiklad 1. Integral J ! dx jisté existuje. Funkce*') Ig x je spojita v intervalu
2 X

7
<2, 7> a ma derivaci rovnou ldokoncc pro ka¥dé kladné x. Tedy jest-[ 1 dx =
x 2 X

7
=1g7—1g2=1Ig-.
g g5

Pfiklad 2. Obdobné po&itam (g sin x dx; funkce — cos x je vSude spojita a ma
viude derivaci sin x. Tedy jest [§sin x dx = (— cos n) — (— cos 0) = 2.

Jestlize funkce F(x) mé derivaci rovnou funkci f(x) pro viechna x otevfeného
intervalu (a, b), fikame, Ze funkce F(x) je primitivni funkci k funkci f(x) v intervalu
(a, b). Je vidét, %e funkce F(x), o niZ se mluvi ve v&t& 39, je funkce spojita v inter-
valu <a, b, jeZ je v intervalu (a, b) primitivni funkci k funkci f(x). Z véty 39
a z prikladd, jeZ jsme pravé uvedli, je jasna dileZitost primitivnich funkci pro vypo&ét
urditych integrald; nasledujici kapitola III bude v&novana hlavné metodam pro vy-
podet primitivnich funkci.

41y Jde oviem o ptirozeny logaritmus.
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Vétu 39 lze velmi podstatn& zobecnit; uvedeme zde jen jedno velmi jednoduché
zobecnénf: .

Viéta 40. Budif a < b; necht existuje integrdl [®f(x)dx. Budif F(x) funkce
spojitd v intervalu {a, b), je md derivaci F'(x) = f(x) ve vSech bodech intervalu
(a, b), vyjma nejvyse v konecném poctu bodd. Potom jest '

faf(x) dx ="F(b) - F(a) .*)

Dikaz. Sestrojme &isla @ = ay < a, <a, <...<a,_, <a,=>b tak, %
rovnice F'(x) = f(x) je spIn&na v kaZdém bodg intervalu (a, b), jenZ nesplyvé s Zidnym
z bodd ay,a,,...,a,. Vezm&me kterykoliv interval {a;,_,,a;) (i=1,2,...,p).
Podle véty 31 existuje [3'_, f(x) dx. Jezto funkce F(x) je spojita v intervalu {a,_,, a;)
a jezto rovnice F'(x) = f(x) plati v kazdém bod& otevfeného intervalu (a,_,, a;), mi-
Zeme pouZit v&ty 39 a dostavame

f‘l lf(x)dx=F(al)—F(ai—l) (l= l, 2’“"’,)'
Podle véty 30 a podle poznamky 1 k této vété je tedy

P dx = 3 [2,fx) dx = 3 (F(@) = Flai-) =

= F(a,) — F(a,) = F(b) — F(a),

jak bylo tfeba dokazat.

§ 10. Definice integrélu [;f(x) dx pro @ > b. Dosud jsme definovali integral [, f(x) dx
proa <b(v§ 2) a pro a = b (na pogatku § 7). Doplnime tuto definici jest& pro pfi-
pad a > b takto:

Druhy dodatek k definici integralu. Budi¥ a > b; potom -definujeme
uréity integrdl (% f(x) dx rovnici [%f(x)dx = — [; f(x) dx, jestliZe ovsem [} f(x)dx
existuje.*?)

Tim méame definovén urgity integral [, f(x) dxproa < b,proa = biproa > b.
Pfehlédn&me jesté& jednou, jak jsme jej definovali:

1) Je-li a = b, potom existuje [;f(x)dx tehdy a jen tehdy, je-li funkce f(x)
definovana pro x = a; potom jest [ f(x)dx = 0.

“) Rozdil proti v&t& 39 jest v tom, Ze nepoZadujeme, aby rovnice F'(x) = f(x) ' byla splnéna
ve viech bodech intervalu (a, b), nybrZ pfipoustime, aby existoval v intervalu (a, b) koneény
podet bodu, v nichZ rovnice F'(x) = f(x) neplati (bud proto, e F'(x) v takovém bodé& vibec
neexistuje nebo proto, Z¢ F’'(x) m4 hodnotu ruznou od &isla f(x)). Naproti tomu spojitost
funkce F(x) pozadujeme v celém intervalu <{a, b) bez vyjimky.

43y Jest b < a, takZe §8 f(x) dx se bere ve smyslu definice z § 2. Obvyklé ndzvoslovi (funkce
integrovan4, integraéni proménn4, meze integrélu) zachovavame i zde; v integrélu _[2 JO dx
nazyvame Cislo @ dolni mezi, &islo b horni mezi, i kdyZ jest a > b.
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2) Je-li a < b, potom existuje [5f(x)dx tehdy a jen tehdy, je-li funkce f(x)
omezen4 v intervalu <a, b) a je-li [2f(x)dx = [%f(x) dx; potom jest [f(x)dx =
= I:f(x) dx = _!:f(x) dx.

3) Je-lia > b, potom existuje [5f(x) dx tehdy a jen tehdy, existuje-li {3 f(x) dx;
potom jest [} f(x)dx = — [§f(x) dx.

V pfedchazejicich paragrafech jsme odvodili fadu vét pro integral [} f(x)dx
v pfipadé a < b; podivime se nyni, plati-li tyto véty téZ bez tohoto omezeni (tj.

plati-li té% pro a = b, a > b). Pfitom se omezime na nejdileZitéjsi véty. Pfedeviim
ve vété& 26 lze pfedpoklad a < b vynechat; plati totiz

Véta 41. Existuji-li integrdly [%f,(x)dx, [2fy(x)dx, ..., [2f{(x)dx a jsou-li
€4, €2, -, €, libovolnd &isla, existuje i integrdl [%(c,fi(x) + ... + c,f(x)) dx a jest
Jo(enfs(x) + cofa(x) + ... + cafi(x)) dx = ¢, [2 f1(x) dx +

(35) + e 0 fa(x)dx + ... + ¢, o fu(x) dx .

Dikaz. 1. Je-li a = b, je véta samoziejma (vSechny vysetfované integraly se
rovnajf nule). 2. Je-li @ < b, je tato véta totoZna s vétou 26. 3. Je-li kone¢n& a > b,
pouZijme toho, Ze existuji podle pfedpokladu integraly [§fy(x)dx, [3f,(x)dx,...
veos [8£4(x) dx. JeZto je b < a, miZeme pouZit véty 26. Tedy existuje [§(c,f,(x) +
+ ... + c,f(x)) dx a jest

Joleofs(x) + ... + cufu(x))dx = ¢, f5 fi(x)dx + ... + ¢, [3 fu(x) dx ;
nasobime-li tento vztah na obou stranich &islem — 1, dostavime hledany vztah (35).

RovnéZ ve vété 30 lze pfedpoklad a < b < ¢ vynechat; plati totiZ

Véta 42. Existuji-li integrdly (5 f(x) dx, [ f(x) dx, existuje i integrdl [¢ f(x) dx
a jest
(36) fof(x)dx = [2 f(x)dx + [; f(x)dx.

Dikaz. 1. Jsou-li aspoii dvé ze tfi &isel a, b, c sob& rovna, je véta 42 spravné.
Nebot je-li pfedn€ a = b, jest [5 = 0**) a tedy vzorec (36) plati. Je-li za druhé
b = ¢, je [5= 0 a vzorec (36) opét plati; je-li kone&n& a = c, jest podle 2. dodatku
k definici integrilu [, + [§ = 0 = [¢, takZe vzorec (36) opét plati.

2. Zbyva tedy pfipad, Ze vSechna tfi &isla a, b, ¢ jsou navzijem rizna; zde je
moZno Sest riiznych pofadi podle velikosti:

I. a < b < c; v tomto pfipad& plati vzorec (36) podle vty 30.

Il a < c < b;zdejepodle véty 30a 31 [2 =[S + [2,tedy [ = [0 — o= [o +
+ 5, jak se mélo dokazat.

%) Pro zkriceni vynechavam f(x) dx; misto [5 £(x) dx piSi tedy  atd.
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III. b <a <c;zdejepodle véty30a 3l 5= 3+ [S&li [S= [§— fi=[2+
+ [5, jak se mé&lo dokazat.

IV.b<c<ajzdejest [y =[5+ [L&ili [=—[t=[s-[t=["+ [}

V.e<a<bizdejestfo = fi+ f3,8lifs=—-[e=0-[P=[+ [

VL. ¢ < b < a; zde jest [¢ = [} + [j; nasobim-li &islem —1, dostanu [¢=
=fo+ [i

Uplnou indukci plyne z véty 42 okamZité

Véta 43. Existuji-li integrdly [3: f(x)dx, [22 f(x)dx, ..., for_, f(x) dx, existuje
i integrdl 3" f(x)dx a jest

faf(x)dx = [Gf(x)dx + [Gf(x)dx + ... + for_, f(x)dx.

Vétu 36 lze zobecnit takto:

Véta 44. BudiZ a < b; necht existuje integrdl [ f(t)dt. BudiZ c libovolné
éislo intervalu {a, b). Potom plati tato tvrzeni:

1. Funkce [7 f(t) d1*3) jest spojitd v intervalu {a, b).

2. Je-li a < x < b a je-li funkce f(t) spojitd v bodé x, existuje v tomto bodé
derivace

= (2508 = 19 49

Dikaz. Jest [Zf(t)dt = [2f(t)de + [7f(r)dt (podle vEty 42); jeito [? jest
konstanta (tj. &islo nezavislé na x), plyne véta 44 okamZit& z véty 36.

Ve vété 44 jsme vysetfovali integrél jakoZto funkci horni meze; obdobné miZeme
vysetfovat integral jako funkci dolni meze; dostavime tuto vétu:

Véta 45. Budi? a < b; necht existuje integrdl j:f(t) dt. Budi? c libovolné é&fslo
intervalu {a, b). Potom plati tato tvrzeni:

1. Funkce (5 f(t) dt jest spojitd v intervalu {a, b).

2. Je-lia < x < b a je-li funkce f(t) spojitd v bodé x, existuje v tomto bodé
derivace

= (2508 = - 1) ¥

Dikaz. Jexto je (S f(1)dt = — [% f(t) dt, plyne véta 45 okamZit z véty 44.

45) Tento integral je funkci proménné x.

46) Jediny rozdil proti v&t& 36 je tedy ten, Ze dolni mez nemusi byt pravé rovna &islu a, nybr2
muZe byt rovna libovolnému &islu ¢ z intervalu {a, b); plati oviem té% pozndmka obdobni
k pozn.:’ 8) u véty 36 o derivaci zprava a zleva.

47) Plati oviem zase pFislu$ni poznimka o derivaci zprava a zleva.
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Ve vétach 33, 37, 38, 39, 40 jsme pfedpokladali a < b; jak je tyto v&ty nutno
upravit, kdyZ jest a > b, neni snad tfeba ob$irn& vypisovat; omezme se na to, Ze
ukdZeme, jak vypada obdoba k vétam 38 a 39 pro a > b:

Véta 46. Budi? a > b; budi? f(x) funkce spojitd v uzavieném intervalu {b, a);*®)
potom [, f(x) dx existuje.

Dikaz. Jest b < a; podle véty 38 existuje tedy [; f(x)dx, a tedy — podle de-
finice — existuje téz [ f(x) dx.

Véta 47. Budiz a > b; necht existuje integrdl [, f(x)dx. Budi* F(x) funkce
spojitd v uzavieném intervalu (b, a), je} v kaidém bodé otevieného intervalu
(b, @) md derivaci F'(x) = f(x). Potom jest

(37) {2 £(x) dx = F(b) — F(a).

Dikaz. Podle pfedpokladu existuje [5f(x)dx, tedy existuje téz [;f(x)dx;
jeZto je b < a, miiZzeme pouZit véty 39, &imZ dostavame rovnici [ f(x) dx = F(a) —
— F(b); nasobime-li tuto rovnici &slem — 1, dostavame hledany vztah (37).

Obdobn& bychom mohli i k ostatnim v&tam, jez jsme pro integral [} f(x)dx
odvodili v pfipadé a < b, nalézt véty obdobné pro pfipad a > b. Napf. véta 28
znéla takto: BudiZ a < b; necht existuji integraly (2 f,(x)dx, f2f,(x)dx; budiz
J1(x) Z f(x) pro viechna x intervalu <a, b); potom jest [2f,(x)dx = 2 f,(x)dx.
Pfislusna véta pro a > b zni takto: BudiZ a > b; necht existuji integraly 3 f,(x) dx,
Jaf2(x) dx; budiz f,(x) = f,(x) pro viechna x intervalu {b, a); potom jest [ f,(x).
.dx £ [3 f2(x) dx.*°) Nebot — je?to b < a — plyne z véty 28 nerovnost [} f1(x) dx 2
2 3 f2(x) dx; nasobime-li obé strany této nerovnosti zdpornym &slem — 1, musime
soucasn obrétit smysl této nerovnosti, &im# dostavame hledanou nerovnost [? f,(x) .

- .dx = [2fy(x) dx.

48) Pili oviem (b, a) a nikoliv {a, b, jexto je b < a.
49) Smysl nerovnosti je tedy v ptipadé @ > b opaény ne% v ptipadé a < b.
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