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116 KAP. V

Kapitola V

OBSAH ROVINNYCH OBORU A DELKA ROVINNE KRIVKY

§ 1. Obsah rovinnych obori. V kap. II, § 1 jsme provedli malou orientaéni tvahu
(oviem nikterak pritkaznou!) o ,,plosné velikosti* jistych rovinnych obord. Véty
odvozené v kap. II dovoluji ndm nyni formulovat tyto tvahy piesnéji a dospét tak
k vhodné definici ,,plo$né velikosti* nebo kratéeji ,,obsahu‘* téchto obori. Z ele-
mentérni geometrie znate obsah trojuhelnika a obsah onéch utvard, jeZ se daji sloZit
z kone¢ného poctu trojihelnik, tj. obsah mnohouhelnikd. Napf. obsah obdélnika
se rovnd sou¢inu zakladny a vySky. Nasim cilem jest nyni tuto definici vhodné&
zobecnit na obory, o nichZ jsme mluvili v kap. I1, § 1.

Budeme vysetfovat rovinné obory (tj. mnoZiny bodd v roving) tohoto tvaru:
dana jsou dv&&isla a, b (a < b)a funkce f(x), spojita a neziporna v intervalu {a, b).")
Tim je definovdna uréitd mnoZina bodd v roving, totiZ mnoZina viech bodi [x, y],
proné je a S x < b, 0 < y < f(x) (na obr. 5 je tato mnoZina 3rafovana). Tuto
mnoZinu (jeZ zavisi na a, na b a na tvaru funkce f(x)) oznaéme znakem M(a, b, f(x)).%)

Budeme se nyni snaZit pfifadit kaZdé takové mnoZiné

M(a, b, f(x)) jisté &islo P(a, b, f(x))*) [které nazveme
y=fx) ,,obsahem* mnoZiny M(a, b, f(x))] tak, aby byly
splnény tyto Ctyfi poZadavky:

I. VZdy je P(a, b, f(x)) = 0 (slovo ,,vZdy* zna-
mena oviem: pro kaZdou dvojici &isel a < b a pro
kaZdou funkci f(x), spojitou a nezdpornou v inter-
valu (a, b)).

O x=a x=b II. Je-li a <c <b a jeli funkce f(x) spojita
a nezdporna v intervalu {a, b), je

P(a, b, f(x)) = P(a, ¢, f(x)) + P(c, b, f(x)) .

(Nézorny vyznam je jasny: viz obr. 6, kde P(a, b, f(x)) je &islo pfifazené celé rafo-
vané mnoZing, kde?to P(a, c, f(x)) resp. P(c, b, f(x)) jsou &isla, pfifazend mnoZin&

Obr. 5.

1) Tj.: je-li @ < x < b, je f(x) = 0 (nazorné: viechny body ,,&iry* y = f(x) le3i nad osou x
nebo na ni; zidny bod neleZi pod osou x). V kap. II, § 1 jsme pro vétsi jednoduchost poZado-
vali f(x) > 0; nyni pfipoustime i f(x) = 0.

2y Napt. M(l, 3, x®) je mnoZina omezen4 ,,dole* osou x, ,,vlevo* pfimkou x = I, ,,vpravo*
pfimkou x = 3 a ,,nahofe‘ parabolou y = x2.

3) Toto &islo zavisi oviem na mnoZing M(a, b, f(x)), tj. na &islech a, b a na tvaru funkce f(x).
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vodorovné resp. svisle Srafované.) Indukci plyne oviem z poZadavku 1l okamZit&:
je-li funkce f(x) spojitd a nezdporna v intervalu {a, b), a je-li a = xo < x; < ..

... <x,=0b,je Pla, b, f(x)) = ‘Zl P(x;—y, x5 f(%)).
IIL. Jsou-li
(1) M(a, b, f(x)) ,
) M(a, B, o(x))
dv& mnozZiny vy3etfovaného typu a je-li mnoZina (2) &asti mnoZiny (1),*) je P(a, f,
¢(x)) < P(a, b, f(x)).%) Vsimnéme si, kdy mnoZina (2) je &asti mnoZiny (1). Pfedn&
musi byt « = a; nebot kdyby bylo a < a, patfil by bod [, 0] k mnoZing (2), ale
nepatfil by k mnoZing (1); z podobného divodu musi byt B < b. Kone&n& pro
« £ x < B musi byt ¢(x) < f(x); nebot kdyby pro n&jaké x intervalu <a, B bylo
(p(x) > f(x), patfil by bod [x, ¢(x)] k mnoZin& (2), ale nepatfil by k mnoZin& (1).
Naopak, jsou-li tyto podminky splnény, tj. je-li a £ @« < B < b a jeli
¢(x) < f(x) pro kaZdé x intervalu (a, 8, je mnozina (2) &asti mnoZiny (1) (tj. je-li
a<x=<p0=y=so(x)jetimspifea < x < b, 0 < y < f(x)). (Vizobr. 7.)
IV. Je-li mnoZina M(a, b, f(x)) obdélnik o stranich z, v, je P(a, b, f(x)) = zv
(tj. &islo P(a, b, f(x)) se rovna obsahu obdélnika pogitanému podle definice zndmé

s
y
Y=\x)
y=fo)
X 7 7 X
O a c b O a « p b
Obr. 6. obr. 7.

z elementarni geometrie). Kdy je mnoZina M(a, b, f(x)) obdélnik? Tehdy, je-li
funkce f(x) rovna v intervalu {a, b) kladné konstanté v. PoZadavek 1V lze vyslovit
tedy také takto: Je-lia < b, v > 0, je

(3) P(a,b,v) = (b — a)v.

Poznamenejme je3té toto: jsou-li spinény poZadavky I, III, IV, plati (3) i pro v = 0.
Nebot, je-li ¢ libovolné kladné &islo, je mnoZina M(a, b, 0)°) &4sti oboru M(a, b, ¢)
4) Rikédme, ¥¢ mnozina M, je &asti mnoZiny M|, jestlize kaZdy prvek mnoziny M, je prvkem

mnoziny M,.

5) Zkratka: ,,&4sti* nenf nikdy pfifazeno &islo v&t$i ne? ,,celku®.
) Tato mnoZina je mnoZina viech bodd [x, 0] na ose x, pro né2 jea < x <b.



118 KAP. V.

a tedy podle I, IIL, IV je 0 < P(a, b,0) < P(a, b, &) = (b — a) &. Je}to nerovnost
P(a, b,0) < ¢(b — a) plati pro kaZdé kladné ¢, nemiZe &islo P(a, b, 0) byt kladné,
tj. je P(a, b,0) = 0 = (b — a). 0, tj. vzorec (3) plati i pro v = 0.

UkéZeme nyni pfedevsim toto: je-li vilbec moZno kaZdé mnoZin& M(a, b, f(x))
vySetfovaného typu pfifadit &islo P(a, b, f(x)) tak, aby byly splnény poZadavky
I, 11, III, IV, je to moZno jen jednim zplsobem, a to tak, Ze poloZime

@ Pla, b, f(x)) = [2£(x) dx

Dikaz. Predpokladejme, Ze kaZdé mnoZin& M(a, b, f(x)) vySetfovaného typu
je pfitazeno &islo P(a, b, f(x)) tak, Ze jsou spln&ny poZadavky I, II, III, IV. Budte
a, b dvé& libovolné &isla takova, Ze a < b, a budiZ f(x) libovolna funkce spojita a ne-
zaporna v intervalu {a, b). Zvolme libovolné rozd&leni D intervalu {a, b) s dé&licimi
body a = xy < x; < ... < x, = b. Znakem m, oznaéme nejmensi hodnotu funkce
f(x) v intervalu {x,-y, x;> (tj. infimum funkce f(x) v tomto intervalu), znakem M,
oznaéme nejvétsi hodnotu (tj. supremum) funkce f(x) v intervalu {x,_,, x,);")
piSme konedn& 4dx; = x; — x;_,.

Podle poZadavku II je

) P(a, b, f(x)) = 'Z::IP(X,-_ xn f(¥) -

V intervalu {x;_, x> je 0 < m; £ f(x) < M;; tedy mnoZina P(x,_,, x,, m,) (to
jest obdélnik o vysce m,) je &asti mnoZiny P(x;,, x;, f(x)) a mnoZina P(x;_,, x;, f(x))
je &asti mnoZiny P(x;_y, X;, M;). Podle poZadavku IIl je tedy P(x;_,,x, m;) <
< P(x;—y, x;, f(x)) £ P(xi-y, Xi» M)). Ale podle rovnice (3) (jez plyne z poZadavkit
L IIL IV pro v 2 0) je
P(x;_y, Xy m;) = m; Ax;, P(x;-y, x; M) = M, Ax,

tedy .
m; Ax; £ P(x;-y, x;, f(x)) < M, 4x; .

Se&teme-li tyto nerovnosti pro i = 1, 2, ..., n, dostdvime podle (5) nerovnosti

i m; 4x; < P(a, b, f(x)) < i M; Ax; .
i=1 i=1
Plati viak
Y m dx; =s(D), Y M, 4x, =S(D),
i=1

i=1
kde s(D), S(D) znamena dolni a horni souget pfislusny k rozdéleni D.®) Pro kaZdé
rozdéleni D plati tedy nerovnost
© {D) S Pa, b.(x)) 5 (D).

7) Tato nejmensi a nejvétsi hodnota existuje podle véty 128 v DI, str. 236, v 4. vyd. str. 269.
8) Uzivam zde i v nésledujiqim paragrafu oznadeni kap. 11, § 2.
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BudiZ nyni D,, ono rozdéleni, jimZ se interval {a, b) dé&li na m stejnych dild (tedy

x;=a+ L- a) pro i =0,1,..., m). Je tedy®) ¥(D,) = l(b — a) a tedy
m m
lim v(D,,) = 0. Podle vé&t 18, 20 je
lim s(D,,) = lim S(D,) = [2f(x)dx .'°)

m=* o0

Podle (6) je vak pro kazdé m

s(D.) £ P(a, b, f(x)) < S(D,,)
a tedy téz
faf(x)dx = lim s(D,) < P(a, b, f(x)) < lim S(D,,) = [ f(x)dx :
tedy skute¢né plati rovnice (4).

Je tedy skutecné nejvyse jedna moZnost, jak uspokojit podminky I, II, III, IV,
a to ta, e definujeme P(a, b, f(x)) rovnici (4). A nyni je3té ukaZeme: definujeme-li
P(a, b, f(x)) rovnici (4), jsou pozadavky I, IL, III, IV spin&ny.

Vskutku, je-li @ < b a je-li f(x) funkce spojita a neziporna v intervalu {a, b),
je pfedné [; f(x) dx 2= 0 (viz v&tu 27); je-li jeSt& a < ¢ < b, je [ f(x)dx = [Sf(x).
.dx + [2f(x)dx; je-li a < b,v > 0, je [2vdx = v(b — a), takZe poZadavky I, II,
IV jsou splnény. BudiZ nyni a < b, @ < B, budiZ f(x) funkce spojita a nezédporna
v intervalu (a, b) a budi funkce ¢(x) spojita a nezaporna v intervalu {«, ). Budi
kone¢né mnoZina M(a, B, ¢(x)) &asti mnoZiny M(a, b, f(x)). Potom, jak vime,
jea £ a < B < bavintervalu (a, B) je stile ¢(x) < f(x). Tedy je '

A6 ax 20 Brdez 0, [I()dx 2 [fo(x) dx.,
a tedy
fof(x)dx = [3f(x)dx + [ f(x)dx + [§ A(x)dx =
20+ [fo(x)dx + 0 = [£¢(x) dx,

"a tedy je splnén téZ poZadavek 1Il.

Tedy celkem vidime: vskutku je moZno jednim a jen jednim zpiisobem pfifadit
kazdé mnozin& M(a, b, f(x)) vysetfovaného typu &islo P(a, b, f(x)) tak, Ze jsou splng-
ny pozadavky I a% IV, a to tak, Ze definujeme P(a, b, f(x)) rovnici (4).

Cislo [ f(x) dx nazyvame proto obsahem nebo také mérou mnoziny M(a, b,

S(x))-

9) Uzivdm oznaceni WD) zavedeného v kap. II, § 3.

10) Horni integral (z véty 18) a dolni integril (z véty 20) mohu totiZ nahradit prosté integralem,
jeZto spojita funkce f(x) ma podle véty 38 integrdl od a do b.

') To plati — se znamenim rovnosti — i proa = «.
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Poznamka 1. VySetfovali jsme jenom mnoZiny M(a, b, f(x)) velmi specialniho
typu; mohli bychom sice rozsifit predeslé ivahy na mnoZiny pon€kud obecné;jsi,
upoustim viak od toho. Nebot k obecné teorii miry vyhovujici vS§em poZadavkim,

které analyza na ni klade, bychom takto
y nedospéli. Takovou obecnou a zcela vyho-
vujici teorii miry podal Lebesgue a &esky

&tendf miZe se o této teorii poucit z knihy

Ed. Cecha, Bodové mnoZiny I (1936) nebo

z mé knihy ,,Integrilni poget II* nebo ko-

ne&né z uéebniho textu I. Cerného a J. Ma-

fika ,Integralni poZet [ a II* (Stat. pedag.
X  naklad., Praha, 1960 a 1961).

Poznamka 2. JestliZe se ,,&ara* y = f(x)

- Obr. 8. v intervalu {a, b) sklada z kone¢ného poctu
usecek, tj. jestlize interval <a, b) lze rozdélit

na koneény podet &astednych intervali tak, Ze v kazdém &astecném intervalu je funkce
f(x) linearni (viz obr. 8), je mnoZina M(a, b, f(x)) mnohoiihelnikem a pro obsah
této mnoZiny mame dvé definice: jednak definici znamou z elementarni geometrie,
jednak definici podle vzorce (4). UkaZeme, e ob& tyto definice davaji stejny vy-
sledek. JeZto obsah mnoZiny takové, jaka je nakreslena na obr. 8, se pocita podle
obou definic jako soudet obsahi lichob&znikd'?) na obr. 8 vyznalenych, sta&i doka-
zat, ¥e obsah kaZdého takového lichobéZnika pocgitany podle elementarni definice
(tj. polovi&ni soudet zdkladen n4sobeny vyskou) se rovna obsahu po&itanému podle
vzorce (4). Budiz tedy a < ba v intervalu
{a, b) budit f(x) = kx + q = 0; mnoZina

y
M(a, b, f(x)) je lichob&#nik o zikladnach
f(@) =ka +gq, f(b)=kb + q a o vyice
y=x; «
— -
0 a
Obr. 9. Obr. 10.

b — a. Jeho obsah podle elementarni definice je (b — a) (3k(a + b) + q) =
1k(b* — a*) + q(b — a), podle na3i nové definice je jeho obsah [ (kx + g) dx =
= 3k(b* — a®) + q(b — a), &imZ je souhlas obou vysledkid dokazan.

12y Tyto lichob&zniky mohou pfejit oviem té2 v obdélniky nebo trojuhelniky.
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Pfiklad 1. Obsah mnoZiny 3rafované na obr. 9 (f(x) = x", n > 0, a > 0) je'?)

x"dx = 1 a"t! = I a.a"
° n+1 n+1

(vSimnéte si, Ze a . a” je obsah obdélnika o zakladn& a a vysce a”).

Ptiklad 2. Obsah mnoZiny Srafované na obr. 10 (f(x) = sin x) je

fesinxdx = —cosm + cos0 = 2.

§ 2. Délka rovinné kfivky. BudiZz f(x) spojitd v intervalu {a, b). MnoZinu viech
bodi [x, y] vyhovujicich podminkam

asx<h, y=f(x)

budeme nazyvat ,kfivkou* a ozna&ime ji pro kratkost pismenem C.'*) Z analy-
tické geometrie vite, jak se potita délka wseZky;'®) nasim cilem v tomto paragrafu
pak bude definovat vhodnym zpiisobem délku kfivky C.

Sestrojme libovolné rozdéleni D intervalu {a, b) délicimi body a = x, < x, <
< ...<x,=b (n21);'®) sestrojme body

[x0: f(x0)] = P [x0, f(x1)] = Pisoovs [xm f(x4)] = Pas

znakem K(D) zna&me lomenou &aru, sestrojenou z useéek PoP,, P\P,, ..., P,_,P,
(viz obr. 11), a znakem L(D) oznaéme ,,délku‘* lomené &ry K(D), tj. soudet délek
useéek PyP,, P,P,, ..., P,_,P,. Timto zpisobem je kaZdému rozdéleni D intervalu
{a, b) ptifazeno urgité kladné &islo L(D).

13y Viz poznamku *) v kap. III, § 2.

14y Slovem ,,kfivka* se oznatuji také mnoziny mnohem obecné;jsi; ale témito v&cmi se zde nebudu
zabyvat. Nazorny vyznam ,,kfivky** C je jasny: ke kazdé hodnoté x intervalu <{a, b) sestro-
jim bod [x, y], jehoZ ordinata je ddna rovnici y = f(x); C je pak mnoZina viech téchto bodu.

Tato ,,kfivka* C neni nic jiného nez ,,graf** funkce f v oboru <a, b) ve smyslu DI, str. 148,

ve 4. vyd. str. 162—163.
15) Poznamenejme: Jsou-li P, = [x,, v,], P, = [x3, y;] dva body, nazyvime délkou usecky
P, P, &islo \[(x; — x4)? + (y; — »,)% je-li Py = [x3, y;] dalsi bod, vite, Ze délka usecky.
IT;P—:, je nejvySe rovna soudtu délek usedek P,_P:, IE To je aritmeticky vyjadfeno nerov-
nosti \/(x3 — x))2 + 03 — ¥)? < \J(x3 — x)2 + (0 — »))% + /(x5 — x)2 + (3 — ¥))%.
Dukaz této nerovnosti ihned obdrZite, dosadite-li do nerovnosti \/ (ay + az)® + by + b))% =
< Jai + b} + Ja + b3, dokdzané v DI, str. 373, ve 4. vyd. str. 429 (vzorec (3)),
ay=x; — Xy, by=y, — ¥y, ay=x3 —x3, b=y; — y,, tedy a; + a; = x3 — xq,
by + by =y3 —».

16y Uzivdm zde podobného ozna&eni jako v kap. II, § 2 a 3.
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Pro mnoZinu vsech té&chto &isel L(D) (pfisluSnych ke vSem moZnym rozdélenim
D intervalu {a, b)) mohou nastat tyto dva pfipady:

I. Budto tato mnoZina neni shora omezend a potom budeme kratce fikat, Ze
kfivka C ma nekoneénou délku.'”)
II. Nebo tato mnoZina je shora
p omezena a potom ma jisté supremum,
JQ které oznagime L(a, b, f(x)).'®) Potom
P budeme Fikat, Zze kfivka C ma konec-
nou délku a &islo L(a. b, f(x)) nazveme

délkou ktivky C.'°)

KD, V jednom jednoduchém pripadé
dokazemc nyni, Ze kfivka C ma kone¢-
nou délku, a podame vyjadfeni této

X délky uréitym integralem:

Q)

]
<0
)

0 a=x, X, X, X3 b:x‘

Véta 60. Budiz f(x) funkce spojitd

Obr. 11. v{a, b), jeZ md vlastni derivaci f'(x)

ve vSech bodech intervalu {a, b), vyjma

nejvySe v konecném poctu bodu: v téchto vyjimeénych bodech definujeme vyznam
symbolu f'(x) jakkoliv. Necht existuje Riemanniw integrdl

(7) Jo /1 + (f(x))? dx .2%)
Potom kFivka C (definovand jako mnoZina vsech bodii [x, y). vyhovujicich podmin-
kdm a < x £ b, y = f(x)) md konecnou délku danou rovnici

L(a, b, f(x)) = [5/1 + (f'(x))* dx .
Dikaz. Hodnotu integralu (7) oznaéme A. Mame pak dokazat toto:

I. Pro kazdé rozdéleni D intervalu {a, b) jest (D) < A.

II. -Ke kaZdému kladnému &islu ¢ existuje rozdéleni D tak, Ze jest L(D) > 4 — &.
Vskutku: dokaZeme-li tato dvé tvrzeni, bude tim dokazano. Ze Cislo A je pravé
supremum viech &isel L(D).

l‘7) Vyrok ,,kfivka C mad nekone¢nou délku** neobsahuje tedy nic tajemného: je to jen zkracené
vyjadieni okolnosti, Z¢ mnoZina svrchu popsana neni shora omezena.

la) Toto &islo maZe zdviset pouze na a, b a na tvaru funkce f; viechny tyto tfi prvky jsou pak
v oznaceni vytéeny.

‘9) Véc je velmi nazorna: délka kiivky C je supremum délek viech lomenych ¢ar. popsanych
na zaddtku tohoto paragrafu.

20y Existence a hodnota tohoto integralu nezavisi podle vty 33 na tom, jak jsme definovali
smysl symbolu f’(x) v téchto vyjimeénych bodech. Je-linapi. a= — I, b= 1, f(x) = x +
+ |x|, je f(x) =0, f'(x) = 0 pro x <0, f(x) = 2x, f'(x) = 2 pro x > 0, kdeZto derivace
£'(0) neexistuje. Af nyni doplnime definici symbolu £’(0) jakkoliv, jest integral (7) roven

O YT+ 0%dx+ f§ Jr+22dx=1+ /5.
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Utifime jeSt& tuto poznamku: je-li D né&jaké rozdéleni intervalu (a, b) dané
delicimi body a = x4 < x; < ... < x, = b a je-li D’ rozdéleni, které vznikne z D
tim, Ze k délicim bodim x,, X, ..., X, pridime jest& jeden novy dé&lici bod x’, je
L(D) £ L(D").

Diikaz je jasny; necht x’ leZi tfeba mezi délicimi body x;_,, x; (x;-, < x’ < x;);
sestrojme bod P’ = [x’, f(x’)]. Lomena &4ra K(D’) se lisi od K(D) jen tim, Ze useka
P,_,P, je nahrazena dvéma tuse¢kami P,_,P’, P'P,; ale — jak vite z poznamky'?) —
soucet délek usecek P,_,P’, Fﬁ':je nejméné roven délce usecky P;_, P;, takZe vskutku
L(D") 2 L(D).

Z tohoto vysledku plyne dale: je-li rozdéleni D zjemnénim rozdéleni D,?')
je L(D) < L(D). Vskutku: budto je rozdéleni D totoiné s D a potom je nerovnost
platna (se znamenim =). Nebo rozdéleni D neni totozné s D; potom dostanu D tak,
Ze k délicim bodim x,, x,, ..., x, rozdéleni D pfidam jesté né&jaké dalsi délici body
x',x", ..., x™_ Pfidam-li k rozdéleni D délici bod x’, dostanu jisté rozdéleni D’
a podle pfedeslého je L(D) < L(D’); pfidam-li k rozdéleni D’ dalsi délici bod x”,
dostanu dalii rozdéleni D" a bude opét L(D’) < L(D") atd.; po m krocich dospéji
tak k rozdéleni D™ = D a bude L(D) £ L(D') £ L(D") £ ... £ L(D"™) = L(D).

Nyni pfistoupime k vlastnimu dikazu. Podle pfedpokladu existuji body a =
=y <y <..<y,=b tak, Ze v kaZzdém bod¢€ intervalu (a, b), rizném od
téchto bodd, ma f(x) vlastni derivaci. BudiZ D libovolné rozd&leni intervalu {a, b).
Sestrojim rozdéleni D, tak, Ze k délicim bodim rozdéleni D pfidam jest& délici body
Y0» Y1» ++-» ¥ps Pro kaZdé celé m > 1 sestrojim koneéné rozdéleni D,, tak, Ze kaZdy
casteény interval rozdéleni D, rozdélim na
2"~ ! stejnych dila (viz obr. 12). KaZdé z roz-

i
L
o

d&leni D, Dy, D,, Dj, ... je zjemn&nim pfed- 9% {; % 5

chazejiciho a proto jest E ; D : ;

(8 LD)SLD)SLD)SLDYS.. | | | pi | | ¢

DokéaZeme nyni, Ze i i . : £2i . i ] v' ) :

(9) lim L(D,) = A. RENERC IR
e Obr. 12.

Tim bude dukaz tvrzeni I, II hotov: Nebot

pfedn& jest podle (8) L(D) < L(D,) pro

kaZdé m a tedy (podle DI, pozn. 4 po v&t& 60, str. 86, v 4. vyd. str. 91) téz L(D) <
< lim L(D,,), tj. L(D) < A, pti¢emZ D bylo jakékoliv rozdéleni intervalu {a, b).
Za druhé: Je-li € jakékoliv kladné &islo, existuje podle (9) index m tak, Ze rozdéleni
D,, splituje nerovnost L(D,) > A — «.

21y To znamen4, Ze viechny délici body rozdéleni D jsou také délicimi body rozdéleni D; oviem
rozdéleni D muZe mit je$té dalsi délici body.
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Zbyva tedy jest& ukol dokéazat rovnici (9). Oznaéme znakem g(x) funkci
J1I + (F(x))%; podle predpokladu existuje Riemanniyv integral [%g(x) dx. Délici
body rozdéleni D, budte a = xo < x; < ... < x, = b.2?) Cislo L(D,,) se rovna
soudtu &sel Iy, 1, ..., I,, kde I; je délka usetky spojujici body [x;_,, f(x;-,)],
(x5 f(x))), tedy

(10) li=J(x; = xj-1)* + (f(x)) = £(x;-1))"

Ale funkce f(x) je spojita v {x;_,, x;> a ma vlastni derivaci f'(x) v kaZdém vnitinim
bod¢ intervalu ¢(x,_y, x;» (nebot body yq, 1, ..., y, patfi k délicim bodim rozdé-
leni D,). Podle véty o priristku funkce (véta 6 nebo DI, véta 133, str. 242, v 4. vyd.
str. 276) existuje tedy &islo &; tak, Ze jest f(x;) — f(x;-y )=f(&) (x; — x;-,),
xj-1 < &; < x;. Podle (10) je tedy (piSeme-li jesté Ax; = x; — x;_,)

l; = \/(ij)z + (f(&))* (4x)* = J1+ (f(€))? 4x; = g(¢;) 4x;,
a tedy

(10a) : L(D,) = Z;g(fj) 4x; .

Jetto x;_, < &, < x, (dokonce plati znameni <), jeZto g(x) ma Riemanniv integral
2 g(x) dx = A, a je¥to zfejmé lim ¥(D,)) = 0,%%) plyne z (10a) podle véty 22 rovnice
m-=-o

lim I(D,) = [t g(x)dx, &mz (9) je dokézano.

Poznamka 1. Je-li funkce f(x) linearni v intervalu <a, b, tj. je-li f(x) = kx +
+ g, je mnozina C usetkou spojujici bod [a, ka + g] s bodem [b, kb + q]; mame
tedy v tomto pfipadé dvé& definice pro délku ,kfivky** C; podle elementarni definice
je tato délka déna &islem

Jb—a) +(kb+q—ka—gq)=/1+Kk(b-a);
podle nové definice je dana integralem
[iVT+Kdx= T+ (b-a);
oba vysledky tedy jséu stejné.?*)

22y Tyto délici body i jejich poet n zavisi oviem na m; mél bych to vlastné né&jak vyznacit dvo-
jitymi indexy, jak jsem to ucinil ve vét& 22; ale &tenéfi jisté nevadi, e jsem to pro vétdi pfe-
hlednost vzorci neulinil.

23) Podobné jako v kap. II pi§i »(D,,) = Max (dx,, 4x,, ..., 4x,).

24y podminky véty 60 jsou oviem splnény: funkce kx + ¢ je vSude spojitd, ma viude derivaci k
a napsany integral existuje. Podobné u piikl. 1.
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Ptiklad 1. Pogitejme délku Loblouku paraboly y = x2, jehoZ krajni body jsou:
vrchol paraboly a bod o abscise a > 0 (tj. bod [0,0] a bod [a, a?]). Jest L=

fa /1 + 4x? dx. Substituce

— 12 - 2
JA4T + 1=2x + 1, x=] L. \/4x2+1=1+‘,

4t 2t
2
dx=—l+t de;
442
1 ./E!T‘I-za(|+,2)2
= —_— - ——d[:
8J, 3

1 1 1 T sa 1) -
E<(\/F+_ " 1) - (VAT - 24 - 1)
- 1lg(/4a® + 1 - 2a).

Uzijeme-li rovnice (\/4a” + 1 — 2a)(\/4a®> + 1 + 2a) = 1, dostaneme snadno

L=1a/3a7 ¥1 + L1g(/4a® + 1 + 2a).
Cviceni

To, co jsme dokazali v tomto paragrafu, je jenom zlomkem toho, co bychom o délce kfivky
mohli dokadzat. Nékteré dopliiky a zobecnéni pfedkladam &tenéfi jako cviéeni. Ve viech téchto
cvi¢enich ¢inime spolcény predpoklad, Ze je dina funkce f(x) spojitd v <a, b). Abychom si usporili
zdlouhavé rozliSovani, ucinime tuto umluvu: Ma-li kfivka nekoneinou délku, budeme psat
L(a, b,f(x)) = + o a symbol +  budeme povaZovat za ,,vétdi** nez kazdé redlné éislo.“)

1. Vidy jest L(a,b,f(x)) = \/(b — a)? + (f(b) — f(a))*; znameni rovnosti plati tehdy
a jen tehdy, je-li kiivka useCkou, tj. ma-li f(x) tvar f(x) = kx + q (k, q konstanty).

2. Je-li Dy, D,, ... posloupnost rozdéleni intervalu <a, b) takovd, Ze lim »(D,) = 0, je

m-* o
L(a, b, f(x)) = lim L(D,) .
m-* oo

Navod: Budiz 4 < L(a, b, f(x)). Stali ukdazat, Ze existuje & > 0 tak, Ze pro kaZdé rozdéleni D,
vyhovujici podmince »(D) < 4, je¢ L(D) > A. Pfedné existuje rozdéleni D, (délici body a = y, <
<Yy < .. < Yp-y < y,=b) tak, 2e L(D,) > A; poloime L(D,;) — A= 4 > 0. Je-li D libo-
volné rozdéleni (délici body x,, ..., x,), sestrojme D’ jako v dikazu véty 17; potom L(D’) =
= L(D)) = A + A. Je-li »(D) dosti malé, je rozdil L(D’) — L(D) nejvy$e roven souétu p — 1
&lenl, z nichZ j-ty ma tvar

JOj= 20 + U0 = Fe) + Jx, ey — )P + (x4 ) —FOD?,

lezi-li y; mezi x,, X, 4 1; ze spojitosti funkce f plyne: je-li #(D) dosti malé, je kaZdy z téchto &lenu
mensi nez A : p, a tedy L(D) > A.

25) Mnohému &tenafi je asi tato umluva b&Zna; kdo se neciti zcela uspokojen, af si prelte
f. 17 —24 na str. 173 (pocinaje slovem ,,zavedeme**).
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3. Budiz a < ¢ < b. Potom plati: konecna délka L(a, b, f(x)) existuje2®) tchdy a jen tchdy,
existuji-li kone¢né délky L(a, c,f(x)), L(c, b, f(x)), natez plati rovnice L(a, c.f(x)) + L(c, b,
f(x)) = L(a, b, f(x)). Navod: Vysetfuji jen takova rozdéleni intervalu <a, b), pfi nichZ je ¢ délicim
bodem, a uZiji cviteni 2.

§ 3. Geometricky vyznam &isla © a funkci cos x, sin x. Na horni polokruznici kruz-
nice x2 + y? = 1 potitejme délku oblouku od bodu s abscisou 2°*) a do bodu

s abscisou B, tj. &islo L(a, B, /1 — x?); obdobné& pro dolni polokruznici. Pro zkra-
ceni pisme L(a, ) = L(a, B, /1 — x?), L'(a, f) = L(a, B, — /1 = x?) pro —1 <

. 2 .
Sa<B<1 Zrovnice y = + /1 — x? plyne (y')2=lx = JT+0) =
- X

= L , takZe pro — 1 < a < B < 1 jest podle véty 60

1 — x?
(11) L(a, B) = L(a, B) = ’ 9 _ arcsin f — arcsin a .
e 1 —-Xz
v .
Pro a = — | nebo pro f = 1 viak véta 60 selhava, jezto funkce (1 — x?)™"/? nema

napf. Riemanniv integrdl od « (— 1 < a < 1) do 1.?7) Abychom i tyto pfipady
roziesili, pfipojme tuto poznamku, ktera miZe byt uZitena i v jinych podobnych
pfipadech.

Poznamka 1. Budiz f(x) spojita v {a, b); pro kaZdé t intervalu (a, b) ozna&me
znakem C, mnoZinu onéch bodid [x, y], jeZ vyhovuji podminkim a < x <t, y=
= f(x).28) Necht kfivka C, m& pro kadé t otevFeného intervalu (a, b) kone&nou
délku a nechf existuje vlastni limita A = lim L(a, t, f(x)). Potom té% kfivka C, ma

t1=b-

kone&nou délku danou rovnici
(12) Lia, b.S() = lim L{a,1,/(x).
t=b~

Dikaz. Budi? D libovolné rozdéleni intervalu {a, b) dané délicimi body
a=xy<x, <..<x,=b. K t¢émto délicim bodim pfidejme jest& dalsi dé&lici
bod 1 tak, %e x,., < t < b;?) tim vznikne dalsi rozd&leni D’ a jest L(D) < L(D").
Body xo, Xy, ..., X,—y, t definuji jisté rozdéleni D" intervalu (a,t) a je L(D") =
= L(D") + /(b — 1)* + (f(b) — f(t))>. Aviak L(D") < L(a, 1, f(x)), takZe celkem

mame

L(D) £ L(a, 1, {(x)) + /(b — 1)* + (f(b) - f(1))*

26) Tim oviem rozumim: kfivka a < x < b, y = f(x) ma kone&nou délku.
2‘("') Prvni soufadnici bodu [x, y] nazyvame jeho abscisou (nebo use¢kou), druhou soufadnici
nazyvame ordinatou (nebo pofadnici).
27) Tato funkce neni toti omezena v intervalu <, 1), nebof lim (I — x?)" 12 = 4 oo.
x=1-
8 ¢ ¢ je prosté ona &4st kfivky Gy, je2 je obsaZena v pasu @ < x < 1 (nakreslete!).
%) Kreslete si naértek; vie je velmi ndzorné.
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pro kazdé t intervalu (x,_,, b). Podle cvi¢eni 6, 7 v DI, kap. V, § 5, str. 177, v 4. vyd.
str. 198 je tedy L(D) nejvyse rovno limité pravé strany pro t — b —. Ale druhy ¢len
vpravo ma limitu O (nebof f je spojita v bodé b zleva), prvni ¢len ma pak podle
predpokladu limitu A. Tedy mame

(13) L(D) £ A pro kazdé rozdéleni D intervalu {a, b) .

BudiZ za druhé dano jakékoliv kladné ¢islo e. Podle pfedpokladu existuje Cislo ¢
intervalu (a, b) tak, Ze L(a, t, f(x)) > A — 1&. Podle definice délky existuje rozdgleni
D, intervalu <a, t) dané délicimi body a = xo < x, < ... < x,, = ttak, ze L(D,) >
> L(a, t,f(x)) — 3¢ > A —&. Delici body a = x¢ < Xy <... <X, < Xp4; = b
definuji jisté rozdéleni D, intervalu <{a, b) a jest oviem L(D,) = L(D,) +
+ (b = 1)* + (f(b) — f(1))* > L(D,) > A — & Ke kazdému £ > 0 existuje tedy
rozdéleni D, intervalu {a, b) tak, ze L(Do) > A — &. Odtud a z (13) plyne, Ze &islo
A je skute&né supremum viech &isel L(D) (pro viechna rozdéleni D intervalu (a, b)),
takZe vskutku L(a, b, f(x)) = A, coZ je pravé rovnice (12).

Plati oviem téZ podobna véta tykajici se rovnice L(a, b, f(x)) = lim L(t, b, f(x))
t—a+

(tj.: je-li f(x) spojita v <a, b) a existuje-li vlastni limita vpravo, je tato rovnice

spravna). '
UZijme nyni této poznamky na na§ pfipad. Jeito pfi pevném a jest

lim (arcsin B — arcsin «) = 3n — arcsin a, plyne z (11)

B-1-

L(a, 1) = L(a,1) = 3n — arcsine pro — 1 <a <1

a obdobné limitnim pfechodem « — — 1 + plyne L(— 1, B) = L(- 1, B) =
= arcsin 8 + %n pro — 1 < B < 1, nageZlimitni pfechod f -+ 1 — dava L(— 1, 1) =
= L'(- 1,1) = n. Jinymi slovy: Vzorec

(112) L(a, B) = L(a, B) = arcsin § — arcsin a

platii proa = — 1 a pro B = 1, tj. plati celkem pro — 1 Sa < f < 1.

Vzorec L(— 1, 1) = = fika, Ze délka polokruZnice y = /1 — x3, —1sx<1
je rovna n. To neni samozfejmost, nybrZ naopak je to vysledek majici pro nas zasadnf
vyznam. V DI jsme totiZ definovali funkce cos x, sin x fadami

2 4 3 5

x X . x x X
cosx=]1—-—+4+——..,8iINX=——— 4+ ——_,

2! 4 n 3t s

a &islo %n jsme definovali jako nejmensi kladné &islo x, pro né&Z je sin x = 1. Odvo-
dili jsme mnoho vlastnosti funkci cos x, sin x a &isla n, dosud jsme viak neukazali,
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Ze tyto funkce cos x, sin x a islo  maji vyznam béZny z geometrie. To jsme také
dosud nemohli udinit, jeZto tento geometricky vyznam spociva na pojmu délky oblou-
ku kruzZnice, a tento pojem jsme postavili na pevny ziklad teprve v § 2 této kapitoly.
Pravé jsme dokazali, Ze ¢islo # ma vskutku vyznam béZny z geometrie. Nyni dokaZeme
totéZ pro funkce cos x, sin x. DokaZeme totiZ toto:

Je-li 0 < a < =, existuje prdvé jeden bod [x,, yo] vyhovujici rovnici y, =
= /1 = xZ, pro néj# jest L(xo, 1) = a; soufadnice tohoto bodu jsou pak xo, =
= cos a, yo = sin a.?°)

Dikaz. Podle (11a)jepro — 1 < x < 1

(14) L(x, 1) = %n — arcsin x = arccos x .

Funkce arccos x je spojita a klesajici v { — 1, 1) a zobrazuje tento interval na interval
€0, ). Je-li tedy 0 < a < =, existuje jedna a jen jedna hodnota x, v intervalu
{—1,1) takova, Ze arccos x, = a; pfitom jest x, + 1, jeZto arccos 1 # a. Tedy
jest — 1 < xo < 1, takZe lze uZit vzorce (14); tedy L(x,, 1) = x a x, je jediné &islo
intervalu {— 1, 1), pro které tento vzorec plati. Rovnice arccos x, = « dava x, =
= cosa a tedy /1 — xo! = 3in « (znameni je spravné voleno, jefto pro 0 < a < =n
jesina = 0), tj. yo = sina.

Poznamka 2. Rovnice L(— 1, 1) = n fika, Ze Cislo = je délka hofeni polokruz-
nice —1<x=<1, y=./1-x% Ale &slo © ma jeité jeden béZny geometricky
vyznam, souvisici s plosnou velikosti kruhu. Tento vyznam si nyni odvodime. Po-
drZime-li oznadeni z § 1, je obsah horniho jednotkového polokruhu (tj. obsah mno-

Ziny viech bodi [x, y] vyhovujicich nerovnostem — 1 < x < 1,0 <y £ /1 — x%)
dan vyrazem

P(- 1,1, J1 = %% = [L, /1 — x*dx.

3% Nazorné fegeno: ,,Nanesu-li* na horni polokruznici
od bodu P, = [l, 0] oblouk x (0 < « = 7), ma kon-
covy bod P tohoto oblouku soufadnice x, = cosa, P
Yo = sina (viz obr. 13). Nanesu-li oblouk & od bodu \
Py na dolni polokruznici, mad koncovy bod P’ tohoto 3
oblouku opét abscisu xo = cosa (jezto L'(xg, 1) = §,
= L(xg, 1)), ale ordindtu — y, = — sin . Jezto funkce ToSOC
cos x je suda, sin x lichd, jsou soufadnice tohoto bodu i
cos (— &), sin (— ). Proa = 0 zUstaiime kone&né v bo- I/
dé Py (nenanddim Ziddny oblouk); ten ma soufadnice
1= cos 0,0=sin 0. Tim je popsin geometricky vy-
znam funkci cos x, sin x v intervalu {— n, ). Ostat-
ni hodnoty téchto funkci plynou pak z periodiénosti. Obr. 13.
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Abychom tento integral vypoletli, vypo&teme napfed primitivni funkci J(x) =
= [{/1 — x*dx v intervalu (— 1, 1). Integraci per partes mime

(15) J(x) =x/1-x 31

2
+ J.;- dx
J1-x*
PiSeme-li v poslednim integrélu &itatele ve tvaru 1 — (1 — x?), vidime, Ze integral

vpravo je roven arcsin x — J(x), takZe z (15) plyne

J(x) = 3x /1 = x* + Jarcsin x.

Funkce na pravé strané je spojita v {— 1, 1) a mi derivaci /1 — x? v kaZdém vnitf-
nim bodé& tohoto intervalu. Podle véty 39 je tedy

P(-L,L, T =x})=[', /T =x¥dx = J(1) = J(- 1) = 3.

Tim je zjist&no, Ze obsah jmenovaného polokruhu je roven %n. Obecnéji mame
P(a, B, /1 = x?) = [3x /T — x* + }arcsin x]
pro —1a<fB <1
Cviceni

1. BudiZ f spojitd v <a, b). Necht existuje konetnd délka L(a, b, f(x)). Potom funkce
o) = L(a, 3./ x))32) je rostouci a spojitd v <a, b>. Navod: Rostouci je podle cvi¢eni 1, 3 v § 2.
Tedy (viz kap. I, § 4) pro kazdé c intervalu @ < ¢ < b existuje limita (zfejmé vlastni) lim ¢(y);

y=e-

podle pozndmky 1 je tedy tato limita rovna ¢(c). Podobné& se dokdZe lim ¢(y) = ¢(c) pro a =

y—=c+
Sc<b.

31y pro¢ nepoditdme hned urdity integrdl v mezich —1, 1? ProtoZe Riemannuyv integrdl vpravo
v t&chto mezich neexistuje; oviem &tenéf, ktery znd teorii nevlastnich integrdld (o niZ také
pozdéji pojedndme), by mohl rovnou poglitat urlity integral.

32y pro y = a definujeme L(a, a,f(x))=0.

9 — Jarnik: Integrélnf podet I.
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