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218 VZNIK A VÝVOJ PØÍMKOVÉ GEOMETRIEJitka HrdlièkováPøímková geometrie { ménì atraktivní a známá oblast geometrie,která se zabývá vlastnostmi pøímkovýh systémù { se zaèala vyvíjetv úzké souvislosti s rozvojem projektivní geometrie pøibli¾nì od 2. po-loviny 19. století.Cílem tohoto èlánku je pøiblí¾it ètenáøi hlavní okolnosti þvznikuÿtéto vìdní disiplíny a její následné vývojové zmìny zhruba do pøelomu19. a 20. století. V úvodu v¹ak budou nejprve pøipomenuty základnípojmy pøímkové geometrie 19. století, transformované do dne¹ního ma-tematikého jazyka.1 Úvod1.1 Projektivní prostorUva¾ujme (k + 1)-rozmìrný vektorový prostor Vk+1 nad polem T .De�nie 1 Mno¾inu Pk v¹eh jednorozmìrnýh podprostorù vektoro-vého prostoru Vk+1 nazveme k-rozmìrným projektivním prostorem nadpolem T . Jeho prvky nazýváme body, Vk+1 nazýváme aritmetikýmzákladem prostoru Pk. Vektor x 2 Vk+1, x 6= o, který generuje bodX = hxi = ftx; t 2 Tg 2 Pk nazýváme aritmetikým zástupem boduX.Poznámka 1 Pøesnìji by mìlo být øeèeno, ¾e projektivním prostoremje dvojie (Pk; Vk+1).De�nie 2 Neh» (Pk; Vk+1) je projektivní prostor aWl+1 je (l+1)-roz-mìrný podprostor ve Vk+1. Mno¾inu v¹eh bodù Ql projektivního pro-storu Pk, jejih¾ aritmetiètí zástupi patøí do Wl+1, nazveme l-rozmìr-ným projektivním podprostorem prostoruPk. Jednorozmìrný podprostornazýváme pøímka, dvourozmìrný rovina a (k � 1)-rozmìrný nadrovinav Pk.



Vznik a vývoj pøímkové geometrie 2191.2 PolynomyDe�nie 3 Neh» K je obor integrity. Polynom f v promìnné x nad Kje výraz f = anxn+ :::+a1x+a0, kde n 2 N , an; :::; a0 2 K. Pro an 6= 0nazýváme èíslo n stupnìm polynomu f . Pro an = ::: = a1 = a0 = 0hovoøíme o nulovém polynomu. Prvky an,. . .,a0 nazýváme koe�ientypolynomu f . Mno¾inu v¹eh polynomù v promìnné x nad K znaèímeK[x℄.De�nie 4 Neh» f = anxn+ :::+a1x+a0, g = bn;xn; + :::+ b1x+ b0 22 K[x℄. Pak de�nujeme1. souèet f + g polynomù f , g takto:f + g = anxn + :::+ a1x+ a0 + bn;xn; + :::+ b1x+ b0 == (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ :::;2. souèin f � g polynomù f , g takto:f � g = (anxn + :::+ a1x+ a0) � (bn;xn; + :::+ b1x+ b0) == 0 + 1x+ 2x2 + :::+ qxq + :::;kde0 = a0 � b0,1 = a1 � b0 + a0 � b1,2 = a2 � b0 + a1b1 + a0b2,...q = aq � b0 + aq�1 � b1 + : : : a0 � bq,...Poznámka 2 Neh» K je obor integrity. Pak mno¾ina v¹eh polynomùK[x℄ s operaemi + a � je také obor integrity, který se struènì nazýváokruh polynomù (nad K).Poznámka 3 Okruhy polynomù v promìnnýh x1; :::; xr de�nujeme in-duktivnì vztahem K[x1; :::; xr ℄ := K[x1; :::; xr�1℄[xr℄:



220 Jitka HrdlièkováPrvek okruhu K[x1; :::; xr℄ se nazývá polynom r promìnnýh nad K.Napø. K[x; y℄ = K[x℄[y℄, tzn. ¾e uva¾ujeme polynomy v promìnné y nadokruhem K[x℄. Prvky v K[x; y℄ jsou tedy tvaruf = (amnxm + :::+ a0n)yn + :::+ (bp0xp + :::+ b00);= 00 + 10x+ 01y + 20x2 + 11xy + 02y2 + :::Pro zjednodu¹ení zápisu se zavádí tzv. multiindexová symbolika. Mul-tiindex � délky r je r-tie nezápornýh elýh èísel (�1; :::; �r). Celé èísloj�j = �1+ :::+�r nazýváme velikost multiindexu �. Struènì pak pí¹emex� místo x�11 x�22 :::x�rr Polynomy v r promìnnýh nadK pak symbolikyvyjadøujeme f = Xj�j�h a�x� 2 K[x1; ::; xr ℄;kde a� 2 K, h 2 N . Øíkáme, ¾e polynom f 2 K[x1; :::; xr℄ má stupeò h,je-li alespoò jeden z koe�ientù s multiindexem � velikosti h nenulový.De�nie 5 Buï f 2 K[x1; :::; xr ℄ polynom r promìnnýh nad K tvaruf = Xj�j�ha�x�:Výraz x� = x�11 :::x�rr se nazývá monom.De�nie 6 Homogenní polynom f stupnì h v K[x1; :::; xr ℄ je takovýpolynom, jeho¾ v¹ehny monomy mají stupeò h. Tedyf = Xj�j=h �x�:2 Základní pojmy pøímkové geometrieZ historikého hlediska budeme v elém následujíím textu uva¾ovatpouze reálné elementy. Prostor, se kterým budeme praovat, bude k-roz-mìrný projektivní prostor nad polem reálnýh èísel, který budeme stejnìjako v pøedhozím textu oznaèovat symbolemPk. Dále budeme praovats okruhem polynomù r promìnnýh s reálnými koe�ienty, který budemejako v pøedhozím oznaèovat K[x1; :::; xr℄.De�nie 7 Projektivní varieta Vp � Pk je mno¾ina zadaná homogen-ními polynomy f1; ::; fs 2 K[x1; :::; xk+1℄,Vp = �(f1; :::; fs) = f(a1; :::; ak+1) 2 Pkjfi(a1; :::; ak+1) = 0; i = 1; :::; sg:



Vznik a vývoj pøímkové geometrie 221Mno¾inu v¹eh polynomù g 2 K[x1; :::; xk+1℄ splòujííh g(X) = 0 proka¾dé X = (x1; :::; xk+1) 2 Vp, nazýváme ideál projektivní variety Vp,znaèíme I(Vp).Poznámka 4 Buï [p℄ mno¾ina v¹eh pøímek v prostoru P3. Buï p 2 [p℄pøímka proházejíí body A = (a1; a2; a3; a4) 2 P3, B = (b1; b2; b3; b4) 22 P3, kde A 6= B. Oznaèmepij = ����� ai ajbi bj ����� ; i; j = 1; 2; 3; 4; i < j:Hodnoty pij jsou dány pro ka¾dé p 2 [p℄ libovolnými homogenními sou-øadniemi bodù A;B 2 P3 a¾ na násobek, máme proto v prostoru P5dobøe de�novaný bodP = (p12; p13; p14; p23; p24; p34) 2 P5:Takto popsané zobrazení je bijeke' : [p℄ ! �(�);kde � 2 K[x1; :::; x6℄, � = p12p34 � p13p24 + p14p23, �(�) � P5.De�nie 8 Plükerovými souøadniemi pøímky p 2 P3 rozumíme sou-øadnie bodu '(p) 2 �(�), kde ' : [p℄! �(�) je bijeke z Poznámky 4.Znaèíme p = (p12; p13; p14; p23; p24; p34):De�nie 9 Buï (P5; V6) projektivní prostor, ' : [p℄ ! �(�) bijekez Poznámky 4, f 2 K[x1; :::; x6℄ homogenní polynom stupnì n takový,¾e �(f) 6= �(�). Buï �(f; �) 6= ;. Mno¾ina K(f)n = '�1(�(f; �)) � P3se nazývá komplex pøímek stupnì n daný polynomem f .Speiálnì pro n = 1, resp. n = 2 hovoøíme o lineárním, resp. kvad-ratikém komplexu pøímek.De�nie 10 Buïte K(f1)n1 � P3, K(f2)n2 � P3 dva rùzné komplexypøímek dané polynomy f1 stupnì n1, resp. f2 stupnì n2 takové, ¾eK(f1)n1\K(f2)n2 6= ;:Mno¾ina K(f1)n1 TK(f2)n2 � P3 se nazývá kongruene pøímek stupnìn1 � n2 daná polynomy f1, f2. Speiálnì pro n1 = n2 = 1 hovoøímeo lineární kongrueni pøímek.



222 Jitka HrdlièkováDe�nie 11 Buïte K(f1)n1 � P3, K(f2)n2 � P3, K(f3)n3 � P3 tøinavzájem rùzné komplexy pøímek dané polynomy f1 stupnì n1, resp. f2stupnì n2, resp. f3 stupnì n3 takové, ¾eK(f1)n1\K(f2)n2\K(f3)n3 6= ;:Mno¾ina K(f1)n1 TK(f2)n2 TK(f3)n3 � P3 se nazývá pøímková plohadaná polynomy f1, f2, f3.3 Historie pøímkové geometriePojem souøadnie pøímky trojrozmìrného prostoru a analytiká de�nielineárního a kvadratikého komplexu, lineární kongruene pøímek a li-neární pøímkové plohy se v souvislosti s projektivní geometrií poprvéobjevily v 2. polovinì 19. století v díle [1℄ od Julia Plükera (1801{1868),který se tak stal prvním z geometrù hápajíím pøímku jako prvek troj-rozmìrného prostoru.1 Tímto novým názorem na pøímku zároveò polo¾ilzáklady dal¹ího smìru v geometrii - tzv. pøímkové geometrii (v nìme-kém originále Liniengeometrie), která se zabývala studiem vlastnostípøímkovýh systémù. V Plükerovì podání stavba pøímkové geometrieprobìhla v analytikém duhu.3.1 Plükerovi pøedhùdiMy¹lenka pøímek jako elementù trojrozmìrného prostoru v Plükerovìpojetí se v¹ak zaèala skrytì objevovat mnohem døíve. Syntetikým øe¹e-ním rùznýh úloh o geometrikém místì pøímek splòujíím urèité vlast-nosti objevovali matematikové speiální pøímkové komplexy a kongru-ene.August Ferdinand Möbius (1790{1868) dospìl pøi studiu tzv. invo-lutorníh korelaí trojrozmìrného prostoru, ve kterýh obraz bodu Xiniduje s bodem X (nulové korelae), a¾ na práh pojmu lineární kom-plex pøímek jako¾to samodru¾nýh útvarù nulové korelae.þVytvoøeníÿ lineárního komplexu pøímek na základì dvou projektiv-níh svazkù pøímek se spoleènou pøímkou zkonstruoval poprvé JamesJoseph Sylvester (1814{1897).1Na tomto místì poznamenejme, ¾e trojrozmìrným prostorem projektivní geome-trie se v té dobì rozumìl þobvyklýÿ reálný a�nní prostor A3 doplnìný þnevlastnímiÿneboli þnekoneènì vzdálenýmiÿ body. Takto vzniklá mno¾ina A03 pak byla nazývánaprojektivním doplnìním èi roz¹íøením prostoru A3, podle potøeby pak byla je¹tì dáledoplòována komplexními elementy (tj. body, pøímkami, rovinami, jejih¾ souøadniejsou komplexní èísla).



Vznik a vývoj pøímkové geometrie 223Mihel Chasles (1793{1880) v [2℄ pøi studiu problému þKa¾démubodu X pohybujíího se tìlesa je pøiøazena pøímka p, která bod X spo-juje opìt s bodem X libovolné pozdìj¹í polohy tìlesaÿ objevil jeden zespeiálníh kvadratikýh komplexù.Carl Theodor Reye (1838{1919) v [3℄ vytvoøil kvadratiký komplexobsahujíí þv¹ehny pøímky, které spojují v¾dy dva body sdru¾ené v pro-storové kolineai, a duálnì v¹ehny pøímky, ve kterýh se protínají v¾dydvì sdru¾ené roviny v prostorové kolineaiÿ, který byl po svém objevi-teli nazván Reyeùv komplex. Nìkteré prameny tento komplex nazývajíètyøstìnový.Tzv. harmoniký komplex, který je tvoøen pøímkami protínajíímidvì plohy 2. stupnì v harmonikýh ètveøináh bodù, poprvé vy¹etøovalGiuseppe Battaglini (1826{1894) v [4℄.K dal¹ím geometrùm { syntetikùm, které je mo¾no zaøadit do tétopøípravné kategorie budování samotné pøímkové geometrie, jí¾ dal ana-lytikou formu, obsah a obenost J. Plüker, patøili Jaques PhilippeMaria Binet (1786{1856), Jaob Steiner (1796{1863), Hermann GünterGrassmann (1809{1877) a Arthur Cayley (1821{1895).3.2 Plükerovi pokraèovateléObenou teorii pøímkové geometrie dále syntetiky i analytiky pro-hlubovali podle Plükerovy my¹lenky zejména Felix Klein (1849{1925),který pova¾oval Plükerovy souøadnie pøímky (p12; p13; p14; p23; p24; p34)za souøadnie bodu v pìtirozmìrném prostoru P5, dále pak FriedrihOtto Rudolf Sturm (1841{1919) v [21℄, Aurel Edmund Voss (1845{1931)v [6℄, Rudolf Friedrih Alfred Clebsh (1833{1900) v [7℄, Gabriel XavierPaul Koenigs (1858{1931) v [8℄ a Konrad Zindler (1866{1934) v [9℄.Kromì rozliènýh zpùsobù þvytváøeníÿ komplexù, kongruení a pøím-kovýh ploh byly studovány napøíklad vlastnosti prostorovýh køivekrùznýh stupòù, jejih¾ v¹ehny teèny jsou pøímkami lineární komplexu.Tyto køivky byly nazývány èarami komplexu. Jiným aktuálním téma-tem této teorie se staly lineární soustavy lineárníh komplexù pøímek,polární teorie kvadratikýh komplexù nebo mno¾iny singulárníh bodùkvadratikýh komplexù.Speiálnì kvadratikými komplexy se zabýval F. Klein ve své diser-tai [10℄, kde naznaèil na základì Weierstrassovy teorie elementárníhdìlitelù klasi�kai kvadratikýh komplexù. Kleinùv návrh klasi�kaepak zrealizoval Adolf Weiler (1851{1916) v [11℄. Dal¹ími vlastnostmiobenýh kvadratikýh komplexù pøímek se kromì vý¹e jmenovanýhzabývali Corrado Segre (1863{1924) v [12℄, Friedrih Shur (1856{1932)



224 Jitka Hrdlièkováv [13℄, Eugenio Bertini (1846{1933) v [14℄, Th. Reye v [15℄ a [16℄ amnozí dal¹í. Vlastnosti speiálního pøípadu kvadratikého komplexu {Reyeova komplexu studovali napøíklad Marius Sophus Lie (1842{1899)a Georg Wilhelm She�ers (1866{1945) v [17℄, Heinrih Emil Timer-ding (1873{1945) v [18℄, Jan de Vries (1858{1940) v [19℄ a Gino Loria(1862{1954) v [20℄.Ob¹írnou publikaí shrnujíí problematiku pøímkové geometrie kone19. století bylo dílo R. Sturma [5℄ pojaté èistì v syntetikém duhu.Z hlediska metrikého se zvlá¹tním zøetelem k aplikaím v kinematiea mehanie pojednávalo o pøímkové geometrii dvousvazkové dílo [9℄ odK. Zindlera.Mario Pieri (1860{1913) uvedl v [22℄ soustavu postulátù pøímkovégeometrie, kterou posléze zjednodu¹ili Earle Raymond Hedrik a LouisIngold v èlánku [23℄.Teorii kongruení pøímek obenì podali zejména Ernst Eduard Kum-mer (1810{1893) v [24℄, jejih klasi�kai zpraoval Robert Shumaher(1860{1924) v [25℄ a G. Bordiga v [26℄.Problematiku pøímkovýh ploh obeného stupnì obohatili o novévýsledky pøedev¹ím A. Voss v [27℄ a George Salmon (1819{1904) v [28℄.Kromì nih se pøímkovými plohami 3. a 4. stupnì zabývali A. Cayley,Luigi Cremona (1830{1903) a M. Chasles. Klasi�kai pøímkovýh ploh3. stupnì provedl Franeso Severi (1879{1961) v [29℄. Vlastnosti pøím-kovýh ploh 5. a vy¹¹íh stupòù studovali napøíklad Hermann AmandusShwarz (1843{1921) v [30℄, Virgil Snyder (1869{1894) v [31℄, [32℄, [33℄a mnozí dal¹í.3.3 Pøímková geometrie v ÈeháhV závìru tohoto výètu jmen a praí zapadajííh do problematiky pøím-kové geometrie, který zdaleka není úplný, je dlu¾no pøipomenout alespoònìkterá jména tìh èeskýh geometrù, kteøí se touto oblastí zabývali.Jedná se pøedev¹ím o Emila Weyra (1848{1894), Franti¹ka Mahove(1855{1892), Jana Vojtìha (1879{1953), Jana Sobotku (1862{1931),Josefa Klímu (1887{1943) a Ladislava Seiferta (1883{1956).
Literatura[1℄ Plüker, J., Neue Geometrie des Raumes gegründet auf die Betrahtung der ge-raden Linien als Raumelement, 1868.



Vznik a vývoj pøímkové geometrie 225[2℄ Chasles, M., Betrahtungen über die Bewegung starrer Körper, Comptes Rendus(1861).[3℄ Reye, Th., Die Geometrie der Lage I, II, 1866{1868.[4℄ Battaglini, G., Intorno ai sistemi di rette di seondo grado, Giornale mat.6(1868), 239{159.[5℄ Sturm, R., Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in syn-thetisher Behandlung I-III, 1892{1896.[6℄ Voss, A., Über Complexe und Congruenzen, Math. Annalen 9(1876), 55{162.[7℄ Clebsh, A., Über die Complexähen und die Singularitätenähen der Com-plexe, Math. Annalen 5(1872), 435{441.[8℄ Koenigs, G., La géométrie réglée et ses appliations, 1895.[9℄ Zindler, K., Liniengeometrie mit Anwendung I, II, 1902, 1906.[10℄ Klein, F., Zur Theorie der Linienomplexe des ersten und zweiten Grades, Math.Annalen 2(1870), 198{226.[11℄ Weiler, A., Über die vershiedenen Gattungen der Komplexe 2. Grades, Math.Annalen 7(1874) 145{207.[12℄ Segre, C., Note sur les omplexes quadratiques, dont la surfae singuliere est unesurfae du 2 degré double, Math. Annalen 23(1884), 235{243.[13℄ Shur, F., Geometrishe Untersuhungen über Strahlenompexe ersten und zwei-ten Grades, Math. Annalen 15(1879), 432{439.[14℄ Bertini, E., Sui omlessi di seondo grado, Giornale mat. 17(1879), 1{9.[15℄ Reye, Th., Über lineare und quadratishe Strahlenomplexe und Complexen-gewebe, Journal r. a. Math. 95(1883) , 330{348.[16℄ Reye, Th., Neue Eigenshaften des Strahlenomplexes zweiten Grades, Math.Annalen 49(1897), 585{595.[17℄ Lie, S., She�ers, G., Geometrie der Berührungstransformationen, 1896.[18℄ Timerding, H. E., Some remarks on tetraheomplessi tetraedrali, Bulletin Amer.math. so. 6(1900), 417{430.[19℄ Vries, J. de, Een afbeelding van een tetraedralern omplex op de puntenruimte,Verslag Akad. Amsterdam 32(1923), 478{482.[20℄ Loria, G., Intorno alla geometria su un omplesso tetraedrale, Atti Aad. Torino19(1884), 849{878.[21℄ Sturm, R., Die Lehre von den geometrishen Verwandshaften I-IV, 1908{1909.[22℄ Pieri, M., Sui prinipi he reggono la geometria delle rette, Atti Aad. Torino36(1901), 335{350.[23℄ Hedrik, E. R., Ingold, L., A set of axioms for line geometry, Transations Amer.math. so. 15(1915), 205{214.[24℄ Kummer, E., Über die algebraishen Strahlensysteme, insbesondere die der erstenund zweiten Ordnung, 1866.[25℄ Shumaher, R., Classi�kation der algebraishen Strahlensysteme, Math. Anna-len 37(1890), 100{140.



226 Jitka Hrdlièková[26℄ Bordiga, G., Sulla lassi�azione delle ongruenze, Rendionti Aad. Linei,Roma 7(1898), 28{31.[27℄ Voss, A., Zur Theorie der windshiefen Flähen, Math. Annalen 8(1875), 54{135.[28℄ Salmon, G., Treatise on the higher plane urves, 1852.[29℄ Severi, F., Sulla forma delle rigate ubihe, Atti Ist. Veneto 5(1903), 863{879.[30℄ Shwarz, H. A., Über die geradlinigen Flähen fünften Grades, Journal r. a.Math. 67(1867), 23{57.[31℄ Snyder, V., On the forms of quinti srolls, Bulletin Amer. math. so. 8(1902),293{296.[32℄ Snyder, V., On the quinti sroll having three double urves, Bulletin Amer.math. so. 9(1903), 236{242.[33℄ Snyder, V., On the forms of uniursal sexti srolls, Amer. Journal Math.25(1903), 59{84.Jitka HrdlièkováKatedra matematiky PøF MUBrnoe-mail: hrdli�math.muni.z
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