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Neuer Beweis eines Khintchineschen Satzes.

Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 28. November 1936.)

Griechische Buchstaben bedeuten reelle Zahlen; kleine latei-
nische Buchstaben bedeuten ganze Zahlen, eventuell auch Rest-
klassen modulo einer natiirlichen Zahl. Ein geordnetes System
von n (gleichen oder ungleichen) Restklassen a,, . . ., @, modulo ¢
(n > 0, ¢ > 0) heiBle ein (n, ¢)-System; Bezeichnung: {a,, . . ., as}.
Man setze noch

B{ay ... an} + k{by, . . .. ba} = {hay + kby, . . ., haw + kbs}

und analog fiir mehrere Summanden.

Hilfssatz 1. Zu jedem x > 0 gibt es zwei ganze Zahlen f, =
= filx) > 0, B = fa(x) > 0 mit folgenden Etigenschaften: Ist ¢ > 0,

sind a,. . . ., aq; paarweise inkongruent mod q und ist | > «q, so gibt
es ein b mit folgenden Eigenschaften:
1. 0<b< By

2. zu jedem r gibt es ein System von héchstens B, Zahlen ear, mit
a==+1 2g=0 1<k <1, Zear, = br (mod q).
i

Beweis: bekannt.!)

Hilfssatz 2. Zu jedem « > 0, n > 0 gibt es zwer nattirliche
Zahlen Ly, = Ly(x, n), Ly, = Ly(x, n) mit folgenden Eigenschaften: Ist
g>0,1=> ag" und ist

Ql: Al, Az, ey Al (A,' = {a,i, ey a,,‘})
eine Menge von | verschiedenen (n, q)-Systemen, so gibt es zu jedem
(n, q)-System B eine Summe von hochstens L, (n, q)-Systemen
E‘Aki mat

1) Hilfssatz 1. ist mit dem Hilfssatz 2. der Note von P. Erdés u. V.

Jarnik, Eine Bemerkung iiber lineare Kongruenzen (Acta arithmetica 2
(1938), S. 214—220) identisch; nur wurde dort nicht betont, daB Z'c‘ =0

gefordert werden darf. Dies folgt aber daraus, daB der dortige Beweis nur
mit den Differenzen a, — a; arbeitet.
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Neuer Beweis eines Khintchineschen Satzes

& = :{: 1, 26,' = 0, 1 é k.' g l, Z'e.-Ak. - LzB.

Beweis. Fiir n = 1 folgt Hfs. 2 aus Hfs 1 mit Ly, = B,!, L, = B,.
Es sei also » > 1 und Hfs. 2 sei bis » — 1 wahr. Fiir jedes a sei I,
die Menge aller A; mit as; = a; 8, sei die Anzahl der Elemente
von MWy; P sei dle Menge aller @ mit 1 < a < g, 84 > 0. Wegen
0< 8, < q" 1, 8 + ...+ 8 =1 ag" gibt es erstens ein a’ mit
8a' = ag"™1 und zweitens ist die Anzahl der Elemente von D min-
destens gleich «q.

Es sei B= {b,, ..., b,} ein (n, ¢)-System. Nach Hfs. 2 mit
n = 1 gibt es hochstens L,(«, 1) Zahlen e;c; mit

&g = 4+ 1, Zs,- =0, ¢c;eP,?) ';'e,-c@ = Ly(x, 1) b, (mod q).
Fiir geeignete At,,i €YU und geeigne‘ge dy, . .., da—; ist dann
Zedg, = {dy, . . ., Ay, bn . Ly(xx, 1)} = D
Das n-te Eiement des (m, q)-Systems E = Ly(x,1). B— D ist

also gleich Null. Nach Hfs. 2 mit n — 1 statt » gibt es also hochstens
L,(oc n— 1) (n, q)-Systeme 7,4, mit

=41, 277,_0 Ap; € Ma, Znpdy = Lofo,m—1) . B

(das letzte Element des (n, g)- Systems 2n;Ap; ist namlich gleich
a’'Zy; = 0). Dann ist aber

Ly(x, n — 1) Zesdy; + ZnjAp, = Ly(x, n — 1) Ly(x, 1) . B,
w.z. b. w. ' ’

Herr Khintchine hat folgenden schénen Satz bewiesen?):

Hauptsatz. Zu jedem n > 0 und jedem y > 0 gibt es ein I' =
= I'(y,n) > 0 mit folgender Eigenschaft: Es seien 0, ..., O,,
0y, - - -, Oy gegeben; die Ungleichungen

1 .
|g9.-——p.r]<t—, t=1..,m), 0<qg<ypt" (1)

seten fir kein ¢’ > 1 losbar (in ganzen Zahlen gq, p,, . . ., pa); dann
sind die Ungleichungen

|20 —gi— ol <7 G=1...m, 0<z<Tr (2)

far jedes t > 0 losbar (in ganzen Zahlen x, y,, . . ., ys).9)

?) Lies: ¢; ist ein Element der Menge 9.

3) A. Khintchine, Ein Satz iiber lineare diophantische Approxima-
tionen, Math. Annalen 118 (1936), S. 398—415.

4) Die Umkehrung dieses Satzes ist auch richtig und leicht zu be-
weisen; vgl. 1. ¢.3), S. 399—401.
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Ich will fiir diesen Satz im Falle n > 15) einen neuen, auf dem
Hifs. 2 beruhenden Beweis geben (wobei aber mehrere Betrachtun-
gen des Herrn Khintchine auch in meinem Beweis vorkommen).8)

Beweis. Man setze M, = Ll (2=, n—1), M,= L, (2",

_n-1 1
n—1), My = My ™ +1}M1y I = (M;4 1)y ™4 2)ns0dall
M,, M, natiirliche Zahlen sind.

: —1
Es sei ¢t > 0; dann setze man ¢ = [(JII3 + 1)y ”t] + 1. Mit
¢, P1, - - -» Pn bezeichne man dasjenige System mit maoglichst kleinem
q > 0, fiir welches die Ungleichungen

1 .
Iq@i—P¢|<7 (i=1,...,n)
gelten; also ist (@ D1, .- P) =1, pt'"" <qg < #'7, also y <1,

1St <t <F”t Man setze d; = (q, Pi), § = diq's, Ps = .p; und
man bestimme noch b; so, daB p’;b; =1 (mod q.) b, d)) =1
=1,...,n). (Das geht denn es sei d; = d'id";, wo in d’; nur die
Primzahlen p| ¢i, in d"; nur die Primzahlen p { ¢'; aufgehen; dann
kann man b; mit p’b; = 1 (mod ¢’;), b; =1 (mod d”;) finden, und
es ist (bi, dl,') = (b,', d”.') = 1.)

Behauptung I. Betrachtet man alle -Zahlensysteme u,, . . ., u,
mis

n—lL

n

wi= gz 0 Gi<di, 0< 2 < 397 % G=1...m)7,(3)

so sind die (n — 1, q)-Systeme

{u1by — ugh,, . . ., uyby — Uyby} (4)

paarweise verschieden (ihre Anzahl ist grofer als 2—pgn—1).
Beweis: Sonst kénnte man durch Subtraktion zweier Systeme

(3) ein System v, . . ., v, mit ;2 + ... + v,2 > 0 und mit
n—1
1 "n

0b, —vibi =0 (mod @), vy =kegs’ + yi, | M| <ds, 35| < 3y™ qd_
t
i=1...,n)

5) Der Fall » = 1 ist leicht und langst bekannt.

%) (20. XII. 1936.) Herr L. J. Mordell hat zwar einen noch kiirzeren
Beweis dieses Satzes gefunden, welcher den Minkowskischen Linearformen-
satz benutzt. Ich publiziere trotzdem meinen Beweis, da er auf einer ganz
anderen Grundlage beruht.

1 n1
") Bs ist jynqg n d; < gd ! = 7’;; also sind die betrachteten
Systeme u,, . . ., u, paarweise verschieden.
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finden. Es gibe also cin g mit
g1 S49<gq vbi=g(modg) (=1...n)
also wire (mit geeigneten my)
gp's = bip's (ks + yo) = ys (mod '), gp's — mg's = ¥

Pl =B g — g Ao L
lgq m.‘—qm’c mg's | SEvhg M <gp

i 1 1
0 — my| < | | P | < L2 <
196: —mi| < || ; +|gq m| <Gt S

also g = 0 (nach der Definition von g), also vb; =0 (mod g),
yibi = 0 (mod ¢'s), y; = 0 (mod ¢’;), aber | y;| < ¢'s (vgl. die FuB-
note?), also y; = 0, also bikig’s = 0 (mod g), bk; =0 (mod dy),
k, = 0 (mod d;), aber | k;| < d;, also k; = 0,alsov; =0 — Wider-
spruch.

n—1 n—1
Behauptung II. d; <y ®"g "™ (i=1,...n).
Beweis?): Sonst wire
n—1 n—1
1<y mgn < d (5)
fiir ein ; man wiahle (Schubfachschlu8) ein £ und » — 1 Zahlen m
(G +i, 1< j < n) mit

1Sk v | kg0 —my | < 71, (6)
(fiir j = 4); nach (5) ware aber mit m; = kp',
b0 —ms| = k| ¢i@i—pi| < £ <]
| kq':O il = q s Pi d-,t_' > T I

also wire (6) auch fiir j = ¢ wahr, was wegen 0 < kg', < ¢’y <
< dig'c = q der Definition von g widerspricht.

Schluss des Beweises (fiir » > 1). Man bestimme nacheinander
s, T, b (1 = 1,..., n), sodaB

| ooy — Mysi| < My, p'irs = 8¢ (mod ¢'s), My(ri —n) = hy
(also h, = 0). Wendet man nun Hfs. 2 (mit » — 1 statt » und mit
& = 2—"y) an, wobei man fiir | die Menge der Systeme (4) nimmt,
gso ergibt sich die Existenz von 2n ganzen Zahlen X;, Y; mit

1 n—1
lel —_ X",b.' = h1 (m(;d q) Xi == jiq’,' + Y", [ Y‘I g %Ml’y”q . di_l
=1 ...,mn)

Es gibt also ein z mit (1 = 1, ..., n)

8) Fast wortlich nach Khintchine, 1. ¢.3), Hilfssatz 5.
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0<x<gq, =X+ Myri (mod g),

ap’s = P's (Xibi + Myr)) = Xy + Mysg = Y + M,si (mod ¢'y), also
| p’s — yig's — Mysi| = | ¥i| mit geeigneten y; also (Behaup-
tung II)

| &pi — ysq — oaq | = di| 2p"s — yig's — oaq's | <

1n n—1 1
<di(} Myyrq " di + M) S Myg * < Mygy "¢,

also wegen 0 < = < q)

1
| 20 —ys — o | S @ @i'—% +?\xpi—?/€q_0‘iq <
1 S D |
<'q%7+M3—1'<(Ms+1)7 "-7<*t—,
™

o<l gl tn < Itm9)
*
Novy ditkaz jedné Chindinovy véty.
(Obsah pfedeslého &lanku.)
Jde o dikaz této véty: ke kazdému y > 0 a kaZdému celému
n > 0 existuje &slo I' = I'(y,n) > 0 s touto vlastnosti: Budte
6, ..., 0, a, ... o realns &sla; nerovnosti

1 . ,
lq@i—pfl <? (1‘=1$"'>n)’ 0<Q§Vt"

necht nemaji pro #ddné celé ¢’ > 1 FeSeni (v celych &islech ¢, p;,
. ., Pu). Potom nerovnosti

| 2@y — yi — o | <% G=1,...,n), o<z I't"

maji pro ka%dé celé t > 0 Yedeni (v celych &islech z, y;, . . ., Yn)-

%) Anmerkung bei der Korrektur: Dor unter ®) erwahnte Beweis von
Mordell ist inzwischen erschienen; vgl. L. J. Mordell, A theorem of Khin-
tchine on linear diophantine approximation, Journ. London Math. Soc.
12 (1937), 166—167.
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