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CAPITOLO L Y . 

S U P E R F I C I E R I G A T E (CT) (*) 

§ 31. — Applicazione delle formole generali ciel Capitolo II 

al caso particolare di una superficie rigata. 

I n q u e s t o C a p i t o l o s t u d i a m o l a c l a s s e p i ù s e m p l i c e d i s u p e r -

ficie n o n s v i l u p p a b i l i c h e è q u e l l a d e l l e superficie rigate. T a i e s t u d i o 

p a r t i c o l a r e e p e r s i n o n e c e s s a r i o , g i a c c h è u n a p a r t e e s s e n z i a l e d e i 

r i s u l t a t i g e n e r a l i , e c i o ô i l c o n c e t t o d i c o o r d í n a t e e f o r m e normali, 
q u i n o n s i p u ô a p p l i c a r e . C o m i n c i a m o c o l F e s p l i c i t a r e l e f o r m o l e 

g e n e r a l i n e l c a s o a t t u a l e s u p p o n e n d o c h e l e r e t t e g e n e r a t r i c i s i a n o 

l e v = c o s t . 

N e l § 3 2 r i t r o v e r e m o p e r v i a d i r e t t a t u t t i i s e g u e n t i r i s u l t a t i . 

A p p l i c a n d o q u i l e f o r m o l e g e n e r a l i , d o b b i a m o p o r r e , s e l e v = c o s t . 

s o n o l e generatrici : 

a \ \ — am = a i i2 = ai22 — 0 , A = —a2
l2<0 , s = — sgnA = l7 

F 2 = ( 2 a 1 2 du + ^22 dv)dv , F3 = a 2 2 2 dv3, 

2 Z = S A i K = + X l 2 . 
w12 a12 

(*) I r i s u l t a t i p i ú i m p o r t a n t i d i q u e s t o C a p i t o l o s o n o s t a t i e s p o s t i , p e r 

l a p r i m a v o l t a , ( i n b o e m o ) n e l Č a s o p i s p r o p ě s t o v á n í m a t e m a t i k y a f y s i k y , 

t . L I I I , 1 9 2 3 - 4 . 
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L e e q u a z i o n i f o n d a m e n t a l i ( C a p . I I , § 1 4 ^ 4 ) d a n n o q u i n d i , 

e l i m i n a n d o X : 

( 1 ) = P}1X , ^ 2 2 ^ 1 2 ^12 ^22 "f" ^222 0^12 ^ 2 2 a 2 2 î * ^ ) ' * ' " 

N o t i a m o p u r e l a r e l a z i o n e d i c o n i u g i o ( C a p . I I § 1 4 A) 

(1) bis 2P12ai2=== <*22Pll-

I v a l o r i d e i s i m b o l i d i C h r i s t o f f e l e s s e n d o 

/ 1 1 \ / I l \ _ / 12 \ _ (12 \ 
\ 1 ) " " a 1 2 d u ' V 2 j ' V 1 / 2 « i 2 ô t t ' \ 2 / ' 

V 1 ) a 1 2
2 dv + 2 a 1 2

2 fli¿ + 2a1 2 ôv ' 

/ 22 \ 1 da19 _ 1 da22 

\ 2 / a 1 2 d v 2 a 1 2 ô w ' 

l a p r i m a d e l l e ( 1 ) s i p u ô s c r i v e r e 

g l ° g a t 2 Ô* „ „ N 
a * * d ^ - ^ - 2 9 1 1 * - 0 -

S e n e d e d u c e s u b i t o c h e 

x = <p(u , v) + , 

d o v e i d u e p u n t i t / e z n o n d i p e n d o n o c h e d a [ L e l e t t e r e x , y , z 

n o n s i g n i f i c a n o p i ù t r e c o o r d í n a t e d e l l o s t e s s o p u n t o , m a t r e p u n t i 

d i v e r s i ] . C a m b i a n d o i l f a t t o r e d i p r o p o r z i o n a l i t à d i s i p u ô s u p -

p o r r e <p(u, v) = 1 . L a <]> d i p e n d e p o i n e c e s s a r i a m e n t e d a u , p e r -

c h e x d e s c r i v e u n a superficie, e p o s s i a m o s e e g l i e r l a a d d i r i t t u r a 

c o m e n u o v o p a r a m e t r o u, s i c c h è ( e quest' ipotesi sarà fatta per tutto 
ció che sequé) 
(2) œ = y + wz 

L ' e q u a z i o n e p r e c e d e n t e d à p o i , t e n e n d o c o n t o a n c h e d i ( l ) b l 9 

( 3 ) - ^ - = 0 , P u = 0 , p n = 0. 
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É d e l r e s t o g e o m é t r i c a m e n t e c h i a r o s e n z ' a l t r o c h e l ' i p o t e s i ( 2 ) 

é s e m p r e l e g i t t i m a : I punti j e z descrivono due curve in corrí-
spondenza bíunivoca defínita da uguali valor i di v (cuive direttrici 
d e l l a r i g a t a ) e la superficie rigata che indicheremo con la lettera R , 
é il luogo delle rette che congiungono punti corrispondenti, I n d i c h e -

r e m o c o n a p i c i l e d e r í v a t e d e l l e e s p r e s s i o n i c h e n o n d i p e n d o n o c h e 

, 8y dy 
d a * ; P . e s . y 

L ' e q u a z i o n e ( C a p . I I , § 1 2 - 4 ) 

~frz~ {X- %Uv) — «12 

r l ^ l 

d a , s o s t i t u e n d o v i d a l l a ( 2 ) , 

( 4 ) (yz y z ) = c o a 1 2
2 , 

e s s e n d o p o s t o 

(4) b i s (o = s g n { y z y'z') = s g n a 1 2 = + 1. 

L e c o o r d í n a t e £ d e l p i a n o t a n g e n t e , fissate a l s o l i t o m o d o 

( C a p . I I , § 1 2 B) s o n o 

¿ 1 / / , ^ (y ? y + uz) 
£ = 7 - r \ { y > z , y + v z ^ = if=—~—'T* I 121 v\y,*,y,*\ 

Q u i n d i £ è l i n e a r e i n u e p o r r e m o 

(5) 4 = t¡ + «C, ^ r j - i y z y ' ) , Ç = rjj— (yzz'). 
I «12 I I « 1 2 | 

D o n d e i l t e o r e m a d i C h a s l e s : II fascio dei piani iz tangenti lungo 
una generatrice g è proiettivo alla punteggiata dei punti P di con-
tatto. Questa proiettività definisce la generatrice g' infinitamente vicina 
alla g, perché si pud pensare come ottenuta proie ttando da g' coi 
piani TZ i punti P. 

L e Six — S£xu = . . . = 0 d a n n o : 

(6) 8r¡y = Sr¡z = S'Cy = S& = Sr¡yf = Sr¡'y = S& = S£z = 0 
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e l e 8xu = 8xv •— — o 1 2 d a n n o p o i 

(6) M, — Si]Z = S-qz = + sty = — SQy = a12. 

D a l l e ( 6 ) e ( 6 ) M s s i t r a e d e r i v a n d o : 

K 31] 

W = 5C»' - = - - n ^ T ( ¡ / » V ' ) -<9v I a 1 2 1 

D e r i v a n d o ( 4 ) s e n e d e d u c e 8y¡'z' = P o i c h é 

S^t, = % ' + w ' ) (V + = — a 2 2 

s i t r a e c h e — — é un polinomio di secondo grado nella u 
»12 

(7) 

d o v e : 

(7)» 

22 

^12 
= 2{a + 2 bu + cu0-) 

1 

c == 

2a 1 2  

1 

12 

2a S'Cz'. 
12 

COSÍ p u r e d a l l a 

»222 — (^^í/ %vv 6 v ) — 

(y' + «*') (t)" + «C") - (y" + «*") (t¡' + «O 

d e d u c i a m o c h e : 

(B) -£££. = A + 2Bu + Gu2, 
n

 1 1
 > ^12 
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( d o v e A n o n i n d i c a p i ù i l d i s c r i m i n a n t e d i F i h e d o v e : 

1_ 
zJ2 

(3) te. 

«12 

L'elemento lineare proiettivo é 

Fz _ (¿ + + Cu2)dv2 

F2~ ~Y du+ (a + 2¿w + ' 

D a l l a s e c o n d a d e l l e ( 1 ) d o v e o r a p 1 2 = 0 , s i t r a e 

( # 2 2 , , l ^ 1 2 ) ^ Í ^ O 1 ' J 5 ^2 5 ^ 1 2 ) 5 

o s s i a : 

d2x dx Sx S2x 
__ \ év¿ ' ' ' dudv ) __ (?/' + uz", z , ¡y', 2') 

P 2 2 ~ i r ^ ' 
\ ' Bu ' Ô© ' dwÔt; ) 

c h e è a n p o l i n o m i o 

(9) p22 = (P-C)u + (N-B) 

d i p r i m o g r a d o n e l l a u. E s s e n d o ( C a p . I I , § 1 6 A) 

_ _ d a 2 2 o 

s i d e d u c e : 

( 9 ) b i a * 2 2 = (P + G)u + {N + B). 

L a ( 1 ) d i v e n t a 

( 1) ter 2(a + 2bu + cu2)x12 — x22 + (A + 2Bu -f Cu2)z + p22x = 
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P o s t o a l s o l i t o 6 = l o g | a121 , i v a l o r i a t t u a l i d e i s i m b o l i d i 

C h r i s t o f f e l s o n o 

+ = _ d ' a ) + 2 ( 6 ' ~ ~ + ( c ' _ + 

+ 4 ( a + 2bu + cu¿) (b + cu), 

S v i l u p p a n d o e d e g u a g l i a n d o a z e r o i d é n t i c a m e n t e n e l l a u l a 

( I ) t í r , s i t r o v a q u i n d i : 

P + c' — 0 ' c = 0 ( c h e é 1' única c o n d i z i o n e d ' i n t e g r a b i l i t á ) 

y" = ( 6 ' - 26 )2 / ' + 2 « z ' + (N—B)y + ( a ' - o 6 ' + A)z , 

z" = — 2 C 2 / ' + ( 6 ' + 2 6 ) z ' - f - (2b'—2bd'+N+B)z + (c6'—c—C)y. 

S i i n t r o d u c e s i r a m e t r i a d e f i n e n d o u n a q u a n t i t á j c o n l a 

( 1 0 ) / = —N+ ac — 6 2 — 6 ' + 6 6 ' . 

E s i h a n n o c o s i le equazioni fondamentali per i punti y , z di 
due direttrici : 

y " = ( 6 ' — 2 6 ) 2 / ' + 2 az'+ ( — 6 ' + 6 6 ' + ac—62 — B—j)y + 
+ ( a — a 6 ' + A)z , 

( I I ) 

z " = — 2cy'+ ( 6 ' + 2 6 ) z ' + ( — c ' + c 6 ' — C)y + 
+ ( 6 ' — 6 6 ' + ac — 62 + B—j)z. 
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L e e q u a z i o n i ( 7 ) e ( 9 ) b i s m o s t r a n o c h e per r¡ e C valgono equa-
zioni che differiscono dalle precedenti soltanto nei segni di A , B , C: 

7 1 " = ( 0 ' _ 2 6 ) y ¡ ' + 2 a C ' + ( — & ' + 6 0 ' + a c — 6 2 + £ — : í ) y ¡ + 

+ ( a ' — a 6 ' — ¿ ) í , 

(11) Ms 
C" = — 2 0 ^ + ( 6 ' + 2b)'C+ (—c+c6A+ C)r¡ + 

+ (&'_ bV+ac — b2— B — 

TEOREMA FONDAMENTALE. 

Dalo V elemento lineare proiettivo (8)ter bastera quindi la cono-
scenza delta sola N, o della j, per determinare completamente la 
superficie. ( S i n o t i c h e 6 p a o a s s u m e r e v a l o r i a r b i t r a r i i a l v a r i a r e 

d e l f a t t o r e d i p r o p o r z i o n a l i t á d e l l e y, z). 

§ 32. — Deduzione diretta dei risultati precedenti 

e prime applicazioni. 

A) Nuova deduzione delle (11). 

P r i m a d i p r o s e g u i r é , v o g l i o m o s t r a r e c o m e s i p o s s a g i u n g e r e 

a i r i s u l t a t i d e l § p r e c e d e n t e i n m o d o d i r e t t o , i n d i p e n d e n t e c i o é d a l l a 

t e o r í a g e n e r a l e d e l l e s u p e r f i c i e . I I m é t o d o , d i c u i f a r e m o u s o , e 

d e l r e s t o a p p l i c a b i l e a c a s i p i ü g e n e r a l i n e g l i i p e r s p a z i . C o m e a l § 

p r e c e d e n t e , d e f i n i a m o l a r i g a t a R c o m e l u o g o d e l l e r e t t e c o n g i u n -

g e n t i p u n t i o m o l o g h i y e z d i d u e c u r v e Gv e C2 i n c o r r i s p o n -

d e n z a b i u n i v o c a , p u n t i l e c u i c o o r d í n a t e s o n o f u n z i o n i d i u n p a -

r á m e t r o v , s i c c h e i l p u n t o g e n e r i c o x d i B é d a t o d a l l a 

(1) x = y + uz. 
P o r r e m o 

(2) (yz dy dz) — co(a12dv)2, a) = + 1 

o s s i a , i n d i c a n d o c o n a p i c i d e r í v a t e r a p p o r t o a l i a v , 

(yzy'z) = cúav2
2 , co = sgn{yzy'z'), 
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e s u p p o n i a m o , c o m e é l e c i t o , a n c h e s g n a 1 2 = co. L e c o o r d i n a t e d e l l a 

g e n e r a t r i c e p d i R s o n o n e l l a s ó l i t a n o t a z i o n e 

( 3 ) p = {yz). 

L e c o o r d i n a t e £ d e l p i a n o t a n g e n t e a d R n e l p u n t o x s o n o 

{y, * , y') + u(y , z , z') 

o p p u r e , p o s t o 

v¡ — Kyzy'), C = Kyzz') , 

( 4 ) e = i) + « c . 

P e r d e t e r m i n a r e X i n m o d o i n d i p e ñ d e n t e d a l l a s c e l t a d e l p a -

r á m e t r o v , b a s t a p o r r e l a c o n d i z i o n e 

( y z ) = ± (7¡C). 

É ( I n t r o d u z i o n e § 1 E) 

(yzy' , yzz') = (yz) (yzy'z') , 

s i c c h e r i s u l t a s ú b i t o : 

X2(yzy'z') — + 1 = a. 

P r e n d e n d o p . e s . X 0 , r i s u l t a 

[y*y) r (y**) 
( 4 ) bis r¡ 

i | y*y¿ | ' y*y¿ I 

( 3 ) bis ( 7 ) 0 = c o ( í ^ ) . 

L ' e q u a z i o n e ( 3 ) b i s d à i l s i g n i f i c a t o g e o m é t r i c o . d e l s e g n o a) : Un 

verso scelto nella punteggiata p e il verso óorrispondente nel fascio 
dei piani tangenti sono associati nel senso delV introduzione § 1 O altor a 
e allora sottanto che íd = 1. 
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A c c a n t o a l i e p r e c e d e n t i , v a l g o n o l e formóle d u a l i 

í | ( # ' ) l ' í\(r¡m\ 
l2 (yi&l'O = (ú(a12dvj 

c h e i l l e t t o r e v e r i f i c h e r á f á c i l m e n t e . 

S o n o e v i d e n t i l e i d e n t i t á ( 6 ) e ( 6 ) 5 i s d e l § p r e c e d e n t e . D e r i -

v á n d o l e , s i v e d e s ú b i t o c h e s i p u ó p o r r e ( é 8 = l o g | a 1 2 1 ) 

6 — ¿ = - aib = ~ T 9' 

- + -2¿b * * + T 8 ' - ' + ^ - i h x ' r - T * ' 

C = - ~ S C V = SZz" = - j - . 
2 a í 2 2 a 1 2 2 a 1 2 

D a l l e ( 4 ) M , s i v e d e c h e s i h a a n c h e 

( 6 ) M . o = ( ^ V ' ) , 6 = 2 ^ 2 - W O — 6 ' = 

N o t i a m o p u r é 1 ' i d e n t i t á 

4 a 1 2
2 ( a c — í>2) = 

O r a d a l l e ( 4 ) b i s s i h a 

1 

áfz'íj' SzX 
= 8(y'z'){yj'C). 

1 1 2 2 
( F 2 / " ) + ( s ^ V ) - e W ) , + ( » / « ' ) -

i 

12 
- ( y ' V ) ( 2 / 2 ? / V ) + P , 
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d o v e P s o d d i s f a a l i a SP(y'z') = 0 , s i c c h é 

(6)ter ac-b*= ^ ^ A ' W W ' ) . 

D e f i n i a m o l e A , B , G d a l l e ( 8 ) b i s d e l § p r e c e d e n t e e p o n i a m o 

(7) j = — S(yX" - y'"C-H' + '̂-ÍU - 3(ac - 62). 

( S i v e d r á f r a p o c o c h e c i ó c o i n c i d e c o l v a l o r e d i j d e f i n i t o 

d a l l a ( 1 0 ) d e l § p r e c e d e n t e ) . I I l e t t o r e s t a b i l i r á f á c i l m e n t e l e f o r m o l e 

A = 

(8) B = 

C = 

2 a 1 2
2 

4 a 1 2
a 

— {yzyy'")+Z{yyz'y") + 36 '{yzy'y") 

- {yzy'z'") - (yzz'y'") + B(yy'z'z") + 

+ S(zy'z'y") + m'(yzy'z") + 3b'(yzz'y") 

2 « 1 2 2 

:1 = 4-n 2 
12 

— ( y z z V " ) + 3 ( « y W ) + 3 6 ' ( ? / z z V ' ) 

+ ( S S W ' ) + 2 ( Í / Z 2 / " Z " ) + 6 ' (2 /ZZ'2 /") - V{yzy'z") - 3<»(yzy"z")(y'z'y"z") 

+ i - ( 0 " - 6 ' 2 ) . 

c h e e s p r i m o n o l e A , B , G , j m e d i a n t e s o l é c o o r d í n a t e d i p u n t o . 

I p u n t i y, z , y , z e s s e n d o l i n e a r m e n t e i n d i p e n d e n t i , v a l g o n o 

e q u a z i o n i d e l l a f o r m a 

y" = Vn y + v^ * + ffn y + ? i a z > 

= P 2 1 Í / ' + ^ 2 2 * ' + ?21?y + Q22 Z ' 

M o l t i p i i c a n d o c o n r¡ e C e c o n f r o n t a n d o c o n l e ( 6 ) , e c o n 
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l e ( 6 ) e ( 6 ) b i s d e l § p r e c e d e n t e , s i t r o v a 

2 a ] 2 a = al2p12 , 2 a 1 2 6 — = — a } 2 V n -> 

2a 12b + a J 2 0 ' -- al2pvl , 2 a 1 2 c = — 0 1 2 p 2 1 > 

o s s i a 

p n = —26 + 0', Ví2 = 2a , p21 = - 2 c , Pj8S = 2b + 0'. 

M o l t i p l i c a n d o i n v e c e c o n r¡' e C s i d e d u c e 

Syfy11 = — 2aí2apxl — 2a12bpí2 — ai2q12 = — a l 2 ( 2 a 0 ' + ql2) , 

S C V = — 2 a 1 2 6 p n — 2 a 1 2 c p 1 2 + a 1 2 £ n = 

= a 1 2 ( 4 6 2 — 4 a c — 2 6 0 ' + g A 1 ) , 

Sr¡'z" = — 2a12ap21 — 2a12bp22 — a12g22 = 

= — a 1 2 ( 4 6 2 — 4 a c + 2 6 0 ' + q22) , 

S'£z" = —2 anbp2l — 2 a12cp22 + a12q21 = a12(— 2c0' + }21). 

O r a d e r i v a n d o l e ( 7 ) b i s d e l § 1 e t e n e n d o c o n t o d e l l e ( 8 ) b i g 

d e l § 1 e d e l l a ( 7 ) s i t r o v a 

W = — ai2{af+ aV + A), 

Sí!y" = —a12(b' + 60' + 3ac — 362 + B + j), 

S T J V = —al2(br
 + 6 0 ' — 3ac - f 3 6 2 + B — j), 

S£z" = — a12(c + c 0 ' + C) , 

s i c c h é 

qu = —b' + bV + ac — b2 — B — j , q12 = a'— a& + A , 

q2l = — c' + c6' — O , q22= b' — bW + ac — b2 + B — j. 

E c c o r i t r o v a t e , c o n u n p r o c e d i m e n t o p i ü s e m p l i c e , l e e q u a z i o n i 

f o n d a m e n t a l i ( 1 1 ) . N e l l o s t e s s o m o d o s i p o s s o n o v e r i f i c a r e l e ( 3 ) . 
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B) Applicazione alla quadrica di Lie. 

S a p p i a m o d a l C a p . I I I § 2 1 D c h e la quadrica di Lie di una 
rigaia è il suo iperboloide oscuiatore ; l o s i i n d i c h e r à n e l s e g u i t o 

c o u l a l e t t e r a H. Per un valore fisso di v , il piano potare del punto 

C i ó s i v e d e q u a s i i m m e d i a t a m e n t e d a l. c. N e v o g l i a m o d a r e q u i 

u n ' a l t r a d i m o s t r a z i o n e . I n p r i m o l u o g o , s i v e d e d a l l e ( 6 ) e ( 6 ) M 

d e l § 3 1 c h e l a c o n d i z i o n e ď i n c i d e n z a 

s(pi y + p2* + v + a2z') (pî i + p2 £ + V + s') = o 

ě s i m m e t r i c a i n px, p 2 , a±, o 2 e p x , p 2 , , o 2 , s e n z a e s s e r e 

s o d d i s f a t t a i d é n t i c a m e n t e p e r p x = e c c . , s i c c h ě l a c o r r e l a z i o n e 

d e f i n i t a d a l l e ( 9 ) e ( 9 ) b i 8 ě p r o p r i o u n a p o l a r i t a r i s p e t t o a d u n a 

q u a d r i c a H . M a d i p i ü s i h a p e r l e ( 1 1 ) d e l § 3 1 

v = (y*), v = (y¿) — (?yf), 

(10) P"=(yz") - (zy") + 2(y'z) = - 2 c ( y y f ) + 

+ (6' +2b)(yzf) - (6' - 2b)(zyT) - 2a(zz') + 2(ac- b*-j)(yz) +2(y'z'). 

O r a d a l l a ( 3 ) bis § 3 2 e ( 1 1 ) b i s § 3 1 s i v e d e c h e s í m i l m e n t e 

COP = (YJC) , < o p ' = « ) — ( t y ) , 

c o p " - - 2c(r¡r¡') + ( 6 ' + 26) « ) - ( 8 ' — 2b) (ty) - 2a(CC) + 

s i c c h é o g n i r e t t a l i n e a r m e n t e d i p e n d e n t e d a p , p', p " é p o l a r e d i 

s é s t e s s a r i s p e t t o a d í f , c . d . d . ( L o s t e s s o s i p u ó f a r v e d e r e , c o n 

l a s t e s s a f a c i l i t a , d e l l e g e n e r a t r i c i d e l s e c o n d o s i s t e m a d i H , c f r . § 3 4 ) . 

p i y + Hz + a i y' + zi* 

( 9 ) bis p x 7 ¡ + p 2 c + a ^ ' + o 2 Ç \ 

+ 2 ( a c — 6 2 — / ) (Y¡C) + 2 ( r j / £ / ) , 
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L a d i m o s t r a z i o n e p r e c e d e n t e c i p e r m e t t e d i p r o v a r e p e r u n ' a l t r a 

v i a i l t e o r e m a d e l C a p . I I I , § 2 1 D c h e , in un punto x di una 
superficie qualunque, la quadrica di Lie è V iperboloide osculatore di 
ciascuna rigata asintotica (cioè di ognuna delle 2 rigate generate dalle 
tangenti asintotiche d'un sistema lungo la curva asintotica delValtro 
sistema). P e r c h i a r e z z a s i s u p p o n g a 8 r i f e r i t a a l i e a s i n t o t i c h e . U n a 

d e l l e r i g a t e d e l t e o r e m a è g e n e r a t a d a l l a r e t t a l u o g o d e l p u n t o 

xu + t x , d a n d o a u v a l o r e c o s t a n t e . S i v e d e s u b i t o c h e , s e £ è i l 

p i a n o t a n g e n t e a d 8 , a l l o r a : 

Bi*{*u + tx) = S£{xu + tx) = 8{lu + ti)9 (xu + tx)= 0 , 

c o s i c c h è i l p i a n o t a n g e n t e a l i a r i g a t a n e l p u n t o xu + tx è £ w + 

O r a è (xxu) = [ c f r . C a p . I I , § 1 9 ( Y ) ] , s i o c h è l a n o s t r a s c e l t a 

d e l f a t t o r e d e l l e c o o r d í n a t e d e l p i a n o t a n g e n t e è d ' a c c o r d o c o n 

l a ( 3 ) b l 8 d e l § p r e s e n t e . I I p i a n o p o l a r e d e l p u n t o 

pxx + p2xu + cxxv + 32Xuü 

r i s p e t t o a l P i p e r b o l o i d e o s c u l a t o r e c o i n c i d e q u i n d i c o l p i a n o p o l a r e 

P l f i + P2^u + O l 5 , + <*2t»v 

d a l l o s t e s s o p u n t o r i s p e t t o a l i a q u a d r i c a d i L i e , c . d. d. 

§ 33. — Orientazione delle generatrici; 

espressioni intrinseche. 

For mole relative al cambiamento di variabili. 

L e q u a n t i t á a,b,c,A,B,C}j p r e c e d e n t e m e n t e d e f i n i t e 

s o n o e v i d e n t e m e n t e i n v a r i a n t i p e r s o s t i t u z i o n i u n i m o d u l a r i . O c c o r r e 

t r o v a r e d e l l e e s p r e s s i o n i c h e s i a n o d i p i ü i n d i p e n d e n t i d a l l a s c e l t a 

p a r t i c o l a r e d e l l e u , v ( i n t r i n s e c h e ) e d i n v a r i a n t i p e r s o s t i t u z i o n i 

m o l t i p l i c a t i v e . M a b i s o g n a t e n e r p r e s e n t e c h e n o i q u i n o n í a c c i a m o 

u s o d i c o o r d i n a t e c u r v i l i n e e u , v q u a l u n q u e , m a s o l t a n t o t a l i c h e s i a 

x = y + uz 

FUBINI e ¿ECH, Lexioni di Geometría proiettivo-differenxiale. 13 
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i p u n t i y e z n o n d i p e n d e n d o c h e d a v. L a t r a s f o r m a z i o n e p i ü g e -

n e r a l e c h e n o n c a m b i a t a l e i p o t e s i é 

( 1 ) u = ü , v = V , x = p ( X x + , 

J f^i Í ) (^2> ^ Í P e s s e n d o f u n z i o n i d i v t a l i c h e 

p F ^ - X ^ ^ O . 

N e l l a t e o r í a d e l l e s u p e r f i c i e g e n e r a l i a b b i a m o c h i a m a t a i n t r í n -

s e c a u n ' e s p r e s s i o n e i l c u i v a l o r e n o n c a m b i a m u t a n d o l e u , v m a 

non alterando il fattore di x . C o r r i s p o n d e n t e m e n t e d o v r e m m o q u i 

c h i a m a r e i n t r í n s e c a o g n i e s p r e s s i o n e c h e n o n v a r i a p o n e n d o 

= X 2 + ¡JL2 W , v = V , x = x. 

M a q u i t r o v i a m o p i ü o p p o r t u n o , c h i a m a r e intrínseca s o l t a n t o o g n i 

e s p r e s s i o n e c h e n o n v a r i a p o n e n d o 

K1 + \llU 

P e r u n ' e s p r e s s i o n e i n t r í n s e c a nel senso ora prccisato P e s a m e 

d e l c o m p o r t a m e n t o p e r s o s t i t u z i o n e m o l t i p l i c a t i v a s i r i d u c e a c e r -

c a r e c o m e e s s a s i t r a s f o r m i p o n e n d o 

( 3 ) u = u , v = v9 x— px. 

L e t r a s f o r m a z i o n i ( 2 ) s o n o d i d u e s p e c i e ; q u e l l e d i prima 
specie p e r c u i X 1 ¡x2 — X 2 \ix = 1 e q u e l l e d i seconda p e r c u i 

— = — 1 - U n a e s p r e s s i o n e c h e n o n v a r i a p e r q u e l l e d i 

p r i m a s p e c i e e c a m b i a i n v e c e d i s e g n o s e X x ¡JL2 — — 1 > s * 

d i r á impropriamente intrinseca. G e o m é t r i c a m e n t e , e s s e n d o 

Su X j [ i 2 — X 2 [iq 

du ( X x + t ^ i ^ ) 2 

l e t r a s f o r m a z i o n i ( 2 ) d i s e c o n d a s p e c i e c a m b i a n o i l verso positivo 
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sulle generalrici, s e s i c h i a m a v e r s o p o s i t i v o q u e l l o d i u c r e s c e n t e . 

I I l e t t o r e v e r i f i c h i , e s e g u e n d o l a t r a s f o r m a z i o n e ( 2 ) n e l l a ( 7 ) d e l 

§ 3 2 c h e la quantila —iy é intrínseca. N e d a r e m o a l § s e g u e n t e 
n 2 

u n a d i m o s t r a z i o n e p i ü f a c i l e . 

A n c h e 1' equazione A + 2Bu + Cu2
 = 0 é i n t r í n s e c a , a n z i i n -

t r í n s e c a e d i n v a r i a n t e . I n f a t t i , n o i s a p p i a m o d a l l a t e o r í a g e n e r a l e 

c h e l ' e s p r e s s i o n e ( 8 ) t e r d e l § 3 1 ( e l e m e n t o l i n e a r e ) n o n c a m b i a a f -

f a t t o p e r l a ( 1 ) . I due punti sopra ogni gencratrice per cui A + 2 B u - f -

-f- Cu2 = 0 sono i 'punti flecnodali delta generalrice; al variare di v 
essi descrivono le due curve flecnodali d i R. C i ó s a p p i a m o g i ä d a l 

C a p . I I § 1 6 i ? ; u n ' a l t r a d i m o s t r a z i o n e s a r ä d a t a a l § 3 7 . 

P e r v e d e r e c o m e s i t r a s f o r m a F e s p r e s s i o n e A + 2 B u + Cu2  

p e r l a s o s t i t u z i o n e g e n e r a l e ( 1 ) , s i p u o ( F . ) f a r u s o d e l F i n v a r i a n z a 

d e l F e l e m e n t o l i n e a r e p r o i e t t i v o . 

D a ( 1 ) s i h a 

d u = + ( ? d v = V d ~ ^ 

d o v e n o n i m p o r t a p r e c i s a r e i l v a l o r e d i (. . . ) . S e n e d e d u c e t o s t o : 

1 (A + 2 Bu + Cu2)dv2 __ 
2 du + (a + 2bu + cu2)dv 

V'2 [A(\1+p1u)2+2B(\1 + M (X2 + fatt) +C(\2+p2u)2]dv2 

2 ( X 1 ( i 2 - X 2 ¡ l i ) d u + ( . . .)dv ' 

s i c c h é 

( 4 ) A+ 2 Bu + Gu2 = 

+ 1 X 1 ^+2£(Xl+1X1 ^ + h + C ( k 2 + ^ *)2} 

D ' a l t r a p a r t e , d a l C a p . I I s a p p i a m o c h e e i n v i r t ü d i ( 1 ) 

F2 = pKK + ^u)2f2 , 

e d , e s s e n d o 

F2 = 2 a12dudv + a22dv2 = 
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= 2 a , a V'du dv + (.. 

s a r a : 

( 5 ) « 1 2 = F ' p ^ X i ¡ i 2 — X a i 4 ) a 1 2 , 

s i c c h é : 

(4)bl. -J— (I + 2BÜ + OK2) = 
a i a 

o s s i a : 

( 4 ) t e r * ( J + 2 B S + S 5 « ) « 
a i 2 2 

= + . + 2 B u + O u « ) . 

L ' a s p e t t o d e l l a formóla a c u i s i é a r r i v a t i r e n d e s p o n t a n e a 

T i d e a d ' i n t r o d u r r e c o o r d i n a t e o m o g e n e e s u l l a g e n e r a t r i c e p o n e n d o 

u = t2 : t x . P o i c h é 

, ^a + w 1 » -
x — y-\-uz=y-\— z = — x = 

+ t ^ i w + l ^ i u ) 

= n * ( y + ^ g ) , 

p ^ l + ^ l « ) 

é i n v i r t u d i ( 1 ) 

( 6 ) ^ = + X 2 z ) , 5" = + t ¿ 2 z ) . 

P o s t o a l s o l i t o { y z ) , é P = P 2 P ; l e s o s t i t u z i o n i ( 2 ) d i 

p r i m a s p e c i e n o n c a m b i a n o d u n q u e i l f a t t o r e d e l l e c o o r d i n a t e d e l l e 

g e n e r a t r i c i . 
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P e r d e f i n i r e c o m e s i t r a s f o r m a n o t x , ¿ 2 , é n a t u r a l e p o r r e l a 

c o n d i z i o n e 

t[y + t¡z= p (t¡y + t2z). 

S e n e d e d u c e s ú b i t o : 

( 6 ) M - tx = \lt1 + t2 , í2 = X 2 tx + \L2 t2. 

P o n e n d o n e l l a ( 4 ) b I g u = , e s s a s i s c r i v e o r a s e m p l i c e -
h 

m e n t e : 

( 4 ) quater {At\ + 2Btxt% + Ct¡) = 
» 1 2 

«13* 

I n p a r t i c o l a r e , p o s t o p = 1 , X ^ — X 2 ^ = + 1 , s i v e d e c h e 

la forma quadratica 

( 7 ) - L . + 2 2 » ^ + O Í D = / ( M = / ( í ) 
12 \ ?2 / 

é impropriamente intrínseca, v a l e a d i r é , m u t a n d o i l p a r a m e t r o v, 
e d e s e g u e n d o l a ( 6 ) b i B i n c u i (X 2 ¡J^ — X 2 ¡JI^)2 == 1 , e s s a n o n c a m b i a 

o p p u r e c a m b i a d i s e g n o s e c o n d o c h e \ ¡ ^ — X 2 \Lx = 1 o p p u r e 

X ^ — X ^ — — 1 . Q u e s t a p r o p o s i z i o n e é e s s e n z i a l e n e l l a n o s t r a 

t e o r í a d e l l e r i g a t e . A l § p r o s s i m o s e n e v e d r á u n ' a l t r a d i m o s t r a -

z i o n e . L o s t u d i o d e l l a f o r m a i n t r í n s e c a f(t) e d i j : a 1 2
2 s a r á e s e -

g u i t o a l § 3 5 . 



198 CAPITOLO QUARTO [§ 32, B] 

§ 34 — Linee asintotiche, la forma bilineare intrínseca. 

A) Linee asintotiche. 

L e g e n e r a t r i c i v = c o s t a n t e d i u n a r i g a t a f o r m a n o u n s i s t e m a 

d i c u r v e a s i n t o t i c h e . P e r b r e v i t ä , i n d i c h e r e m o i n q u e s t o C a p i t o l o , 

c o l t e r m i n e a s i n t o t i c h e q u e l l e d e l P a l t r o s i s t e m a ( * ) , d a t e d a l P e -

q u a z i o n e d i f f e r e n z i a l e 2a12du -\-a22dv — 0 o s s i a 

(1) ^ + a+2bu + cu* = 0. ' dv 

L ' e q u a z i o n e ( 1 ) h a l a f o r m a d i R i c c a t i , e d i l s u o i n t e g r a l e 

h a q u i n d i l a f o r m a 

u _ + 1 ^ 2 a
 a c o s t a i l t e a r b i t r a r i a . 

S e g u e i l t e o r e m a d i S e r r e t , c h e le asintotiche segnano sulle 
generatrici punteggiate proiettive. P o s t o 

X 2 + [¿2 U a — — , 

i l p u n t o y u z d e s c r i v e u n ' a s i n t o t i c a s e w é c o s t a n t e . C e r c h i a m o 

l a c o r r i s p o n d e n t e t r a s f o r m a z i o n e d e l l e c o o r d i n a t e o m o g e n e e t 1 , t 2 . 

P o s t o u = t2\t1, l a ( 1 ) d i v e n t a 

t¡ t1 — t[t2 + at\ + 2 bt112 + ctl = 0 

c h e , i n t r o d u c e n d o u n n u o v o p a r a m e t r o a , p o s s o s c r i v e r e n e l l a 

f o r m a : 

t\ = (6 + 0)^ + ^2, = — atx -f- (— b -f- o)t2. 

(*) Con ció non escludiamo il caso che R sia una quadrica. 
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P o s t o 

¿2 = X j í j + [ i j t2 y t2 — X 2 tl + M 2 > 

i l p r e c e d e n t e s i s t e m a d e v e e s s e r e s o d d i s f a t t o d a n d o a i l e t v a l o r i 

c o s t a n t i q u a l u n q u e , s i c c h è X x , X 2 e ( ¿ 1 , ¡ i 2 n e s o n o d u e s o l u z i o n i 

p a r t i c o l a r i . S u p p o s t o p = 1 , d e v e e s s e r e s e c o n d o l e n o s t r e c o n v e n -

z i o n i Xi f i 2 — X 2 \Lx = 1 = c o s t a n t e . S e n e d e d u c e s u b i t o o .-= 0 , 

c o s i c c h è : 

(2) t[ = bti + ct2, t¡ = — atx — bt2. 

Se R è riferita aile asintotiche, è a =b =c = 0. Se R non è 
r i f e r i t a a i l e a s i n t o t i c h e , v i s i p u ô a r r i v a r e c a m b i a n d o i l p a r á m e t r o 

c o l p o r r e 

e p i ù p r e c i s a m e n t e 

(3) tx = \xtx + ^ t2, t2 = X2 tx + ¡x212 

s e n z a c a m b i a r e v e i l f a t t o r e d e l l e x\ d o v e X x , X 2 e ¡jlx , [ i 2 s o n o 

d u e s o l u z i o n i d e l s i s t e m a l i n e a r e ( 2 ) s c e l t e i n m o d o c h e s i a 

( 3 ) b i a X ^ a — X 2 [ i 1 = l . 

S e c o n d o i l § p r e c e d e n t e , s a r à p o i 

( 3 ) ter y = * V-oZ-

S i c o n s i d e r i n o q u i v , t x , t2 c o m e v a r i a b i l i i n d i p e n d e n t i ; l e 

d e r í v a t e p a r z i a l i d i tx e t2 r a p p o r t o a v s o n o d a t e d a ( 2 ) . E s s e n d o 

hy + hz = hV+ hzi 

s i h a q u i n d i d e r i v a n d o r a p p o r t o a l l a v s o t t o l e i p o t e s i f a t t e 

(4) txy +t2z = txy -\-l2z, 
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d o v e a b b i a m o p o s t o 

(5) y = y' + by — az, ¿ = z'+cy — bz 

I n t r o d a c e n d o l e y , z , l e e q u a z i o n i ( l l ) d e l § 3 1 a s s u m o n o 

l a f o r m a p i ü p e r s p i c u a 

y = — by + az + y, z = — cD + bz + z > 

(6) y = — (B -\-j)y + Az-{- (6' — b)y + a 'z, 

¿' = -Gy + (B—j)z-cy + (6' + b)z . 

C o r r e l a t i v a m e n t e , p o s t o 

( 5 ) b I . * í = V + bri - a C , C = C + c r ¡ - b Z , 

s i h a : 

r¡' = — + + ^ C' = — ct ] + 6 C + C > 

( 6 ) MS V = • - 7)7] - AC+ ( 0 ' - 6)7¡ + a C , 

C = - Cr¡ — (B + ;)C — ct¡ + (8'+6)C . 

A l i e ( 6 ) e ( 6 ) b i 8 s i a s s o c i a n o l e formóle s e g u e n t i c h e s e g u o n o 

s ú b i t o d a l § 3 1 

8yr¡ = 0 , S y C = 0 , S z y j = 0 , & C = 0 , 

^ Syr¡ = 0 , Sy£=— a l 2 , £ z y ¡ = a 1 2 , fi¿C = 0 , 

Syr¡= 0, Sy(=a12, Szr¡=—a12, Szt = 0, 
= 0 , = 0 , = 0 , Szt = 0 . 

N o t i a m o p u r é q u i l e f o r m ó l e 

(6) quater (¡W* ) = ) = 

c h e s i h a n n o s ú b i t o d a l l e ( 4 ) § 3 1 e ( 5 ) § 3 2 e l e formóle 

( r j C ) = < » ( y z ) , ( r ¡y ) = — < o ( y y ) , (CC) co(zz) 

( 6 ) qulnquies 

( t ) C ) = — ( o ( z ¡ / ) , (CY) = — < o ( ¡ ¿ ) , (T^C) = i o ( y z ) . 
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Q u e s t e u l t i m e s i p o s s o n o d e d u r r e f á c i l m e n t e d a l l e ( 6 ) l e r e 

( 6 ) q a a t e r - e s . , e s s e n d o 

S-qy = 8-r¡y = 8f¡y = Sr¡y — 0, 

Cri) = Hyy) • 

(7¡V¡CC) = — ( r i ^ t ) = — 

(rj^CC) =\S(yy) (K) = X 

s i c c h è X = — <0, e c c . 

O r a 

Syt 0 o 1 2 

Syt 
= X 

0 o 1 2 

SyZ Syt — a J 2 0 
= X a 1 2

2 , 

C o n t i n u a n d o a c o n s i d e r a r e v, t ¡ , t2 c o m e v a r i a b i l i i n d i p e n -

d e n t i , d e r i v i a m o 1' i d e n t i t á ( 4 ) r a p p o r t o a l i a v. P e r l e ( 6 ) s i o t t i e n e -

— (B+fíy + Az + Q'y + h — Cy + {B — j)z + Vz 

(.B + j)y+Az + Vy + 

+ <2 — Cy+ (B-j)z + Vz' 

e q u i n d i p e r l a ( 4 ) s t e s s a 

= U 

+ h 

+ h 

— {B + j)y+Az 

— (B + j)y + Az 

C o r r e l a t i v a m e n t e 

h \[B-j)ti-AÍ + <2 [CTJ- (B-j)Z 

(B-J)Ï-ÂÏ 

-Cy+(B—j)z 

- C y + {B-T)z 

= U 
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Q u e s t e e q u a z i o n i v a l g o n o a n c h e s e n z a P i p o t e s i c h e i c o e f -

ficient! d é l i a s o s t i t u z i o n e ( 3 ) s i a n o s o l u z i o n i d i ( 2 ) , p u r c h è s i a 

Xj[jig — X 2 ( i 1 = l . I n f a t t i , 8 e s s e n d o u n a t a l e s o s t i t u z i o n e , è 

c h i a r o c h e s i p o s s o n o t r o v a r e d u e s o s t i t u z i o n i S2 d é l i a s t e s s a 

f o r m a e c o n c o f f i c i e n t i s o d d i s f a c e n t i a l l a ( 2 ) e t a l i c h e S s i a i l 

p r o d o t t o d i Sx e d e l P i n v e r s a d i S2. P a r t e n d o d a ( 4 ) , l o s t e s s o 

s i p u ô d i r e p e r l a : 

hv + hz = h y + hz 

B) La forma bilineare fondamentale. 

I n d i c a n d o c o n T 1 , T2 e z l t T 2 r i s p . a l t r i v a l o r i d i t x , t2 e t v t 2 , 

l a f o r m a b i l i n e a r e 

S (h y +t2i)\x1 (B-ftn-AZ + *2 Cr¡-(B + j)t; 

n o n c a m b i a p e r l a s o s t i t u z i o n e 

h = ^ 1 * 1 + h> = T i + l 1 ] t 2 

t 2 = X2 + 1̂ 2 2̂ ' T2 = ^2 T 1 + 1*2 T2 

P e r l e ( 6 ) t e r l a f o r m a b i l i n e a r e s c r i t t a s o p r a e 

«12 + (B + 97**2 +(B—iy**l + Ct2*2 

P i l i p r e c i s a m e n t e , s i t r o v a c h e la forma bilineare 

V) f(h ^ 
(¿2 ' T2 ) ^ ' a \2 

Atx B(tx T2 + t2 zx) + Ct2 T2 + 

+ Htl*2 — t2*l) 

è impropriamente intrinseca. P e r c i ó c h e a b b i a m o p r o v a t o , b a s t a 

d i m o s t r a r e c h e : I o e s s a n o n c a m b i a i n t r o d u c e n d o u n n u o v o p a r a -
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m e t r o v a l p o s t o d i v, 2 o e s s a c a m b i a d i s e g n o p e r l a s o s t i t u z i o n e 

¿I = — ¿J > t2 ~ h c h e e q u i v a l e a l i a y = — y> z = z , r¡= — Y¡ > 

£ = C * « 1 2 = — a u 5 ö c i ó s i v e d e s u b i t o d a l l e ( 6 ) b i s e ( 8 ) b ] S d e l § 3 1 

•e ( 7 ) d e l § 3 2 . 

D i r e c h e / (¿ , T) é i m p r o p r i a m e n t e i n t r í n s e c a , e q u i v a l e e v i d e n -j 
t e m e n t e a d i r e c h e — ^ é i n t r í n s e c a e c h e l a f o r m a q u a d r a t i c a 

ß 12 

/ ( / ) é i m p r o p r i a m e n t e i n t r í n s e c a , i l c h e a b b i a m o v i s t o , p e r t u t -

t ' a l t r a v i a , a l § p r e c e d e n t e . 

E s p o n t a n e a l a d o m a n d a : quale é il signifícalo geométrico della 
proiettimtä definita sopra ogni generatrice dalla relazione bilineare 

L a r e l a z i o n e f(t7 t ) = 0 è i n t r í n s e c a , m a n o n i n v a r i a n t e ; e 

« q u i n d i n o n s i p u ô c a r a t t e r i z z a r e c o n e l e m e n t ó d i p e n d e n t i s o l t a n t o 

d a l l a r i g a t a i ? , m a o c c o r r e a n c h e t e n e r c o n t o d e l f a t t o r e s c e l t o 

p e r l e c o o r d i n a t e p = ( y z ) d e l l a g e n e r a t r i c e . P e r i n t e r p r e t a r e 

g e o m é t r i c a m e n t e i l f a t t o r e d e l l e p , s i p u ô c o n s i d e r a r e i l c o m p l e s s o 

du 
l i n e a r e d i c o o r d i n a t e p' = . Q u e s t o c o m p l e s s o ( v a r i a b i l e a l v a -

r i a r e d i v) c o n t i e n e e v i d e n t e m e n t e l a c o n g r u e n z a l i n e a r e s p e c i a l e 

d e l l e t a n g e n t i d i R n e i p u n t i d e l l a g e n e r a t r i c e c o r r i s p o n d e n t e . 

V i c e v e r s a s e f a c c i a m o p a s s a r e , p e r o g n i v a l o r e d i v , u n c o m p l e s s o 

l i n e a r e ( n o n s p e c i a l e ) p e r l a c o n g r u e n z a l i n e a r e d e l l e t a n g e n t i d i 

R n e i p u n t i d e l l a g e n e r a t r i c e c o r r i s p o n d e n t e , s i p u ô s c e g l i e r e i l 

f a t t o r e d i p i n m o d o c h e i l c o m p l e s s s o s c e l t o a b b i a p e r c o o r d i n a t e 

l e p \ i l c h e d e l r e s t o n o n d e t e r m i n a p c h e a m e n o d i u n f a t t o r e 

n u m é r i c o . I I c o m p l e s s o p' c o n t i e n e e v i d e n t e m e n t e t u t t e l e g e n e r a t r i c i 

d e l s e c o n d o s i s t e m a d i H ( t a n g e n t i a s i n t o t i c h e d i R) c o n v e n e n d o 

c h i a m a r e p r i m o s i s t e m a d i g e n e r a t r i c i d i H q u e l l o c u i a p p a r t i e n e 

l a g e n e r a t r i c e c o r r i s p o n d e n t e p d i R . I n v e c e d u e s o l e g e n e r a t r i c i 

d e l p r i m o s i s t e m a d i H a p p a r t e n g o n o a l c o m p l e s s o p \ c i o è p e d 

u n a l t r a g e n e r a t r i c e q . D i c o c h e 

L a r e t t a q e s s e n d o i n t r í n s e c a [ c f r . ( 4 ) ] , s i p u ö s u p p o r r e R 

r i f e r i t a a l i e a s i n t o t i c h e . A l l o r a q = (y'z') e p e r l e ( 1 0 ) d e l § 3 2 : 

f ( t , z) =0? 

(8) 

(9) 2 q =p" — &p' + 2jp 
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s i c c h è q s t a s u H. D ' a l t r a p a r t e è 

Sqpf=S(y'z')[(yz')-(zy')\== 0, 

c . <2. á . O s s e r v i a m o c h e 1' e q u a z i o n e ( 9 ) v a l e e v i d e n t e m e n t e a n c h e * 

s e R n o n ô r i f e r i t a a i l e a s i n t o t i c h e . 

C o n s i d e r a n d o l a r e t t a q c o m e i m m a g i n e d e l f a t t o r e d e l l e py 

s i a r r i v a f a c i m e n t e a l s i g n i f i c a t o g e o m e t r i c o d é l i a p r o i e t t i v i t à 

f z) = 0. 8i consideri la rigata S generata da q ; fissato v, si 
costruisca il piano tangente di E nel punto y +1 2 z ; nel punto 
d* intersezione di questo piano con la retta q, si costruisca il piano 
tangente di S ; V intersezione di quesí ultimo piano con la retta p 
è il punto t1y+T2z corrispondente a t^y + ^z nella proiettività 
f ( t , t ) = 0 . 

I n f a t t i F i n t e r s e z i o n e d e l p r i m o p i a n o d e l P e n u n c i a t o c o n q 

e s s e n d o e v i d e n t e m e n t e tx y + t2 z , l e ( 6 ) m o s t r a n o c h e l ' i n t e r s e -

z i o n e d e l s e c o n d o p i a n o d e i r e n u n c i a t o c o n p ô 

h [— (B + j)y + Az\ + t2]-Cy + (B—j)z 
O r a 

I -(B + j)h-Ct2 

I + — î)h = / (£ , T), C. d . d. 

L a q u a n t i t ä e s s e n d o i n t r í n s e c a , p e r v e d e r e c o m e s i t r a -
a v ¿ i 

s f o r m a p e r l a s o s t i t u z i o n e g e n e r a l e ( 1 ) d e l § 3 , b a s t a e s a m i n a r e 

P e f f e t t o d e l l a ( 3 ) d e l § 3 3 . L a ( 7 ) d e l § 3 2 m o s t r a s u b i t o ( s i p u 6 

p e r s e m p l i c i t ä s u p p o r r e a = c = 6 = 0 ) c h e é 

(j \tt r  
— J + Ö y j s e u — u, v =v, x = p x. 

G) Congruenza flecnodale. 

L a c o n g r u e n z a g e n e r a t a d a l l e g e n e r a t r i c i d e l p r i m o s i s t e m a 

d e l l e q u a d r i c h e o s c u l a t r i c i H s i c h i à m a l a congruenza flecnodale 
d i R \ u n a r i g a t a q u a l u n q u e d e l l a c o n g r u e n z a flecnodale s i p u o 
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s c e g l i e r e c o m e l a r i g a t a d e l l e r e t t e q d i s p o n e n d o d e l f a t t o r e a r b i t r a r i o 

d e l l e p . I n p a r t i c o l a r e p o s s i a m o s c e g l i e r e i l f a t t o r e p i n m o d o c h e 

q d e s c r i v a u n a s v i l u p p a b i l e d é l i a c o n g r u e n z a flecnodale, p e r i l 

c h e o c c o r r e e b a s t a c h e l a p r o i e t t i v i t à f(t,x) = 0 s i a d e g e n e r e , 

o s s i a c h e s i a s o d d i s f a t t a l a c o n d i z i o n e 

ÂC— (B + l) (5 — 7) = ÂC — B2 +J2 = 0; 

d a l l a ( 1 0 ) e d a l l a ( 4 ) d e l § p r e c e d e n t e s i h a 

< i i ) ( i y - ( i y + j ± 1 1 & - A 0 = o . 

L e t a n g e n t i a s i n t o t i c h e n e i p u n t i flecnodali s i c h i a m a n o 

tangenti flecnodali d i B e l e r i g a t e c h e e s s e g e n e r a n o s i d i c o n o 

trasformate flecnodali d i B. I p u n t i d o p p i d e l l e p r o i e t t i v i t à f (t ,z) = 0 

s o n o i p u n t i flecnodali; a p p l i c a n d o q u e s t ' o s s e r v a z i o n e a i l e p r o i e t -

t i v i t à / = 0 d e g e n e r i , s i a r r i v a a l l a p r o p o s i z i o n e d i W i l c z y n s k i 

che le due trasformate flecnodali di R sono le due falde focali délia 
congruenza flecnodale di R . D a c i ô a p p u n t o i l t e r m i n e d i c o n g r u e n z a 

fllecnodale. L a c o n g r u e n z a f l e c n o d a l e è q u i n d i u n c a s o p a r t i c o l a r e 

d e l l e c o n g r u e n z e c o n a m b e d u e l e f a l d e f o c a l i r i g a t e ( c h e s a r a n n o 

s t u d i a t e a l C a p . s e g u e n t e ) . 

T e r m i n i a m o q u e s t o § c o n u n ' o s s e r v a z i o n e r e l a t i v a a i l e cor-

relazioni. P e r p a s s a r e d a B a d u n a s u p e r f i c i e c o r r e l a t i v a , b a s t a 

s o s t i t u i r e t¡ e C a i l e y e z e q u i n d i , p e r l e ( 4 ) b i i e ( 5 ) d e l § 3 2 

y e z a l i e r¡ e Ç. D a c i ô s i v e d e i m m e d i a t a m e n t e c h e la forma 
bilineare f (t, t) si cambia in — f (t, t) passando alla rigata correlativa ; 
i n a l t r e p a r o l e , l a f o r m a q u a d r a t i c a / (t) c a m b i a d i s e g n o , e l a j 
q u a n t i t à n o n c a m b i a . 

a 1 2 
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§ 35. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici 

per superficie ri gate a due curve flecnodali distinte. 

A) Coordinate normali. 

P e r a r r i v a r e d a l l a f o r m a q u a d r a t i c a i n t r í n s e c a / ( t ) e d a l l a j 
q u a n t i t à i n t r í n s e c a 2 a d e s p r e s s i o n i c h e s i a n o a n c h e i n v a r i a n t i , 

a 1 2 

o c c o r r e e s a m i n a r e l ' e f f e t t o d e l l a s o s t i t u z i o n e m o l t i p l i c a t i v a x = px. 

A b b i a m o g i à o s s e r v a t o c h e è ( c f r . ( 4 ) q u a t e r d e l § 3 3 e ( 1 0 ) d e l § 3 4 ) 

( 1 ) 7 0 ) = , J - = - L , U + p ( 1 ) " + 6 ' ¿ \ {*) 
P a12

¿ ai2 V P / P . 

L e v a r i a b i l i tx,t2 d e l l a f o r m a q u a d r a t i c a f(t) n o n s o n o c o m -

p l e t a m e n t e d e t e r m i n a t e ; e s s e s i p o s s o n o s o s t i t u i r e , c o m e s a p p i a m o , 

d a t x , t 2 , d o v e 

h =X1tí -f- t2, t2 = X2 -f- (̂ 2 h > 1̂2 — 2̂ i^i" 5 

s e X x \L2 — X 2 (Xj = — 1 , o c c o r r e i n o l t r e c a m b i a r e i l s e g n o d e l l e 

A, B, 0. Il discriminante B2 — AC di f(t) è quindi intrínseco ; e 
V effetto della sostituzione moltiplicativa x = p x è 

(l)bis B*-AC= P*(B* — AC). 

II segno 

(1) ter e = sgn (B2—AC) 

di B 2 — A C è quindi intrínseco ed invariante; c i ó è a p r i o r i c h i a r o , 

e s s e n d o e = 1 s e l e d u e c u r v e flecnodali s o n o r e a l i e d i s t i n t e , 

e = — 1 s e l e d u e c u r v e flecnodali s o n o i m m a g i n a r i e c o n i u g a t e > 

( * ) E fac i l e v e r i f i c a r e c h e i l v a l o r e di zr— è i n d i p e n d e n t e dal la s c e l t a 

p a r t i c o l a r e d i v. 
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e d e = 0 s e l e d u e c u r v e flecnodali c o i n c i d o n o . I n q u e s i o § s u p -

p o r r e m o e 2 = 1 ; e spontanea V idea di normalizzare il fattore 
arbitrario colla supposizione intrínseca ed invariante 

( 2 ) Pfi — AG = s . 

L e c o o r d i n a t e p c o r r i s p o n d e n t i s i d i r a n n o coordinate normali; 
l a ( 1 ) b i g m o s t r a c h e l e c o o r d i n a t e n o r m a l i c o n t e n g o n o u n r a d i c a l e 

q u a r t o ; p r e c i s a m e n t e s e p n o n s o n o n o r m a l i , l e c o o r d i n a t e n o r -

m a l i s o n o 

4 

+ |/| — AC\p. 

I I s e g n o d e l l e c o o r d i n a t e n o r m a l i n o n é d e t e r m i n a t o ; l a s c e l t a 

d i e s s o e q u i v a l e , c o m e s a p p i a m o , a l i a s c e l t a d e l v e r s o p o s i t i v o 

s u l l e g e n e r a t r i c i . P o s s i a m o s c e g l i e r e a n c h e l a v a r i a b i l e i n d i p e n d e n t e 

v i n m o d o s o s t a n z i a l m e n t e d e t e r m i n a t o , s u p p o n e n d o ( i n c o o r d i n a t e 

n o r m a l i ) a 1 2 = + 1 , o s s i a 

( 3 ) ~ Sdp * dp = (yzdydz) = c o á v 2 , co = + 1 . 
Li 

( I I s e g n o a) d e l r e s t o n o n é i n v a r i a n t e c h e r i s p e t t o a c o l l i n e a z i o n i 

a m o d u l o p o s i t i v o ) . 

L a v a r i a b i l e v d e t e r m i n a t a d a ( 3 ) a m e n o d e l s e g n o e d i u n a 

c o s t a n t e a d d i t i v a s i d i r á 1' arco proiettivo d e l l a r i g a t a . I n c o o r d i -

n a t e n o n n o r m a l i é 

codv2 = )/| B2 — AC\ (yz dy dz). 

B) Invariant! fondainentali d' una rigata a linee flecnodali distinte. 

N e i c a l c o l i s e g u e n t i f a r e m o u s o d i c o o r d i n a t e n o r m a l i , a s -

s u m e r e m o l ' a r c o p r o i e t t i v o c o m e v a r i a b i l e i n d i p e n d e n t e e d i n o l t r e 

s u p p o r r e m o l a r i g a t a B r i f e r i t a a l i e a s i n t o t i c h e . L e v a r i a b i l i t x , ¿2 

n o n s o n o a n c o r a c o m p l e t a m e n t e d e t e r m i n a t e ; fissando a n c h e i l 

v e r s o p o s i t i v o s u l l e g e n e r a t r i c i , é a n c o r a l e c i t o d i p o r r e 

¿I + M 2 > h = \ h + h i h> hV-2 — = 1 
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(4) , X2, [̂ x, t¿2 costanti ; 

s e i n v e c e i n v e r t i a m o i l v e r s o p o s i t i v o s u l l e g e n e r a t r i c i , d o b b i a m o 

p o r r e 

h = M i + Pih* h = +Hh> ^it^— — 1 

{4) bi8 Xx, X2, (¿i, [¿2 costanti ; 

^ d i p i ù , cambiare il segno di A , B , C . L a q u a n t i t à j c o r r i s p o n d e n t e 

a i l e n o s t r e i p o t e s i ô i n t r í n s e c a e d i n v a r i a n t e ; l a f o r m a q u a d r a t i c a 

(5) f(t)=Atl + 2Bt1t2 + Ct¡ 

a d i s c r i m i n a n t e B% — AC = s è i m p r o p r i a m e n t e i n t r í n s e c a ( c a m -

b i a n d o d i s e g n o , s e s i i n v e r t e i l v e r s o p o s i t i v o s u l l e g e n e r a t r i c i ) 

e d i n v a r i a n t e ; e tali sono pure le forme 

f'(t)=Aft\ + 2B't1t2 + C'tl, 

(5) bis /" (t) = A" t\+ 2B"t1t2+C"Û 

dove gli apici indicano derívate rispetto alVarco proiettivo v; perd 
con V avvertenza che f (t) cambia di segno anche se si inverte il verso 
positivo delVarco proiettivo. E s s e n d o a = b = c= 0 , R é ben determi-
nata, a meno di collineazioni, date f(t) e j in funzione di v; (se si 
v u o l e d e t e r m i n a r e R a m e n o d i c o l l i n e a z i o n i a m o d u l o p o s i t i v o , 

b i s o g n a c o n o s c e r e a n c h e i l s e g n o w ) . O s s e r v i a m o a n c o r a c h e p u ô 

^ s s e r e JB2 — ^ 4 C = 0 p e r q u a l c h e g e n e r a t r i c e p a r t i c o l a r e ; t a l i g e n e -

r a t r i c i s o n o d a e s c l u d e r s i c o m e s i n g o l a r i , s e s i f a u s o d i c o o r d í n a t e 

n o r m a l i e d e l l ' a r c o p r o i e t t i v o . 

D e r i v a n d o l a ( 2 ) s i o t t i e n e : 

AC'+ GA'— 2BB! = 0 ; 

l e f o r m e q u a d r a t i c h e / (t) e f (t) s o n o q u i n d i coniugate ; i due punti 
{ 5 ) t e r che sono definiti da f ( t ) = 0 sopra ogni generatrice sono co-
niügati armonici rispetto alia coppia dei punti flecnodali e si diranno 
punti armonici délia generatrice; e s s i d e s c r i v o n o l e d u e curve 
armoniche d i R . S e n e v e d r à p i ù a v a n t i u n s i g n i f i c a t o g e o m é t r i c o ; 



[§ 32, A] SUPERFICIE RIGATE 209 

u n s i g n i ñ c a t o p i ù s e i n p l i c e s a r à d a t o a l § 3 7 . I I r i s u l t a n t e d e l l e 

f o r m e f ( t ) e f'(t) 

4 (B2 — AG) (B'2 — A'C') — (AC + G A' — 2BB')2 

s i r i d u c e , i n v i r t ù . d i ( 2 ) e ( 5 ) t e r , a 4 s A , d o v e 

(6) h = B'2 — A'C' 

è i n t r i u s e c o e d i n v a r i a n t e ; s i v e d r à f r a p o c o c h e è h = 0 allora 
ed allora soltanto che R possiede una retta direttrice. L a q u a n t i t à 

(7) 

A B 
A' B' 
A" B" 

C 
C 
C" 

e impropriamente intrínseca ed invariante, m a c a m b i a d i s e g n o 

a n c h e i n v e r t e n d o i l v e r s o p o s i t i v o d i v. S i v e d r a al § 3 7 che é 

k = 0 allora s allora soltanto che R appartiene ad un complesso li-
neare ; in particolare se h = 0 , é anche k — 0 . C i ó s i p u ö v e r i f i c a r e 

c o n f a c i l e c a l c o l o . I n f a t t i 

A B C 

2 A' B' C 

A" B" G" 

— 2(B2 — AC) AC'+CA'—2BB' 

AG' + G A' — 2 BB' — 2 ( 5 ' 2 — A'C') 

C —2 B A 
C' —2 B' A' 
C" —2 B" A" 

AC"+ CA" — 2BB' 
A'C"+C'A"—2B'B' 

AG"+GA"—2BB" A'C"->rC'A"—2B'B" —2{B"*—A"C") 
— 2 s 0 2 h 

0 — 2 h — h ' = 0 , s e A = 0 . 

2 h —h' —2(B" — A"C) 

D a l l a ( 5 ) t 6 r s e g u e p e r u n n o t o t e o r e m a d ' a l g e b r a ( o s e s i v u o l e 

d i g e o m e t r í a p r o i e t t i v a ) c h e , s e s = — 1 , A 2 > 0 . D i m o s t r i a m o i l 

TEOREMA FONDAMENTALE : 

Se h % 0, cioè se R ha curve flecnodali distinte, e non possiede 
nessuna retta direttrice, la superficie R è determinata a meno di colli-

FOBINI e CBCH, Ltxioni di Geometría proiattivo-differenxials. 14 
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neazioni, se si conoscono e = + l> h^O, k, j in funzione delVarco 
proiettivo v; ma affinché R esista, deve essere h > 0 se e = — 1, 
B a s t a v e d e r e c h e l a f o r m a q u a d r a t i c a / ( £ ) n e é b e n d e t e r m i n a t a a 

m e n o d i s o s t i t u z i o n i d e l l a f o r m a ( 4 ) , ( 4 ) b i 3 . P e r fissare l e i d e e , 

s u p p o n i a m o s = 1 , h ^ > 0 ; i l l e t t o r e y e d r a d a s e c h e i l t e o r e m a v a l e 

a n c h e p e r e = — 1 , 0 , e p e r e = 1 , h < 0 . I I d a r é h e Je e q u i -

v a l e a s u p p o r r e s o d d i s f a t t e per un valore iniziale v = v 0 l e 

(8) B* — AG = 1, — A'C = h, AG' + GAf — 2BB' = 0, 

e dappertut'o l e e q u a z i o n i o t t e n u t e d e r i v a n d o 

(9) 
AG" + G A" — 2 BB" = 2 h, 
A'C" + C'A" — 2 B'B" == —h', 

o l t r e a l i a 

AB BC 
A" — 

AG 
A'B' G" + B'C 

A" — 
AG 

A'B' G" + B'C A'C' 
B"=k. 

L e ( 9 ) s i p o s s o n o r i s o l v e r e r i s p e t t o a A", B ' \ C 

l o r o d e t e r m i n a n t e v a l e 

AB G — 2 B 
A'B' G' — 2 B' + BC 

B'G' 

ABC 
A' B' C' 

~2B A 
— 2B' A' 

C —2B A 
G' — 2B' A' 

+ AG 
A'C' 

i ü f a t t i i í 

C A 
G'A! 

— 2 (B2—AC) AC' + CA' — 2BB' _ 
= AC' + CA' — 2BB' — 2(B'2 -A'C') == ' 

L e ( 9 ) d e t e r m i n a n o d u n q u e c o m p l e t a m e n t e l e A, B, C a p p e n a 

s i a n o d a t e h 0 , k c o n 1' ú n i c a c o n d i z i o n e c h e i valori iniziáli 
s o d d i s f i n o a l i e ( 8 ) . N o i p o s s i a m o c o n u n a d e l l e t r a s f o r m a z i o n i ( 4 ) 

p o r t a r e i v a l o r i i n i z i a l i d e l l e r a d i c i d i / = 0 , f — 0 ( r e a l i p e r i p o -

t e s i ) i n u n g r u p p o a r m o n i c o p r e f i s s a t o a p i a c e r e , p . e s . l e r a d i c i d i 

/ = 0 n e i p u n t i « = 0 , oo , q u e l l e d i / ' = 0 i n u = 1 , — 1 . S a r a 

i n i z i a l m e n t e 

A = C= 0, B'= 0 , A' + C' = 0 
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s i c c h è l e ( 8 ) d a n n o 

£2=1, A'2 = h, 

e a b b i a m o q u a t t r o g r u p p i p o s s i b i l i d i v a l o r i i n i z i a l i e c i o ô 

M a t u t t i q u e s t i c a s i s o n o e q u i v a l e n t i p e r l e n o s t r e t r a s f o r m a -

z i o n i ( 4 ) e ( 4 ) b i s ; i n f a t t i d a I o p e r e s . s i p a s s a a 2 o p o n e n d o tx = 

= ¿2, t2 = tx e c a m b i a n d o i s e g n i , a 3 o p o n e n d o tx = —tXy t2 = t2 

e c a m b i a n d o i s e g n i , e d a 4 o p o n e n d o tx == t2, t2=—tv P e r i a n t o 

c o n s i d e r a n d o n o n d i s t i n t i d u e s i s t e m i d i v a l o r i d i 4 , B , C c h e s i 

d e d u c o n o Y u n o d a l P a l t r o c o n u n a d e l l e t r a s f o r m a z i o n i ( 4 ) o ( 4 ) b i s , 

l e A, i ? , G s o n o c o m p l e t a m e n t e d e t e r m í n a t e d a l l e e q u a z i o n i d i f f e -

r e n z i a l i ( 9 ) e d a l l e c o n d i z i o n i i n i z i a l i ( 8 ) , c . d . d . D i m o s t r e r e m o 

a l § 3 8 c h e i l c a l c o l o s i p u ó f a r e i n m o d o c h e n o n s i a b b i a a d 

i n t e g r a r e c h e u n ' e q u a z i o n e d i R i c c a t i . 

S u p p o n i a m o i n v e c e h = 0 . D i m o s t r e r e m o : 

Se h = 0, una delle radici tj: t2 di f (t) = 0 é costante y e una 
delle linee flecnodcdi é una direttrice rettilinea. I n f a t t i s i p u ó p o r r e : 

/ ' (t) = 2 ( a i t2 - a'2 tx) ( p x U - [32 tx) + 2 ( a x U — a 2 tx) (ft tt — ft tx). 

V f (t) = 2txt2, f (t) = ]/h {t\ —ti), 

2o f{t)=—2txt2, f'(t)=fh(t\-t¡), 

3 o / ( * ) = 2 ^ 2 , í ( t ) = - í h 

4 o / ( « ) = - 2txt2> / ( < ) = - fh (t\ -1\). 

p e r V~VQ. 

s i c c h è 

A b b i a m o v i s t o s o p r a c h e è , i n v i r t ù d i h = 0 , f tH 



212 CAPITOLO QUARTO [§ 35, B\ 

M a ( a x ¡B2 — a 2 P i ) 2 = e ^ 0 , s i c c h é a x — a 2 = 0 o s s i a a j : a 2 = 

= c o s t a n t e . 

P e r u n m o m e n t o e s c l u d i a m o i l c a s o c h e t u t t e l e d u e r a d i c i e 

q u i n d i p e r l a ( 2 ) a n c h e t u t t i i c o e f f i c i e n t i d i / s i a n o c o s t a n t i ; a l -

l o r a a ^ o ^ é r e a l e s i c c h é e = 1 ; e c o n u n a t r a s f o r m a z i o n e ( 4 ) s i p u ó 

o t t e n e r e c h e s i a a x = 0 o s s i a G — 0 . L a l i n e a ^ = 0 g e n e r a t a d a l 

p u n t o z é q u i n d i í l e c n o d a l e e d a s i n t o t i c a e d u n q u e retía. C i ó s i 

v e r i f i c a f á c i l m e n t e . I n f a t t i , s e a = b = c = G— 6 ' = 0 , l a s e c o n d a 

d e l l e ( 1 1 ) d e l § 3 1 s i r i d u c e a 

z" = (B-j)z, 

s i c c h é f r a l e q u a t t r o c o o r d í n a t e z v i s o n o d u e r e l a z i o n i l i n e a r i a 

c o e f f i c i e n t i c o s t a n t i . S u p p o s t o G = 0 , l a ( 2 ) d a 

(10) B=o=± 1, 

s i c c h é 

m=h(Atl + 2otJ. 

L e t r a s f o r m a z i o n i ( 4 ) c h e n o n c a m b i a n o 1' i p o t e s i C = 0 s o n o 

tx = X t x , = ¡x ¿T + - T - *21 (X , c o s t a n t i , X 0 ) . 
X 

S o s t i t u e n d o i n / ( ¿ ) s i o t t i e n e 

f(t)^t1{ATl + 2oT2), 
d o v e 

I = ¿ X 2 + 2 o X p , . 

D e l l e t r a s f o r m a z i o n i ( 4 ) b l 3 n o n o c c o r r e c h e c o n s i d e r a r e u n a 

s o l a , p . e s . l a 

=== ) ^2 tn) 

s e g u i t a d a l c a m b i a m e n t o d i s e g n o d i / , c h e d a 

* — K - M + 2 otÜ). 
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S i v e d e d u n q u e c h e t a n t o i l s e g n o a q u a n t o l a q u a n t i t à 

s o n o i n t r i n s e c i e d i n v a r i a r i t i , e c h e q u i n d i : 

2 O TEOREMA FONDAMENTALE : 

Una rigata R con una sola retta direttrice e con uríaltra curva 
flecnodale non retta, è determinata, a meno di collineazioni, date 
G = + 1, D e j in funzione delV arco proiettivo. 

R e s t a i l c a s o c h e t u t t i i c o e f f i c i e n t d i f ( t ) s i a n o c o s t a n t i . I I 

r a g i o n a m e n t o c h e p r e c e d e m o s t r a c h e R possiede due rette direttrici 
disiinte, reali o irqmaginarie se i coefficient della f sono costanti. 

E e v i d e n t e i l t e o r e m a : Una rigata R con due rette direttrici di-
stinte, cioè appartenente ad una congruenza lineare non spéciale è 
déterminai a a meno di collineazioni conoscendo s = + 1 e j in fun-
zione delV arco proiettivo v. 

L ' o s s e r v a z i o n e f a t t a a l l a fine d e l § 3 4 p e r m e t t e d i i n d i c a r e 

s u b i t o F e f f e t t o d e l p a s s a g g i o d a R a d u n a s u p e r f i c i e c o r r e l a t i v a . 

S e A ^ O Í ^ e i n o n c a m b i a n o e k c a m b i a d i s e g n o . S a r e b b e 

f a c i l e d e d u r r e s e n z a c a l c o l i c h e & = 0 è l a c o n d i z i o n e p e r c h ó l a 

r i g a t a a p p a r t e n g a a d u n c o m p l e s s o l i n e a r e . S e h = 0 , e d i c o e f -

ficienti d i f ( t ) n o n s o n o t u t t i c o s t a n t i , D e j n o n c a m b i a n o , m u t a 

i n v e c e i l s e g n o r¡. I n f i n e u n a r i g a t a a p p a r t e n e n t e a d u n a c o n -

g r u e n z a l i n e a r e a m m e t t e s e m p r e c o r r e l a z i o n i i n s é . 

C) Alcune applicazioni geometriche (*). 

T e r m i n i a m o i l § c o n V interprelazione geométrica delle coordinate 
normali. P e r q u a n t o a b b i a m o d e t t o a l § 3 4 , b a s t a i n t e r p r e t a r e l a 

(*) Le quadriche Wx e W2 e le rette qt e q2 che qui definiremo furono 
introdotte per la prima volta da Cech nella memoria : « Projektivní geometrie 
peti soumeznych mimobezek » (Géométrie proiective de cinq droites infiniment 
voisines) nelle Publications de la Faculté des Sciences de 1' Université Masaryk, 
1921, n. 4. 
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p o s i z i o n e d é l i a r e t t a q c o r r i s p o n d e n t e [ c h e d i r e m o generatrice prin-
cipale di H ( * ) ] . A t a l e s c o p o d e t e r m i n i a m o , p e r u n v a l o r e fisso 

d i v, i l l u o g o d e i p o l i d é l i a g e n e r a t r i c e c o r r i s p o n d e n t e r i s p e t t o a i l e 

c o n i c h e o s c u l a t r i c i d e l l e a s i n t o t i c h e . P e r T a s i n t o t i c a g e n e r a t a d a 

x=y-\-uz i l p o l o d é l i a g e n e r a t r i c e è , s e c o n d o i l C a p . I I I § 2 6 

4 X v dv~ 

E s s e n d o F 3 = a 1 2 i d v 3 , s a r à [ ( 8 ) d e l § 3 1 ] 

oIS= 1, f = A + 2Bu + Cv?, 

P o s t o a l s o l i t o u=t2:t1, il polo délia generatrice p rispetto 
alla cónica osculatrice delV asintotica tx y + ¿2z è 

(12) 4/CO (¿i 2/' + ttz') + f(t)(tly + t1iz). 

P e r fissare l e i d e e s i s u p p o n g a A ¡ > 0 . L e f o r m e f ( t ) e f ( t ) 

s o n o a l l o r a p r i v e d i f a t t o r c o m u n e s i c c h è : Fissato v , il luogo dei 
poli délia generatrice corrispondente di R è una cubica sghemba C. 
Le generatrici del primo sistema di H sono bisecanti di C; in par-
ticolarey la generatice p di R interseca C nei punli flecnodali. La ge-
neratrice principale q di H interseca C in una coppia di punti ar-
mónica rispetto aile tangenti flecnodali. Le generatrici del secondo 
sistema di H che passano pei punti d9 intersezione di q e C incon-
trano p nei punti armonici di p . L a r e t t a p e l a c u b i c a C s o n o l a 

b a s e d i u n f a s c i o d i q u a d r i c h e , a l q u a l e a p p a r t e n g o n o d u e c o n i i c u i 

v e r t i c i s o n o r i s p e t t i v a m e n t e n e i d u e p u n t i f l e c n o d a l i ; è n o t e v o l e l a 

q u a d r i c a d e l f a s c i o c o n i u g a t a a r m ó n i c a d i H r i s p e t t o a i d u e c o n i d e l 

f a s c i o , c h e è q u i n d i il luogo delle rette che congiungono i poli délia 

(*) La rigata generata da q è quella che il Wilczynski chiama rigata 
principale délia congruenza flecnodale. 
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generatrice p rispetto aile coniche osculatrici dette asintotiche che pas-
sano per i diversi punti x di p ai punti coniugati armonici di x 
rispetto ai punti flecnodali; tale quadrica sarà indicata con la let-
tera I n c o n t r e r e m o l a q u a d r i c a Wx a i C a p . I X e X n e l l o s t u d i o 

d e l l e c o r r i s p o n d e n z e S e d e l l e q u a d r i c h e d i M o u t a r d . P o s t o p e r u n 

p u n t o g e n e r i c o d e l l o s p a z i o 

( 1 3 ) Xy + |x¿ + \xy + ( V , 

e r i g u a r d a n d o X, |x, X ^ JJL1 c o m e c o o r d i n a t e d i x i n u n s i s t e m a d i 

r i f e r i m e n t o d i p e n d e n t e d a v , s i t r o v a f á c i l m e n t e c h e 1' e q u a z i o n e d i 

W1 è 

( 1 4 ) 4 [AW, + B(kjjLt + X ^ ) + ¡ x j — (A'\\ + 2Í5 'X 1 X 2 + C'X1) = 0 . 

C o r r e l a t i v a m e n t e , i l p i a n o p o l a r e d i p r i s p e t t o a l c o n o o s c u -

l a t o r e d e l F a s i n t o t i c a t l y + t2z è 

( 1 2 ) b i s 4 / + « ' ) + / ' ( 

I I f a s c i o d i p i a n i d i a s s e p e Y i n s i e m e d e i p i a n i c h e s i o t t e n g o n o 

d a ( 1 2 ) b i 8 a l v a r i a r e d i tx , t 2 s o n o l a b a s e d i u n a s c h i e r a d i q u a -

d r i c h e . I n d i c h i a m o c o n W2 l a q u a d r i c a d e l l a s c h i e r a c o n i u g a t a a r m o -

n i c a d i H r i s p e t t o a l i e d u e c o n i c h e d e l l a s c h i e r a . E s s e n d o £ u n 

p i a n o g e n e r i c o d e l l o s p a z i o , p o s t o 

( 1 3 ) m. ^ X Y J + ^ + M ' + M ' 

i n c o o r d i n a t e X , ¡ x , X x , (JL1 [ d i v e r s e d a q u e l l e d e f i n i t e d a ( 1 3 ) ] 

I ' e q u a z i o n e d i W2 è l a s t e s s a ( 6 ) . 

S e R p o s s i e d e u n a r e t t a d i r e t t r i c e , l a c u b i c a C s i s p e z z a i n 

t a l e r e t t a e d i n u n a c ó n i c a c h e i n t e r s e c a l a r e t t a d i r e t t r i c e n e l 

- s u o p u n t o d ' i n c o n t r o c o n l a g e n e r a t r i c e p r i n c i p a l e d i H. S e R 

p o s s i e d e d u e r e t t e d i r e t t r i c i , O s i s p e z z a i n q u e s t e d u e r e t t e e n e l l a 

g e n e r a t r i c e p r i n c i p a l e d i H. C i ó s i v e d e i m m e d i a t a m e n t e d a l l a ( 1 2 ) . 

O m e t t o p u r e l e f a c i l i d i m o s t r a z i o n i d e l l e o s s e r v a z i o n i s e g u e n t i : Le 

quadriche Wx e W2 sono polari reciproche tanto rispetto ad H, 
quanto rispetto al complesso lineare osculatore (§ 37) di i?. Se R 
a p p a r t i e n e a d u n a c o n g r u e n z a l i n e a r e , e W2 c o i n c i d o n o . I n g e -

n e r a l e , Wx e W2 s i t o c c a n o l u n g o p, e d h a n n o i n c o m u n e d u e 
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g e n e r a t r i c i d e l P a l t r o s i s t e m a c h e e s c o n o d a i p u n t i a r m o n i c i . Le due 

generatrici di W 2 passanti per un punto flecnodale di p ( u n a d e l l e 

q u a l i è a p p u n t o p) sono coniugate armoniche rispetto alla tangente 
flecnodale ( t a n g e n t e a s i n t o t i c a n e l p u n t o flecnodale) e la tangente 
alla curva flecnodale. 

Q u a l c h e i m p o r t a n z a h a p u r e q u e l l a g e n e r a t r i c e q x d e l p r i m o 

s i s t e m a ( c u i a p p a r t i e n e p) d i Wx c h e i n t e r s e c a G i n d u e p u n t i 

c o n i u g a t i a r m o n i c i r i s p e t t o a q u e l l e g e n e r a t r i c i d e l i ' a l t r o s i s t e m a 

c h e e s c o n o d a i p u n t i flecnodali d i p ; l a d e f i n i z i o n e d i t a i e r e t t a 

e s s e n d o a n a l o g a a q u e l l a d i <7, l a d i r e m o generatrice principale di 
W x . XJn f a c i l e c a l c o l o d à 

qi=(A'Gf- B'2)(yz) + 4(A'C-BBf){yz,)-4,(AGt - BB') (:zyr) + 
( 1 4 ) 

+ 4 (BC- CB')(yy')+á(AB' - A'B)(zz') + 1Q(AG - B2)(y'z'). 

C o r r e l a t i v a m e n t e s i d e f i n i s c e l a generatrice principale q 2 di W 2 , 
l e c u i c o o r d í n a t e s o n o 

q2= [A'C - B'2){yz)+±(AC' - BBf){yz) - 4 [A'O - BB'){zy) -
( 1 4 ) Ms 

— 4[BC'- OB') (<yyf)-4{AB'- A'B) (zz') + l<o{AC - B2) (y'z'). 

E d u n q u e 
i i + î a + 2 A p + 3 2 s î = 0 : 

le due coppie di retle p , q ; qx , q2 appartengono ad una schiera 
rigata e si dividono armónicamente. Se h = 0 , q , e q2 Tianno 
un punto comune sulla direttrice di R. 

§ 36. — Normalizzazione delle coordínate delle generatrici 
per superficie rigate a curve flecnodali coincidenti. 

A) Determinazione di queste rigate per mezzo di invarianti. 

Q u i v o g l i a m o s t u d i a r e i l c a s o , e s c l u s o a l § p r e c e d e n t e , c h e 

s i a i d é n t i c a m e n t e B2 — AC = 0. I I d i s c r i m i n a n t e d i f ( t ) e s s e n d o 

n u l l o , s i h a 
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( 1 ) / ( £ ) = « ( « ! h ~ « 2 h? = a ( « 0 2 , O = ± 1 , 

i l s e g n o a d i p e n d e n d o d a l v e r s o s c e l t o c o m e p o s i t i v o s u l l e g e n e -

r a t r i c i d i R. P e r s c e g l i e r e i n m o d o i n t r í n s e c o e i n v a r i a n t e i l f a t -

t o r e a r b i t r a r i o d i p o , c i ó c h e é l o s t e s s o , d i f ( t \ i l p r o c e d i m e n t o 

d e l § 3 5 n o n s i a p p l i c a p i ü . E s c l u d i a m o d a p p r i m a il caso che Túnica, 
curva flecnodale a ^ j + a 2 z sia retta; in tal caso, c o m e v e d r e m o 

a l § p r o s s i m o , la rigata apparterrebbe ad una congruenza lineare spe-
ciále; r i f e r e n d o R a l i e a s i n t o t i c h e s u p p o n i a m o d u n q u e c h e ax: a 2 

n o n s i a c o s t a n t e , s i c c h é i l d e t e r m i n a n t e 

a i a2 — a 2 a i ( a a ) 

s a r á ^ 0 . D e l r e s t o , p u ó e s s e r e ( a a 7 ) = 0 p e r d e l l e g e n e r a t r i c i 

p a r t i c o l a r i ; n o i l e e s c l u d e r e m o c o m e s i n g o l a r i . P o n i a m o 

( 2 ) S = s g n ( a a ' ) , 8 = + 1 ; 

s i c c h e ( c f r . l a ( 1 ) § 3 5 ) 8 é i n t r í n s e c o ( n o n d i p e n d e n d o n e a n c h e d e l 

v e r s o p o s i t i v o s u l l e g e n e r a t r i c i ) e d i n v a r i a n t e , m a d i p e n d e p e r o 

d a l v e r s o p o s i t i v o d e l p a r a m e t r o v. P e r s c e g l i e r e i n m o d o d e t e r -

m i n a t o i l f a t t o r e a r b i t r a r i o d i f ( t ) b a s t a s u p p o r r e 

( 3 ) ( « < % ' ) = 8 . 

L e c o o r d í n a t e p c o r r i s p o n d e n t i a ( 3 ) e a o = 1 , c h e s o n o -

q u i n d i b e n d e t e r m í n a t e anche nel segno, s i d i r a n n o coordinate ñor-
málL A n c h e l a v a r i a b i l e i n d i p e n d e n t e v s i p u ó s c e g l i e r e i n m o d o 

b e n d e t e r m i n a t o ( a n c h e n e l s e g n o ) a m e n o d i u n a c o s t a n t e a d d i t i v a 

s u p p o n e n d o , s e p s o n o c o o r d i n a t e n o r m a l i : 

(4) Sdp. dp = (yzdydz) = oodv2 , o> = + 1 , 8=1; 
u 

l a s i d i r á Vareo proiettivo d i R. N o n c ' o p e r i c o l o d ' e q u i v o c o c o l l a 

d e n o m i n a z i o n e d e l § 3 5 , l e c o o r d i n a t e n o r m a l i e P a r c o p r o i e t t i v o 

i v i d e f i n i t i e s s e n d o i d é n t i c a m e n t e n u l l i p e r B2 — AG = 0 . 

S u p p o n i a m o c h e l e p s i a n o c o o r d i n a t e n o r m a l i , c h e B s i a r i -
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f e r i t a a l i e a s i n t o t i c h e , e c h e v s i a l ' a r c o p r o i e t t i v o , s i c c h e 

/ ( 0 = ( a ¿ ) 2 , ( a a ' ) == 1 . 

D e r i v a n d o s i h a ( a a " ) = 0 s i c c h é 

< 5 ) a " = Zax , f¿¿ = Z a 2 . 

3 O TEOREMA FONDAMENTALE : 

L a q u a n t i t á l é e v i d e n t e m e n t e i n t r í n s e c a e d i n v a r i a n t e e d i l s e -

g u e n t e . t e o r e m a é o v v i o : Una rigata R a curve flecnodali coincidenti, 
ma non appartenente ad una congruenza lineare, é determínala a 
meno di collineazioni dati gli invarianti 1 c j in funzione delV arco 
proiettivo. D a l í ' o s s e r v a z i o n e a l i a fine d e l § 3 4 s i d e d u c e c h e u n a 

• c o r r e l a z i o n e n o n c a m b i a c h e i l v e r s o p o s i t i v o d e l l ' a r c o p r o i e t t i v o . 

I n s e c o n d o l u o g o s u p p o n i a m o c h e s i a ( r i f e r i t a R a l i e a s i n t o -

t i c h e ) : a 2 = c o s t a n t e . S i p u ó d e t e r m i n a r e i l f a t t o r e d i f ( t ) e q u i n d i 

q u e l l o d i p a meno di un fattore costante p o n e n d o l a c o n d i z i o n e 

c h e a t e a 2 s t e s s e s i a n o c o s t a n t i ; f a t t o c i ó , s i p u ó s c e g l i e r e dv 

s e c o n d o l a ( 4 ) . E s s e n d o c u n a c o s t a n t e a r b i t r a r i a s i p u ó a n c o r a 

s o s t i t u i r e dv e j c o n 

cdv , c ~ 2 j 

S u p p o s t o s i a 

e = s g n ? , w = f}/¡ j | dv ; 
j 

w e b e n d e t e r m i n a t a a m e n o d e l s e g n o e d i u n a c o s t a n t e a d d i t i v a . 

4 O TEOREMA FONDAMENTALE : 

Una rigata R appartenente ad una congruenza lineare speciale per 

cui j ^ O é determinata a meno di collineazioni dato e = + 1 , e 

^ in funzione di w . Se invece j = 0 , n o n e s i s t e n e s s u n 

d i f f e r e n z i a l e i n t r í n s e c o e d i n v a r i a n t e e n e s s u n a e s p r e s s i o n e finita 
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i n t r í n s e c a e d i n v a r i a n t e : l a v a r i a b i l e v n o n s i p u ô fissare c h e a 

m e n o d i s o s t i t u z i o n i d e l t i p o av - f - b c o n a , b c o s t a n t i a r b i t r a r i e . 

La rigata R se j = 0, ammette quindi oo 3 collineazioni in sè (*) ed 
è dunque la rigata cubica di Cayley. C i ó s i c o n f e r m a d e l r e s t o s u -

b i t o i n t e g r a n d o l e e q u a z i o n i ( 1 1 ) d e l § 3 1 . P o s t o v i 

A = 1 , S = C = 0 , 6 ' = 0 , ? = 0 , a = 6 = c = 0 , 

e s s e d i v e n t a n o 

y" = Z , z"' = 0 , 

e d i n t e g r a n d o s i h a : 

/ 2 3 \ 
¿ = (0,0,1,0) , y = í 1, V, , ij-J , 

X — y + uz = , V , — + u , — + uv\ 

o s s i a , i n d i c a n d o c o n 1 , x, y , z l e q u a t t r o c o o r d í n a t e d i x , 

v2 

x=v , y — — (- u , « = 

ÍC3 

B) Alcune interpretazioni geometriche. 

A n á l o g a m e n t e a q u a n t o s i è f a t t o a l § 3 5 s i p o s s o n o i n t e r -

p r e t a r e g e o m é t r i c a m e n t e l e c o o r d í n a t e n o r m a l i . S i c o n s i d e r i a n c h e 

q u i , p e r u n v a l o r e fisso d i v , i l l u o g o d e i p o l i d i p r i s p e t t o a i l e 

c o n i c h e o s c u l a t r i c i d e l l e a s i n t o t i c h e . T a i e l u o g o è s e m p r e d a t o d a l l a 

( 1 2 ) § 3 5 , m a q u i s i p u ô s c a r t a r e i l f a t t o r e ( a t ) -, s i c c h è r i m a n e 

(*) Noa soltanto co 1 perche ogni rigata appartenente ad una congruenza 
lineare (generale o speciale) ammette oo1 collineazioni in se che lasciano in-
variate le singole generatrici. 
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( 6 ) 2 ( a x t2 — a 2 lx) (tx y + t2 z) + ( a / 1 2 — a 2 ' í A ) y + t2 z). 

Q u i n d i il luogo dei poli di una generatrice rispetto alie coniche 
osculatrici delle asintotiche é una cónica. C o n l a l e t t e r a Wt i n d i -

c h i a m o q u i i l p i a n o d e l l a c ó n i c a , c i o é i l p i a n o 

(7) a,'Tfl + a2'C — 2(a3Y¡'+a2C0. 

C o r r e l a t i v a m e n t e , i p i a n i p o l a r i d e l l a g e n e r a t r i c e p r i s p e t t o 

a i c o n i o s c u l a t o r i d e l l e a s i n t o t i c h e s o n o d a t i d a 

(6) Ms 2(ax t2 — A2 tJQrf F t2 C) + (A//, — A ^ , ) ^ Y¡ + t2 Q, 

e s o n o i p i a n i t a n g e n t i d i H p a s s a n t i p e r i l p u n t o TF2 

( 7 ) b i s a {y + a 2z — 2 ( a x y + a 2 z) 

c h e e i l p o l o d i Wx r i s p e t t o a d H. S e ( a a ' ) = 0 l a d e t t a c ó n i c a 

s i s p e z z a n e l l a d i r e t t r i c e e n e l l a r e t t a q = ( y ' z ' ) c o r r i s p o n d e n t e a 

q u e l l a s c e l t a d e l f a t t o r e d i p p e r c u i i c o e f f i c i e n t i d i f ( t ) s o n o c o -

s t a n t i . S e i n v e c e ( a a ' ) ^ 0 l a c ó n i c a e p r o p r i a . S u p p o n i a m o c o m e 

s o p r a ( a a ' ) = 1 e c h i a m i a m o , c o m e a l § 3 5 , generatrice principale 
di H l a r e t t a q c o r r i s p o n d e n t e . I I p u n t o d e l l a c ó n i c a ( 6 ) s i t u a t o 

s u l l a g e n e r a t r i c e p r i n c i p a l e d i H s t a n e l p i a n o o s c u l a t o r e d e l l a 

c u r v a flecnodale ( ú n i c a ) . I n f a t t i , t a l e p u n t o é d a t o d a a [ y + a 2 z * 

D ' a l t r a p a r t e , l e e q u a z i o n i ( 1 1 ) d e l § 3 1 s i r i d u c o n o , p e r l e i p o t e s i 

f a t t e , a 

y" = ( «1 a 2 — j)y + « S * , . * " = — a f y — ( a x a 2 + j)z , 

s i c c h é 

<*i y" + a 2 z " = — ; ( a 2 y + a 2 z ) 

e q u i n d i 

( a i y + a 2 z ) ' ' = — y + a 2 z ) ' + 2 ( a ( y + o!2z') + a i ' y + a " z 

e d o s s e r v a n d o ( 5 ) 

2 ( a í y' + úz') + a tz)" + 0' — 0 (ai y + a 2 z ) . 
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La generalice principále di H incontra q u i n d i V inlersezloríe 
del piano W 3 col piano osculatore alia curva flecnodale; c o r r e l a t i -

v a m e n t e s i v e d e c h e essa incontra puré la relta che congiunge il 
punto W2 al punto cuspidale della sviluppabile circoscriita a R lungo 
la curva flecnodale. 

Ě n o t e v o l e c h e l o s t u d i o f a t t o a q u e s t o § e d a l p r e c e d e n t e 

s i p u d a p p l i c a r e s e n z ' a l t r o a u c h e a c o o r d í n a t e n o n a s i n t o t i c h e . -

R i p r e n d i a m o l a s o s t i t u z i o n e ( 3 ) d e l § 3 4 c h e c o n d u c e a c o o r d í n a t e 

a s i n t o t i c h e e , c o m e i v i , c o n s i d e r i a m o v , tx y U c o m e v a r i a b i l i i n d i -

d i p e n d e n t i . D e r i v a n d o r a p p o r t o a l i a v T i d e n t i t a 

m = / ( o , 

s i t r o v a s ú b i t o 

7'(0 = /(«), 7"(0 = /(<), 

/(O = Át\ + 2B!, L + Ól\ , /(O = Át\ -f 2Bt1 h + Ct¡, 

Á = A'+2(Ab — Ba) , B = B'+Ac — Ca, 

Ó= C'+2{Bc — Cb) , 

A=Á'+ 2 [Áb — Ba) = A" + ±(A'b — B'a) + 

+ 2 [A(b' + 262 — ac) — B(a'+ 2ab) + Ca2], 

B = B' + Ác — Óa = B"-\- 2(A'c — C'a) + 

+ A(c' + 26c) — 4Bac — C(a'— 2ab), 

C = C'+ 2{Bc — Ób) = C" + i(B'c—C'b) + 
+ 2 [Ac 2 + B{c'— 26c) — (7(6'— 262 + ac)]. 

B a s t a s o s t i t u i r e l e f ( t ) e / ( / ) a l i e / ' (<) e / " ( / ) p e r f o r m a r e l e e s p r e s -

s i o n i g e n e r a l i d i h e k . S a r á u t i l e c h e i l l e t t o r e f a c c i a t a l e g e n e -

r a l i z z a z i o n e f ó r m a l e p e r t u t t e l e formóle d e i § 3 5 , 3 6 a s s u m e n d o 

a n c h e l a v a r i a b i l e i n d i p e n d e n t e v i n m o d o a r b i t r a r i o . 
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§ 37. — Il coniplesso lineare osculatore. 

N e l s e g u i t o s i s u p p o n e R r i f e r i t a a l l e a s i n t o t i c h e ; P o s s e r v a -

z i o n e f i n a l e d e l § p r e c e d e n t e p e r m e t t e s e n z ' a l t r o e s t e n d e r e l e f o r -

m o l e a l c a s o d i c o o r d i n a t e q u a l u n q u e . L e formóle f o n d a m e u t a l i ( 1 1 ) 

d e l § 3 1 s i r i d u c o n o a l i e 

(1) l/'=Vy'-{B + j)y+Az , z"=W+{B-j)z-Cy. 

P o s t o a l s o l l t o p = ( y z ) , q = (yz!) , s i h a n n o q u i n d i l e for-

m ó l e s e g u e n t i , i n c u i i t e r m i n i t r a s c u r a t i a d e s t r a s o n o c o m b i n a -

z i o n i l i n e a r i d i p, p' e d e l l e p r e c e d e n t i 

v" =2q + 6rp'— 2jp , g i à o s s e r v a t o a l § 3 4 , ( 1 0 ) 

i = 0(yy) + B[(y'z) - (yz')] + A(zzf) + 26'q - jp', 
(2) 

<z" = C'{yy) + B>[{y'z) - (yz')] + A'(zz') + . .. , 

?" = C"(yy') + B" [(y'z) - (yz')] + A"(zz') + . . . 
S e n e t r a g g o n o s u b i t o d i v e r s e c o n s e g u e n z e . C e r e h i a m o i n 

p r i m o l u o g o l e d i r e t t r i c i d e l l a congruenza lineare osculatrice d e t e r -

m i n a t a d a q u a t t r o g e n e r a t r i c i s u c c e s s i v e : s e r è u n a d i r e t t r i c e d i 

t a l e c o n g r u e n z a , d e v e e s s e r e 

Srp = Srp' = Srq = Srq' = 0. 

L e p r i m e t r e c o n d i z i o n i d à n n o c h e 

r = (hy + h*, hv )—*!** \{y*) — (y*')\ + <KO 

s i c c h è d a l l a ( 4 ) d e l § 3 1 s i J i a : 

Srq' = — ü) a3 2
2 (At\ + 2 Blx t2 + Gl\) =•. — a)a12

2 f(i). 

Le direttrici della congruenza lineare osculatrice sono quindi le 
tangenti flecnodali c o m e s i s a p e v a a p r i o r i . S i v e d e a n c h e c h e , se 
A = B ^ = C = 0 , R è una quadrica c o m e s i p u ô s t a b i l i r e f á c i l -
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m e n t e i n a l t r i m o d i ; s e A = B = G = O p e r u n v a l o r e d i v , # 

iperoscula R Z w / ^ o Za generatrice corrispondente. Gondizione a f f i n c h é 

g " s i a c o m b i n a z i o n e l i n e a r e d i p, p ' , g ' o c ^ e R apparienga ad 
una congruenza lineare si trova subito essere 

(S) 
{ó> Â~ B ~ G • 

che cioe le radici di f = 0 s i a n o costanli ( c o s a c h e s a p e v a m o g i a 

a l m e n o n e l c a s o B2—AG^O). Condizione a f f i n c h é q"' s i a c o m b i -

n a z i o n e l i n e a r e d e l l e p r e c e d e n t i o che R apparienga ad un complesso 
lineare e k = 0 , c o m e a b b i a m o g i a e n u n c i a t o . 

L e r e t t e d e l c o m p l e s s o l i n e a r e o s c u l a t o r e Q s o n o e o m b i n a z i o n i 

l i n e a r i d i p, p', q, q q " . Y i a p p a r t e n g o n o t u t t e l e g e n e r a t r i c i d e l 

p r i m o s i s t e m a d i H c h e s o n o e o m b i n a z i o n i l i n e a r i d e l l e s o l é p , p \ q\ 

p e r fissare l a p o s i z i o n e d i ñ b a s t a a d u n q u e t r o v a r e l e d u e g e n e -

r a t r i c i d i H d e l s e c o n d o s i s t e m a c h e v i a p p a r t e n g o n o , S i a 

r=(hV + t2z, tiy' + i2 z') = t\ [y y') — t, t2 [(</ z) — (yz)] + t¡ (zz') 

u n a d i q u e s t e d u e r e t t e . A f f i n c h é r s i a c o m b i n a z i o n e l i n e a r e d i 

V-, P'i é n e c e s s a r i o c h e r s i a c o m b i n a z i o n e l i n e a r e d e l l e q e q" 

s o l é , s i c c h é s i t r o v a l a c o n d i z i o n e 

Aij+Bt2 Bt, + Ct2 

A'ti + B'ti B'tx + C't2 ~ 

I I p r i m o m e m b r o d i q u e s t ' e q u a z i o n e e l o I a c o b i a n o d e l l e 

f o r m e f ( t ) o f ( t ) ; i l s u o d i s c r i m i n a n t e v a l e 

4 (AB' — A' B) (BG' —B'C) — (AC' — A C)2 = 

= 4 (AG — B2) (A' O' — B'2) — {AG' + CA' — 2 BB')2. 

A f f i n c h é e s s o s i a i d é n t i c a m e n t e n u l l o , d e v e e s s e r e i d é n t i c a -

m e n t e o 

t\ G G' 
M» —B—B' 

il A A' 

B2 — GA=0 
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o p p u r e 

A'G' — B'2 

Vi sono due classi di superficie rigate per cui tutti i complessi 
lineari osculatori Í2 sono speciali : la prirri'i é quella delle rigate a 
curve flecnodali coincldenti; la secondi é quella delle rigate che pos-
seggono una dlrettrice retta. N e l s e c o n d o c a s o , s u p p o s t e c o o r d í n a t e 

n o r m a J i , é 4 = 0 , c o n d i z i o n e c h e c i é n o t a d a l § 3 5 . N e l c a s o 

g e n e r a l e l a ( 4 ) d e f i n i s c e s o p r a o g n i g e n e r a t r i c e d u e p u n t i d i -

v e r s i c h e s i d i c o n o , p e r i l l o r o s i g n i f i c a t o , i punti del complesso 
( d e l l a g e n e r a t r i c e ) perché per essi passano le generatrici di H del 
secondo sistema appartenenti al complesso lineare osculatore. Le 
c u r v e g e n e r a t e d a t a l i p u n t i a l v a r i a r e d i v s i d i c o n o l e curve 
del complesso di B. Le tre coppie di punti sopra ogni generatrice: 
dei punti flecnodali, dei punti armonici, dei punti del complesso sono 
armoniche a due a due, s i c c h e d u e c o p p i e e d u e s o l t a n t o s o n o 

r e a l i . Ecco la nuova definizione delle curve armoniche promessa al 
§ 3 5 ! O s s e r v i a m o a n c o r a , l a s c i a n d o l a d i m o s t r a z i o n e a l l e t t o r e 

c o m e e s e r c i z i o : Se per un valore particolare di v é B 2 — A C = 0 , la 
curva flecnodale tocca in generale la generatrice corrispondente ed 
fl non é speciale. Pud accadere invece che la curva flecnodale abbia 
un punto doppio; allora £2 é speciale. 

C e r c h i a m o a n c o r a i l c o m p l e s s o l i n e a r e o s c u l a t o r e d e l P a s i n -

t o t i c a d e s c r i t t a d a l p u n t o 

x = h y + h z 

d o v e tx e t2 s o n o c o s t a n t i . P o s t o 

d a l C a p . I ( § 7 A) s a p p i a m o c h e , r i s p e t t o a t a l c o m p l e s s o , i l 

p i a n o p o l a r e d e l p u n t o 

+ x' + \2 x" / / 

è i l p i a n o 

x e + x ^ ' + x ^ " . 
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E s s e n d f l 

\x + X1 xf = Xt1y + \t2 z + Xt tx y + Xx t2 z\ 

U -h Xx R - XÍIr¡ + \t2 C + X3 tx r{ + Xx ¿2 C', 

i l p i a n o X£ + X x £ ' e a n c h e i l p i a n o t a n g e n t e d i H n e l p u n t o 

X x + Xj. fc'; s e g u e c h e t u t t e l e g e n e r a t r i c i d e l p r i m o s i s t e m a d i TI 

a p p a r t e n g o n o a l c o m p l e s s o i n q u e s t i o n e ; d i p i u 

Xa + h (*" — o' *') = j^i - h [hiB + i) + h y + 

+ j^ + MM + 'a^ — ?)])*, 

^ + x2 (6" - 9 ' É ' ) = j\tr + X 2 [tx [B - j) +12 C]J Y¡ + 

+ jx¿2-x2[hA + tiíB + j))̂  C. 

C o n d i z i o n e a f f i n c h e i l p i a n o X£ + X 2 ( £ " — 8 ' £ ' ) s i a i l p i a n o 

t a n g e n t e d i H n e l p u n t o \ x - X 2 ( V ' — W x') ó 

\tx — X2 [tx (B + j) + t2 O], \t2 + X2[tx A + t2 (B — j)} _ 

\h + \[h(B — j) + t2C\ \t2-\2[txA + t2(B+j)] 

=--f{t)\2 (k2j—'k). 

E s c l u d e n d o i l c a s o t r i v i a l e d i / (t) = 0 , o t t e n i a m o i d u e p u n t i 

d i p d a c u i e s c o n o l e g e n e r a t r i c i d e l s e c o n d o s i s t e m a d i H a p -

p a r t e n e n t i a l c o m p l e s s o l i n e a r e o s c u l a t o r e d e l l ' a s i n t o t i c a g e n e r a t a 

d a x\ i l p r i m o e x, c o m e e r a e v i d e n t e a p r i o r i , i l s e c o n d o o 

jx + x" — 6 ' X = — (tx B + t2 C) y + (tx A 12 B)z, 

o s s i a i l c o n i u g a t o a r m o n i c o d i x r i s p e t t o a i p u n t i ñ e c n o d a l i . S e g u e 

s ú b i t o c h e l e t a n g e n t i ñ e c n o d a l i s o n o p o l a r i V u n a d e l l ' a l t r a r i -

s p e t t o a l c o m p l e s s o : i n a l t r e p a r o l e : il complesso lineare osculatore 
delV asintotica curva di una rigata contiene la congruenza lineare 

FUBINI e CECH, Lexioni di Geometría proiettivo-differcnxiale. 15 
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osculatrice délia rigata. Se tutte le asintotiche di una rigata appar-
tengono a complessi linear i y la rigata appartiene ad una congruenza 
lineare; l a r e c i p r o c a s i p r o v a p u r e f á c i l m e n t e . M a i l n o s t r o r i -

s u l t a t o h a u n ' a l t r a c o n s e g u e n z a i n t é r e s s a n t e . A l C a p . I I I , § 2 5 B ) 

a b b i a m o d e f i n i t o , p e r u n p u n t o g e n e r i c o d i u n a s u p e r f i c i e n o n 

r i g a t a l e d u e direttrici c o m e l a c o p p i a d i r e t t e p o l a r i P u n a 

d e l P a l t r a r i s p e t t o a i c o m p l e s s i l i n e a r i o s c u l a t o r i d e l l e d u e a s i n -

t o t i c h e i n c r o c i a n t i s i n e l p u n t o c o r r i s p o n d e n t e d i S ; l a p r i m a d i -

r e t t r i c e p a s s a p e r i l p u n t o c o n s i d e r a t o d i l a s e c o n d a s t a n e l 

p i a n o t a n g e n t e , e l e d u e r e t t e s o n o p o l a r i r e c i p r o c h e a n c h e r i s p e t t o 

a l l a q u a ' d r i c a d i L i e . A b b i a m o p u r e e n u n c i a t o u n ' a l t r a d e f i n i z i o n e 

d e l l e d i r e t t r i c i c h e o r a s i a m o i n g r a d o d i p r o v a r e e q u i v a l e n t e 

a l l a p r i m i t i v a . Si considerino le due rigate generate dalle tangenti 
asintotiche di un sistema di S lungo la curva asintotica delV altro 
sistema, passanti per il punto x considerato di S. Sopra la géné-
ratrice passante per x di una tale rigata, si consideri il coniugato 
armonico di x rispetto ai punti flecnodali : i due punti cosi ottenuti 
stanno sopra la seconda direttrice (e correlativamente per la prima 
direttrice). Infatti l ' a s i n t o t i c a d i S e s s e n d o e v i d e n t e m e n t e a s i n t o t i c a 

a n c h e s u l l a r i g a t a , u n a f a c i l e c o n s i d e r a z i o n e b a s t a a d e d u r r e l a 

p r o p o s i z i o n e d a c i ó c h e s i è p r o v a t o p o c o f a , t e n e n d o c o n t o 

d e l f a t t o c h e l e d u e r i g a t e h a n n o i n x i l m e d e s i m o i p e r b o l o i d e 

o s c u l a t o r e . 

§ 38. — Ulteriore studio di superficie rigate 

a curve flecnodali distinte, prive di retta direttrice. 

S i a d a t a u n a r i g a t a R a c u r v e flecnodali d i s t i n t e i n c o o r d í n a t e 

n o r m a l i , r i f e r i t a a l i e a s i n t o t i c h e e v s i a P a r c o p r o i e t t i v o ( s o n o le-

i p o t e s i d e l § 3 5 ) . S u p p o s t o h > 0 ( s e e = — 1 , h > 0 ) v o g l i a m o 

s t u d i a r e p i ü d a v i c i n o c o m e s i d e t e r m i n a l a f o r m a q u a d r a t i c a f ( t ) 

d a g l i i n v a r i a n t i h e k , d a t i i n f u n z i o n e d i v. D i s t i n g u i a m o d u e c a s i . 

I o caso. e = 1 . L a f o r m a f(t) s i p u ó d e c o m p o r r e i n d u e f a t -

t o r i l i n e a r i r e a l i , s i a 

(1) f(t) = 2(zt)($t). 
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Q u i , e n e l s e g u i t o 

(a¿) = axt2 a2tx , (p¿) = . . . , . . . 

D a l s i g n i f i c a t o d i s s i h a ( a ¡ 3 ) 2 = 1 e d e v i d e n t e m e n t e é l e c i t o 

s u p p o r r e 

( 1 ) M S (<xp) = 1 . 

L e f o r m e l i n e a r i ( a t ) , (p¿) n o n s o n o c o m p l e t a m e n t e d e t e r m í n a t e 

d a l l e ( 1 ) e ( 1 ) b i 8 ; p e s s e n d o f u n z i o n e q u a l u n q u e d i p o s s i a m o 

s o s t i t u i r e ( a t ) e ( p í ) r i s p e t t i v a m e n t e c o n p ( a t ) , e q u i n d i 

( a a ' j , ( p p ' ) r i s p e t t i v a m e n t e c o n p 2 ( a a ' ) , p~~ 2 (PP' ) . S i a 

(2) 8 = sgn(aa')(PP'). 

N o n p u o e s s e r e 8 = 0 p e r c h é a l l o r a s a r e b b e h = 0 c o m e s i 

v e r i f i c a f á c i l m e n t e . E s c l u d i a m o a n c h e i v a l o r i p a r t i c o l a r i d i v p e r 

c u i f o s s e 4 = 0 e q u i n d i 8 = 0 . P o s s i a m o d u n q u e fissare l e f o r m e 

( a i ) e (p¿) a m e n o d i u n c a m b i a m e n t o s i m u l t a n e o d i s e g n o , p o n e n d o 

l a c o n d i z i o n e 

( 3 ) ( a a ' ) = s 8 ( p p ' ) = n > o . 

D e r i v a n d o l a ( 2 ) s i d e d u c e 

( 4 ) ( « p ' ) = ( p a ) = m . 

L e n e m , n o n c h é i l s e g n o 8 , s o n o e v i d e n t e m e n t e i n v a r i a n t i p e r 

l e s o s t i t u z i o n i ( 4 ) d e l § 3 5 . 

É f a c i l e v e d e r e c h e , d a t i a d a r b i t r i o 8 = + 1 , m, n i n f u n -

z i o n e d e l l ' a r c o p r o i e t t i v o l a f o r m a q u a d r a t i c a f ( t ) e s i s t e e d é 

b e n d e t e r m i n a t a a m e n o d i t a l i s o s t i t u z i o n i . I n f a t t i , d a ( 1 ) b i . s í 

v e d e c h e ( a t ) e ( p f t ) s o n o c o m b i n a z i o n i l i n e a r i d e l l e ( a t ) e (p¿) , 

e d a l l e ( 3 ) e ( 4 ) s i d e d u c e c h e é p r e c i s a m e n t e 

( a ' ¿ ) = — m ( a £ ) + n ( P ¿ ) 

(5) 

( p rt) = — 8 w ( a 0 + mCPO-

B a s t a q u i n d i p r e n d e r e p e r ( c t t , P i ) e ( a 2 , p 2 ) d u e s o l u z i o n i d e l 
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s i s t e m a d i f f e r e n z i a l e 

( 5 ) b i 6 a ' = — m a + w p , p7 = — S n a + m p 

l e g a t e d a ( l ) b i s ; i l c h e è p o s s i b i l e , l a (a ¡3) = c o s t , e s s e n d o c o n s e -

g u e n z a d e l l e e q u a z i o n i ( 5 ) b i s . D a ( 5 ) s i d e d u c e t o s t o 

(6) f(t) = 2n — ô ( a 0 2 + ( P O 2 , h = 4 ô n 2 , fc = 1 6 8 w m 2 . 

D a t i h e' fc, s o n o q u i n d i d e t e r m i n a t i S , m , n2 m a w o w i l s e g n o d i 

I n f a t t i t a l s e g n o c a m b i a i n v e r t e n d o i l v e r s o p o s i t i v o s u l l e g e n e r a -

t r i e i , o s s i a p e r u n a s o s t i t u z i o n e d é l i a f o r m a ( 4 ) b i g d e l § 3 5 . 

S e s i v u o l e d e t e r m i n a r e s o l t a n t o l a s u p e r f i c i e R e n o n l e s u e 

a s i n t o t i c h e , n o n è n e c e s s a r i o i n t e g r a r e i l s i s t e m a ( 5 ) b i 3 . P o s t o i n f a t t i 

h = (*0 , h = (PO 

v a l g o n o p e r tt fisse l e e q u a z i o n i ( c f r . l e ( 2 ) d e l § 3 4 ) 

t[ = (ait) = bti 4 - ct2 , 
( 6 ) bis 

t'2 = (p'O = —ah — btz. 

C o n f r o n t a n d o c o n ( 5 ) s i h a 

a == dn , b = — m , c = n. 

O m e t t e n d o i s o p r a s s e g n i o t t e n i a m o i l r i s u l t a t o : Se la rigata R 
possiede due diverse curve flecnodali di cui nessuna è retta, possiamo 
normalizzare ( a m e n o d i u n c a m b i a m e n t o d i s e g n i ) i fattori delle 
coordinate y e z dei punti flecnodali in modo che sia (1' a r c o p r o i e t -

t i v o d i R e s s e n d o l a v a r i a b i l e i n d i p e n d e n t e ) 

a — 8n , b = — m , c = n 
8 = ± 1 . 

A= 0 , B= 1 , (7=0, 

m e n e s s e n d o l e g a t e a g l i i n v a r i a n t i h e h d a l l e A = 4 S w 2 , fc=16Smn. 
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L e e q u a z i o n i ( 6 ) d e l § 3 4 s o n o a l l o r a 

y' = my -f- y¡nz -f- y , y' = my + i(¡nz —(1 + j)y 

z' = —ny — mz-\-z , z! =—nij—mz -f- ( 1 — . 

S e 8 = 1 l e c u r v e a r m o n i c h e s o n o r e a l i e g e n e r a t e d a i p u n t i 

y ± z , s e i n v e c e 8 = — 1 l e c u r v e d e l c o m p l e s s o s o n o r e a l i e 

g e n e r a t e d a i p u n t i y + z. L e ( 1 1 ) d e l % 3 1 s o n o 

y"= 2 my + 28 nz'+ (m'+ 8n2 — m2 — l—j)y+8nz 
( ? ) Ms 

— 2ny'— 2mz'— ríy + (— m'+ 8?i2 — m2+ 1 — j)z. 

S e n e d e d u c e u n a d i m o s t r a z i o n e m o l t o s e m p l i c e d i u n i n t e -

r e s s a n t e t e o r e m a d i S u l l i v a n : 

Se le due curve flecnodali di una rigata sono piane, anche le 
curve del complesso e le curve armoniche sono piane e tutti i loro 
piani appartengono ad un fascio. I n d i c h i a m o c o n yt e z ¿ ( i = 1 , 2 , 3 , 4 ) 

l e q u a t t r o c o o r d í n a t e d i y e z . S c e g l i e n d o c o n v e n i e n t e m e n t e i l s i -

s t e m a d i r i f e r i m e n t o , p o s s i a m o s u p p o r r e p e r l e i p o t e s i d e l t e o r e m a 

7 / 3 = 0 , z4 = 0 . L e ( 7 ) b i 8 d á n n o p o i 

2?iz'3 + ríz3 = 0 2ny¡ + ríyá = 0 

s i c c h e z3: yá = X = c o s t a n t e . L a c u r v a d e s c r i t t a d a i p u n t o x=y+cz 
(c c o s t a n t e ) s t a q u i n d i n e l p i a n o fisso 

xz — Xc#4 = 0. 

2 o caso, e = — 1 , fe > 0 . L a f o r m a q u a d r a t i c a f(t) e s s e n d o 

d e f i n i t a , s i p u ó s c e g l i e r e i l v e r s o p o s i t i v o s u l l e g e n e r a t r i c i i n m o d o 

c h e f(t) s i a positiva. S i p u ó d u n q u e p o r r e 

( 8 ) f ( t ) = ( a O 2 + ((3¿)2. 

D a i s i g n i f i c a t o d i s s i h a (a¡3) 2 = 1 e s i p u ó s u p p o r r e a n c h e 

q u i 

( 8 ) m , ( « P ) = l . 
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D e r i v a n d o s i d e d u c e 

( 9 ) ( a p ' ) = ( p a ' ) = m . 

L e f o r m e l i n e a r i ( a t ) e (P¿) n o n s o n o a n c o r a c o m p l e t a m e n t e 

d e t e r m í n a t e ; p e s s e n d o u n a f u n z i o n e a r b i t r a r i a d e l l ' a r c o p r o i e t t i v o v , 

s i p u d s o s t i t u i r l e o r d i n a t a m e n t e c o n 

c o s p ( a ¿ ) + s i n p ( P 0 , — s i n p ( a t) + c o s p ( p ¿ ) 

e q u i n d i l e e s p r e s s i o n i ( a a ' ) e ( p p ' ) o r d i n a t a m e n t e c o n 

c o s 2 p ( a a ' ) + 2 r a c o s p s i n p - f - s i n 2 p ( p p ' ) + p ' , 

s i n 2 p ( a a ' ) — 2 r a c o s p s i n p - f - c o s 2 p ( p p ' ) + p ' , 

s i c c h é ( a a ' ) — ( P P ' ) v i e n e s o s t i t u i t o d a 

[ ( a a ' ) — ( p p ' ) l c o s 2 p + 2 r a s i n 2 p . 

S e g u e c h e p o s s i a m o fissare l e ( a t ) e ( p t ) a m e n o d i u n c a m -

b i a m e n t o s i m u l t a n e o d i s e g n i c o l p o r r e l e c o n d i z i o n i ra > 0 ( n o n 

p u o e s s e r e ra = 0 p e r c h é r i s u l t e r e b b e h = 0 c o n t r o Y i p o t e s i ) e 

( 1 0 ) ( a a ) = ( p p ' ) = » . 

C o m e a l c a s o p r e c e d e n t e , s i d e d u c o n o s e n z a f a t i c a d a l l e ( 8 ) b i g , 

( 9 ) e ( 1 0 ) l e formóle 

( 1 1 ) ( a ft) = — ra(a¿) + n ( p * ) , (P'¿) = — n(at) + ra(p¿) 

d a c u i s i d e d u c e 

( 1 2 ) f (¿) = — 2 r a [ ( a £ ) 2 — ( P O 2 ] 

( 1 3 ) h = 4 r a 2 , k = 3 2 m 2 n , 

i l c h e i n s i e m e c o n l a m > 0 d e t e r m i n a u n í v o c a m e n t e l e ra, n, d a l l e 

0 , k. P e r c o s t r u i r e d a l l e 4 > 0 e k o c í o c h e é l o s t e s s o , 

d a l l e ra>0 e d n l a f o r m a q u a d r a t i c a / ( ¿ ) , b a s t a s c e g l i e r e p e r 

( a i P i ) > e ( ^ 2 P2) d u e s o l u z i o n i d e l s i s t e m a d i f f e r e n z i a l e 

a — — r a a + w p , p ' = — n a + rap 
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l e g a t e d a l l e ( 8 ) b i 8 . S e n o n c i i n t e r e s s a n o l e a s i n t o t i c h e d i R , n o a 

é n e c e s s a r i o i n t e g r a r e l e e q u a z i o n i p r e c e d e n t i . P o s t o i n f a t t i 

O m e t t e n d o i s o p r a s s e g n i o t t e n i a m o i l r i s u l t a t o : Se la rigata 
reale R priva di retta direttrice ha le due curve flecnodali immag'u 
narxe possiamo normalizzare ( a m e n o d i u n c a m b i a m e n t o s i m u l t a n e o 

d i s e g n i ) i fatlori delle coordinate y e z dei punti del complesso in 
modo che sia ( P a r c o p r o i e t t i v o e s s e n d o l a v a r i a b i l e i n d i p e n d e n t e ) 

m e n essendo legate agli invarianti h e k dalle (13). Le curve 
armoniche sono descritte dai punti z, le curve flecnodali dai 
punti immaginari y + i z . L e e q u a z i o n i ( 6 ) d e l § 4 s o n o n e l c a s o 

c o n s i d e r a t o 

( a t ) = t x , m = t 2 

v a l g o n o l e ( 6 ) b i 8 e i l c o n f r o n t o c o n l e ( 1 1 ) d à 

a = ? i , 6 = — m , c = n . 

D a l l e ( 8 ) e ( 1 2 ) s i h a p o i 

A = 1, 5 = 0 , c = i , 

ÂF1 + BT2) B^ + CT, _ = 4m t, t, 1 2 ' 

a = n , b = — m < 0 , c = n , 

^ 1 = 1 , B= 0 , 0 = 1 , 

( 1 4 ) 
y = ™>y + nx + ij, y' = —jy + % + my + n i 

%' = —ny —mz + x , z' = —y—jz — ny — mi . 

§ 39. — La trasformazione flecnodale. 

T o r n i a m o a c o n s i d e r a r e u n a r i g a t a R a d u e c u r v e f l e c n o d a l i 

r e a l i e d i s t i n t e s e n z a r e t t a d i r e t t r i c e . S c e g l i e n d o P a r c o p r o i e t t i v o 

d i R c o m e v a r i a b i l e i n d i p e n d e n t e e fissando c o n v e n i e n t e m e n t e i 
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f a t t o r i d e l l e c o o r d i n a t e y e z d e i p u n t i flecnodali d e l l e g e n e r a t r i c i , 

p o s s i a m o s c r i v e r e l e e q u a z i o n i ( 7 ) d e l § 3 8 : 

y' = ™>y + 8 n z + y > y=my + 8nz — (1 + j) y 
zf = —ny—mz + ¿, z = —ny —mz -f (1 —j)z . 

P e r o g n i v, i l s i g n i f i c a t o g e o m e t r i c o d e l t e t r a e d r o f o r m a t o 

d a i p u n t i y, z, ?/, z c i ó n o t o : é l a g e n e r a t r i c e d i R,(yy) 
e ( z z ) s o n o l e t a n g e n t i flecnodali ( § 3 4 ) e d ( y z ) e l a g e n e r a t r i c e 

p r i n c i p a l e d i H ( § 3 5 ) . A l § 3 4 a b b i a m o c h i a m a t o trasformate 
flecnodali d i R l e r i g a t e RL e Ro g e n e r a t e r i s p e t t i v a m e n t e d a l l e 

r e t t e ( y y ) e ( z z ) . E s s e n d o 

(1)ms (yzy'z)= co, 

s e d e t e r m i n i a m o l a g e n e r a t r i c e g e n e r i c a d i R1 d a i p u n t i ( c f r . § 3 3 ) 

( 2 ) v i = y , 

s a r á 

(2)Ms (yiziyiz'i)= — w. 

P o s s i a m o o m e t t e r e i f a c i l i c a l c o l i c o n c u i s i d e d u c e d a ( 1 ) 

n 
Vi = -y'l + 2nzi + (m' — + m2 - §n* + 1 + j) yt + , 

yi + l + A ' _ 2 ™ 
n 

mn n ^ n n '2 

+ K — - + + 

I n d i c a n d o c o n Í n d i c e 1 l e q u a n t i t á r e l a t i v e a r i s u l t a ( la l c o n -

f r o n t o c o l l e ( 1 1 ) § 3 1 

. 1 »' j 
a i = n, 6 1 = - t - - , C , = — , 

( 3 ) — 2 2 ; 

. 1 » " 3 n ' 2 , , mn' „ . s 0 
h = "j o — m H + 

2 ra 4 n 2 » 
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L a yí- i= = = O d i c e c h e il punto y genera anche sulla R J L uva 
curvx flecnodale. Q u e s t a p r o p r i e t á é s t a t a s e g n a l a t a d a l W i l c z y n s k i 

c h e h a o s s e r v a t o p i ü i n g e n e r a l e c h e e s i s t o n o oo 1 r i g a t e c h e t o c -

c a n o R l u n g o l a c u r v a f l e c n o d a l e g e n e r a t a d a y e d h a n n o p u r é 

n e l l a c u r v a d i c o n t a t t o u n a c u r v a flecnodale. M a t a l e p r o p r i e t á c i 

e g i á n o t a : i n f a t t i , a l C a p . I I § 1 3 B p a g . 7 6 a b b i a m o d i m o s t r a t o 

u n t e o r e m a p i ü g e n e r a l e r e l a t i v o a s u p e r f i c i e q u a l u n q u e . D e l l c ( 3 ) s i 

d e d u c e d i p i ü B\ — AlCl=\ o s s i a . o s s e r v a n d o l a ( 2 ) b i s : Una ir;,-
sformata flecnodale di R corrisponde ad R con uguaglianza d? arco 
proiettivo. 

A n á l o g a m e n t e , p o s t o 

( 4 ) = = ( U 2 Z 2 ? / 2 2 Í ) = — < 0 , 

l e q u a n t i t á r e l a t i v e a l l ' a l t r a t r a s f o r m a t a flecnodale R2 d i R s o n o 

h — 1 n ' _ i 

71' Til 
( 5 ) ¿ a = 0 , B , = 1 , + 

1 n " 3 n ' 2 , ron' 
H = - ó 1 ~ \- m ra2 + 6 ) i - . 

¿ 2 n 4 u n 

I l c o n f r o n t o d e l l e p r i m e r i g h e d e l l e ( 3 ) e ( 5 ) d i c e c h e , f a c e n d o 

c o r r i s p o n d e r e i l p u n t o yx + uz1 d i Rl a l p u n t o y2 + uz2 d i l e 

a s i n t o t i c h e c u r v e d i Ri e R2 s i c o r r i s p o n d o n o . C i o s i p o t e v a p r e -

v e d e r e : i n f a t t i , l a c o n g r u e n z a d e l l e r e t t e c o n g i u n g e n t i yY + uzx a 

y2
Jruz2 ô l a c o n g r u e n z a flecnodale d i R c h e s a p p i a m o e s s e r e 

u n a c o n g r u e n z a W a f a l d e f o c a l i Rx e R2. P e r b r e v i t à , d i c i a m o 

y(z) i l primo p u n t o flecnodale d é l i a g e n e r a t r i c e ( y y ) d i Rx [_(%&) 
d i L a s e c o n d a r i g a d e l l e ( 3 ) d i c e c h e l a s e c o n d a c u r v a flec-

n o d a l e d i R { è g e n e r a t a d a l p u n t o 

(6)a ( _ i r " ¥ ~ f M)Y + YI 

s i m i l m e n t e s i v e d e c h e l a s e c o n d a c u r v a flecnodale d i R2 è g e -
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n e r a t a d a l p u n t o 

<6)b + i 

D o n d e i l t e o r e m a d i W i l c z v n s k i : La retta che congiunge i due 
secondi punti flecnodali di Rt e R2 corrispondenti al medesimo va-
lore di v, appartiene ad H allora e allora soltanto che m = 0, che 
cioé R appartenga ad un complesso lineare. E s s e n d o p e r l e ( 1 ) 

y " + ( n — 2 n 0 » ' + ( — m ' + m 2 = Sn2 + 1 + j ) y = 

= 2 8 « . 

I ' i n t e r s e z i o n e d e l p i a n o ( y y y r ) c o n l a r e t t a ( z z ) è 

(6)« ^ ( I t " ^ ' 

s í m i l m e n t e s i t r o v a c h e 1' i n t e r s e z i o n e d e l p i a n o ( z z z " ) c o n l a 

r e t t a ( y y ) è 

(6)d 

I I c o n f r o n t o d e l l e e s p r e s s i o n i ( 6 ) c o n d u c e s ú b i t o a l t e o r e m a : 

L% generatrice del primo sistema di II che passa per V intersezione del 
piano osculatore alia prima curva flecnodale di Rj con la generatrice 
di R2 e la generatrice di H che passa il secondo punto flecnodale di 
Rl sono coniugate armoniche rispetto alia generatrice di Re alia 
generatrice principóle di H . ( N a t u r a l m e n t e t u t t e l e r e t t e d e l l ' e n u n -

c i a t o d e v o n o c o r r i s p o n d e r e a l m e d e s i m o v a l o r e d i v). Q u e s t o t e o -

r e m a o d a l W i l c z y n s k i r i g u a r d a t o c o m e d e f i n i z i o n e g e o m é t r i c a d e l l a 

g e n e r a t r i c e p r i n c i p a l e d i H. I I l e t t o r e t r o v e r a f a c e n d o u n c a l c o l o 

p r i v o d i d i f f i c o l t á c h e n e l t e o r e m a e n u n c i a t o c o m p a i o n o e l e m e n t i 

d i p e n d e n t i d a sei g e n e r a t r i c i s u c c e s s i v e d i R, m e n t r e é f a c i l e t r o -

v a r e c h e l a g e n e r a t r i c e p r i n c i p a l e d i H n o n d i p e n d e c h e d a cingue 
g e n e r a t r i c i s u c c e s s i v e d i R . P e r q u e s t a r a g i o n e l a d e f i n i z i o n e g e o -

m é t r i c a d e l l a g e n e r a t r i c e p r i n c i p a l e d a t a a l § 3 5 s e m b r a p r e f e r í -
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J b i l e : i l t e o r e m a p r e c e d e n t e d a p i u t t o s t o l a c o s t r u z i o n e g e o m é t r i c a 

• d e l s e c o n d o p u n t o flecnodale d i ( e n a t u r a l m e n t e a n c h e d i R z ) . 

M e d i a n t e l e formóle ( 8 ) d e l § 3 6 s i d e d u c e d a l l e ( 3 ) e ( 5 ) 

Á1=2n, Bx = — 2m , Ó1 = - — + + - 2-*-, 
A 1 n 7 1 n n* n n 7 

= — 2 » ' + 4 m » , ¿ ' i = 2 — 2 A ; 4 m ' + 4 / , 
n n ¿ 

n 2 , n 3 n 4 n ra 

nn
 1 

* * 7% Ao = — 2n , Bo = 2 r a , n 7 

r¿3 n w 

" f 2 
i . = 2rí + 4 m w , B2 = — 2 — + 2 A r — 4 m ' — 4 í , 

n n¿ 

n4 n n n¿ n 

S e g u o n o i v a l o r i d e g l i i n v a r i a n t i h e k p e r Rx e R2: 

n" rí:¿ mrí 2 , . 

^ = - 2 ^ + 1 2 ^ + 1 2 ^ - 2 4 ^ + 4 ™ ' ' -n n n n 

— 2 4 m m ' + 1 6 m 3 + 1 6 m j — 8 + 4 , 
7b 

(?) 
¿ 2 = 2 — - ^ + 4 — + 4 m * + 4 m ' + 4j , 

¿ n n 2 n 
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— 2 
n 

+ 1 2 
mn 

+ 1 2 ^ + 2 4 
m2n' 

+ 4 m " + 
71 Ti 

L a t r a s f o r m a z i o n e flecnodale m e r i t a s e n z a d u b b i o u n o s t u d i o 

p i ü a p p r o f o n d i t o . M a q u i c i l i m i t i a m o a d u n a s e m p l i c e a p p l i c a z i o n e 

d e l l e formóle ( 7 ) p r o p o n e n d o c i l a d o m a n d a : Pud accadere che le 
due tras fórmate flecnodali Rj c R2 di una rigata R siano collineari 
fra loroy-corrispondendosi nclV omografia le tangenti flecnodali appar-
tenenti áll% medesima generatrice di R ? L e c o n d i z i o n i d e l p r o b l e m a 

s o n o 

fio 
s i c c h è mn e — s o n o c o s t a n t i . D u e c a s i s o n p o s s i b i l i : I o m e n n r 

s o n o c o s t a n t i ; 2 ° m = 0 . N e l p r i m o c a s o Jc±— k2 = — 8 / , s i c c h e 

a n c h e j ô c o s t a n t e . V i c e v e r s a , s e m, n e j s o n o c o s t a n t i , t u t t e l e 

c o n d i z i o n i d e l p r o b l e m a s o n o s o d d i s f a t t e . L e e q u a z i o n i d i f l e r e n z i a l i 

( 1 ) n o n c a m b i a n o i n q u e s t o c a s o m e t t e n d o v + c o s t a n t e a l p o s t o 

d i v s i c c h ô R ammette un gruppo continuo oo 1 di omografie in sè. 
L e e q u a z i o n i i n t e r m i n i finiti d i R s i p o t r e b b e r o s c r i v e r e q u i n d i 

s e n z ' a l t r o . N e l s e c o n d o c a s o hx - f k2 = 0 , s i c c h è ki = k2 = 0 e tutte 
le tre superficie R , R A , R 2 appartengono a complessi linear i. V i c e -

v e r s a s e R e R±, p . e s . , a p p a r t e n g o n o a c o m p l e s s i l i n e a r i £î e 

r i s p e t t i v a m e n t e , l a p o l a r i t à r i s p e t t o Í23 n o n c a m b i a Rt e l a p o l a r i t à 

r i s p e t t o Í2 l a p o r t a i n R2 , s i c c h è i l p r o d o t t o d e l l e d u e c o r r e l a z i o n i 

è u n a o m o g r a f i a ( b i a s s i a l e ) c h e p o r t a R± i n R2. E s s e r i d o m = 0 , 

hx = h2, kx = k2 , ?! = j2 

O r a d a l l e ( 3 ) , ( 5 ) e ( 7 ) s i h a 

kx — k 2 = — 4 
n' 
n 

D u n q u e n p u ô p r e n d e r s i a d a r b i t r i o p u r c h è d i v e r s o d a z é r o , e j s i 
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d e t e r m i n a d a l i ' e q u a z i o n e d i f f e r e n z i a l e l i n e a r e 

n 2 n 

c h e i n t e g r a t a d á 

j = ——-— ( r í ¿ — 2 nrí' + c o s t . ) 
4n* 

La classe, delle rigate a cui siamo arrivait è intéressante percliè 
ogni rigata délia classe si deduce semplicemente da una linea a cur-
vatura costante di uno spazio a tre dimensioni di curvatura costante. 
S i o s s e r v i d a p p r i m a c h e i c o m p l e s s i l i n e a r i í í , fíj , fi2

 c u i a p p a r -

t e n g o n o o r d i n a t a m e n t e l e r i g a t e R , R± , R2 a p p a r t e n g o n o a d u n 

f a s c i o , p e r c h e , c o m e a b b i a m o g i à o s s e r v a t o , fíj e ü 2 s o n o p o l a r i 

r i s p e t t o a fl. L a c o n g r u e n z a l i n e a r e A b a s e d e l f a s c i o p u ô e s s e r e 

g e n e r a l e o s p e c i a l e . P e r b r e v i t à , l i m i t i a m o c i a l c a s o c h e A s i a g e -

n e r a l e . S i a QA u n a q u a d r i c a a q u a t t r o d i m e n s i o n i i m m a g i n e d e l l e 

r e t t e d e l n o s t r o s p a z i o . L e i m m a g i n i C, C1, C 2 d e l l e r i g a t e R, Rx, R2 

s o n o t r e c u r v e i n c o r r i s p o n d e n z a b i u n i v o c a s o p r a Q A , c o n t e n u t e i n 

t r e s p a z i S4, S\, Si a q u a t t r o d i m e n s i o n i ; , S \ , SI s i i n t e r s e -

c a n o i n u n o s p a z i o S3 a t r e d i m e n s i o n i c h e i n t e r s e c a Q4 i n u n a 

q u a d r i c a Q2 c h e è g e n e r a l e , e s s e n c l o i m m a g i n e d e l l a c o n g r u e n z a 

n o n s p e c i a l e A . G l i s p a z i i S á , S J , $ 4 i n t e r s e c a n o i n t r e q u a -

d r i c h e a t r e d i m e n s i o n i Q\ i m m a g i n i d e i c o m p l e s s i Q , S í 2 . 

S i a n o P , P i , P2 i p u n t i d i C , CY, C2 c o r r i s p o n d e n t i a d u n v a -

l o r e d i v s c e l t o a d a r b i t r i o . L a r e t t a Px P2 o p o l a r e r i s p e t t o a Q± 

d e l l o s p a z i o o s c u l a t o r e 7t3 a t r e d i m e n s i o n i d e l l a c u r v a C i n P , 

e s s e n d o Px e P2 l e i m m a g i n i d e l l e d i r e t t r i c i d e l l a c o n g r u e n z a l i n e a r e 

o s c u l a t r i c e d i R a p p a r t e n e n t e a l v a l o r e s c e l t o d i v. O r a TT3 s t a e v i -

d e n t e m e n t e n e l P i p e r p i a n o S ¿ s i c c h ô l a r e t t a P1P2 p a s s a p e r 1111 

p u n t o fisso O. S i a Q3 l a p r o i e z i o n e d i Q\ e d i Q\ d a l p u n t o O s u l -

1' i p e r p i a n o S4. U n a f a c i l e c o n s i d e r a z i o n e o u n f a c i l e c a l c o l o m o s t r a 

c h e l e d u e q u a d r i c h e Qz e Qs d e l l o s p a z i o S4 s i t o c c a n o i n t u t t i 

i p u n t i d e l l a q u a d r i c a Q2. S i a G l a p r o i e z i o n e d e l l a c u r v a C1 d a l 

p u n t o O n e l l o s p a z i o SA c h e è q u i n d i u n a c u r v a g i a c e n t e s u Qd  

e s i a P i l p u n t o d i G c o r r i s p o n d e n t e a l v a l o r e d i v s c e l t o s o p r a . 

L a r e t t a Px P2 e s s e n d o l a p o l a r e d i 7ü3 r i s p e t t o a f t , i l p u n t o P o 
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i l p o l o d i Ttg r i s p e t t o a Q3, e q u i n d i g l i i p e r p i a n i 7r3 c o r r i s p o n d e n t i 

a i d i v e r s i v a l o r i d i v t o c c a n o l a q u a d r i c a Q* p o l a r e d i Qz r i s p e t t o 

(¡>3, c h e t o c c a p u r é Q3 i n t u t t i i p u n t i d i Q<¡>. I n t r o d u c i a m o o r a n e l l o 

s p a z i o S4 u n a m é t r i c a e u c l i d e a r i g u a r d a n d o S3 c o m e i p e r p i a n o a l -

P i n f i n i t o e Q2 c o m e T a s s o l u t o : l e q u a d r i c h e Q3 e Q* a p p a i o n o i n 

q u e s t a m é t r i c a c o m e i p e r s f e r e c o n c e n t r i c h e . L a c u r v a C s t a s u l -

1 ' i p e r s f e r a Q 3 e i s u o i i p e r p i a n i o s c u l a t o r i (e quindi anche i suoi 
piani osculatori) (*) t o c c a n o 1 ' i p e r s f e r a c o n c é n t r i c a Q*. Q u e s t i p i a n i 

o s c u l a t o r i i n t e r s e c a n o Q3 n e i c i r c o l i o s c u l a t o r i d i G c h e h a n n o q u i n d i 

r a g g i o c o s t a n t e e l a curva C é una linea a curvatura costante trac-
ciata soprd lo spazio a curvatura costante (ipersfera) Q3. 

A n á l o g a m e n t e s i p u ó t r a t t a r e i l c a s o d i A s p e c i a l e c h e c o n -

d u c e a d e d u r r e R d a u n a l i n e a a c u r v a t u r a c o s t a n t e d e l l ' o r d i n a r i a 

s p a z i o e u c l i d e o ( * * ) . 

§ 40. — L' applicabilità proiettiva di superficie rigate. 

I I t e o r e m a g e n e r a l e C a p . I I § 2 0 A) m o s t r a s u b i t o c h e u n a 

r i g a t a n o n p u ó e s s e r e a p p l i c a b i l e c h e s u u n a r i g a t a . I n p a r t i c o l a r e 

u n a q u a d r i c a n o n è a p p l i c a b i l e c h e s u u n a q u a d r i c a e s i d i m o s t r a 

s u b i t o : due quadriche sono proiettivamente applicabili se si corri-
spondono i due sistemi di generatrici. E s c l u d i a m o i l c a s o d e l l e 

q u a d r i c h e . S i a n o R e Rx d u e r i g a t e r i f e r i t e a l i e a s i n t o t i c h e . R i t e -

n i a m o l e s o l i t e n o t a z i o n i p e r i ? , e f a c c i a m o u s o d e l l e s t e s s e n o t a -

z i o n i c o n i n d i c e 1 p e r R v S e c o n d o l e ( 8 ) t e r § 3 1 c o n d i z i o n e n e -

c e s s a r i a e s u f f i c i e n t e a f f i n c h è s i a p o s s i b i l e s t a b i l i r e f r a R e Rx u n a 

c o r r i s p o n d e n z a b i u n i v o c a c h e s i a u n a d e f o r m a z i o n e p r o i e t t i v a è 

c h e s i p o s s a r i s o l v e r e r i s p e t t o u\ e vx T e q u a z i o n e 

(A + 2 Bu + Cu^dv* _ (Al+2Blul + Clu\) dv\  
du dui 

(*) Piü intuitivo ě il ragionamento correlativo : se tutti i punti di G 
stanno su Q3, tutte le tangenti di C toccano Q3. 

(**) Cfr. una Nota (in boemo) di Üech, nel Časopis pro pěstování mat. a 
fys., vol. 52, 1923. 
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I n p r i m o l u o g o s i v e d e c h e s e v i s o n o s o l u z i o n i , e s s e s i o t t e n -

g o n o u g u a g l i a n d o ux a d u n a f u n z i o n e d e l l a s o l a u e vx a d u n a f u n -

z i o n e d e l l a s o l a v. C a m b i a n d o i l p a r a m e t r o ( s e V a p p l i c a b i l i t á ě 

p o s s i b i l e i n d i v e r s i m o d i , t a l c a m b i a m e n t o i n g e n e r á l e ě d i v e r s o -

p e r i d i v e r s i m o d i d i r e a l i z z a r l a ) s i p u ó d u n q n e s u p p o r r e v = vx . . 

S i c c h e s i h a p i u s e m p l i c e m e n t e 

d o v e a d e s s o A, B, Gy Al9 B]f Gx s o n o f u n z i o n i d e l l a s o l a v. S e n z a 

l e d e r e l e g e n e r a l i t á s i p u ó s u p p o r r e o c h e B2 — AC = ±_ 1 , o r 

s e B¿ — A C = 0 , c h e l a f o r m a f ( t ) s i a n o r m a l i z z a t a s e c o n d o u n a 

d e l l e r e g ó l e d e l § 3 6 . 

C o m i n c i a m o c o n 1' i p o t e s i c h e l e A, B, C s i a n o c o s t a n t i . E v i -

d e n t e m e n t e n o n é p o s s i b i l e s o d d i s f a r e a ( l ) b i s c h e s e a n c h e l e Ax, 

Bl9 Gi s o n o c o s t a n t i : Una rigata appartcncnte ad una congruenza li-
neare ( n o n i m p o r t a s e g e n e r a l e o s p e c i a l e ) non puó esaere proietti-
vamente applicabile che su rigate appa,?tenenti puré a congruenze li-
nean. E c c o i l t e o r e m a i n v e r s o : Due rigate appartenevti a congruenze 
lineari sono sempre ( a n c h e s e u n a c o n g r u e n z a é g e n e r a l e e l ' a l t r a 

s p e c i a l e ) proieltivamenle applicabili in oo 3 medí. I n f a t t i s e n e l l e ( 1 ) 

l e A, B, C, Al:Gly Bl:C1 s o n o c o s t a n t i , p e r p a s s a r e d a ( 1 ) a ( l ) b i 8 

o c c o r r e c a m b i a r e i l p a r a m e t r o v1 i n m o d o c h e a n c h e l e Alf Bl9 Gx 

r i s u l t i n o c o s t a n t i . C i ó é e v i d e n t e m e n t e s e m p r e p o s s i b i l e e s e ^ = 

= <p(v) é u n a m a n i e r a d i f a r l o , l e a l t r e s o n o v1 = a<p(v) + b, c o n 

a , b c o s t a n t i q u a l u n q u e ( a ^ O ) . S c e g l i e n d o l e a , 6 , l a ( l ) b i s d e t e r -

m i n a ux i n f u n z i o n e d i u, i l c h e i n t r o d u c e u n a t e r z a c o s t a n t e a r b i -

t r a r i a . S i v e d e s ú b i t o c h e : Se le due congruenze sono specialiy co-
munque si realizzi V applicibilitá, la corrispondenza fra i punti delle 
generatrici corrispondenii é sempre proiettiva. S e u n a c o n g r u e n z a é 

g e n e r a l e e l ' a l t r a é s p e c i a l e , t a l e c o r r i s p o n d e n z a n o n p u ó e s s e r e 

p r o i e t t i v a . Se le due congruenze sono generali, allora nel campo 
complesso oo 2 delle oo 3 maniere di realizzare V applicabilita hanno 
la proprietá che la corrispondenza fra i punti delle generatrici cor-
rispondenti é proiettiva; nel campo reale, tali applicabilitá non 
esistono che se le due congruenze sono simultáneamente od iperboliche 
od ellittiche. C o m e e s e r c i z i o , i l l e t t o r ' e p a r t a d a l l e e q n a z i o n i i n t e r -

( l ) b i s 
du du 

A+2Bu + Cu* A1 + 2Bxux + Cxu\ 
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mini fiuiti delle due rigate e determini le oo 3 applicabilitá, sup-
ponendo ordinatamente le due congruenze generali ecc. 

Passiamo al caso che nessuna delle rigate appartenga ad una 
congruenza lineare. Integrando la (l)bis in cui v si riguarda come 
parametro, si ottiene una delle quattro equazioni 

ux — qt _ / u— a\P- ux — u — oc 

(2) 

P» 
r u, — a, u — a X Xx 
Xe 1 1 = , \- = w, 

u — ¡3 u — a uY — aj 

dove a, aj, , X, Xx, jx sono funzioni di v che possono essere 
immaginarie. In particolare, u = a e u= $ (o soltanto = a) sono 
le equazioni delle due linee flecnodali di ič, sicche una almeno 
delle a e (3 (/;. e. a) non ě cosíante, altrimenti R apparterrebbe ad 
una congruenza lineare, contro la supposizione. Ora osservando il 
comportamento della funzione ux di u neir intorno del punto u— a 
si vede súbito che ux dipende necessariamente anche da v, se vale 
la seconda o la terza delle (2), oppure se vale la prima e se [x 2 i l . 
Tali casi sono dunque impossibili, e 11011 restaño che due possibilitá 

uY — ax fu — a\— 1 ^ X Xx _ 
ux — pj " \u — $) ' °PPure

 u _ a + Ul — a i ~~ ^ ' 

Ně deduciamo: Io se le linee flecnodali di R coincidono, co-
incidono puré quelle di Rx e viceversa 2o; ó 

pu + g, u \ = ¡— 
ru + s 

e p, g, r, s sono necessariamente costanti, perche ux non dipende che 
da u. Cambiando il parametro possiamo dunque supporre uv-=u, 
dopodichě la (l)bis da AY = A, Bi — B, C1 = C. E seguono ora 
senz' altro i teoremi: 

Se due rigate R e Ej proiettivamente applicabili non appar-
tengono a congtuenze linean, le due curve flecnodali di Rx sono di-
stinte o coincidenii, reali od immaginarie, come quelle di R; e si 



[§ 32, A] S U P E R F I C I E R I G A T E 2 4 1 

corrispondono nelV applicabilità. Le rigate R e Rx si corrispondono 
con uguaglianza d' arco proiettivo. 

Se una dette due rigate (e quindi anche V altra) è a cuive 
flccnodali distinte e priva di retta direttrice, condizione nectssaria e 
suficiente per V applicabilità proiettiva è che, per uguali valori di 
arco proiettivo, il segno e e gli invarianti h e k siano uguali suite 
due superficie. Se R e quindi anche RÍ possiede una retta direttrice,, 
condizione necessaria e suff iciente per V applicabilità proiettiva è chey  
per uguali valori delV arco proiettivo, il segno o e V invariante D 
[§35 (11)] siano uguali suite due superf icie. 

Sz R (e quindi Rx) è a curve flecnodali coincidenti, condizione 
nccessaria e svfficiente per V applicabilità proiettiva è che, per uguali 
valori delV arco proiettivo [§ 36, (4)], l'invariante 1 [§ 36, (5)] sia 
uguale per le due superficie. 

Non importa invece il valore dell' invariante j. Dunque : Le 
defórmate proiettive di una rigata che non appartiene ad una con-
gruenza lineaie dipendono da una funzione arbitraria di un argo-
mentó, che è appunto la j. Se ne deduce per es. che, se le curve 
flecnodali di R sono reali e distinte (coincidenti), esistono due de-
fórmate proiettive (una deformata) di R tali che le generatrici 
principali delle quadriche di Lie di Rx descrivano una sviluppabile. 
Basta porre j = ±l(j =())-, cfr. § 34, (11). 

Le ricerche precedenti danno immediatamente la soluzione del 
problema di trovare le rigate che ammettono un gruppo continuo di 
deformazioni proiettive in sè. Esse sono di due tipi diversi : Io una 
rigata R di una congruenza lineare, générale o speciale, ammette oc 3 

deformazioni proiettive in sé; 2o una rigata R, che non è di una con-
gruenza lineare, ammette oo 1 deformazioni in sé, se o h ̂  0, h = 

cost., k=cost. , oppure h = 0 , D=cost. , o infine B2 — A C = 0 , 
1 = cost. È intéressante rilevare che in tutti e due i casi si puo 
indicare una deformata proiettiva Rx di R tale che le deforma-
zioni corrispondenti di Rx in se siano delle semplici omografie: 
se R appartiene ad una congruenza lineare, Ri è la rigata cubica 
di Cayley, negli altri casi Ri si ottiene da R sostituendo a j una 
ĉostante scelta ad arbitrio. 

FUBINI e CECH, Lexioni di Geometría proiettivo-differenxiale. 1 6 


		webmaster@dml.cz
	2015-04-23T23:46:51+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




