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Cariroro VII.

CONDIZIONI D’ INTEGRABILITA E SUPERFICIE

PROIETTIVAMENTE APPLICABILI

§ 63. — Condizioni d’integrabilitd

delle equazioni fondamentali.

4) Equazioni preliminari.

Al Cap. II § 14 4) e C) abbiamo visto che, fissato comunque
il fattore arbitrario delle coordinate omogenee = del punto mobile
di una superficie 8 non sviluppabile, valgono le equazioni fonda-
mentali
(1) Tps = Z’ais Zy + @ .4 + Prs T,
(1) b X, =Lz + Emjx,,
e le formole duali
(2) érs=—_zaia€i+a’rsa+wr:e,
(2)bis E,~=)\¢§+E(LZ&,.

Di piu, abbiamo trovato al Cap. II § 14 B) e C) e §16C)
alcune relazioni fra i coefficienti, e precisamente le
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Za*a,,;, =0,

Sa”p, =Za"m,, =0,
Prs = Py Tpsg == Tsp y Mpg = Mgy 5 g = Yoy
(3)
mm:’ltﬂ—(K + J)ars') !“'n:prs—(K —i—J)a",
L+MN+ K +J;,=0,
Tps — Prs = 2ar.vi-i (*)-

Queste equazioni esprimono, in particolare, i coefficienti delle
(2) e (2) 1, mediante quelli di (1) e (1),: basta adunque occu-
parci delle (1) e (1) 4. Gia al luogo citato abbiamo osservato che,
derivando covariantemente le (1), possiamo ottenere i valori dei
coefficienti di (1), espressi mediante le a,, @, , p.: ora
faremo questo calcolo. Del resto i valori delle m,, si trovano gia
dalle (8), cosicch® soltanto le espressioni di I; saranno nuove. Deri-
viamo adunque covariantemente le (1). Si ottiene, tenendo conto
delle (1) stesse,

Lpst = Z ot [aru’t + E‘a’:‘s Wi + Prs Oy + Aps mti] +
+ Dyt X + (z af's D + s lt + pr:l) .
12
Se ne deduce, ricordando che ¥ 4 4* =0,
2'8'“ Lpsy = 2’ a‘i [2‘ ‘(}“ Qi "l' 2‘ '&“ aﬁs Aing +
+ 2'&“ Q¢ Prs + 2 '&“ Qs mti] +
+ (z 9 a:-x y2r + z '3" s lt + 2'3“ Pm) z.
Ma’ dal Cap' VI) § 57} (3) ter © (5) ter si ha

I8 al, py = b py y BY ay, apy = Bl ap, = J ¥,

(*) Cfr. Cap. VI, § 58, (3). Si ricordi che Zapsy= 2 A Creni -
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e dal Cap. I1 § 1E)
Xyyg —— ¥19q = — (12, 12) 2? = — KAa?,
Tgro — Tgg; = (12, 12) 2! = KAx?,
ossia
(4) 2%t w,, =KXd, o'
Dunque
Dot [B8 @y + (K + J) 8 + B8 (@i Py + s mis)] +
+ (b py, + ¥t a,l, + L8 p )2 =0.

I punti x, «', 2% essendo linearmente indipendenti, seguono
le relazioni

(5) 2 o Qrsit + (K + J) '&ri + E o (ati Prs + s mli) = 0’

(6) 267 py 4 E¥ @l 4 pr) = 0.
B) Trasformazione delle (5).

Le equazioni ora dedotte si possono trasformare. Cominciamo
con le (5): noi non ne dedurremo niente di nuovo, ma ritroveremo
soltanto una parte delle (3), e precisamente le

m,, = My, , Lo T, =0 y Tps = Pps = 2arsli'
Moltiplicando la (5) per a@; e sommando rispetto a ¢ ed #, si ottiene,
osservando che 2 a¥ §.; = Za'" @, = 0,

Z9t atr oy Prs + 29t @i g smy; =0
ossia
Z¥stpys 4+ TSt = 0.

Essendo ;5 = P,y , risulta confermato che me, = m,. Moltiplicando
invece la (D) per ¥ ed osservando che 28 a,.q; =0, si ottiene

2e(K + J) + Z37 3t @y prs + S8 $tapg s =0,

Fumint e CecH, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxiale. 22
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oppure, scambiando nel terzo termine 7 con » ed 5 con ¢,
2e(K + J) + S 9t ay (pPrs + nirs) = 0.
Ora dal Cap. VI, § 56, (2) e (4) si deduce
ZY Yty = DO ik = ea’,
cosicché risulta
2(K 4 J) = — Zars (prs + Pls) = — D S,

Posto adunque ‘
Myps = Tps — (I{ + J) Qrs (*)

risulta confermato che Za"s w.s = 0.
Introducendo le s al posto delle m.s nelle (b), si ottiene, osservando
che 2¥ aps @i = ¥ri

2%t arsic + ZW @y prs + LI Ars Ty = 0.

Dimostriamo che quest’ equazione cquivale all’ultima delle (3). A tale scopo
moltiplichiamola por du; Du, . Ricordando le (3) ¢ (8)quater del Cap. VI § 56
risulta

295 @psiy dug Duyp 4+ 2 prs Dup Dug — e 21y duy du; .
E basta, per giungere al risultato voluto, osservare che

2prs Du, Dus = e 2 p,s du, dus (*¥).

C) Calcolo delle /; .

Invece dalla (6), come abbiamo enunciato, possiamo trarre il
valore delle ;. Moltiplicandola per o™ ¥,, e sommando rispetto a
h e 7 si deduce

z'a'hh b Pu -l— Z9 '&sk lt + DR ’&hh a™ Prse = 0 b]
donde la formola cercata

(O l,=Xap,,—eXZd, 9 ad"p,.

(*) Sappiamo che le . cosi definite son quello che compaiono nelle (2).
(**) Cfr. Cap. VI, § 56, (6), ¢ § 68, (3) e (3)u1s-
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Essendo aj = L¥" b}, = e 9" 9" 4,,,, possiamo scriverla
anche

1

ly=— a [@111 Poa — 23,3 Py + @y02 Py +
+ a1 Pr12 — Pio1) — 11 (Prz2 — Pad) ]
(7) bis
1
ly= — a [@112 Pas — 28199 Prg + Gggp Pyy +

+ @gp (D133 — P121) — ¥1g (P12a — Pao1)]-

Naturalmente, il calcolo correlativo conduce alle
(1) ter N=—22ar T, —eZd, " T, .
Il confronto di (7) e (7). conduce alla formola

(8) li - )‘l = Ea? (prs "‘_ 7'Ers) - 2‘ (l,;frs (*)

come ora dimostreremo,

Sottraendo 1a (7) ter dalla (7) otteniamo dapprima

li — X = 205" (Drs + Tirs) — &3 3595 @57 (Prst — Torst)

sicché bisogna provare soltanto che
29 B AAT (Prst — Torse) = € Babinrs -
Ora, derivando covariantemente ' ultima delle (3), otteniamo

P k
Prst — Tpsp = — Blpsmps = — i bl as;ppz

cosicche

BGin 3 QM (Prsy — Torst) = — L8y, 950 @ 0, Tppe

(*) Si ricordi che ZaiZp = EZArn Ao Ginnrs.
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Ora dalle (3)ter © (3)bis del Cap. VI § 57 si deduce

kp th, t
— 2% $ts—pt = — ¥ b__ppt =el 04'?—1:! )
siccho

2
z &lk &s‘ akr (Pru bt ﬂz'st) =¢el af.’_pg )

cho & la formola che si voleva dimostrare.

§ 64. — Continuazione.

4) Condizioni d’integrabilita delle (1) ubis.

Al § 63 abbiamo richiamato le equazioni fondamentali (1)
e (1) s © le relazioni (3) fra i coefficienti di esse a cui abbiamo
aggiunto le formole (7) e (8) che dénno le 7;, deducendole dalle
condizioni d’integrabilita delle (1). Per completare lo studio, do-
vremo ancora soltanto aggiungere le equazioni che si traggono
dalle (1) . A questo studio qui ci rivolgiamo scrivendo che X, =
=X,;, ossia 9% X, =0. Derivando covariantemente le (2) si
trova tenendo conto delle (1)

Xo=lpx + bz + Zmys 2" +

+ p> m: (Z Bys x + 293 X + Prr x)
ossia

X"" = 2 xr (liar'h + Mjrp, + 2 a’fﬂk mis) +

+ (lih + Zm; prk) x -4 my X.

Se ne deduce
2 &ik X“" = z x (2 '&ih Aon li + Z '&ih My, — Zbis mi.y) +
+ (Zo* 1, + S9% m; p,) .

th . . . . .
Deve essere Z9" X = 0. Le relazioni che ci rimangono da seri-
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vere sono pertanto

(1) E¥*a,, I - Z8* my, — EbFm;; =0 )
(2) E a'ik lih + z '&ik’ a?'s mir Prs = O .

B) Studio delle (1).

Dimostriamo che la (1) non da niente di nuovo, ma soltanto
permette di ritrovare la penultima delle (3) del § 63.

Dalle (6) del § 63 si deduce
S0 am bl = B pis + S8 ..
Sostituendo nella (1), si ottiene
(1) uis 2% (prin + mpin) + 28" (pin — ma) = 0.
Dalla
Mys = T — (K + J) ars
si deduce
Mrin = Torik — (Kn 4 Ji ) @ri
cosiceh® la (1) bie diventa, ricordando che Z b}¥ az =0,
(D tor  Z9% (pran + Trin) — 29% @ri (Kn + Ju) + 287" (i — ma) = 0.
Moltiplicando per o™ %5 e sommando rispetto ad s, si deduce
2 9 34y 7% (prin + moin) — 29 8y (K + Ju) + e Zai* (pn — nn) = 0,
ossia
(1) quater K¢ + Jo = — 29 ¥y " (Prin + Torin) — 2" (pin — Tk ).
Ora dalle (7) e (7) ter si deduce

L+ = 2a (pin — min) + € i 950 @l (Prse + Torse) .

Eseguendo nell’ ultimo termine la sostituzione (Z ]; r S ﬁ) e confrontan-
strek

do con (1) ter si ritrova la penultima delle (3) del § 63, come abbiamo enunciato.
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C) Studio della (2).

Resta infine la (2); noi dimostreremo che essa equivale alla
(3) Ebr” (prst + “rst) _*— 22b'—“t ('prs '{_ ﬂvs) = Zbﬂrst .

Sostituendo nella (2) =, al posto di ., essa diventa (¥)
(2) b1s T Ly + B amS prs e = 0 (%) .

Per la penultima delle (3) del § 63 2(4; + A )duy =—dK —dJ ¢ un
differenziale esatto, cosicché

B9 Uy = — B A = L 2O (lan — D)

¢ la (2)nis puo seriversi
(2) ter Dok (Lg, — Ain) = — Z9% 073 (pir + Tir) (Prs — Toas)

Ora dall’ ultima delle (3) del § 63 si deduce

B9k @75 (prs — Ths) = — Y s g Py = — B9 )T, .
e ricordando la formola (3) ter del Cap. VI § 57,
2 (prs — ) Y grs = TB'

o sostituendo nella (2) ter .
(@) quater D9 (L — M) = — b, (pir + mir) .

Derivando covariantemente la (8) del § 63 si deduce

i — hin = 2@k (Prs + Trs) + 2@ (posi + 7irsn) — ail o

(*) Si osservi che Z%%* a8 @ prs == 29k py, = 0.
(**) Cid si potrebbe scrivere anche

1 pu Pz P2
ll‘-""l'-’l:'—"f T T T2

a @ asp |
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cosicche

T §ik (lilc - )\il:) = Sbl_f_’:k (]-’)'.v + Ts) + Dhrsk (]’r,y k4 'nrsk) _ zb’—.{,f;-s!:

onde, confrontando con (2) quater , Si deduce la formola cercata (3).

D) Esame delle condizioni d’integrabilita.

Abbiamo gia trovato tuttc le condizioni d’ integrabilita delle
equazioni fondamentali; esse .sono le (3), (7) e (7). del § 63 e
la (3) del § 64. Fra queste equazioni, ve ne sono sei che conten-
gono I, I, Ay, Ay la penultima delle (3),1a (7) e la (7). (con
i=1,2).

Noi possiamo definire le I, e \; mediante quattro di esse o
quattro combinazioni di esse, p. es. mediante la penultima riga
delle (3) del § 63 e le (8) del § 63 ed otteniamo pertanto ancora
due equazioni che non contengono pitt né /; né A;. Esse sono evi-
dentemente le (1) ., che possiamo mettere sotto la forma pitt semplice

(4) DR P + i) = Zo* a,; (Kk. + Jk) + Xb¥ @yl (*)
Osserviamo ancora che nelle (3) e (4) compaiono i coefficienti

Qrs = Drs + Ty

della forma

2(pys + m) due, du, = P 4+ 11

gia considerata al Cap. II § 14 B).

(*) Infatti, dall’ ultima delle (3) dol § 63 si deduce
ik

by (pi — min)=—23 b s

onde sostituendo nella (1)ter si ricava la (4).
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E) Teorema riassuntivo.

Prima di procedere, sara opportuno enunciare un teorema che
riassume i risultati finora ottenuti:

Una superficie S non sviluppabile, ed il fattore arbitrariamente
prescritto delle coordinate omogenee dei punti di essa sono individuals,
a meno di una sostituzione lineare unimodulare, a coefficienti costanti,
conoscendo le tre forme differenziali intrinseche

F, =2a,du,du,, Fg=3Ja, dua,du,du,,
2 q,, du, du,,

legate dalle identita (condizions d’ integrabilita) necessarie e sufficients :

Yata, =0,
4y
Ya~q, =0,
LY Qe = Zd* ay (K + di) — Zb* ayl,,
(II)

Zb“t qrst + 2 Eb]-s—‘t qrs = zbr—“rst .

Le coordinate omogenee X dei punti di S si calcolano integrando il
primo gruppo di equazioni fondamentali

Xpg == zaisxi + Prs X + arsXa
Xl=lix+2‘m;xr)

sotto la condizione iniziale (xx,X%, X)=1J]A

1
VIA]
di S), si ottengono integrando il secondo gruppo di equazioni fon-
damentali (¥)

Posto £ =

(x X, X,), le & (coordinate dei piani langent:

(*) Naturalmente, integrato il primo gruppo (p. es.) lo & anche il secondo.
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b
&rs = _Za.:'s&i + 7tl's'g "i_ arsE )
E=ME+ Zé,,

sotto la condizione iniziale (£€,& 8)=¢ VTI[ .
I coefficienti delle equazions fondamentali si calcolano dalle formole
Prs & Tes = Qrs 5 Pra— Topg = — D8ye;
My, = 7 — (K + )
(I1I) tes = Prs — (K + J) 2
L4+n=—@K+Jy)

li - )‘i = Za;S Qrs — Zalr—srs .

II lettore confronti le formole trovate con quelle del Cap. II,
§ 16 D) relative al caso particolare di linee coordinate asintotiche.

§ 65. — Trasformazione delle equazioni
trovate per superficie non rigate.

Caso di coordinate normali.
4) 11 caso J F0.
Supponendo J + 0, escludendo cioé il caso di superficie rigate,
possiamo meltere le equazioni trovate sotto un’altra forma. Essendo
2a™ g, = 0 possiamo porre allora

(1) qdrs = Z’Ct a‘f‘s = 2“ ti Qs

introducendo cosi, al posto della forma quadratica Xg,, dw, du, la
forma lineare

(2) T= Zti d’u, B
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Ricordando la formola (1) del Cap. VI § 58, otteniamo, derivando
covariantemente la (1):

. 1 J,
(1) bis qrst = Ztil a:'s "}" _2_ _j' ZJC"rs Tl +

+ eZ, 4. BbL, T
Dal Cap. VI, § 57 (3) s € (D) wer € § 58 (1), si deduce

LoFanl, = —3—' Zo¥ag, —L-;—‘ -+ e Xb by §y =

= Lospra, L 4 net g =359, (%- I+ qu).
Dalle (1) e (1) i, € dal Cap. VI § 57 (3) o (D) € § 58

(1) vis si deduce

T, g = % Dt ';‘t' T + Edg @™ §l g, =

1 st i J N 7 rs i i 1
= ?Eb’”aﬁs ‘Ci~J—t—}-~ 2ot alg T = DT (—Z—J, + J‘PL) ,

i . Jy
zsk%ik=2\(}'ha:i’5m + = Z —Zd%"a a;; T Tz+323w q«l)“bﬁ.-fz=

= Bb e =308 o, 4 Bh gy,

) J, A
L Qrsy = o af., Ty + % Zai bt —J—l T+ Zat b, q’c T =

= JI (v;, + ¢:7) + ——;—Z\‘)“J, T;
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Di pia (*)

1 J, 1 J, 1 J,
zbz‘m—Z[ 2 +¢m+3(7 £ +%) (~—+¢‘)

(3)
o) ()l

Sostituendo nelle (II) del § 64, si trovano le equazioni equi-
valenti

AN

— 59 a4 (K, + ) + JE0, (—1

szr-s[c,s (3 I, +¢) }:—me,

dove si pud sostituire a X6, il valore (3).

(*) Infatti, dalla (1)bis del Cap. VI § 58 si deduce successivamente

1
b e— st
Tprst, = 3 2b

Jr i )] L Jr rs
T 2! e __a(—z——f +¢,) bret,

1 r rs
br”;g——Z( J, + (P;-)b"‘_s_‘s—*—}:n( 1 J}——{—LP;:) brst —

1 Js 1 J, 1 Jg
Eb"“m—_Z[—‘— T +'rs+(—2—'—f+4’r><—2‘7+¢ )}b’” +
1 Js Jrs 1 J .
+Z[——"——t +‘~prst+2(—"‘2 J +¢rs> (—2__} 4’6)]0”1

onde la formola del testo.



348 CAPITOLO SETTIMO {8 65, B]

B) Nuovo enunciato per le coordinate normali.

Le equazioni precedenti si semplificano e diventano particolar-
mente utili usando le forme normali (J = —1). Per comodits del
lettore diamo qui un enunciato completo :

Una superficie non rigata S determina ire forme differenziali
intrinseche ed invariants

¢, = Xa,du, du,,
3 = Ja, du, du, du,,
T = Xr, du;,
legate dalle identita
Sata,,=0 (t=1,2)

a11; Q12 99

1
(4) Az Ayyp Agpp gy | =—1,

237 a2 3

za:!(rrs'l" ¢s7r) = (Pi "—Ki, (1= 1 ) 2)
(B)
X (Trs + !Ps Tr) =X b“t (‘Pm + 3 4’1-3 q)t + 4’1- "Ps 4") )

dove K ¢ la curvatura di ¢, ¢ le ¢ son definite dalle

Argyy == EZ‘()'ik <Pk- brst )

dove le & sono definite dalle (1), & pag. 298, § 56.

Viceversa, date le tre forme differenziali @y, ¢4, T, soddisfa-
cents alle (A) e (B), esiste la superficie S corrispondente ed é com-
pletamente determinata a meno di collineazioni (*). Le coordinate nor-
mali x det punti di S si ollengono integrando il sistema

(*) Ad una superficie correlativa alla S corrispondono le forme ¢z, — ¢3,
— T
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b b

Xrg = Zaiz-s-xi + arsX + Prs X

(©€y)
' X,=Lx 4+ Zm{x,

sotto la condizione iniziale (XX, X, X) = J]A| ; le cocrdinate normali &
dei piani tangenti di S si ottengono integrando il sistema analogo

&rs:‘- _Zaisxi + arsE‘ + 7rrs&*)
() .

1=)‘i&+zp“{&r,

sotlo la condizione iniziale (£€, &, E) = ¢} [A
sono legate dalle

« Del resto le x e le &

1 g
é=: XX X) y X=:(§° & .
VlA' ( 142 V\Al °1 2)

I coefficienti delle (C,) e (C,) si determinano dalle equazions

Prs + Moo = Za; o,

Prs — Ty = D2,y §F,

m,= 7, + (1 —K)a,,

tes = Prs + (1 — K) 2,

L4+ n=—K,
L—A=r1—2a] (s + ¢ b) (¥).

™ el =e29,92d;° [Cap. VI, §58, (1)]

=3 0722 ¢ =Zai’ $p [Cap. VI, § 57 () wis],
onde
ailys = Zaf’ $ps + 2 ais $p 4

o per la stessa equazione precedente (che si pud scrivere a2 =Zaf?¢,)
ars =2 a}’ ($ps + dp s ).

Inoltre 2 ai’ grs == 2 a;’ @rstt = S a1t =1, [Cap. VI, § 57, (6)].
Indi si deduce subito la formola del testo dall’ ultima delle (III) a pag. 3435.
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§ 66. — Nuova trasformazione delle equazioni

trovate per il caso di coordinate normali.

4) Introduzione della funzione augiliaria o.

Le relazioni fra le forme ¢, , 93 e T' si scompongono in due
gruppi: il gruppo (A) dice soltanto che ¢, & coniugata a ¢,, e
che ¢, e ¢, son forme mormali; il secondo gruppo (B), relativo
alle t;, si pud porre in una forma assai elegante con 1’introdu-
zione di una nuova incognita ausiliaria s col metodo che ora an-
diamo a spiegare. Per brevita, poniamo

(1) B = Zbﬁr:t = Xb" (¢rst —l_ 3 q)rs (Pt + (pr ('I)s ‘P:)-

Essendo J = — 120, ogni sistema covariante a due indici

¢ combinazione lineare di
kK
ars) '&rs’ ka a’rs

dove v, ¢ un sistema covariante ad un indice.
Quindi possiamo porre

Trs + (Ps Tp = Oy "}" a'&rs + Evh a’:Es .

In apparenza introduciamo, oltre o, tre altre incognite o, vy, vq,
ma esse si determinano subito. Infatti moltiplicando la precedente
con a;* oppure con 4 si trova rispettivamente, per le (B) del § 65,

q)i _Ki': Evk a? aﬁs = ka, akp a’;s arsp
K *
=2Vkapatp:"i *
Aok
B=029" 9, =—2ea (**).

(*) Cfr. Cap. VI, § 57, (5).
(**) Cfr. Cap. VI, § 56, (2).
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Quindi: L’ incognita ausilicria s, di cut faremo uso, é quella defi-
nita da

(2) Trs '_I" q)s T, =— _28—'-3&7'3 + 2{"33 (('P; - Ki) + 0,

dove B & definita dalla (1). E queste equazioni (2) possono sosti-
tuire le (B) da cui siamo partiti. In altre parole, dafe le forme @, , ¢q
[soddisfacenti alle (A)] e la forma T, affinché esisla una superficie
corrispondente é mecessario ¢ suffic:ente che valgano le (2) con qualche
valore di o.

B) Studio delle (2).

Cerchiamo le condizioni d’integrabilila di queste equazioni (2)
quando come tncognite si assumano le <, .

Derivando covariantemente le (2), si deduce tenendo conto
delle (2) stesse (*)

Twst + ("})st - "Ps q)t) T G U + o ‘ps Uy =
€ € Q. W
== 'E‘ Bq)s {}rt - 7131 Vs —lf— """":‘s (‘{h‘c - I(it) -

— 4, Sat, (b — K,) 4 e 29, 97, b, (9, — K)).
Moltiplicando con 9 si trova (**)
¥t + He, — X84 a0, + 6 L%, ¢, =

1 1 W it is
= — B, — 5 B, + 2b¥ (hu — Ki)) + 2264, (4 — K)).

Ora le identita (4) del § 63 valgono qualunque sia il sistema
covariante «;, (anche se z, non sono derivate, come ivi si suppo-

(*) Si ricordi la (1) del Cap. VI § 58, (in cui J = —1).
(**) Cfr. Cap. VI, § 66, (2), § 57, (3)ter, § 60 (1).
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neva) (*); dunque

¥, =KXd, o
e la precedente pud scriversi

Z(ﬁ'n..K + Ay H) tt—z&“ Gy (Gl + Gqﬂ) =
1
=_-2—.(B7' + Bll),.> + Ebit(%t + 2(!);'4);\1{”—24);1(:):0'

Moltiplicando per Za™ &; = L4 ay; (**) e sommando rispetto
a r, si ottiene

3) o+ o, 4+ (e H + K) =

= — = 39" au (B, + By)+ 2af (bat 24, ¢, — K, — 24, K)).

Le cercate condizions d’ integrabilitd hanno condotto alle equa-
zioni (3) melle 5;. Dobbiamo ora scrivere la condizione di integrabilita
di queste. Troviamo la

(4) 3Ho + 3 (a*H, + %K), =

S (B o+ 24,B) + 5 B(K +2— ) +

430+ 3W'— 257 (K, + 4K, b, +

+ 2K, o + 4K, §, 4)) (.

(*) Infatti esse si dimostrano nello stesso modo nel caso generale; del
resto, ne ¢ facilissima la verifica in coordinate asintotiche.

(**) Per I’uguaglianza delle due espressioni, cfr. Cap. VI, § 56, (4).

(**) Derivando covariantemente le (8) si deduce tenendo conto delle (2) e (3)

i 4 0 ($ir — Gt $r + Kas — eH4) + Z(0ni Kr + et Hr ) o —

— Z[eH (%nrbi + b + K(anr ds + anidr) ] =
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§ 67. — Deformazione proiettiva.

4) 11 problema fondamentale.

Ora ci rivolgeremo al problema importante :

Dato un elemento lineare proiettivo —3 , riconoscere se esiste

E’

qualche superficie corrispondente e, nel caso affermativo, determinarle
tutte. Date le ricerche del Cap. IV § 40, possiamo ometters il caso
J=0; sappiamo che in tal caso esistono sempre delle superficie
(rigate) corrispondenti (dipendenti da una funzione arbitraria che
& la j di . ¢.) Possiamo quindi supporre J= —1 sicchs il pro-
blema si enuncia: date le forme @, e g soddisfacenti alle (A) del
§ 65 B, riconoscere se le equazioni (B) del § 65 nelle incognite t; , 5
ammettono qualche soluzione e, nel caso affermativo, detsrminarne tulte
le soluzioni. Ora noi abbiamo visto, al § 66 A, che le equazioni (B)
sono equivalenti alle (2) del § 66 che contengono oltre t, e T,
I’ incognita ausiliaria . Noi abbiamo calcolato le condizioni d’in-
tegrabilita delle (2), che sono le (3) del § 66.

= — = 23" an (Brs + Br 4« + Bdw) +
+ 5 % 2% am (Bs + B ) + — B (K % — Haiy) +
+ Zad (Yser + 4¢s o — Kotr — 295r Ky — 205 Kir) —
— P Zar (Yso 4 205 Pr — Koo — 295 Ky ) +
+ €290 92 285 (sr + 2¢s ¢ — Koo — 2¢s K, ) —
— KZai (s — K ) — e H2b, (45 — K5 ).

Dobbiamo scrivere che o,, = 0,5, , 0ssia che Z§" ;. = 0. Moltiplicando
pertanto la precedente con ¥ e sommando rispetto ad ¢ e , si ottiene la
formola (4) del testo, se si ricordano le formole Cap. VI, § 56 (2) e (4),
§ 57 (3) ter © (3) quater s § 59 (1) e § 60 (1), e la formola (1) del § presente.

Fusint e Cecl, Lexfont di G tria protettivo-differenxial 23
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Notiamo che le (2) e (3) insieme esprimono tutte le derivate
di 7;, T, e 6 come polinomi lineari (non omogenei) delle t,, t,
e o stesse. Come condizione d’ integrabilita delle (3) abbiamo tro-
vato la (4) del § 66, che ha la forma

(o) Ao+ AT+ ATy =,

N, Ay, Ay e p essendo funzioni note. E noi non continueremo il
calcolo effettivo giacchd le formole si complicano troppo; ma & fa-
cile continuarlo in ogni caso particolare. Derivando la (4) e tenendo
conto delle (2) e (3), si ottengono evidentemente due ulteriori re-
lazioni della stessa forma () ; da ciascuna di esse si derivano nello
stesso modo due ulteriori relazioni della stessa forma, e cosi di
seguito. B quindi chiaro che cinque casi sono possibili :

1° le relazioni della forma (o) che si trovano nel modo ora
descritto sono contradditorie. E questo il caso generale (*), se si
scelgono a caso le forme ¢, © @5 ; non esiste nessuna superficie dv

elemento lineare proiettivo »:—3—;
2

2° dalle relazioni della forma (&) si trovano valori ben de-

terminati di t;, 7, (e quindi anche di ¢). Esiste (a meno di colli-

?

neazioni) una sola superficie di elemento lineare proiettivo , proiet-

9

tivamente indeformabile. La terza forma fondamentale si calcola dal-
I’ elemento lineare proiettivo mediante sole operazioni razionali e de-
rIVAZIONT |

3° le relazioni della forma () si riducono a due linearmente
indipendenti sicch® esse si possono ridurre alla forma

T,=at,+ b, o=ct +d ().

dove a, b, ¢, d son funzioni conosciute.

(*) Infatti, 1’ elemento lineare proiettivo dipende essenzialmente da due
funzioni arbitrarie di » e », p. es. dalle solite B e y, mentre una superficie
dipende solo da wna funzione arbitraria di due argomenti.

(**) Se le relazioni della forma («) dessero un valore determinato per =,
basta sostituire t, a 7, ; se poi dessero valori determinati per =, e t,, anche
il valore di o sarebbe determinato.
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Sostituendo nelle (2) e (3) si ricavano due sole relazioni della
forma

ot ot
1 1 __
Y myTy 1y 0 My Ty + Ny

dove m,, my, n;, ny hanno valori conosciuti.
Tali equazioni formano evidentemente un sistema completa-
mente integrabile, e t; se ne ricava mediante quadrature. Le super-

P3

2
guardando come identiche due superficie collineari) da un para-
metro. La terza forma fondamentale st calcola dall’ elemento linedre
proiettivo con quadrature. La terza forma & del tipo

ficte di elemento lineare protettivo dipendono essenzialmente (ri-

Zt, du; = 30 du; + ¢ 2y, du;

con ¢ costante arbitraria ;
4° la relazione (4) del § 66 non ¢ soddisfatta identicamente,
ma tutte le ulteriori relazioni della forma (a) son conseguenza al-

gebrica di essa. Le superficie di elemento lincare proiettivo %ldi-
' 2

pendono essenzialmente da due coslant: arbitrarte. La terza forma &
It du; =St} du, + ¢, 2yt du, + ¢, ZyE du,,

con due costanti arbitrarie ¢, e c,;
5° la relazione (4) del § 66 & identicamente soddisfatta. Le
(2) e (3) del § 66 formano un sistema completamente integrabile.

P3

Le superficie di elemento lineare protettivo = dipendono essenzial-
Pa

mente da tre costantt arbitrarie. La terza forma &
Sr.du, =20 du; + ¢, 2yt duy + ¢ Dy du; + ey Dyl du;

con tre costanti arbitrarie. Determineremo al § 69 tutte le super-
ficie di questa classe.

Notiamo che dall’analisi fatta risulta:

Se una superficie € protellivamente deformabile, essa fa parte di
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una famiglia continua di superficie che dipende da wuno, due, o tre
parametrs (*), tutte proiettivamente applicabili fra di loro.

B) 1l sistema coniugato di deformazione proiettiva.

Sia % I’ elemento lineare proiettivo di due superficie S, S
2

applicabili ma non omografiche (**) e siano Zrt,du, , X7, du, le
terze forme fondamentali di esse. Poniamo

Ti— T = Yi+

Il Cartan, nella Memoria gid citata al Cap. VI § 61, ha tro-
vato il significato geometrico delle linee definite dall’ equazione
differenziale

1) 20,y dudu, = 0.

Esse formano evidentemente un sistema coniugato (che si pud
ridurre ad un sistema d’ asintotiche contato due volte) che Cartan
dice il sistema coniugato di deformazione proiettiva (***). L’equa-
zione (1) si pud scrivere anche (cfr. la (1) del § 65)

(1) bis % (¢,s — g,5) du, Du, = 0

Per ogni sistema di valori (», v) i piani osculatori delle curve
corrispondenti di 8 e S nei due punti (x, v) formano due stelle

omografiche. Possiamo quindi (in o 3 modi) sostituire a S una su-
perficie 8'(u, v) ad essa collineare (variabile al variare di u, %)

(*) riguardando come identiche due superficie collineari.

(**) Piti precisamente, la corrispondenza fra S e S che si ottiene facendo
corrispondersi i punti che appartengono a valori uguali di % e », non sia

proiettiva. S e 'S possono invece essere omografiche in virti di un’ altra cor-
rispondenza puntuale fra di esse, anzi identiche.

(***) Se una superficie ammette co! deformate proiettive, essa possiede
un solo sistema coniugato di deformazione proiettiva. Essa ne pud possedere
invece w! 0 ©? se ¢ proiettivamente deformabile in ®? o in o3 modi.
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tale che nel punto (u, v) una curva qualsiasi di S e la curva cor-
rispondente di 8'(u, v) abbiano lo stesso piano osculatore (e la
stessa tangente).

Si fissi comunque per ogni valore di (x,v) una tale superficie
S'(w, v). Siano P,, P,, P,... punti fissi nello spazio, e Pj(%, v),
Py(u, v), Pyu,v)... quelli che vi corrispondono ne}l’ omografia che
porta S in S'(u,v). Si fissi ad arbitrio una relazione f(u,v)=0
e sia C la curva corrispondente di S. Posto f(u,v)= 0, anche i
punti Pj(u, v), Py(u,v)... descrivono delle curve, e per ogni valore
fisso di (u,v) le tangenti a tutte queste curve incontrano una tan-
gente ben determinata (data la relazione f(u, v)=0) ¢ di S in (v, v).
Allora ed allora soltanto che C soddisfa alla (1), ¢ & la tangente a C.
Lascio al lettore la facile dimostrazione (*).

C) Superficie R e R,.

Se Za™ ¥, szo, ossia se si tratta proprio di un sistema co-

niugato, la superficie dicesi superficie R e le due congruenze delle
tangenti alle curve del sistema coniugato di deformazione proiettiva
diconsi congruenze R. Le superficie e congruenze R furono studiate
per la prima volta, da un punto di vista del tutto diverso, dallo
Tzitzéica nel 1911, ed importanti risultati su di esse son stati tro-
vati, oltre che da Tzitzéica, da Demoulin e da Ionas. Di questo si
& gia parlato al Cap. V § 52 e § 54.

Se a™ ¥, x.= 0 sicché il sistema coniugato di deformazione
proiettiva si riduce ad un sistema di asintotiche contato due volte
la superficie si dira superficie R,.

Il Cartan ha dimostrato che le superficie R dipendono da sei
funzioni arbitrarie di un argomento, Ci limitiamo ad enunciare questo
risultato (**). Le superficie R, dipendono da cinque funzioni arbi-

(*) L’ enunciato del Cartan é formalmente diverso. Egli di pure un’ altra
proprietd cinematica del sistema coniugato di deformazione proiettiva (v. L. c.
pagg. 278-279).

(**) Mem. cit., pagg. 280 e 290-292.
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trarie di un argomento. Questo risultato, dovuto pure al Cartan (¥)
sara dimostrato tosto in modo molto semplice.

D) Deformazione proiettiva di una superficie data.

Al principio di questo § abbiamo supposto che sia dato un

elemento lineare proiettivo —:—3— senza sapere a priori se esiste qual-

2
che superficie corrispondente. Ora supponiamo invece che sia data

una superficie (non rigata) e che si voglia riconoscere se essa é
provettivamente deformabile e, in caso affermativo, delerminarne luile
le deformate proteitive. In altre parole, ora supponiamo nota una
soluzione particolare (t,, t,, o) delle (2) del § 66 e vogliamo ricer-

care le eventuali ulteriori soluzioni (t;, t,, 6). Posto

possiamo introdurre y; e % come nuove incognite. Alle (2) del § 66
corrispondono evidentemente le equazioni omogenee

&) Wrs + G Yr = Bps %

Come condizioni d’ integrabilitd delle (2) otteniamo, come si
vede ormai senza calcolo dalle (3) del § 66,

(3) % 4wy -+ B H + au K) " =0,
e condizione d’integrabilitd di queste & (cfr. (4) del § 66)
4 3Hx+ Z(a*H, + 3 K,)y, = 0.
Una superficie & proiettivamente deformabile allona ed allora

soltanto che le (2) ammettono qualche soluzione, olire la soluzione evi-
dente y; = Yo =% =0,

(*) Mem. cit. pagg. 294-5.
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Ogni soluzione delle (2) soddisfa pure alle (3) e (4). Derivando
la (4) e tenendo conto delle (2) e (3) si arriva a due ulteriori rela-
zioni lin. om. fra y,, %, e = ecc. La superficie & indeformabile
se cosi si arriva a tre relazioni lin. indipendenti, ecc. Ci limitere-
mo a trattare il caso particolare di superficie £,.

Per una superficie R,, oltre alle (2), deve essere soddisfatta

anche la
(5) Zat o he =2 A = 0.
Derivandola covariantemente si deduce

Sy, =0.

Moltiplicando (2) per " risulta pertanto ;% = ¥, % == 0 ossia
»=0. Ora dalla (5) segue (*) che

it =0lauyt, o=+1+1
sicche la (3) da (H 4+ oK)y, =0 ossia
(6) H+0K=0, o=+11.

Una superficie é R, allora ed allora soltunto che ¢ soddisfatia
la (6) (™).

Infatti noi abbiamo appunto dimostrato che per ogni superficie
R, vale la (6). Viceversa, se & soddisfatta la (6), la superficie ¢ R,
ossia le (2) ammettono una soluzione con XZa™y,y, = 0. Infatti
tutte le condizioni d’integrabilita delle

(7) X'“i-wz*}”xs:o y Y+ G A=0

son soddisfatte, se vale la (6); lascio la facile dimostrazione al
lettore.

(*) Basta sostituire ¢; con x: nel ragionamento che ci condusse alla prima
delle formole (6) del Cap. VI § 59.

(**) Invece il fatto che una superficie sia R non pud esprimersi coll’ an-
nullare un invariante dell’ elemento lineare proiettivo.
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Da questo risultato si deduce subito che le superficie R, si
ottengono integrando un’equazione alle derivate parziali del quinto
ordine. Infatti se z = f(xz, y) & I’ equazione di una superficie in
coordinate non omogenee, 1’ espressione dell’invariante H 4 oKX
contiene derivate di f fino al quinto ordine.

§ 68. Teoremi varii sulle superficie B e R,.

4) Elemento lineare riferito alle asintotiche.

L’elemento lineare proiettivo di una superficie B o R, si pud
mettere sotto una forma notevole. A tale scopo osserviamo che
dalle (B) del § 65 B seguono le relazioni equivalenti alle (2)
del § 67

Za:s (er + q)s Xr) = 0 ) Z&N (X’”S + "PS X") == O M

Scegliendo le asintotiche come linee coordinate, esse diventano

1 |, e _ 0 , B
—67+-77—X‘_0 B el p)(z——ov

Oy , OlogBy* =~ 9yy , Odlogfy
v T %0 1T Bu T e =0

b
oppure

0 0

= () =0, 5 (Bx2) =0,

1 ,
B —;7-‘— Erre) =1, (B%vx1) =0.

Le prime due dénno
Be=0U » =V

con U funzione della sola » e V funzione della sola v, sicché
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I’ equazione del sistema coniugato di deformazione proiettiva &
Zbt y; du, du, = — o (Udu? — Vdv*)= 0.

La forma quadratica qui scritta essendo (impropriamente) in-
trinseca, si pud, scegliendo convenientemente il parametro u, sup-
porre U2=1, a meno che sia U=0 (*); e similmente, sce-
gliendo v in modo opportuno, si pud rendere V2=1.

Se la superficie & R, possiamo quindi supporre (**), scegliendo
convenientemente il parametro v, che sia U= 0, V =+ 1 oppure

1
Yo=0 X1=iT'

Sostituendo nella terza delle (1) si deduce B, =0, e cambiando
anche il parametro » si arriva ad avere

@ B=1.

Scegliendo opportunamente ¢ parametri u , v delle asinfotiche (***)
di una superficie R, U elemento lineare proiettivo assume la forma
canonica

(2> bis Po = 2"( dudv y Pa= .{du3 -+ *{2 dv3

in cui B=1. Viceversa, se B =1, la superficie é R, (****).
Notiamo che si poteva dedurre questo risultato pitt rapidamente
scrivendo la (6) del § 67 in coordinate asintotiche,

(*) Si noti che UV; 0 per una superficie R e UV = 0 per una su-

perficie R,.

(**) scambiando eventualmente % con v.

(*#*) 1l sistema coniugato di deformazione proiettivo si riduce alle asin-
totiche » = costante.

(***¥) Infatti le (1) sono allora soddisfatte ponendo

1
= — =0.
X4 7 Xe
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Se invece la superficie & R, possiamo scegliere i parametri
delle asintotiche in modo che sia

U2=V2=1, ossia y,=+1

=|=

1
) =+ 5
XZ L @

anzi, ricordando che le 7; non sono definite che a meno d’un fattor
costante, possiamo supporre :

1 1
X1=—-7— , X2:U'T ) 0.221.

La terza delle (1) da poi la condizione di Demoulin
(3) Tw=0aB, , a?=1

sicché (Bdu -+ aydv = adf & un differenziale esatto.
Viceversa se valgono le (3), la superficie & R, le (1) essendo

soddisfatte ponendo y; = % y Yo =0 —.

g

Vale pertanto il teorema : Scegliendo opportunamente i para-
metri u, v delle asinfotiche di una superficie R, U clemento lineare
proiettivo assumse la forma canonica

p, = 2af,f, dudv
(3) bis a=+1
g =f,f, (af, dud 4 £, dv3)

in cui y,= 1 B,. Viceversa se y,= + B, la superficie ¢ R (*).

B) Un teorema per le superficie 2, o R.

Se si conoscono le equaziont in termini finiti delle asinlotiche
di una superficie Ry, la riduzione dell’ elemento lineare proiettivo alla
forma canonica (2) . st effettua con quadrature. Cid segue senz’altro

(*) Boa=1 (a=—1) se il sistema coniugato di deformazione proiet-
tiva & reale (immaginario).
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dal procedimento che ci ha servito a stabilire la forma canonica. Ma
vale ancora il teorema: Dafa comungque una superficie R, bastano
due quadrature ad ottenere U equazione in termini finiti di quel sistema
di asintotiche cut st riduce il sistema coniugato di doformazione proiet-
tiva, anzi addirittura il parametro v delle forme canoniche (2) .
Infatti, & in coordinate canoniche

+ by, du, du, = do?

cosicche, determinate le y; con quadratura dalle (7) del § 67,

v = || B by du,.du| (*).

Data comunque una superficie R la riduzione dell’ elemento li-
neare proteltivo alla forma canonica (3) ., e quindt anche la deter-
minazione delle equazioni tn termini finiti delle asintotiche e del
sistema coniugato di deformazione proiettiva non richiede che quadra-
ture, Infatti da cido che si & detto al § 67 A risulta subito che le y;
si possono avere dalle (2) del § 67 con quadrature.

D’ altra parte, in parametri canonici &

Bal ydu,. du, + 0Xbi y, du, du, = 2 adu? |
Zaj, i du, du, — 0 2],y du, du, = 2dv? ,

e le espressioni a sinistra essendo ndte, si hanno anche e » con
quadrature.

(*) Come esercizio, il lettore deduca direttamente in coordinate curvilinee

generali che V\ 20, Xi dur dus | € un differenziale esatto, se H 4 o K =0,
facendo uso delle (7) del § 67.
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§ 69. — Le superficie proiettivamente deformabili

in w? modi (*).

A) Preliminari.

Abbiamo visto al § 67 che una superficie S non rigate si
pud deformare proiettivamente al pi% in o 3 modi. Condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché cid avvenga & che sia soddisfatta iden-
ticamente la (4) del § 67 ; il che richiede

Y] H=0 , K = costante,

Le superficie cui & dedicato il § attuale son quindi le superficie
isotermo-asintotiche per cui la forma normale ¢, ha curvatura costante.
Ma se & dato soltanto un elemento lineare proiettivo ¢3: ¢, sod-
disfacente alle (1), affinch® esista una (e quindi w 3) superficie cor-
rispondente, deve essere identicamente soddisfatta la (4) del § 66 (**)

ciod deve essere ancora

——%—Za”‘(Bm—{— 2¢,B,) + —%—B(K—l—2—-<b)—|—3@’+3llf’=0.

dove B & definita dalla (1) del § 66.
Ora conseguenza delle (1) & 1'identitda (***)

@) Za” (B, +2¢,B) + B® + 3K (8'+-¥) =0,
sicché la precedente si riduce a

®) K+2)(B+30+30)=0.

(*) I risultati di questo §, tranne 1’ osservazione che le superficie con
H=K 4 2=20 son quelle con asintotiche di complessi lineari son dovute al
Cartan, Mem. cit., pagg. 301-307.

(**) Cfr. § 67 4.

(**¥) Ci possiamo acuontentare di verificare la (2) in coordinate particolari.



[§ 69, B]  CONDIZIONI D’ INTEGRABILITA E SUPERFICIE eCC. 365

Nel determinare le superficie corrispondenti, occorre trattare
separatamente i casi K =0 e K3$0. Cominceremo col primo.

B) 11 caso K =0.

Se K =0 possiamo scegliere, come ben si sa, i parametri u, v
delle asintotiche in modo che sia

pp=2dudv , =1 , o=1.
I’ equazione H =0 da

d%log (B:y) _ 9%logf? —0
EID) = dudv

sicché si pud porre

(¥ =% =)+

con U funzione della sola » e V funzione della sola », i due ra-
dicali avendo lo stesso segno (positivo o negativo). Bisogna ora
verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3). Ora si
calcola facilmente, dal quadro di formole che chiude il Cap. VI (*)

1 U 1 v 1 0V
b=g 7 k=TT *=3 T
v /T 1 U3 Voovs
Vv 8 U3 U ys 0
1 U 1 U2 1 v 1 p2

=g -3y =Ty TR

(*) Le derivate di U e V sono indicate con apici.
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B= ‘“(”2‘ U T +”s“fﬁ)—
_ z ‘;1— VIII _i 'VI-Vn 3 V'3
v \2 7 a2
_U— 1 Uml U/Um 3 U”z
BI“V’V (77_—02—_T—UT+
n 9 vy 15 U™
4 U3 ~ 16 U*
U’ _'_IZ 1 _V_”’_+ 3 vy 3 v
T VU 4V 8 V2 16 v3 )
"-_V" 1 -VHII VI VIII. 3 -Vuz
Bﬂ——V_LT(?T—_VZ__T—V—Z+

9 vy’ 15 V*
UL AN

Vr V_[T 1 Ulm 1 U'U'”
12 (“ T U Tt T



[§ 69, O] CONDIZIONI D’ INTEGRABILITA E SUPERFICIE ecC. 367

3 U2 9 U2U” 15 U™*
tE T TR o 32 Ut )
U/ V"V— 1 V/IN 1 V/ V:u
_TT'F(_Z“V Tyt

3 yp2 9 yp2y” 15 v
TRV TR s +§'—v«)'

Sostituendo nella formola (2) ne risulta confermata 1’esattezza
per il caso particolare H = K = 0 studiato. La (3) equivale alla:

B4+304+30=0,;

e, sostituendovi i valori ora calcolati, essa diventa:

VT L YT
V' 2 U v’ 2 v

o semplicemente

U" = V'"'= a = costante,
cosicche
U=aud+ b4+ c,u4d,

(5)
V=av® 4 by0® + v 1 d,,

dove a, by, by, ¢y, ¢5, dy, dy son costanti qualunque, purché non
sia identicamente né U =0, né V=20.

C) Continuazione. Formole finali relative al caso KX = 0.

Per trovare le superficie corrispondenti dobbiamo ancora cal-
colare le t; dalle equazioni (B) del § 65. Vedremo che esse si
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possono integrare effettivamente in o3 modi, come sappiamo a
priori. Le citate equazioni (B) sono in coordinate asintotiche

2w =2,

(6) gv (Brz) = Br (‘Pl - %) )

0 0
B (11— 1 —5 (B1 ) = w1 B.

Sostituendo i valori di B, v, ¢;, ¢, K, esse diventano

9 -_(Zr)_l 4 9 Vji_'r _ 1
ou VY 2TV T U ?T 2T
vV 8 Vz Ea(l/zt _ B
T B vR)TV Y e \V T )T

Le prime due dinno subito (essendo U, funzione della sola %
e V, funzione della sola v)

@ ) )
_/Z(lir, )

sicché la terza diventa, sostituendo anche il valore di B
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e moltiplicando con YUV,

1 I 17 1 III
= V' (VV)——-—Uv—(UUl) + U

3 U'v’ 3 U’ 1 ., 3 Vv’ 3 ps
—T T tvwm ol v =0
Ora dalle (5) vediamo che
—;—V”u—-%- U”v:-bz,-u——bl'v,
cosicché la precedente diventa
. 1 o 3 u'u” 3 U3
, 1 ., 3 VvV 3 pe
=) =5 V't —5—— 5 5 —bhv=e,

con ¢ costante, da cui integrando,

1., 3 U2
U =5 UV'—5 +—bzu +eutfr,
7 1 1. 3 'V’Z 1 2
VP1=?-V~——8——T—I—-2—blv“+ev+fz,

con due nuove costanti f; e fy. Sostituendo in (7) si trova

1
1L v 1y 3 ye Fhvtedh

v
A e ’
(7)bis
1
_ 'ﬁ' 1 U 1 UII 3 UI2+ b2u+eu+fl
w=) y\T o’ T T "F T T

Fusint e Cech, Lexfoni di Geometria proiettivo-differonxials. 24
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dove U e V sono i polinomi (5). Le formole (D) del § 65 B deter-
minano subito tutti i coefficienti delle equazioni fondamentali.

D) 11 caso K = cost. ¥ 0.

Studieremo in modo simile il caso K 4 0. La forma ¢, essendo
di curvatura costante K, si pud porre, com’é noto, nella forma

4
(Pz = m d’udv,
cosicche
8 2 1 K
8 9“(—7{—m , w=3sgnkK,
2 .
La condizione H= 0 eossia —G—M =0 diventa
ou dv
8% K(u—o)'p%
Juds 8 2 =0

cosicché possiamo porre

©) B=V%—u—i—vl/—§ , 1:0){/%;_1__”,/37_,

dove U & funzione della sola #, V & funzione della sola v, e t
due radicali hanno lo stesso segno.

Resta a verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3).
Dalle formole alla fine del Cap. VI si calcola facilmente

2 2
by=———— , O=—"—, dove 0=Ilog|as|=1logBl
I 3 1 v, 3
W=y g Ta—y » Tyt

o= X (i TV 3_K(u_,,)<v'_1>~gx,
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107 1 U 1 v 3
¢1]—?-ﬁ——'_2— U? u—v U (u—v)? "’

KNSRy /V [(1 vy 1 v
—“’(T T\TT T ) et

3 v vz 9 v )
— 9 —_ )2 e = (g — V) —
+<2 V Vz)(u v) 5 V(“ v) QJ,

v T

" . "
10U 3 UU UA._L lv<3U 3U>+

3 U 6
+ w—v)F T (u—v)

1 v’ 3 vy Vs 1 |4 pe
tm=y Tt T U (37“‘37‘/2—)+
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. 3 v 6
T a—y 7

Tul/1 v 3 UUY 3 U
7[(? T T U T >(“—”)3+

’2 UI

; >(u——v)2—|—3T]-(u—v)-——6] —
KNPy /V[(1 v" 38 vy 3 v3

_“’<lz_|> Vol V3>(”’“”)3+

+ (il"—'—i ‘”) (o) + 31(u_v)+6]

|3 V‘

3 v 3 V2 3 v
s 2

_ [KINRL/V (L Vv vvr 3 v
B"“"(T T z —V‘_—z“ v T
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+ (3%_ %%) w—v)—’o’%] +
() VT 5w -
s
(T ) =g T emass]
Ba=u= ()" (F om0+ )/ T (5 7+

—_ "y S— "
+;_UU 3 U 9 U:U 15 U>(u_v)2_

>

7wt e o T8 ot e or

K| \32 [ U . >V7 1 v
—“’<_2'> LA ”U—(—TTJF

1 vv” 3 vz 9 yayr 15 V¢
(u—v)2,

Tt T e

Dalle formole ora scritte si verifica facilmente che la (2) vale
anche nel caso ora studiato. Resta studiare la (3); se K + 2==0,
essa & un’identiti e comunque si scelgano U e V, le (6) son com-
patibili ed esistono le superficie corrispondenti. Noi sappiamo dal
Cap. II § 18 B) che si tratta in questo caso di superficie le cui
asintotiche appartengono a complessi lineari ; esse furono oggetto di

uno studio pitt approfondito al Cap. V §§ 47 e 49 dove si sono deter-
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minate anche le loro equazioni in termini finiti. Se invece K 4240
la (3) impone nuove condizioni. Sostituendovi i valori di B, @', ¥,

calcolati poco fa, e moltiplicando con YUV, essa diventa

U" (4 — )3 — 60" (u—v)% + 300" (u—v) — 60U =

N

(10)

) [—;—— V" (u—v)3 L+ 6V"(u—v) 430V (u—v) 4+ 60V,

6

aug 503 si ottiene

Operandovi con

dtu asv
F — p costante

sicche U e V son polinomi di sesto grado al piu.
Di piu posto u=wv, la (10) si riduce a U= —awV, sicche &
necessariamente
U= aub 4+ bu’ + cu* +du® J-ev? +fu+g,

(11)
—oV=a®+b®+ct+dvdter2tfotyg.

Sostituendo nella (10) si vede che le costanti a,b,¢,d,e,f,g
possono essere qualunque, purch¢ non sia identicamente U = 0.

E) Le formole finali nel caso K= cost. £ 0.

Per determinare le nostre superficie resta ancora di calcolare
le t; sostituendo i valori di B, ¥ nelle (B) del § 65 B, ossia nelle (6)
del § presente. Sostituendo per ora i valori di 8,7, ¢;, ¢, esse
diventano, K essendo costante,

0 1 1 1 v 3
_5_?7[“—” V_"] i/ KT u—vp® (2 vy v)’
3 [ 1 a/? ]_ 21 1 U 3
ooV THTY B w—op\2 T u—v )’
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VE Lt/ BV 4 [ -
2 1

=T a—oF

Le prime due danno

== w7 [;_%*

(12) -
!/|K| i/ 7 [%%”%?}J"Ui(u_”)] ’

dove U, & funzione della sola » e V, funzione della sola v, sicch¢

8 1 U | 2 U oo,y 1

et Vo] e
1 U 1 U1 1

+ (ZU T T) (u—w)3 _377 (v —o)* +6 (u—v)"’] !

& et VBV E S L

_}_v + V](“"'”)J ’

wlw

e la terza equazione diventa, sostituendo anche il valore di B
b

seritto a § 69 D e moltiplicando con ml/—% VOV (u— vy

L E(1U" 30U, 3 U
[(UUI)+"2‘(T U1 TU TR )] (v —o)'+

1 ... K 3 3 U*
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+ K'; 23U (u—v)—3(K +2)U=

V/II 3 VIVII 3 Vlg
s B T 3 e

1 K 3 _, 3 v
— [—2VV1——2—V”+ ’2‘(‘ =7 +T—VT>] (w— )2+

K42
2

(13)

-+

L3V (w—v) -+ 3K+ 2)V ‘

Se K+-2=0, quest’ equazione diventa, dividendola per (v —v)?2

[(UUI)’——;- v 2 (-%2— ] (4— ) —

" 3 Uz
—20U0,+U - T T =
, 1 ., 8 (V2
=wi[(VV1)—3-V -|-—8—< 7 )](u—v)—l—
p2
+ 27V, — V”+ 3 N
Se ne deduce facilmente :
UU1=%- U”—-g—-U—-i-Auz—l-Bu—t—C
(14)
1 ., 3 V2 0
VVI——E- 14 —-—8- 7 —O)(A‘U +BU+0).

I valori di ©,, 7, sono quindi dati, nel caso di K4 2=0, dalle
(12) e (14).
Sia invece K 4 240 sicché valgono le (11). Poniamo
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K({1_, 3 U?
UU1+7(7U —T T >—Uzv

(15)
K(1_, 38 VZ\
VVI*?(‘?V ———v—>— Va
La (13) diventa

U; (u—v)3 + (— 20,— Ki—2 U") (v —v)® +

K42

+3—

U'(u—v)—3(K +2)U =

(16)

—o [v;(u—v)3+ (27,4 Ex2 V") (w—)2 +

+3Kj2Vm—@+mK+mﬂ.

6

Operandovi con Ty

si ricava, ricordando le (11),

"
Ug _ (DV;”,

sicché U, e V, son polinomi di quarto grado al piu.
Sostituendo nella (16) si deduce tenendo conto delle (11):

Uy= (%awr';—) (K 4 2)u’ + Au® + Bu +-C,
(17)
— oV,= (%av—i-%—) (K + 203+ 4v> 4 Bv+C.

Le (12), (15) e (17) determinano le 7, e le (D) del § 65 B
danno i coefficienti delle equazioni fondamentali.
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F) Teorema riassuntivo e osservazioni varie.

Le superficie con H= K +2=0 dipendono, come abbiamo
visto, da due funzioni arbitrarie di un argomento. Per altri valori
di K, le superficie che abbiamo determinate non dipendono che da
costanti arbitrarie. Dato il valore della costante K -(sia per fissare
le idee K#0), 1’elemento lineare proiettivo contiene, secondo le
(9) e (11), sette costanti arbitrarie. Ma tre sole di queste costanti
sono essenziali. Infatti, i parametri di %, v sono stati fissati in
principio del § 69 D soltanto a meno di sostituzioni della forma

- a, v a

» 0= a;v + ai

con a,, a,, a,, a, costanti arbitrarie. Quest’ osservazione permette
di ridurre il numero delle costanti di tre uniti. Di piu, le (9) mo-
strano che, moltiplicando le U e V per una stessa costante, I’ ele-
mento lin. proiettivo non cambia, cosicché infine non restano che
tre costanti essenziali. Come esercizio, il lettore provi che lo stesso
vale anche se K =0. Quindi:

Le superficie con o3 deformale proieitive sono le superficie
isotermo—asintotiche per cul la forma ¢, ha curvatura XK cosiante. Se
K = —2, esse dipendono du due funziorni arbitrarie di un argomento
e somo caratlerizzate geometricamente dal fatlo che tutte le loro asin-
totiche appartengono a complesst lineari. Per ogxi valore di K diverso
da — 2 non esistono che w3 classi di o superficie, le superficie
di ciascuna classe essendo proietiivamente app'icab:li fra di loro,

Data comunque uny superficie del tipo studiuto al § presente si
possono con quadrcture ottcrere le quantila u, v, U, V d:lla precedente
discussione, e quindi anche determinare le cquaz’ons in termini finili
delle asintotiche, delle curve di Darbouwx e di Segre. Supponiamo in

. >
primo luogo K < 0.

Essendo H = 0, Z{;du; ¢ un differcnziale esatto. Precisamente
& (cfr. § 69 D) "

2, du; =(i““q—"——3—)du -+ (—;—-—;—l— 3 )dv,

2 U uU— u—v
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sicché una prima quadratura determina

LTV ‘fz i duy

[CE=DEEN
Poi [§ 69 D, (9)]
3
o (i) (u—lv)s(V%d"“’“’VTd”a)

R G o o

sicche due ulteriori quadrature danno

- . du K| | ——5 |Ebidu 3
:/ _ [/ / Ve

1
_ dv 1 Ki — = [Zidu; 3
v= - / ‘)’f L ot 0
[/V 2

Notiamo che cio basta per ottenere le equazioni in termini
finiti delle asintotiche (du =0, dv=0), delle curve di Darboux
(d@—aa—[— wdv'=0) e delle curve di Segre (du'— odv’=0). Per deter-
minare % e v, occorrono ulteriori quadrature. Sia (@s), cido che si
ottiene da ¢, dando a v un valore fisso scelto a piacere ; lo
[—(lué——Uv;—Jo’ vo,e V, abbiano significato analogo ; sara:

3

(=o- ;f [ g o
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du

Poichd —ws— énoto, un’ulteriore quadratura determina/‘ P

w—1)

e quindi ». Analogamente si ottiene ». Finalmente

du? do®
U = = —=z.
v’ v’

Le cose si presentano piu semplicemente se K=0. B (cfr.
§ 69 B)

Z(p,-du‘:—;——g—-du -+ %——;dv,
2¢; Du; = ——-—;— %du + —%—-—:;—dv,

cosicche

- 2y du; S 2¢; Du
VUV= ef t ) I/.L—__—- e‘[ i .

U b

il che determina U e V. Poi

N VAT VY
<p3—l/T]-du+VVdv,

cosicche
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Le equazioni in termini finiti delle curve di Darboux e Segre
sono qui

du + dv = costante.

3 —_ 3
VU VT
In cid che precede si & implicitamente ammesso che le asin-
totiche delle nostre superficie siano reali. Ma & agevole vedere che
le formole trovate danno, usando convenientemente 1’ immaginario,
anche tutte le superficie con H= 0, K = cost. a linee asintotiche
immaginarie. Se K =0, per arrivare ad una superficie reale, basta
far assumere ai parametri 4 e v valori complessi coniugati, nella
(5) prendere @ reale, e b, ,b,; ¢,,¢,; dy,d, complessi coniugati,
e nella (7)., prendere e reale, f,, f, complessi coniugati. Se K -
+ 2=0, basta dare a v e v, U e V valori complessi coniugati.

Se K< 0, K+2 z 0, i parametri » e v devono assumere valori

complessi coniugati, le costanti in (11) e quelle in (17) devono
essere reali. Finalmente se K >0, occorre far assumere valori

complessi coniugati a u e —-—;—-. La costante d in (11) deve essere

reale, a e —g, b o f, ¢ e — e complesse coniugate. Nelle (17) B
deve essere reale, A e — C complessi coniugati.

G) Quadro finale delle forme fondamentali

delle superficie con H =0, K = cost.
1° K=0.

9y =2dudv,

v U
Py = l/—ﬁ du’ + VT dv3 y

_ V 1 vV 1 v 3 p2
T=Z2rdu=}|/ —|— - =
t,du, l/ U ( R URS 9V - 8 V2 +
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—1“‘b1”2+e”+f2

+ )du +
— 1 bou? -+ eu-+f
+l/_(i 1 U,v—}—-L u” s U® 2 ° l)dv
V2 U TT R U ’
dove
U=au®+byu®+cu-td,,
V=0v3+byv* +c,v J-d,,
2° K=—2 (superfmﬂ con tulte le asintotiche di complessi
lineari).
2dudv
P2= — (T____{,)_z’

14
3= —— 5 =P ( l/—du"—l—‘/——diﬁ),

7 3 1 17
T=Z‘*d“f=—l/"c7 [?m+?7+

c_3 N A”2+Bv+0)(u—v)]du+

1 U
+ 2 u—v_—2 F—i_

1 U 3 U2 Au? 4+ Bu }-C
+<7—U“—F T )(““”] w

dove
A, B, C sono costanti,

U & funzione arbitraria di «,

V & funzione arbitraria di v.
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3 K(K+2)%0.

4 dudv

P2 == Km’

3

2 \2 1 2 T ..
"3:"’(|K|) @—op (g/—v'd““r“’i/?d”s)’

2y /v 1 1 v
e & s =

K v 3K V'?
+ ("4‘7+ 16 TV

(%—av-}——%—)(K-}-Z)M—}—Av’—{—Bv-{—C :
—o 7 ‘ )(u_v)]du———

(_i_ a0 + %) (K 4 2)u3 + 4u® + Bu+C

+ = i )(u—v)]dv,

U==au® 4 bu’ + cu* + du® + ev* + fu + ¢,
— oV =av® 4 b® + cv* + d® + er* + fo -¢,

o=sgmK.
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§ 70. — Nuovo metodo per lo studio

dei problemi precedenti.

4) Principio del metodo. (F)

Lo studio dei problemi precedenti in coordinate asintotiche
porta allo studio del sistema (cfr. le (14) e (15) del Cap. II, § 16 D)

@ M, =-— (248, + B1.)
(3) va + BMv + 2Mpv = Tuuw + YLu + 2];714 .

- .

Se la superficie non & rigata (caso gid studiato al Cap. IV,
§ 40) potremmo introdurre una nuova incognita ausiliaria R, in-
dicando con ByR i due membri della (3). Allora dalle (1), (2), (3)
si potranno dedurre L,, M,, L,, M, come funzioni lineari di
L, M, R. Dalle condizioni d’integrabilitd L,,= L,,, M,,=M,,,
troviamo delle equazioni lineari in R,, R,, di cui si debbono cer-
care le nuove condizioni di integrabiliti., Questo metodo inizial-
mente concepito dal Fubini & di complicazione non inferiore al
precedente, ed ha lo svantaggio di fare i calcoli in coordinate par-
ticolari, senza vedere chiaramente i fatti invariantivi, che invece
sono posti in evidenza dal metodo precedente dovuto al Cech.

Esso diventa perd semplice in qualche ricerca particolare, p.
es. nella ricerca dei tipi, cui appartengono due superficie tra loro
applicabili. A cid dedichiamo il resto di questo Capitolo.

La forma lineare delle (1), (2), (3) dimostra che le sue solu-
zioni sono del tipo

L+3hP, , M+3hQ

ove L, M sia una soluzione particolare, P;, @; (*) sono soluzioni

(*) qui gli indici non indicano per nulla sistemi covarianti.



[§ 70, B]  CONDIZIONI D’INTEGRABILITA ¥ SUPERFICIE €CC. 385

particolari del sistema omogeneo

(4) Pszuzo ) va+2va=7PM'+'2PTu'

E percid :

Se una superficie é deformabile, é deformabile in infinitt modi,
al massimo in oo 3 modi (se restano arbitrari ¢ valore iniziali di
L, M, R)

Quando mai le (4) sono risolubili ? Cominciamo ad osservare
che, se L, M ed L', M' sono due sistemi di soluzioni di (1), (2), (3),
allora (Cap. II, § 16 D)

(L—L')du? 4 (M — M) dv?
ha carattere intrinseco. Tali saranno percio le forme
(5) P;du? + Q,dv?

Per le (4) sara P; funzione della sola u, @; della sola v. Se
la superficie & deformabile, ed esiste almeno una forma (5) non
nulla, potremo cambiare i parametri delle u, v (e scambiare, even-

tualmente, le », v) in guisa che la (5) considerata sia del tipo
dv? oppure du? + dv?
cioe P=0,Q=1 oppure P=Q=1.

Nel primo caso possiamo ancora scegliere arbitrariamente il
parametro %. Nel primo caso &, come si vede dalle (4): 8,=0,
ciod B funzione della sola . Cambiando il parametro u, potrd ren-
dere 3 =1.

Nel secondo caso & 8, =1, . Siamo nel caso di una superficie R.
Quindi :

Una superficie deformabile non rigata o é una superficie R di
Tzitzéica, oppure st pud per essa rendere B=1. Ogni superficie di
quesic tipt € almeno deformabile in oo 1 modi, Vediamo quando essa
8 deformabile in oo ® modi.

B) Le superficie con § =1 deformabili in «3 modi.
Le (4) diventano
Pu=Qu=O ) Qv=7Pu+2P7u'

Fusint o Crcn, Lexiont di Geometria proiettivo-differenxiale. 25
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Poiché P ne risulta faunzione di u, @ di v, indicheremo P con
la lettera U e @ con ¥V, cosicché avremo 1’equazione

(6) V'=yU'+ 201,

Dobbiamo cercare quando, oltre alla soluzione U=0, V=1,
ve ne sono altre due U; e V, ed U,, V, indipendenti linearmente.
Posto U= U, e V="V, in (6) per i=1, 2, troviamo due equa-
zioni lineari, che, risolute rispetto a v ed a y,, danno

_ HU— U,V
= UU,— 0,0, °

UiV:— ViU

M=o, — 0,07

Derivando la prima e confrontando con la seconda, si deduce

d , ,
To=— 20— ' log (U; U,— U, Uy)

donde .
d?logy
dudv

E percio 1=U;V;, ove U; & funzione di », V, di ». La (6)
diventa
V,= U:; V3 U’+ ZUU:;, Va y
cioé
U,U'+2UU)=h  (h=cost.),

da cui si deduce appunto

(b, k& costanti).

Se una superficie eon § =1 ¢ deformabile in o« 3 modi, allora y
é prodotto di una funzione della u per una funzione della v e st
ha K=0.

Dovremo ora studiare le (3) in questo caso: cosa facile, ma
qui inutile dopo i risultati del precedente §.
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C) Superficie con =1, K+ 0, deformabili al piit in «* modi.
La (6) possegga ora una sola soluzione U, ¥V (a meno di un
fattore costante) con U 4 0. Derivando rispetto ad #, troviamo
vU” - 31, U+ 204, = 0.

Essendo U £ 0, questa equazione in ¢ possederad due soluzioni
indipendenti U], U; funzioni della sola . E sara

(7) 1=UV, -+ Uy Vs

ove le V, sono funzioni della sola v. Nell’ipotesi K %0, sia le
Ui ed U, che le V;, V, saranno linearmente indipendenti. Dato 1,
e scrittolo sotto la forma precedente, la U dovra soddisfare alle

UL U430/ U'+2U" U=0,

ciod
U, U+2U0/U=h, , (h; costanti)
ossia
(8) URU=nU,+k, (ks k; costanti),
Le due funzioni U; sono dunque legate dalla
12 7
9) 1 — U; .
WUk h Utk

Lz superficie con =1, K+ 0 deformabili in % modi sono,
se esistono, quelle per cui ¥ ha il valore (7), dove le U,, U, sono
legate dalle (9) (in cui, si noti, se A;% 0, si pud supporre, mutando

U¢+—;% in U,, che k,= 0).

Per il resto del calcolo assai facile, e che lasciamo al lettore,
si devono discutere le (1), (2), (3).

D) Le superficie & deformabili in o3 medi.

Le superficie R deformabili in o 2 modi sono, se esisliono, quelle
per cui esiste una soluzione (diversa da U= V =cost.) delle (4)
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ciod della
- (10) BV + 28,V =0+ 21,U.

Noi qui ci accontentiamo di studiare quelle deformabili in oo 3
modi, ciod quelle per cui la (10) ammette due nuove soluzioni
U;, V,i=1,2), che con la U=V=1 formino un sistema di
tre soluzioni indipendenti. Ponendo in (10) U=U, e V=V, si
hanno due equazioni lineari in B,y e B,=17,. Risolvendole si

B.

trova il valore di ~p—'; da cui integrando si ha:

10 B [U3(Vy— Uy) — U3 (Va— U] = U%,

ove U; ¢ una funzione della u. Cosl analogamente, risolvendo ri-

spetto a %“-, integrando, indicando con V; una funzione della v,

si trova:
(171) 456 72[V;(V1— Ul) - V;(V:z"“ U2)] =TV3.
Ma, dividendo I’un per l’altro i valori trovati di % e j:(—“» (e ri-
cordando che 8,=1,) si trova che
() e U, (1 — U.)-B— U(V,—Ty)
i

T Vi —=U)— Vi (Va—TUy)"

Dividendo membro a membro le (11) e (11)y, e ricordando
(11) . , si trova che

B:y="U;: Vs,

Y

ciod che la supcrficie € isotermo—asintotica.
La ricerca & p. es. ridotta allo studio della equazione non
semplice

Ug: Vy= Ué(Vl— U)— Ui(Vz"" U,):
: V;(Vx—' Uy — V{(Vz— Uy).

E inutile proseguire il calcolo, fatto per via piti completa nelle
pagine precedenti,
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