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OAPITOLO Y I I . 

CONDIZIONI D'INTEGRABILITÀ E SUPERFICIE 

PROIETTIY AMENTE APPLICABILI 

§ 63. — Çondizioni d'integrabilità 

delle equazioni fondamentale 

A) Equazioni preliminari. 

Al Cap. II § 14, A) e G) abbiamo visto che, fissato comunque 
il fattore arbitrario delle coordinate omogenee x del punto mobile 
di una superficie S non sviluppabile, valgono le equazioni fonda-
mentdli 

(1) = Sai, xt + ars X + pr9 x , 

(1)bis X t ^ h z + HmÇXr, 

e le formóle duali 

(2) îrs= — Saí..€i + a r tS + icr,g, 

(2) bi8 S ^ X ^ + S ^ ^ . 

Di più, abbiamo trovato al Cap. II § 14 B) e C) e § 16 C) 
alcune relazioni fra i coefficient^ e precisamente le 
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Sa"P; f = So" 7crí = 0 , 

Prs = Psr , ^r. = ^ r , = , {V, = |V , 

(3) 
™>rs = Krs — + J ) <*<rs , = Prs — ( K + J ) drs , 

h + X, + K{ + J¿ = 0 , 

Krs — Vrt = S C í (*)• 

Queste equazioni esprimono, in particolare, i coefficienti delle 
(2) e (2) big mediante quelli di (1) e (1) blg: basta adunque occu-
parci delle (1) e (1) bis. Giá al luogo citato abbiamo osservato che, 
derivando covariantemente le (1), possiamo ottenere i valori dei 
coefficienti di (1) bls espressi mediante le ars , arst , prs : ora 
faremo questo calcolo. Del resto i valori delle mrs si trovano giá 
dalle (3), cosicché soltanto le espressioni di Z¿ saranno nuove. Deri-
viamo adunque covariantemente le (1). Si ottiene, tenendo conto 
delle (1) stesse, 

x„t = S xl [arsit + aikl -f prs ait + ars mti] + 
k 

+ arst X + (2 ajf pit + ars lt + prst) x. 
i 

Se ne deduce, ricordando che í>st + = 0 , 

S xrst = S ¡r< [£ ¡ artU + S a*, am + 

+ ¿&"a j ( í)n + + 

+ (S 6": â , pit + S art lt + S pP„) *. 

Ma dal Cap. YI, § 57, (3) t,r e (5) ter si ha 

2 y a*rs Vu = £ 6« vu , S d»4 ««í = S b? am = , 

(*) Cfr. Cap. VI, § 58, (3). Si rioordi che 2 ar¡U — 2 A¡K AR,U . 
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e dal Cap. II § 1 E) 

~== — (12 y — — KAx^j 

2̂12 2̂21 — (12 , 12j — KAvc^j 

ossia 

(4) s r ^ ^ z s ^ ť . 

Dunque 

S z* [S^' a„it + (K+J) + W (ait Vn + «„ mIť)] + 

+ (S bf vit + S y a„ lt + I V* prst)x = 0. 

I punti x, a1, x% essendo linearmente indipendenti, seguono 
le relazioni 

(5) 2 arsit + (K + J) drť + S &•» (ati V n + arí mti) = 0, 

(6) S 6 * > i ( + lt + pr„) = 0. 

B) Trasformazione delle (5). 

Le equazioni ora dedotte si possono trasformare. Cominciamo 
con le (5) : noi non ne dedurremo niente di nuovo, ma ritroveremo 
soltanto una parte delle (3), e precisamente le 

mrs = msr, S ars nrs = 0 , icrs — prs = l> arsLt. 

Moltiplicando la (5) per a¿r e sommando rispetto a i ed r, si ottiene, 
osservando che S air = 2 a î r = 0, 

2$s ř ař> -f = 0 , 
ossia 

Wpt» + = 0. 

Essendo P i z — P t i , rísulta confermato che m l 2 = m2 l . Moltiplicando 
invece la (5) per ed osservando che arSit = 0, si ottiene 

2 s (K + J) + S %>ir bst au prs + S &5t a™ mu = 0 , 
FUBINI e ČECH, Lcxioni di Geometría proiettivo-differenxiale. 22 
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oppure, scambiando nel terzo termine i con r cd .s con / 

2S(K 4~J) + l^Wati (prs + mrs) = 0. 

Ora dal Cap. VI, § 56, (2) e (4) si deduce 

2 = 2 a*« = s r , 

cosiccliě risuita 

+ j ; = — 2 a" + mrs) = — 2 a " m r , . 

Posto adunque ' 

= — fJř 4- J) ar* (*) 

risulta confermato che 2 a™ Tzrs = 0. 
Introducendo le 7irs al posto delle m r s nelle (5), si ottieno, osservando 

clie 2 ars a ti = SVÍ, 

2 4- au Prs 4- = 0. 

Dimostriamo che quest1 equazione cquivale all'ultima delle (3). A tale scopo 
moltiplichiamola por dui Dur . Ricordando le (3) e (3)qUaier del Cap. VI § 56 
risulta 

2 &st arsu dut Dur 4- 2 pr* Dur Dus — s 2 nti dut dui . 

E bašta, per giungere al risultato voluto, osservare che 

2prs Dur Dus = e2jt?,.s dur dus (**). 

G) Calcolo dell© h . 

Invece dalla (6), come abbiamo euuuciato, possiamo trarre il 
valore delle í,. Moltiplicandola per e sommando rispetto a 
h e r si deduce 

S ^ x b™ pit + S Vř $sh lt +Z arh prst - 0 , 

donde la formola cercata 

(7) = — e S ^ W ' p , . , , . 

(*) Sappiamo che le n r s cosi definite son quello che compaiono nelle (2). 
(**) Cfr. Cap. VI, § 56, (6), o § 58, (3) o (3)big. 
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Essendo a? = b\h = e S ^ ' <iih1n possiamo scriverla 
anche 

h = — -j- [ a m P22 — 2 «ii2 P12 + «122 Vu + 

+ ai2 (Pll2 —.Pl2l) — all (Pl22 — P22l)] ) 
CO ws 

h = [^112 P22 2 a m P12 + «222 P l i + 

+ «22 (P112 — Pl2l) — ai2 (Pl22 — P22l)]-

Naturalmente, il calcolo correlativo conduce alie 

(7) ter x¿ = — S a ? Ttrs — e S ^ 1 a h r . 

Il confronto di (7) e (7)ter conduce alla formóla 

(8) l¿ — X¿ = £ar (Vrs + icrf) — S a*lrs (*). 

come ora dimostreremo. 

Sottraendo la (7) ter dalla (7) otteniamo dapprima 

lh _ Xi = - f « „ ) — S 2&iK&takr[Prst — Tînt) 

sicchè bisogna provaro soltanto che 

(l^rst — Tïrn) = 

Ora, derivando covariantemente V ultima delle (3), otteniamo 

Prst — Krst = ~ S^rs^t = —• 2&<fc G^fc 
cosicchè 

S&ifc (jprït — Krst ) = — 23-ifc a,.,£pt. 

(*) Si ricordi che Sa» 
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Ora dalle (3) ter e (3) bis del Cap. VI § 57 si deduce 

— &st iïs%>t = — = 6 S ai^lpt 1 
siccho 

S fyfc &st (Prst — Tlrst ) = 6 S aglpt , 

che è la formola che si voleva dimostrare. 

§ 64. — Continuazione. 

A) Condizioni ď integrabilità delle (l)bis. 

Al § 63 abbiamo riehiamato le equazioni fondamentali (1) 
e (1) bis o le relazioni (3) fra i coefficienti di esse a cui abbiamo 
aggiunto le formóle (7) e (8) che dànno le l¿, deducendole dalle 
condizioni ď integrabilità delle (1). Per completare lo studio, do-
vremo ancora soltanto aggiungere le equazioni che si traggono 
dalle (1) bis. A questo studio qui ci rivolgiamo scrivendo che Xih = 
= Xfci, ossia 2 = 0. Derivando covariantemente le (2) si 
trova tenendo conto delle (1) 

xih = lih x -f lt xk + S mirk xr + 

+ S m\ (2 arXM 4- ark X + Vrk x) 

ossia 

Xik = Sar (ltark + mirk + S a'rk mis) + 

+ + prk)x + mikX. 

Se ne deduce 

S Xik = E ar (2 ark l, + S &kmirk - S b? mis) + 

Deve essere 2 $th Xik o. Le relazioni che ci rimangono da scri-
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vere sono pertanto 

(1) S arh lt -I- S ft* mírfc - S 6? m„ = 0 , 

(2) + = 

B) Studio delle (1). 

Dimostriamo che la (1) non dà niente di nuovo, ma soltanto 
permette di ritrovare la penúltima delle (3) del § 63. 

Dalle (6) del § 63 si deduce 

2 arh h = 2 br Pis + 2 p rik . 

Sostituendo nella (1), si ottiene 

(1) b i s 2 bih(prih + mrik) + S bih (pik — mik) = 0 . 

Dalla 

= 7tri — (K + J) an 

si deduce 

Wrîfc = TZrih (K\ "f JH) Ur¿ , 

cosicchô la (1) bis diventa, ricordando che 2 bXr a^ = 0 , 

(1) ter -f 7Irix) - 2 ířri (Kk + Jk) + 2 b? (pik — It*) = 0 . 

Moltiplicando per e sommando rispetto ad s, si deduce 

2 A" (PHK + NRIH) — HT (KM, + J K ) + S 2 a? ( p i k — NIK) = 0 , 

ossia 

(1) quater ¿T* + = — S 23-'* a« (/Vifc + 7ZRIK) — Sa? (Pifc — Ttjfe). 

Ora dalle (7) 6 (7) ter si deduce 

lt + \ t = 2a*k (pik — nik) + (prst + 

Eseguendo nell' ultimo termine la soatituzione / ® ̂  r ^ ^ \ e confrontan-
\¿* t r i k/ 

do con (1) ter si ritrova la penúltima delle (3) del § 63, come abbiamo enunciato. 
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C) Studio délia (2). 

Resta infine la (2) ; noi dimostreremo che essa equivale alla 

(3) S brst (Vrst + icrit) + 2 S {Vrt + tu,.s) = S brÜLrst. 

Sostituendo nella (2) n l r al posto di mir , essa drventa (*) 

- (2) bis lik + 2&l7t a™ pks n¿r = 0 (**) . 

Per la penúltima delle (3) del § 63 2 ( lt 4- X» ) dut == — dK — d J è un 
differenzialo esatto, cosicchè 

2 l i k = — Xik = - L S«-» ( lih — 

e la (2) bis puô scriversi 

(2) ter 2 (lik — hn) = — 2 ( í ) . r + ^ (pkt ^ . 

Ora dair ultima delle (3) del § 63 si deduce 

2 a" ( — Te»,,) = - 2 a" a*,** = — 2 ak% . 

e ricordando la formola (3) ter del Cap. VI § 57, 

2 (phs — iths) = 

e sostituendo nella (2) ter 

(2) quater (¿ifc — = ~ ( p i r + i t i r ) . 

Derivando covariantemente la (8) del § 63 si deduce 

hk — Xt/i = 2at-k (Pis + Krs) + 2a¿s {p,sk + nrSk) — laiZ-sk. 

(*) Si osservi che ar* a»-pks 2&hpik = 0. 
(**) Ció si potrebbe scrivere anche 

¿12 — hi == 1 Pli Pli P22 
TCn TC12 2̂2 
(l\\ Í&12 
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cosicchc 

2&ík {lih - Xik) = 2 6 ^ (Prs + + 2 (prsh + nrsh) — 

onde, confrontando con (2) qUater , si deduce la formóla cercata (3). 

D) Esame delle condizioni d'integrabiütá. 

Abbiamo giá trovato tuttc le condizioni d' integrabilitá delle 
equazioni fondamentali; esse .sono le (3), (7) e (7) ter del § 63 e 
la (3) del § 64. Fra queste equazioni, ve ne sono sei che conten-
gono lx , l2 , Xx , X2 : la penúltima delle (3), la (7) e la (7)tcr (con 
í = l , 2 ) . 

Noi possiamo definiré le e Xf mediante quattro di esse o 
quattro combinazioni di esse, p. es. mediante la penúltima riga 
delle (3) del § 63 e le (8) del § 63 ed otteniamo pertanto ancora 
due equazioni che non contengono piü né ?¿ ne X¿. Esse sono evi-
dentemente le (1) ter che possiamo mettere sotto la forma piü semplice 

(4) S (:prik + icrW) = S ** arl (Kh + Jh) + £ bf aihis (*). 

Osserviamo ancora che nelle (3) e (4) compaiono i coefficienti 

Qrs = Prs + ^r, 
della forma 

X{vrs + Kvs)dnr du,= P + TI 

giá considerata al Cap. II § 14 B). 

(*) Infatti, dall' ultima delle (3) dol § 63 si deduce 

2 bf [pik — 71 ih ) = — 2 b'r (lih-s 

onde sostituendo nella (l)ter si ricava la (4). 
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E) Teorema riassuntivo. 

Prima di procedere, sará opportuno enunciare un teorema che 
riassume i risultati finora ottenuti: 

Una superficie S non sviluppabile, ed il fattore arbitrariamente 
prescritto delle coordinate omogenee dei punti di essa sono individuati, 
a meno di una sostituzione lineare unimodulare, a coefficienti coslanti, 
conoscendo le tre forme differenziali intnnsechc 

F2 == 2 arg dur dus, F3 = 2 arst dur du6 dut, 

2 qrB dur dug, 

legate dalle identitá (condizioni d' integrabilitá) necessarie e sufficienti: 

£ ars argt = 0 , 
(I) 

2ars qrs = 0 , 

2 ^ qrik = 2 d^ ari (Kk + Jk) - 2 b? a ikl s , 
(II) 

2brst qrit + 2Sb2!tqri = ab2rBt. 

Le coordinate omogenee x dei punti di S si calcolano integrando il 
primo gruppo di equazioni fondamentali 

xr8 = Sai,Xi + Prs x + arsX , 

Xj = li x + S m[ x r , 

sotto la condizione iniziale (x Xj x2 X) = f\A\. 

Posto £ = — ( x xx x2), le i (coordinate dei piani tangenti 

di S), si ottengono integrando il secondo gruppo di equazioni fon-
damentali (*) 

(*) Naturalmente, integrato il primo gruppo (p. es.) lo é anche il secondo. 
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êrs = — Sai, Si + r̂s i + ars S , 

S1 = X16 + S t i îÊ r î 

sotto la condizione iniziàle (£ i2 S) = e^|A|. 
I coefficienti dette equazioni fondamentali si calcolano dalle formole 

Prs + ftrs —~ qrs ? Prs r̂s = S ar3_i 

mr3 = 7cn — (K + J) ars, 

(III) = prs — (K + J) ars 

li + Xt = - (Ki + Ji) 

li — X i = S a f q * — SaiLB
r.-

II lettore confronti le formole tróvate con quelle del Cap. II, 
§ 16 D) relative al caso particolare di linee coordínate asintotiche. 

§ 65. — Trasformazione delle equazioni 

tróvate per superficie non rigate. 

Caso di coordínate normali. 

A) II caso J ^ 0. 

Supponendo J ^ 0, escludendo cioé il caso di superficie rigate, 
possiamo meltere le equazioni tróvate sotto un' altra forma. Essendo 
2 ars qrs = 0 possiamo porre allora 

(1) qrs = = 

introducendo cosi, al posto della forma quadratica hqrsdurdus la 
forma lineare 

(2) T = 2zidui. 
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Ricordando la formóla (1) del Cap. YI § 58, otteniamo, derivando 
covariantemente la (1): 

1 J 
(1) u. ír.t = 2 t„ af.s + y - j ü + 

Dal Cap. YI, § 57 (3) Mt e (5) ter e § 58 (1), si deduce 

S bf aihLs = bf + e S b¡k f = 

= i - S 6 ? a t k , - j - + S 6? £%,<!>< - £0,, J ! + J-L'j. 

Dalle (1) e (1) bis e dal Cap. VI § 57 (3) e (5) ter e § 58 
(1) bi» si deduce 

S b^t b' st ?„ + £ dí4 a-'» f g„ = 

= - L £ 6-' aj, t¡ A + X 6rst 4», aj,s T¿ = £ ti ( A Jt + J^j , 

S qrih = £ ^ < zth + i - S < A t, + e £ ^ tt = 

= 2&»tft + + 2b? , 

S q r s l = £6-sí aU Tít + 6"' a"' b¡, <|», t, = 

= JZ&" fe,+ $,*«) + i - S y V . r , . 
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Di piü (*) 

1 J, 

347 

(3) 

Sostituendo nelle (II) del § 64, si trovano le equazioni equi-
valenti 

26? 

= S ^ ari (Kk + Jk) + J S ( ~ - j -f f 1 Jr 

JSÍT 

dove si puó sostituire a il valore (3). 

(*) Infatti, dalla (1)M» del Cap. VI § 58 si deduce successivamente 

2¿rñr = -|"Sirst-y-+SS-r¿4'': arst + <|v) 6rsí, 

= S J_Jr_ 
2 J + 4-r IriLs ! + s ( 4 - - f + ^ ) brs> = 

= s 1 J » I , , 
T "7- + ^ + 

(± ± \ 2 / 1 . A 
2 J 4" 

Zb'JÍrst = 2 

+ 2 

onde la formóla del testo. 

)] 

brs*, 
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B) Nuovo enunciato per le coordinate normali. 

Le equazioni precedenti si semplificano e diventano particolar-
mente utili usando le forme normali (J = — 1). Per comodità del 
lettore diamo qui un enunciato completo : 

Una superficie non rigatà S determina tre forme differenziali 
intrinseche ed invarianti 

<p2 = Sars dur dus, 

<p3 = Sar8t dur dus dut, 

T = STÍ dUi, 

legate dalle identita 

S ars arst = 0 ( t = 1 , 2 ) 

(A) 

(B) 

1 
A2 

a n i all2 a122 
all2 a322 a222 
aU a32 a22 

S a " (t„ + «¡>. tr) = ^ - K , , (i = 1 , 2) 

2 (tra + <J>. T„) = S br8t (<j>„t + 3 <{>r8 <|>t + <|>P <¡,s <j.t), 

dove K é la curvatura di <p2 e le son definite dalle 

ar8tl = e2dftk 4>k. brst, 

dove le <& sono definite dalle (1) bl8 a pag. 298, § 56. 
Ficmrsa, date le tre forme differenziali <p2, <p3 , T, soddisfa-

cewíi aiie (A) e (B), Za superficie S corrispondente ed é com-
pletamente determinata a meno di collineazioni (*). Le coordinate nor-
mali x de i punti di S si otlengono integrando il sistema 

(*) Ad una superficie correlativa alla S corrispondono le forme <?2 , — ? 
— T. 
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xrs = S ais X I + ars X + prs x , 
(Ci) 

X i = ljX + £m[ xr 

sotto la condizione iniziale (xxx x2 X) =}/1 A| ; le coordínate normali £ 
dei piani tangenti di S si ottengono integrando il sistema analogo 

Érs = — Sais Xi + ar8 S + 7Trs i , 
(C

2
) 

Si = Xi e + ajiî s r , 

sotto la condizione iniziale £2 S) = e^|A| . Del resto le x e le £ 
sono legate dalle 

I coefficienti dette (Cj) e (C2) si determinano dalle equazioni 

Prs + ftrs = S arsi T1 , 

Prs — r̂s = Sargl ^ , 

mr8 = :rrs + (1 — K) ars, 
(D) 

¡¿rs = Prs + (1 — K) ar8, 

li + X i ^ - K i , 

(*) ai1 r = s2&r P ^b } i s [Cap. VI, §58 , (1)] 

= S aS9 <|* = S a f fe [Cap. VI, § 57 (3) b l s ] , 
onde 

cti-rs = S af fe, -f- 2 a¡ís
s fe , 

e per la stessa equazione precedente (che si puô scrivere 2 = S cĵ  ) 

aïlrs = 2 af ( fes -+• fe cj)s ). 

Inoltre 2 a<* Çrs = S a? atrs T* = 2 a i t = it [Cap. VI, § 57, (5)]. 
Indi si deduce subito la formola del testo dair ultima delle (III) a pag. 345. 
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§ 66. — Nuova trasformazione delle equazioni 

tróvate per il caso di coordínate norinali. 

A) Introduzione della funzione ausiliaria a. 

Le relazioni fra le forme <p2 > Í3 e T si scompongono in due 
gruppi: il gruppo (A) dice soltanto che <p3 é coniugata a <p2 > e 

che (p2 e <p3 son forme normali; il secando gruppo (B), relativo 
alie , si puo porre in una forma assai elegante con Y introdu-
zione di una nuova incógnita ausiliaria a col método che ora an-
diamo a spiegare. Per brevitá, poniamo 

(1) B = 2 b^rst = 2 b(<Jw + 3 ̂  ^ + «J>, 

Essendo J = — 1 ^ 0 , ogni sistema covariante a due indici 

é combinazione lineare di 

ars j , S < 

dove é un sistema covariante ad un Índice. 
Quindi possiamo porre 

*rs " f tys = GUrs + $rs + 2 V* < . 

In apparenza introducíanlo, oltre o, tre altre incognite a, Vj, v2, 
ma esse si determinano súbito. Infatti moltiplicando la precedente 
con a? oppure con •&rt si trova rispettivamente, per le (B) del § 65, 

— K, = S v, a? ah
rs = 2 v, ak* a? arsp 

B = a S ^ " — — 2ea (**). 

(*) Cfr. Cap. YI, § 57, (5). 
(»*) Cfr. Cap. VI, § 56, (2). 
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Quindi: V incógnita ausiliaria o, di cui faremo uso, é quelld defi-
nita da 

(2) + <|,s Tr = — B&rs + — Ki} + oars 

dove B é definita dalla (1). E queste equazioni (2) possono sosti-
tuire le (B) da cui siamo partí ti. Tn altre parole, date le forme <p2, <p3 

[soddisfacenti alie (A)] e la forma T, affinché esisíó, una superficie 
corrispondente é necessario e suficiente che valgano le (2) con qualche 
valore di o. 

B) Studio delle (2). 

Cerchiamo le condizioni d' inteyrabilitá di queste equazioni (2) 
quando come incognite si assumano le zr. 

Derivando covariantemente le (2), si deduce tenendo conto 
delle (2) stesse (*) 

*rst + (<|>sí — 'h — «>•, + O <I>. «rÉ = 

= - f - -Y-B< ¡K + - Ku) -

- <i>s 2 att - K¿) + e S *lff . S b*n - Kt). 

Moltiplicando con \>sí si trova (**) 

2 W zrst + H Tr - 2 V arsot + aZ &sí art = 

= - i - B - - i - Br + 2 6? (<],, - Kit) + 2 2 ^ (fc - Kt). 

Ora le identitá (4) del § 63 valgono qualunque sia il sistema 
covariante , (anche se xi non sono derívate, come ivi si suppo-

(*) Si ricordi la (1) del Cap. VI § 58, (in cui 1). 
(*•) Cfr. Cap. VI, § 56, (2), § 57, (3) t . r , § 60 (1). 
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neva) (*); dunque 

e la precedente puö scriversi 

S K + atr H) t» - S ars (ot + 0 ^ = 

= _ (Br + B<|>r) + Zb? (4>„ + 2 ^ - Kst - 2 Kt) = 0. 

Moltiplicando per S a r t ^ ¡ == Xí}"'1 ak, (**) e sommando rispetto 
a r, si ottiene 

(3) o, + o <}», + S (e&„ H + aki K) = 

Lsy1 aik (Br + + Sa? (<{>st + 2 ^ ^ t - K s t - 2 K t ) . 

Le cercate condizioni d' inlegrabilila hanno condotto alle equa-
zioni (3) nélle Oj. Dobbiamo ora scrivere la condizione di integrabilitá 
di queste. Troviamo la 

(4) 3 H o + S (a" Hs + K.) xr = 

= - - i - S a " (B„ + 24»,B.) + (K + 2 - + 

+ 3 3 r — S 6"' (£„, + 4 + 

(*) Infatti esse si dimostrano nello stesso modo nel caso generale; del 
resto, ne é facilissima la verifica in coordinate asintotiche. 

(**) Per Puguaglianza delle due espressioni, cfr. Cap. VI, § 56, (4). 
(***) Derivando covariantemente le (3) si deduce tenendo conto delle (2) e (3) 

OIR + O (TYR — <W 4>R + KTTIR — SJFFFYR) + S(TTFC< JBTR + S &M ¿TR ) X7T — 
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§ 67. — Deformazione proiettiva. 

A) II problema fondamentale. 

Ora ci rivolgeremo al problema importante: 
F 

Dato un elemento lineare proiettivo -, riconoscere se esiste 

qualche superficie corrispondente e, nél caso affermativo, determinarle 
tutte. Date le ricerche del Cap. IV § 40, possiamo omettere il caso 
J = 0; sappiamo che in tal caso esistono sempre delle superficie 
(rigate) corrispondenti (dipendenti da una funzione arbitraria che 
é la j di í. c.) Possiamo quindi supporre J = — 1 sicché il pro-
blema si enuncia: date le forme <p2 e <p3 soddisfacenti alie (A) del 
§ 65 JB, riconoscere se le equazioni (B) del § 65 nelle incognite T3 , T2 

ammettono qualche soluzione e9 nel caso affermativo, determíname tutte 
le sóluzioni. Ora noi abbiamo visto, al § 66 A, che le equazioni (B) 
sono equivalenti alie (2) del § 66 che contengono oltre ZT e T2 

1' incógnita ausiliaria o. Noi abbiamo calcolato le condizioni d' in-
tegrabilita delle (2), che sono le (3) del § 66. 

= - JL S9*h aík (.Brs + Br<i>s + 5 W 4 

+ S Clrk (Bs + B$s ) 4- ~B (K&ir - Ildir) + 

4 2 a? (4>str 4- <\>tr - Kstr — Kt — 2ĉ  Ktr) — 

— 2 a ? -f. 2cpa <\>t — Kst — 24;, A"t) 4-

4 eSOŷ  26? (c|>sí + - — 2^ Jf* ) -

— KHair (<|>, — Ks ) - - JT,). 

Dobbiamo ser i ver e che o^ = = í ossia che 2 Ojr = 0. Moltiplicando 
pertanto la precedente con e sommando rispetto ad i e r , si ottiene la 
formola (4) del testo, se si ricordano le formole Cap. VI, § 56 (2) e (4), 
§ 57 (3) ter e (3) quater, § 59 (1) e § 60 (1), e la formola (1) del § presente. 

FUBINI e CECH, Lexionl di Geometría proiettivo-differenxiale. 23 
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Notiamo che le (2) e (3) insieme esprimono tutte le derívate 
di fz1, t2 e o corne polinomi lineari (non omogenei) delle zx, t2 

e a stesse. Come condizione d' integrabilità delle (3) abbiamo tro-
vato la (4) del § 66, che ha la forma 

(a) XA + X ^ + X 2t 2 = [x, 

X , Xj, X2 e ¡i essendo funzioni note. E noi non continueremo il 
calcolo effettivo giacchè le formóle si complicano troppo ; ma è fa-
cile continuarlo in ogni caso particolare. Derivando la (4) e tenendo 
conto delle (2) e (3), si ottengono evidentemente due ulteriori re-
lazioni délia stessa forma (a) ; da ciascuna di esse si derivano nello 
stesso modo due ulteriori relazioni délia stessa forma, e cosí di 
seguito. È quindi chiaro che cinque casi sono possibili : 

Io le relazioni délia forma (a) che si trovano nel modo ora 
descritto sono contradditorie. È questo il caso generale (*), se si 
scelgono a caso le forme <p2 e <p3 ; non esiste nessuna superficie di 

elemento lineare proiettivo —— ; 

2° dalle relazioni délia forma (a) si trovano valori ben de-
terminati di CX, T2 (e quindi anche di A). Esiste (a ineno di colli-

neazioni) una sola superficie di elemento lineare proiettivo proiet-

tivamente indeformabile. La terza forma fondamentale si calcóla dal-
V elemento lineare proiettivo mediante sole operazioni razionali e de-
rivazioni ; 

3o le relazioni della forma (a) si riducono a due linearmente 
indipendenti sicchè esse si possono ridurre alla forma 

ï2 = ax1+b, G = CTj + d (**). 

dove a, b, c, d son funzioni conosciute. 

(*) Infatti, I' elemento lineare proiettivo dipende e3senzialmente da due 
funzioni arbitrario di u e v, p. es. dalle solite p e y, mentre una superficie 
dipende solo da una funzione arbitraria di due argomenti. 

(**) Se le relazioni della forma (a) dessero un valore determinato per Ta , 
basta sostituire t 2 a ; se poi dessero valori determinati per zi e x2 , anche 
il valore di o sarebbe determinato. 
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Sostituendo nelle (2) e (3) si ricavano due sole relazioni della 
forma 

dove mx, m2 , nx, n2 hanno valori conosciuti. 
Tali equazioni formano evidentemente un sistema completa-

mente integrabile, e Tj se ne ricava mediante quadrature. Le super-

ficie di elemento lineare proiettivo dipendono essenzialmente (ri-
fa 

guardando come identiche due superficie collineari) da un para-
metro. La terza forma fondamentale si calcóla dalV elemento lineare 
proiettivo con quadrature. La terza forma e del tipo 

con c costante arbitraria ; 
4o la relazione (4) del § 66 non ô soddisfatta idénticamente, 

ma tutte le ulteriori relazioni della forma (a) son conseguenza al-
(Do 

gebrica di essa. Le superficie di elemento lineare proiettivo di-
?2 

pendono essenzialmente da due costanti arbitrarie. La terza forma è 

con due costanti arbitrarie cx e c2; 
5o la relazione (4) del § 66 è idénticamente soddisfatta. Le 

(2) e (3) del § 66 formano un sistema completamente integrabile. 
(Dn 

Le superficie di elemento lineare proiettivo —— dipendono essenzial-
?2 

mente da tre costanti arbitrarie. La terza forma ô 

Zzidu^ItTÏdUi + c^XidUi + c^XidUi + c8Sx?dw< 

con tre costanti arbitrarie. Determineremo al § 69 tutte le super-
ficie di questa classe. 

Notiamo che dalP analisi fatta risulta : 
Se una superficie è proiettivamente dtformabile, essa fa parle di 

ET¿ du¿ = 2t¿ dut -{- c2 Xi du¿ 

2 T ^ = £ TJ du{ + S xl du¿ + c2 S x? du¿ 
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una famiglia continua di superficie che dipende da uno, due9 o tre 
parametri (*), tutte proiettivamente àpplicabili fra di loro. 

B) II sistema coniugato di deformazione proieitiva. 

Sia Pelemento lineare proiettivo di due superficie 8, 8 
?2 

applicabili ma non omografiche (**) e siano 2 T¿ dut , 2 T¿ dui le 
terze forme fondamentali di esse. Poniamo 

— í = Xi-

II Cartan, nella Memoria già citata al Cap. VI § 61, ha tro-
vato il significato geométrico delle linee definite dall' equazione 
differenziale 

(1) 2blsXidurdus= 0. 

Esse formano evidentemente un sistema coniugato (che si puô 
ridurre ad un sistema d' asintotiche contato due volte) che Cartan 
dice il sistema coniugato di deformazione proiettiva (***). LJ equa-
zione (1) si puô scrivere anche (cfr. la (1) del § 65) 

(1) bis S (qrs — qrs) dur Dus = 0 

Per ogni sistema di valori [u,v) i piani osculatori delle curve 
corrispondenti di 8 e 8 nei due punti [u, v) formano due stelle 
omografiche. Possiamo quindi (in oo 3 modi) sostituire a S una su-
perficie 8\u, v) ad essa collineare (variabile al variare di u, v) 

(*) riguardando come identiche due superficie collineari. 
(**) Più precisamente, la corrispondenza fra S e S che si ottiene facendo 

corrispondersi i punti che appartengono a valori uguali di u e v, non sia 
proiettiva. S e S possono invece essere omografiche in virtù di un' altra cor-
rispondenza puntuale fra di esso, anzi identiche. 

(***) Se una superficie ammette co 1 defórmate proiettive, essa possiede 
un solo sistema coniugato di deformazione proiettiva. Essa ne puo possedere 
invece oo1 o oo2 se ô proiettivamente deformabile in oo2 o in oo3 modi. 
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tale che nel punto (u, v) una curva qualsiasi di 8 e la curva cor-
rispondente di S'(u, v) abbiano lo stesso piano osculatore (e la 
stessa tangente). 

Si fissi comunque per ogni valore di (u, v) una tale superficie 
S'(u, v). Siano Pl7 P2 , P 3 . . . punti fissi nello spazio, e P[(u9v\ 
P'«{u, v), P'3(u, v). . . quelli che vi corrispondono nell' omografia che 
porta 8 in S'(u,v). Si fissi ad arbitrio una relazione f(u,v) = 0 
e sia G la curva corrispondente di 8. Posto f(u,v) = 0, anche i 
punti P[(u, v), Pí(u j v)... descrivono delle curve, e per ogni valore 
fisso di (u, v) le tangenti a tutte queste curve incontrano una tan-
gente ben determinata (data la relazione f(u, v) = 0) t di S in (u, v). 
Allora ed allora soltanto che G soddisfa alia (1), t é la tangente a C. 
Lascio al lettore la facile dimostrazione (*). 

G) Superficie R e R^. 

Se o s s i a s e si tratta proprio di un sistema co-
niugato, la superficie dicesi superficie Re le due congruenze delle 
tangenti alie curve del sistema coniugato di deformazione proiettiva 
diconsi congruenze R. Le superficie e congruenze R furono studiate 
per la prima volta, da un punto di vista del tutto diverso, dallo 
Tzitzéica nel 1911, ed importanti risultati su di esse son stati tro-
vati, oltre che da Tzitzóica, da Demoulin e da lonas. Di questo si 
è già parlato al Cap. V § 52 e § 54. 

Se ars Xr Xs= 0 sicchè il sistema coniugato di deformazione 
proiettiva si riduce ad un sistema di asintotiche contato due volte 
la superficie si dirá superficie ¿?0. 

II Cartan ha dimostrato che le superficie R dipendono da sei 
funzioni arbitrarie di un argomento. Ci limitiamo ad enunciare questo 
risultato (**). Le superficie R0 dipendono da cingue funzioni arbi-

(*) L' enunciato del Cartan é formalmente diverso. Egli da puré un' altra 
proprietá cinemática del sistema coniugato di deformazione proiettiva (v. 1. c. 
pagg. 278-279). 

(**) Mem. cit., pagg. 280 e 290-292. 
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irarie di un argomento. Questo risultato, dovuto puré al Cartan (*) 
sará dimostrato tosto iu modo molto semplice. 

D) Deformazione proiettiva di una superficie data. 

Al principio di questo § abbiamo supposto che sia dato un 
(po 

elemento lineare proiettivo senza sapere a priori se esiste qual-

che superficie corrispondente. Ora supponiamo invece che sia data 
una superficie (non rigata) e che si voglia riconoscere se essa é 
proiettivamente deformabile e, in caso affermativo, determíname tuüe 
le defórmate proieitive. In altre parole, ora supponiamo nota una 
soluzione particolare (TX , T2 , o) delle (2) del § 66 e vogliamo ricer-
care le eventuali ulteriori soluzioni > t2 > o). Posto 

— = Xi > 0—0=7-, 

possiamo introdurre e % come nuove incognite. Alie (2) del § 66 
corrispondono evidentemente le equazioni omogenee 

(2) Xr* + <kXr=»r,*. 

Come condizioni d' integrabilitá delle (2) otteniamo, come si 
vede ormai senza calcolo dalle (3) del § 66, 

(3) + + 2(8 ShiH + auK)f = O, 

e condizione d' integrabilitá di queste é (cfr. (4) del § 66) 

(4) 3 H% + S (a"Hs + = 0. 

Una superficie é proiettivamente deformabile alloia ed allora 
sóltanto che le [2) ammettono qualche soluzione, olire la soluzione evi-
dente Xi = X2 ^ x == o* 

(*) Mem. cit. pagg. 294-5. 
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Ogni soluzione delle (2) soddisfa pure aile (3) e (4). Derivando 
la (4) e tenendo conto delle (2) e (3) si arriva a due ulteriori rela-
zioni lin. om. fra Xi i X2 e * ecc- La superficie è indeformabile 
se cosí si arriva a tre relazioni lin. indipendenti, ecc. Ci limitere-
rno a trattare il caso particolare di superficie E0. 

Per una superficie oltre aile (2), deve essere soddisfatta 
anche la 

(5) So"XrX. = SXrX r = 0 . 

Derivándola covariantemente si deduce 

Moltiplicando (2) per xr risulta pertanto Xi% = X2% — 0 ossia 
x = 0. Ora dalla (5) segue (*) che 

S = <*ZahixK , œ = + 1 

sicchè la (3) dà [H + o> K) Xi = 0 ossia 

(6) H + (ûK=:0 , w = + l . 

Una superficie è R0 allora ed allora solíanlo che è soddisfatta 
la (6) (**). 

Infatti noi abbiamo appunto dimostrato che per ogni superficie 
R0 vale la (6). Viceversa, se è soddisfatta la (6), la superficie e R0 
ossia le (2) acnmettono una soluzione con S a ^ r X * = 0. Infatti 
tutte le condizioni d'integrabilità delle 

(7) xr + « a ^ x . = o , x™ + 4>.xr = 0 

son soddisfatte, se vale la (6) ; lascio la facile dimostrazione al 
lettore. 

(*) Basta sostituire c|>¿ con x* n e l ragionamento che ci condusse alla prima 
delle formole (6) del Cap. VI § 59. 

(**) In vece il fatto. che una superficie sia R non puô esprimersi coll' an-
nullare un invariante dell' elemento lineare proiettivo. 
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Da questo risultato si deduce subito che le superficie i?0 si 
ottengono integrando un' equazione alie derívate parziali del quinto 
ordine. Infatti se z = f(x, y) è Y equazione di una superficie in 
coordinate non omogenee, 1' espressione deir invariante Jï+coiC 
contiene derívate di / fino al quinto ordine. 

§ 68. Teoremi varii sulle superficie R e R0. 

L' elemento lineare proiettivo di una superficie R o R0 si puô 
mettere sotto una forma notevole. A tale scopo osserviamo che 
dalle (B) del § 65 B seguono le relazioni equivalenti alie (2) 
del § 67 

Scegliendo le asintotiche come linee coordinate, esse diventano 

A) Elemento lineare riferito alie asintotiche. 

g X l dlogß?2 aX2 , ^ logß2 Y 
dv + du Xl Bu Sv 

X2 = 0 

oppure 

4 r ( ï X x ) = 0 , - jrr (ßXa) = 0 
du 

(i) 

ß - x r ( ß f 2 x 2 ) = Y - l r ( ß 2 ' i x ] ) = o. 
du 

Le prime due dànno 

P X 2 = f 7 i T X I = f 

con U funzione délia sola u e V funzione délia sola v, sicchè 
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1' equazione del sistema coniugato di deformazione proiettiva è 

£ bU Xi dur dus = — o) (üdú2 — Vdv2) = 0. 

La forma quadratica qui scritta essendo (impropriamente) in-
trínseca, si puó, scegliendo convenientemente il parametro u, sup-
porre E72 = 1, a meno che sia U = 0 (*); e símilmente, sce-
gliendo v in modo opportuno, si puó rendere F 2 = l . 

Se la superficie é R0 possiamo quindi supporre (**), scegliendo 
convenientemente il parametro v, che sia U = 0 , V = Hr 1 oppure 

X2 = 0 , X i = ± Y ' 

Sostituendo nella terza delle (1) si deduce = 0, e cambiando 
anche il parametro u si arriva ad avere 

(2) ¡3 = 1. 

Scegliendo opportunamente i parametri u, v delle asintotiche (***) 
di una superficie R0 V elemento lineare proiettivo assume la forma 
canónica 

(2) ws ?>2 = 2y du dv , (p3 = Ydu3 + y2 dv3 

in cui ¡3 = 1. Viceversa, se ¡3=1, la superficie é R0 (****). 
Notiamo che si poteva dedurre questo risultato piü rápidamente 

scrivendo la (6) del § 67 in coordínate asintotiche. 

(*) Si noti che UV ^ 0 per una superficie R e UV = 0 per una su-

perficie R0. 
(**) scambiando eventualmente u con v. 
(***) II sistema coniugato di deformazione proiettivo si riduce alie asin-

totiche v = costante. 
(*#*#) Infatti le (1) sono allora soddisfatte ponendo 
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Se invece la superficie è R> possiamo scegliere i parametri 
delle asintotiche in modo che sia 

1 1 
£72 = F2 = 1 , ossia Xi = ± y ' X 2 = ± - p - ; 

anzi, ricordando che le non sono definite che a meno d* un fattor 
costante, possiamo supporre : 

1 1 2 1 Xi = y , * 2 = = a y ' a = 1 -

La terza delle (1) dà poi la condizione di Demoulin 

(3) = , 

sicchô $du + a*tdv = adf è un differenziale esatto. 
Viceversa se valgono le (3), la superficie è R, le (1) essendo 

soddisfatte ponendo = ~~~ ? X2 = a 

Yale pertanto il teorema : Scegliendo opportunamente i para-
metri u , v delle asintotiche di una superficie R, V elemento lineare 
proiettivo assuma la forma canónica 

tp2 = 2afufvdudv 
(3) M. a = + l 

fufv(afudu3 + fvdv3) 

in cui Yu= it PT- Viceversa se ya = + [3T la superficie è R (*). 

B) Un teorema per le superficie R0 o R. 

Se si conoscono le equazioni in termini finiti delle asintotiche 
di una superficie RQ , la riduzione delV elemento lineare proiettivo alia 
forma canónica (2) bIg si effettua con quadrature. Ció segue senz' altro 

(*) E a = 1 (a = — 1) se il sistema coniugato di deformazione proiet-
tiva è reale (immagÍDario). 
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dal procedimento che ci ha servito a stabilire la forma canónica. Ma 
vale ancora il teorema : Data comunque una superficie R0 bastano 
due quadrature ad ottenere V equazione in termini finiti di quel sistema 
di asintotiche cui si riduce il sistema coniugato di drformazione proiet-
tiva, anzi addirittura il parámetro v delle forme canonicht (2) Ms. 
Infatti, é in coordinate canoniche 

+ 2 bl
rs Xi dur dus — dv2 

cosicchu, determinate le x¿ 0011 quadratura dalle (7) del § 67, 

v = jimsXidurdus\ (*). 

Data comunque una superficie R la riduzione delV elemento li-
neare proiettivo alia forma canónica (3) big e quindi anche la deter-
minazione delle equazioni in termini finiti delle asintotiche e del 
sistema coniugato di deformazione proiettiva non richiede che quadra-
ture, Infatti da ció che si e detto al § 67 A risulta súbito che le y¿ 

si possono avere dalle (2) del § 67 con quadrature. 
D' altra parte, in parametri canonici e 

2 a\% dur dus + <o 2 bls dur dus = 2 a du2 , 

2 als ̂  dur dus — (o 2 b*rs dur dus ,= 2 dv2 , 

e le espressioni a sinistra essendo note, si hanno anche u e v con 
quadrature. 

(*) Come esercizio, il lettore deduca direttamente in coordinate curvilinee 

generali che i | 2 bl
rs X* dur dus | e un differenziale esatto, se H + w/f = 0, 

faccndo uso delle (7) del § 67. 
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§ 69. — Le superficie proiettivamente deformabili 

in oo3 modi (*). 

A) P re l imina r i . 

Abbiamo visto al § 67 che una superficie 8 non rigata si 
puó deformare proiettivamente al piú in oo 3 modi. Oondizione ne-
cessaria e sufficiente affinché ció avvenga é che sia soddisfatta idén-
ticamente la (4) del § 67 ; il che richiede 

(1) H = O , K= costante. 

Le superficie cui é dedicato il § attuale son quindi le superficie 
isotermo-asintotiche per cui la forma nórmale <p2 ha curvatura costante. 
Ma se é dato soltanto un elemento lineare proiettivo <p3: <p2 sod-
disfacente alie (1), affinché esista una (e quindi oo 3) superficie cor-
rispondente, deve essere idénticamente soddisfatta la (4) del § 66 (**) 
cioé deve essere ancora 

dove B é definita dalla (1) del § 66. 

Ora conseguenza delle (1) é l'identitá (***) 

(2) 2 a" (Brs + 2 tyrBs) +B& + 3K (©'+ V) = O , 

sicché la precedente si riduce a 

(3) K + 2) {B + 3 ©' + 3 V ) == O. 

(*) I risultati di questo § , tranne r osservazione che le superficie con 
H K + 2 = O son quelle con asintoticte di complessi lineari son dovute al 
Cartan, Mem. cit., pagg. 301-307. 

(**) Cfr. § 67 A. 
(***) Ci possiamo acontentare di verificare la (2) in coordínate particolari. 
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Nel determinare le superficie corrispondenti, occorre trattare 
separatamente i casi K = 0 e ÍL + O. Cominceremo col primo. 

B) Il caso K= 0. 

Se K = 0 possiamo scegliere, corne ben si sa, i parametri u, v 
delle asintotiche in modo che sia 

<p2 = 2 du dv , pT = 1 , o) = l . 

L' equazione H = 0 dà 

emog(¡3:T) = g2logp* = Q 

du dv du dv 

sicchè si puô porre 

M , V » } 7 ! 

con Í7 funzione délia sola M e F funzione délia sola v, i due ra-
dicali avendo lo stesso segno (positivo o negativo). Bisogna ora 
verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3). Ora si 
calcóla fácilmente, dal quadro di formóle che chiude il Cap. VI (*) 

1 V 1 F' , 1 U'V' 

T-V- - L £ l _ i / Z II 

\ V ' H U3 \ U ' F3 ' 

2 U 2 U2 ' ~~ 2 ~V • 2 F2 ' 

(*) Le derívate di U e V sono indícate con apici. 
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n ., ^ , * U'ZJ" 1 * 7 ' 3 
© »'= V t (T 

y 
U* 4 C/3 

"t'ai 

/ F M V'V" 1 y ' 3 

£7 U F2 4 j ' 
1 XJ'" 3 U'U" + U'® 
2 U 2 U* + U3 

1 y'" 3 V'V" 1 F'® 
2 V 2 F2 n F3 

5 _ £ 7 / 1 V" 3 U'U" | 3 U'3 

V \ 2 U 4 U2 ' 8 U3 

B 

y 

. -Vr (4 

1 7"' 3 V'V" 3 r » \ 
2 F 4 F2 ' 8 F3 / 

U'U'" 3 ?7"2 

U u2 4 U2 

9 U'2 U" 15 t/'4 

"T" A U3 16 U* 

3 V'V" 3 V'3 

8 V2 TÏT 

<~V ( 1 F"" F' F'" 3 F"2 

U It'u \ 4 F + 

+ 

4 F3 16 F4 ' 

2 F F2 4 F2 

9 F'2 F" 15 F'4 

r i/E7 / 1 t7'" 3 U'U" 3 U'3 \ 
+ F ^ F \ 4 £7 + 8 U2 16 E73 / ' 

A - R _ V ' ] / l r ( 1 t 7 " " 4 . 1 U ' U ' " + ' 
- ^ " T r T f I ~TT + 1 û 2 - + 
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3 TJ"Z 9 U'2U" 15 U'A\ 
+ 8 ~ W 8 IP + "32" U4 J 

EL 1/JÏ i _ 1 v"" i v'v!" 
u r U \ 4 F 2 F2 + 

3 y 2 9 y z y » 1 5 y* \ 
+ I I 5 8 F® "32 F1"/* 

Sostituendo nella formóla (2) ne risulta confermata l'esattezza 
per il caso particolare H = K — 0 studiato. La (3) equivale alia: 

5 + 3 0 ' f 3 1 " = O ; 

e, sostituendovi i valori ora calcolati, essa diventa: 

i/TT _ iíY i V" 
r F ' 2 U Y U ' 2 V 

o semplicemente 

U"'= V'"— a = costante, 

cosicché 

U = av? + + u -(- dj , 
(5) 

V = avs -f- b2 v2 + v -f- d2 , 

dove a, &2, c l5 c2) d2 son costanti qualunque, purchè non 
sia idénticamente nè C7 = 0, nè F = 0 . 

Cj Continuazione. Formole flnali relative al caso J f = 0 . 

Per trovare le superficie corrispondenti dobbiamo ancora cal-
colare le Ti dalle equazioni (B) del § 65. Yedremo che esse si 
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possono integrare effettivamente in oo3 modi, come sappiamo a 
priori. Le citate equazioni (B) sono in coordinate asintotiche 

A / N O / . 8 K \ 

(6> - - - § £ • ) ' 

P 4 r (Pr2'<2)-r - | r (P2 r O = » P 3 r 5 B • 

Sostituendo i valori di p, y, (¡»i, 'iz• A, esse diventano 

(l^T*1) = 'T'Y ' "ôt(|/irT2)=TlJ} du 

Le prime due dànno subito (essendo Ux funzione délia sola u 
e Vj funzione délia sola v) 

(?) 

sicchè la terza diventa, sostituendo anche il valore di B 
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e moltiplicando con \Ul V, 

- i - V"u + ( vvy- i - U"v - (ÜUJ + Í - U'"~ 

3 U'U" 3 E/'3 „ 3 F F " 3 7'» 
4 £/ 8 Í72 2 4 7 8 F 2 — 

Ora dalle (5) vediamo che 

cosicchè la precedente diventa TV TV' 9 TV 3 
boU = 

1 3 C7'C7" 3 JJ'3 

2 4 U 8 U'2 

1 
V"'+ • 3 V'V" 3 V'3 

2 V"'+ • 4 V 8 V- biv=e, 

con e costante, da cui integrando, 

3 
8 

U'2 

Č7 + 1 
2 

b2uí-{-eu + f í ) 

_ 1 v" 3 y'2 + 1 btv2 + ev + / 2 , ~ 2 ^ 8 7 + 2 btv2 + ev + / 2 , 

con due nuove costanti f1 e /a . Sostituendo in (7) si trova 

i / 7 1 7' , 1 7" 
i 

3 V'2 Y b l V 2 + e v + / s 

8 V* 

(7) bis 

- l / Z L L Z I 1 ^ 3 y* irb*u*+eu+fi 
X2~V V\2 U V + 2 U 8 .U* + U 

F U B I N I e ČECH, Lexioni di Geometría proiettivo-differmxiale. 24 
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dove U e V sono i polinomi (5). Le formóle (D) del § 65 B deter-
minano súbito tutti i coefficienti delle equazioni fondamentali. 

D) II caso K = cost, i 0. 

Studieremo in modo simile il caso K 0. La forma <p2 essendo 
di curvatura costante K> si puó porre, com'e noto, nella forma 

dudv, r 2 K(u — v)2  

cosicchè 

d2log (S - Y) 
La condizione H = 0 ossia ' ; = 0 diventa dudv 

log ; = 0 
dit ôv 

cosicchè possiamo porre 

dove U è funzione délia sola u, V è funzione délia sola v, e i 
due radicali hanno lo stesso segno. 

Resta a verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3). 
Dalle formole alla fine del Cap. VI si calcóla fácilmente 

o 2 
> = - ¡Ti d o v e 6 = log | a121 = log | PY I u V U V 

. ^ 1 3 r 
™ 9 TT o, « ) T2 o T7 + 2 [7 u — v ' T a ~ 2 F ' 

. X , X2 V'V , 3£ , / U' V'\ _ 
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_ 1 U" 1 U'2 1 U' 3  
~ ~ 2 U 2 ü* + u — v U ' (u — v)* ' 

1 V" 1 F'2 1 r 3 
2 F 2 F * w — f F ( « — * ) a ' 

+-Ç--£(»-")-2t] -

(\K\\Wi/T f l F 3 , 3 , 9 F ' 2 . 

2 7 F ' 1 

+ y T ( « - * ) +27J , 

- - w kT [(4-^-4--^) <—•+ 
/ 3 F " F ' 2 \ 9 F ' 1 

_ 1 u'" 3 U' U" , Í7'3 1 /Q U" a ET2'\ 
g" [7 ~~ 2 Í/2 î/3 « — v \ C7 L72 / + 

3 U' 6  
+ (M — V ) 2 Č7 ( M — V ) 3 ' 

i r " 3 rv" , r 3 i y" 
•hît - "2"-y "2 + -JZir V T "P"/ + 
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• 3 V' 6 
( «_« )« F + (u—v)3 ' 

R / | Í | V / 2 | / W 1 U'" 3 U' U'J 3 17'» V 
B = \ 2 ; K T L V X — — + 

/ | í | \ 8 / 2 | / T r / i r " 3 v v" 3 r 3 \ , ,3J_ 

_ / 1 g i \ 3 / 2 i / W i r/"" vu"' 3 u"2 

\ 2 / |K F \ 2 U U2 4 l/2 

, 9 U'2 U" 15 U'4 \ . . , 
+ X — P 1 6 T i - j -

/ | X | \ 3 / 2 l / T r / 3 F'" 9 F'F" 9 F » \ , 

/ | # | \ 3 / 2 U ' | / y r / 1 r " , 3 F T " 

- " V T / - u V i r L V " T — + T T 5 — 
3 F'3 \ 

— W i r ) + 

D / |iT| \ 3 / 2 I /~V~ ( 1 F"" F T " 3 F"2 

j [ /" tT \"2 F F2 + 
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9 F'2 F" 15 F'4 \ 
+ "4 F 5 — l e - y ) (u~v)3+ 

, / | ^ | \ 3 / 2 l / T T r / 8 V" 9 TJ'TJ" 9 17'»\ 
+ \ 2 j K T + t - d î — - r - t T i r / " - ^ 

/_ U" 3 C7'2 \ U'1 
+ \à~u~ W ) ( « - * ) — 3 7 f J + 

/ | Z | \ 3 / 2 r »/"¿T r / i t7'" 3 vu" 
\ 2 / F K F |_\ 4 U 8 C72 

1 17'ET" 3 U"2 9 EHCT 15 £7'4\ _ 
+ 2 £72 8 C72 8 U3 + 32 174 / ^ 

2 F2 8 F* 8 F3 32 F4 / ; ' 

Dalle formóle ora scritte si verifica fácilmente che la (2) vale 
anche nel caso ora studiato. Resta studiare la (3) ; se K + 2 = 0, 
essa ô un' identità e comunque si scelgano U e F, le (6) son coin-
patibili ed esistono le superficie corrispondenti. Noi sappiamo dal 
Cap. II § 18 B) che si tratta in questo caso di superficie le cui 
asintotiche appartengono a complessi lineari ; esse furono oggetto di 
uno studio più approfondito al Cap. Y §§ 47 e 49 dove si sono deter-
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mínate anche le loro equazioni in termini finiti. Se invece K -f- 2 ^ 0 
la (3) impone nuove condizioni. Sostituendo vi i valori di B, 
calcolati poco fa, e moltiplicando con ^UV > essa di venta 

(10) u "'( u — *03— 6 U" (ti — v)*+30U'(u — v) — 60U = ¿i 

— a) _L V'"(u — vy + 6 V"(u — vf + 30 V'{u —v) + 60 F 
A 

dQ 
Operandovi con . Q . si ottiene cu6 dv6 

d*U d«V Á A 
7 ft = — a) 7 = costante 

sicché U e F son polinomi di sesto grado al piü. 
Di piü posto U = V, la (10) si riduce a ZJ = —<oF, sicché ó 

necessariamente 

U = au6 + bu5 + cw4 + duz + eu2 + M + 9 > 
(ii) 

— Ü)F = avñ -J- bv5 -F- cv4, + dv3 -F EV2 + fv + g. 

Sostituendo nella (10) si vede che le costanti a,b,c,d,e,f9g 
pogsono essere qualunque, purche non sia idénticamente f/ = 0. 

E) Le formole flnali neí caso üf=cost . i 0. 

Per determinare le nostre superficie resta ancora di calcolare 
le z¿ sostituendo i valori di J3, Y nelle (B) del § 65 B, ossia nelle (6) 
del § presente. Sostituendo per ora i valori di p , y , , <i>2 > esse 

diventano, K essendo costante, 

d 

du 

d 
dv 

I" 1 ¡ / U- T _ g / 2 1 / 1 V' 3 \ 
[u —v Y V TlJ Y \K\ (u — v)¿ \ 2 V u—v 

[ir^Kir*2]^^w (u—vf (kt~U~ ' 
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V~ü ~bü [ ( w _ v ) 3 ¡ / T t 2 ] ~ \ / T "te \^(u—vfY T7"Tl] = 

2 1 R 
= 0)-— TT- B . K (U—VY 

Le prime due dánno 

(12) 

dove U1 e fanzione della sola u e Fx funzione della sola v, sicchc 

8 r i t / w i = i / ~ 2 ~ í í i 
L(a— t;)3 K y T2] ~ J / jjq y [ JJ + 

, / o r 7 , 1 1 a P' 1 1 1 
+ { u - V ) 3 17" („_*,)« + b (tt-t>)5J ' 

¿ r 1 i /^ri-i/^"v r (FFir 1 i 
dv L(tt — V)3 v U \\ V \K\ U L V (u — v)2 ^ 4 Í—9V 1 1 t r 1 P 1 1 + \ 1 2 F / («—v)3 F («—»)« 0 ( » _ V)'J 

e la terza equazione diventa, sostituendo anche il valore di B 

scritto a § 69 D e moltiplicando con w J / }' U V (u — vf 
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+ K + 2 . 3U'(U — V) — 3(K + 2)U = 

(13) 

ÍT/T/T/V . K ( 1 V"' 3 F T ' 3 F'3 Y| , 
= (ojl^FFj) y -g y "8~~P~/J ^ 

+ . 3 r ( « - » ) + 3(tf + 2) F J. 

Se î l + 2 = 0 , quest' equazione diventa, dividendola per (u — v)'2 

[ « « V - i f ( T ) ' ] ( u ~ " > -

3 U'2 

- 2 U U 1 + U " - T 1 [ R = 

Q F'2 ) 

+ 2 F F 1 - F " + | - — |. 

Se ne deduce fácilmente : 

U ü 1 = ~ U " - J L - Ç - + A U * + BU + C, 

(14) 

FF1 = 4 - F " - JL -ÇL _ « (¿„a + + 0). 

I valori di z x , t2 sono quindi dati, nel caso di £ + 2 = 0, dalle 
(12) e (14). 

Sia invece K-j- 2 4=0 sicchè valgono le (11). Poniamo 
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(15) 

y V l ' 2 V 2 V 8 V J y*' 

La (13) diventa 

+ 3 K~¡~2 U'{u — v) — 3{K + 2)U = 
u 

(16) 

= <o [ v í ( u - v ) 3 + (2F 2 + ^ i - 2 - F"^ {u-vf + 

+ 3 A + i v\u-v) + 3(K + 2 ) f | . 

56 

Operandoví con dM3-fa,3 si ricava, ricordando le (11), 

u',"'=—® y%" 

sicchě U2 e Fa son polinomi di quarto grado al piu. 
Sostituendo nella (16) si deduce tenendo conto delle (11): 

(17) 

— (oF, 

= yj-au + (K + 2 K + A u* + B u + G> 

= { T u v + T " ) { K + 2)1,3 + Av* + B v + C -

Le (12), (15) e (17) determinano le t, e le (D) del § 65 B 
dánno i coefficienti delle equazioni fondamentali. 
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F) Teorema riassuntivo e osservazioni varie. 

Le superficie con H = K -{-2 = 0 dipendono, come abbiamo 
visto, da due funzioni arbitrarle di uu argomento. Per altri valori 
di K, le superficie che abbiamo determínate non dipendono che da 
costanti arbitrarie. Dato il valore délia costante K (sia per fissare 
le idee -K + O), 1'elemento lineare proiettivo contiene, secondo le 
(9) e (11), sette costanti arbitrarie. Ma tre sole di queste costanti 
sono essenziali. Infatti, i parametri di u, v sono stati fissati in 
principio del § 6 9 2) soltanto a meno di sostituzioni délia forma 

a+u-\- a* - a*v -!- a* u~— — , v =—- — a3u + aé a3v a4 

con aL, a2 , a3 , a4 costanti arbitrarie. Quest' osservazione permette 
di ridurre il numero delle costanti di tre unità. Di più, le (9) mo-
strano che, moltiplicando le U e F per una stessa costante, V ele-
mento lin. proiettivo non cambia, cosicchô infine non restaño che 
tre costanti essenziali. Come esercizio, il lettore provi che lo stesso 
vale anche se K = 0. Quindi : 

Le superficie con oo3 defórmale proieltive sono le superficie 
isotermo—asintotiche per cu i la forma <j>2 ha curvatura K cosíante. Se 
K = — 2, esse dipendono da due funzioni arbitrarie di un argomento 
e sono caratterizzate geométricamente dal fatlo che tutte U loro asin-
toiiche appartengono a complessi lineari. Per ogni valore di K diverso 
da — 2 non esistono che cc 3 classi di oo 3 superficie, le superf icie 
di ciascuna classe essendo proletiivamente applicabdi fra di loro. 

Data comunque una superficie del tipo stududo al § presente si 
possono con quadrature ottcnere le quantilà u, v, U, Y ddto precedente 
discussione, e quindi anche determinare le cquaz'oni in termini finili 
delle asintoticlie, delle curve di Darboux e di Segre. Supponiamo in 

primo luogo K ^ 0. 
Essendo II = 0, 2<¡>¿eZt¿¿ ô un differenziale esatto. Precisamente 

h (cfr. § 6 9 D) 
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sicché una prima quadratura determina 

379 

l/UV _ 
I 

Poi [§ 69 D, (9)] 

M w f A - V S » ^ » 

siccho due ulteriori quadrature dánno 

y j ^ f - r h - " " ^ -

('U v)3 

CPo — (tí 
J \ / u l / 2 

?3' 

dv 
v — 

1 8 / \K\ í - " X foidu¿ * 
y— ~~ V - y 2 

l / V i / 2 

Notiamo che ció basta per ottenere le equazioni in termini 
finiti delle asintotiche (du — 0 , dv = 0), delle curve di Darboux 
(du-{- a)dv = 0) e delle curve di Segre {du — (oáv3=0). Per deter-
minare u e v, occorrono ulteriori quadrature. Sia (<p3)0 ció che si 
ottiene da <p3 dando a v un valore fisso scelto a piacere; le 

í" 
l / u v ~ \ e F0 abbiano significato analogo; sara: 

. ( » •Y [ M I T - í i 
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^K é noto, un'ulteriore quadratura determina í — ^ U 

^-^f J l/\u-Vo\ 
Poicho —^g-énotojun'ulteriore quadratura determina 

e quindi u. Análogamente si ottiene v. Finalmente 

dv? dv3 

du dv 

Le cose si presentano piü semplicemente se ül = 0. É (cfr. 
§ 69 B) 

l ü ' IV' ty¿dui= — — du + — — dv9 

1 U' 1 F' ^iDui = — — —du + — — dv, 

cosicché 

y 2<l>idu¿ a 2<t)¿Duí 
l/UV = eJ , y -jj- — e 

il che determina U e F. Poi 

cosicché 
^=-\/ljduZ + \/Tdv3> 

1 _ [ j r h D U i
l

3 / U=— I e ~ ' l/<p3—Y3, 
1 / 2 

1 f g- /s+í DUÍ 3 
v= 3 _ I e •> \/<p3 + <p'3. 

1 / 2 . / 
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Le equazioni in termini finiti delle curve di Darboux e Segre 
sono qui 

In ció che precede si é implícitamente ammesso che le asin-
totiche delle nostre superficie siano reali. Ma e agevole vedere che 
le formóle tróvate dánno, usando convenientemente 1' immaginario, 
anche tutte le superficie con H = 0, Z = cost. a linee asintotiche 
immaginarie. Se 2£ = 0, per arrivare ad una superficie reale, basta 
far assumere ai parametri u e v valori complessi coniugati, nella 
(5) prendere a reale, e b1, b2 ; cl, c2; d2 complessi coniugati, 
e nella (7) bi8 prendere e reale, , /2 complessi coniugati. Se K + 
+ 2 = 0, basta daré a u e v, U e V valori complessi coniugati. 

Se K<d 0, ÜL-f-2^0, i parametri u e v devono assumere valori 

complessi coniugati, le costanti in (11) e quelle in (17) devono 
essere reali. Finalmente se K > 0, occorre far assumere valori 

complessi coniugati a u e Í-. La costante d in (11) deve essere 

reale, a e — g , b e / , c e —e complesse coniugate. Nelle (17) B 
deve essere reale, A e — G complessi coniugati. 

O) Quadro finale delle forme fondamentali 

delle superficie con 11= 0, K=eost. 

V K= 0. 

<p2 = 2dudv , 

T = 2^*11,= 
2 V U + 2 V 8 HP 
i r 1 F" 3 F'2 
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^r-b1v2+ ev + f2 

H i? W + 

, l/TT/L U' , 1 U" 3 U'2 , + + 

dove 
JJ= au? + bxu2 -f cxu dx, 

V = av3 + b2v2 + c2v + 

2° K——2 (superficie con tutte le asintotiche di complessi 
Imeari). 

2 dudv 
(ti — ' 

, l / Z - 1 - — , 

K F [ 2 u—v 2 U 

(1 U" 3 ?7'2 , Ait* + Bu + C\, 1 , 
\~2 IT - ITIF + ü ) dv' + 

dove 
A , B , C sono costanti, 

U é fanzione arbitraria di u, 

V g fanzione arbitraria di v. 
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3* K(K + 2)4:0. 

4dudv 
** ='~ l<.{u—v f ' 

— { w î 

/ Ii V" 3K V'2  

+ \ 4 V + 16 V2 

JLav + ±\(K + 2y + Av*+Bv + C -, 
: ' y- : ) (u du 

{ / 2 i/U [ 3 1 1 V' , 
-"y WV + 

t KU" 3K U'*  
+ \ 4 Ï7 16 U2 

+ ^ - 1 jj J (« -» )Jdt , 

dove 

U = ait9 -1- buh + eu4 + du3 -f eu* + fu + g, 

_ o)V = av°+ bič + coA + dvz + ev* + fv +g, 

o) = sgnK. 
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§70. — Nuovo método per lo studio 
dei problemi precedenti. 

A) Principio del método. (F) 

Lo studio dei problemi precedenti in coordínate asintoticlie 
porta alio studio del sistema (cfr. le (14) e (15) del Cap. II, § 16 D) 

(1) £. = -(2pt« + p«t), 

(2) Mu = - { 2Tp„ + PTJ 

(3) %vv + P-Jf„ + 2Mpv = Tlilw + YLu + 2L*¡„ . 

Se la superficie non é rigata (caso giá studiato al Cap. IY, 
§ 40) potremmo introdurre una nuova incógnita ausiliaria R, in-
dicando con Py-R i due membri della (3). Allora dalle (1), (2), (3) 
si potranno dedurre Lv, Mu, Lu, Mv come funzioni lineari di 
Ly M9 R. Dalle condizioni d'integrabilitá Luv= Lvu, MUV = MVU, 
troviamo delle equazioni lineari in R„, Rv, di cui si debbono cer-
care le nuove condizioni di integrabilitá. Questo método inizial-
mente concepito dal Fubini é di complicazione non inferiore al 
precedente, ed ha lo svantaggio di fare i calcoli in coordínate par-
ticolari, senza vedere chiaramente i fatti invariantivi, che invece 
sono posti in evidenza dal método precedente dovuto al Cech. 

Esso diventa pero semplice in qualche ricerca particolare, p. 
es. nella ricerca dei tipi, cui appartengono due superficie tra loro 
applicabili. A ció dedichiamo il resto di questo Capitolo. 

La forma lineare delle (1), (2), (3) dimostra che le sue solu-
zioni sono del tipo 

L + S ^ P , , M + ZhtQt 

ove Ly M sia una soluzione particolare, Pt, Qi (*) sono soluzioni 

(*) qui gli indici non indicano per nulla sistemi covarianti. 
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particolari del sistema omogeneo 

(4) PV = Q«= 0 , $Qv + 2 Q h = i P u + 2 P i n . 

E perciô : 
Se una superficie è deformabile, è deformabile in infiniti modi, 

al massimo in oo 3 modi (se restaño arbitran i valor i iniziali di 
L , M , R). 

Quando mai le (4) sono risolubili ? Cominciamo ad osservare 
che, se L, M ed 2/, M' sono due sistemi di soluzioni di (1), (2), (3), 
allora (Cap. II, § 16 2)) 

(L — L') du2 + (M — M') dv'1  

ha carattere intrínseco. Tali saranno perciô le forme 

(5) Ptduï+Qtdv* 

Per le (4) sarà Pť funzione della sola u, Qt della sola v. Se 
la superficie è deformabile, ed esiste almeno una forma (5) non 
nulla, potremo cambiare i parametri delle u, v (e scambiare, even-
tualmente, le u, v) in guisa che la (5) considerata sia del tipo 

dv2 oppure du2 + dv2  

cioè P = 0 , Q =* 1 oppure P = Q -= 1. 

Nel primo caso possiamo ancora scegliere arbitrariamente il 
parametro u. Nel primo caso è, come si vede dalle (4): ¡3V=0, 
cioè p funzione della sola u. Cambiando il parametro u, potrô ren-
dere p = 1. 

Nel secondo caso è pv = . Siamo nel caso di una superficie 2?. 
Quindi : 

Una superficie deformabile non rigata o è una superficie R di 
Tzitzéica, oppure si puo per essa rendere p=l. Ogni superficie di 
questi tipi è almeno deformabile in oo 1 modi. Yediamo quando essa 
è deformabile in oo 3 modi. 

B) Le superficie con p = l deformabili in oc>3 modi. 

Le (4) diventano 

PV = QU= 0 , 
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Poichè P ne risulta funzione di u, Q di v, indicheremo P con 
la lettera U e Q con V, cosicchè avremo l'equazione 

(6) v ' = r u ' + 2 u r u . 

Dobbiamo cercare quando, oltre alla soluzione U = 0, V = 1, 
ve ne sono altre due C7, e Vx ed U2, V2 indipendenti lineàrmente. 
Posto £7= U{ e V = Vt in (6) per i = 1, 2, troviamo due equa-
zioni lineari, che, risolute rispetto a Y ed a Y«, danno 

VIU%-YXR% _ UÍVÍ-VÍUÍ 

U'iUz—UiUÍ ' 7u~~ U¡ U2 — Ut U'2' 

Derivando la prima e confrontando con la seconda, si deduce 

T .= - t ~log(Z7í U2- U1 UQ 

donde 

= o . 

E perciô y = ^3 , ove £73 è funzione di w, F3 di v. La (6) 
diventa 

F'=C7¿F3t7'+2£7^' F», 
cioè 

[7g 17'+ 2UU'3'= h (h = cost.) , 

da cui si deduce appunto 

[7 = + h (h , jfc costanti). 

Se una superficie eon (3 = 1 è deformabile in oo 3 modi, allora y 
è prodotto di una funzione délia u per una funzione délia v e si 
ha K = 0. 

Dovremo ora studiare le (3) in questo caso : cosa facile, ma 
qui inutile dopo i risultati del precedente §. 
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C) Superficie con P = l, deformabili al piíi in oo* modi. 

La (6) possegga ora una sola soluzione U, V (a meno di un 
fattore costante) con U £ 0. Derivando rispetto ad u, troviamo 

ï f 7 "-r 3 ï . r/'+2ÜT«. = 0. 

Essendo questa equazione in Y possédera due soluzioni 
indipendenti U¡, U't funzioni della sola u. E sarà 

(7) Y =üiVx+UÍV t 

ove le Vi sono funzioni della sola v. Nell'ipotesi / f^O, sia le 
U¡ ed Uí che le F !, F» saranno linearmente indipendenti. Dato 7, 
e scrittolo sotto la forma precedente, la U dovrà soddisfare alie 

cioe 
ü'i U"+ Wï £7'+ 2U'" ü= 0 , 

U'iU'+2ü'/ U = h( , (h¿ costanti) 
ossia 

(8) UÍ*U = hiUí + k< (hn kt costanti). 

Le due funzioni U¡ sono dunque legate dalla 

U[2 U? 
(9) hx Ui + kx h2 U2 + Jc2 

Le superficie con ¡3 — 1, K ^ 0 deformabili in oo 2 modi sono, 
se esistonoy quelle per cui Y ha il valore (7), dove le UÍ , U2 sono 
legaie dalle (9) (in cui, si noti, se £ 0, si puô supporre, mutando 

Ui in 17,, che ¿¿ = 0). 
hi 

Per il resto del calcolo assai facile, e che lasciamo al lettore, 
si devono discutere le (1), (2), (3). 

D) Le superficie R deformabili in oo3 modi. 

Le superficie R deformabili in oo 2 modi sonoy se esislono, quelle 
per cui esiste una soluzione (diversa da U= F = cost.) delle (4) 
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cioè délia 

. (10) $V'+2faV=*-(U'+2'(uU. 

Noi qui ci accontentiamo di studiare quelle deformabili in oo 3  

modi, cioè quelle per cui la (10) ammette due nuove soluzioni 
£/î, V¿ ( i = 1, 2), che con la U=V=1 formino un sistema di 
tre soluzioni indipendenti. Ponendo in (10) U = U i e F ~ F t si 
hanno due equazioni lineari in (3, Y e ¡3v=Yu. Risolvendole si 

trova il valore di ; da cui integrando si ha : 

(11) p2 \U'2(Vl— u0 - U[(V2- 17,)] = u¡, 

ove U3 è una funzione délia u. Cosï analogamente, risolvendo ri-
7 

spetto a ~ , integrando, indicando con F3 una funzione délia v, 

si trova : 
(11) M. U,)- F Í ( F S - Ut)] = VI 

3 Y 
Ma, dividendo l'un per l'altro i valori trovati di ~ e — (e ri-

P Y 
cordando che ¡3„ = yu) si trova che 

p = 

•(11)»« Ug(Vi— U,)— U¡(V2~U2) 

= Y  

Dividendo membro a membro le (11) e (11) m. e ricordando 
( l l ) „ r , si trova che 

P : 7 = : F, , 

cioè che la superficie è isotermo-asintotica. 
La ricerca è p. es. ridotta allo studio délia equazione non 

semplice 

ü a : F 3 = l 7 í ( F l - l 7 1 ) - l 7 í ( F f - l 7 I ) : 

^ a ^ - t / o - F U F , - ^ ) . 
È inutile proseguiré il calcolo, fatto per via più completa nelle 

pagine precedenti. 
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