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III 

P R O S T O R Y V N O Ř E N É DO Em 

18. L I N E Á É N Í P O D P R O S T O R Y E U K L E I D O V S K É H O PROSTO-
R U . Pravíme, že eukleidovský prostor Ek je vnořen do eukleidovského 
prostoru Em nebo také, že Ek je lineární podprostor prostoru Em, jestliže 
každý bod prostoru Ek je zároveň bodem prostoru Em a jestliže mimo to 
libovolné dva body prostoru Ek maj í v tomto prostoru touž vzdálenost, 
jakou maj í v prostoru Em. Vzhledem k té to podmínce můžeme při da-
ných bodech A, B prostoru Ek označit AB jejich vzdálenost: nezáleží na 
tom, míníme-li vzdálenost v Ek či vzdálenost v Em. 

VĚTA 18.1. Jsou-li A, B dva body prostoru Ek vnořeného do Em, potom 
střed C dvojice A, B v prostoru Ek je zároveň středem téže dvojice v prostoru 
Em. To plyne z geometrické definice (4.3) středu C. 

VĚTA 18.2. Jsou-li 

S (18.1) A,B;A',B' 

dvě dvojice bodů prostoru Ek vnořeného do Em, potom obě dvojice (18.1) 
určují týž vektor prostoru Ek tehdy a jenom tehdy, určují-li týž vektor 
prostoru Em. Neboť v obou případech jest podmínkou, aby obě dvojíce 
(5.6) měly týž střed, a to má podle věty 18.1 týž význam pro Ek jako 
pro Em. 

Z vě ty 18.1 učiníme důležité důsledky. P lyne z ní, že zvolíme-li v Ek 

libovolná vektor u, existuje v prostoru Em jednoznačně určený vektor 
f(u) tak , že každé umístění vektoru u v prostoru Ek je zároveň umístě-
ním vektoru f(u) v prostoru Em. 

Učiníme proto velmi užitečnou dohodu, že budeme psá t i prostě u 
místo f(u), t . j. každý vektor u vnořeného prostoru Ek považujeme zároveň 
za vektor prostoru Em. Obráceně ovšem není pravda (ačli prostory Ek, Em 

nesplynou), že by bylo možné každý vektor prostoru Em považovat za 
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vektor prostoru E O vektoru prostoru Em, k te rý lze považovat za 
vektor prostoru Ek, pravíme, že leží v Ek. Jestliže u vektoru u prostoru 
Em známe jedno umístění, př í k terém i počáteční í koncový bod leží 
v Ek, už můžeme tvrdi t , že u leží v Ek; př í každém takovém umístění 
vektoru u (ležícího v Ek) v prostoru Em, p ř i kterém, počáteční bod leží 
v Ek, musí t aké koncový bod ležet v Ek. Vedle takových umístění v pro-
storu Ek má ovšem vektor u (opět ačli Ek, Em nesplynou), v prostoru Em 

ještě další umístění, př í k terých ani počáteční ani koncový bod neleží 
v í , 

Z geometrických definic článku 6 plyne nyní, že nulový vektor 
prostoru Ek je zároveň nulovým vektorem prostoru Em, dále, že pro 
každý v Ek ležící vektor u má pojem opačného vektoru — u týž význam 
v prostoru Ek jako v prostoru Em a že totéž plat í o velikosti |u|, posléze,, 
že jestliže oba vektory u, v leží v Ek, má součet u + v týž význam v E*. 
jako v Em. Ze (7.7') plyne nyní, že jestliže oba vektory u, v leží v Ek, má 
skalární součin uv týž význam v prostoru Ek jako v prostoru Em. 
Posléze z geometrické definice součinu au vyslovené ke konci článku 8-
vyplývá, že leží-lí u v Ek, potom pro každé reálné číslo a má součin au 
týž význam v Ek jako v Em. V těchto výsledcích je zahrnuto: 

VĚTA 18.3. Je-li Ek vnořen do Em, potom zaměření Vk prostoru Ek je 
lineární soustava obsažená v zaměření Vm prostoru Em. s 

VĚTA 18.4. Je-li Ek vnořen do Em, jest k m, při čemž rovnost nastane 
pouze pro Ek = Em. 

DŮKAZ. Z vě ty 13.2 plyne, že i; <1 ra. Je-li k = m, plyne z téže vě ty , 
že každý vektor prostoru Em leží v Ek. Zvolme nyní určitý bod A pro-
storu Ek. Je-lí X libovolný bod prostoru Em, musí vektor X — A ( jako 
každý vektor) ležet v Ek a protože počáteční bod A je v Ek, je také kon-
cový bod X v Ek. 

Množina všech vektorů prostoru Em tvoří vektorový prostor dimense 
m, k te rý jsme v článku 16 označili Vm a nazvali zaměřením prostoru Em. 
Pro 1 ^ i ^ m jsou ve Vm obsaženy lineární soustavy dimense k; 
každou takovou líneární soustavu nazveme k-směrem prostoru Em; 
speciálně celé Vm je m-směr á je to jediný m-směr^obsažený ve Vm. P r o 
1 ^ k ^ m — 1 existuje ve Vm nekonečně mnoho fcsměriL Pro k = 1 
mluvíme jednoduše o směru místo o jednosměru. 
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Je-li Ek vnořen do Em, potom podle vě ty 18.3 zaměření Vk prostoru Ek 

je urči tý ¿-směr obsažený ve Vm, Lineární podprostor Ek daného Em je 
jednoznačné určen, známe-li jeho zamíření Vk a jeden jeho bod A. Nebof 
Ek se skládá ze všech bodů tvaru A -f- v, kde v je libovolný vektor nále-
žející do Vk. Z tohoto důvodu budeme psát i 

(18.2) Ek = {A; Vfc}. • 

Je- l i 

( 1 8 . 3 ) I V . . . , UK 

libovolná base lineární soustavy Vk, skládá se Ek ze všech bodů tva ru 

(18.4) X = A + xlUl + ... + xkúk 

a proto místo (18.2) můžeme psá t i 

(18.5) £fc = {^1; u l5 ufc}. 

Zaměření Vk prostoru Ek vnořeného do Em je ¿-směr obsažený ve Vm. 
Obráceně plat í : 

VĚTA 18.5. Je-li A libovolný bod prostoru Em a je-li Vk libovolný k-smér 
prostoru Em, potom (18.2) je lineární podprostor dimense k. 

DŮKAZ. Podle vě ty 15.2 existuje orthonormální base (18.3) lineární 
soustavy Vk. Je-li vedle bodu (18.4) d á n bod 

Y = A + yx ux + ... + ykuk, 

plyne z orthonormali ty base (18.3), že 

XY = V(y r - xtf + . . . + (yk - x k f , 

t akže Ek je eukleidovský prostor dimense k, ve k terém 

(A-, i/j,..., uky 

je kartézská soustava souřadnic. 

Buďtež 

(18.6) A0,A1,...,Ak 

libovolně dané body prostoru Em, z nichž aspoň dva jsou navzájem 
různé, takže aspoň jeden z vektorů 

( 1 8 . 7 ) Ai — A0, ..., Ak — -^O 
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je nenulový. Vekt®ry (18.7) vy tvá ře j í lineární soustavu V„, jejíž di-
mense h je ^ k. P ř i tom je k = h t ehdy a jenom tehdy, jestliže vektory 
(18.7) jsou mezi sebou lineárně nezávislé. Líneární podprostor {A0\Yh} 
obsahuje všecky body (18.6). Obráceně, jsou-lí všechny body (18.6) 
obsaženy v lineárním podprostoru W£ dimense l, potom všecky vektory 
(18.7) leží ve Wt, takže lineární soustava Vft je částí l íneární soustavy 
Wj a tudíž podle vě ty 13.2 j e h při čemž h = Z pouze tehdy, jestliže 
W, splyne s Vh. Tedy líneární podprostor {A0\ Vh} dimense h obsahuje 
všecky body (18.6) a je to jediný líneární podprostor dimense h obsahu-
jící všecky body (18.6); pravíme, že body (18.6) určují podprostor 
{A0; Vft}. Je-lí Et libovolný lineární podprostor, potom Et obsahuje 
všecky body (18.6) tehdy a jenom tehdy, jestliže E t obsahuje jako část 
celý prostor {A0\ Vh}. Pravíme, že body (18.6) jsou mezi sebou lineárnč 
závislé nebo nezávislé podle toho, co plat í o vektorech (18.7). Tento 
pojem je nezávislý na pořadí bodů (18.6), neboť podle předcházejícího 
body (18.6) jsou mezí sebou lineárně nezávislé ' tehdy a jenom tehdy, 
jestliže dimense j imi určeného lineárního podprostoru je rovna k. D v a 
různé body A, B jsou podle (11.5) vždy mezí sebou lineárně nezávislé. 
Pro to dvěma různými body A, B vždy prochází právě jedna př ímka, 
totiž př ímka {A; B — A}, k terou nazýváme stručně př ímka AB. 

19. ROVNOBĚŽNOST L I N E Á R N Í C H P O D P R O S T O R Ů . Budtež EÍ 
E'k dva líneární podprostory téže dimense k základního Em.*) Mají-li 
Ek, E'k totéž zaměření, pravíme, že Ek, E'k jsou mezi sebou rovnoběžné. 
Z definice plynou snadno t y to jednoduché důsledky: 

(19.1). Každý Ek je sám k sobě rovnoběžný. 
(19.2). Jel i Ek rovnoběžný s E'k a zároveň E'k rovnoběžný s E"k, j e 

také Ek rovnoběžný s E'k. 
(19.3). Dva rovnoběžné lineární podprostory téže dimense buďto 

splynou nebo nemaj í žádný společný bod. 
(19.4). Je-li dán lineární p o d p r o s t o r ^ a bod B, potom bodem B 

prochází právě jeden lineární podprostor téže dimense k rovnoběž-
ný s E t . 

*) Podle věty 18.4 nemá jiného lineárního podprostoru než sama sebe. 
Proto předpokládáme, že m 2. • 
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Podle definice dva lineární podprostory Ek, E'b téže dimense k 
jsou mezi sebou rovnoběžné t ehdy a jenom tehdy, jestliže jejich 
zaměření Vk, V'k splynou. Víme-li však o zaměřeních Vk, V'k pouze 
tol ik, že na př . Vk je částí Vk, už můžeme soudit, že Ek, Ek jsou 
mezí sebou rovnoběžné. Neboť ježto lineární soustava V'k dimense 
k je částí l ineární soustavy Vk téže dimense k, jc V'k = Vk podle věty 
13.2. To nás vede k následující definici: Jsou-li Eft, Ek dva lineární 
podprostory různých dimensí, př i čemž t řeba h < k, nazýváme je 
rovnoběžné, jestliže zaměření prostoru Eh je částí zaměření prostoru 
Ek. Z definice je pa t rné: 

(19.5). Jsou-li Eft, E fcrovnoběžné, jsou-li t aké Ek, Et rovnoběžné a je-li 
h < k < l, jsou též EA, Es rovnoběžné. 

(19.6). Jsou-li Eft, Ek rovnoběžné, jsou-li dále Eft, E'h rovnoběžné, 
jsou-li posléze Ek, E'k rovnoběžné, jsou t aké E'h, Ek rovnoběžné. 

(19.7). Je-li Eft částí Ek, jsou Eft, Ek rovnoběžné. 
(19.8). Jsou-li Eft, 'Ek rovnoběžné a je-li h < k, potom buďto Eh je 

•částí Eft nebo Eh, Ek nemaj í žádný společný bod. 
(19.9). Jsou-li Eft, E^ rovnoběžné a je-li E'h částí Ek, potom Eh, Ek jsou 

rovnoběžné. " 
(19.10). Jsou-li Eft, Ek rovnoběžné a je-li h<lc, potom vedeme-li 

hodem B libovolně zvoleným V Ek prostor E'h rovnoběžně s Eh, jest E'h 

čás t í Ek. 
Čtenář nechť si jasně uvědomí názorný smysl těchto vět pro m = 3, 

Ji = 1, k = 2; v tomto specíálním případě dostane dobře známé věty 
z elementární stereometríe. 

Speciálně dvě přímky (lineární podprostory dimense 1) jsou rovno-
běžné t ehdy a jenom tehdy, mají-li týž směr. O směru {u} pravíme, že 
leží v lineárním podprostoru Ek, jestliže {u} je částí zaměření prostoru 
Ek, což nastane t ehdy a jenom tehdy, jestliže vektor u leží v Ek. O smě-
rech {Ui}:, . . . , {«i*;} pravíme, ž^ jsou mezi sebou lineárně závislé nebo ne-
závislé podle toho, co plat í o vektorech i^, . . . , uk. K té to definicí jsme 
oprávněni , jež to 

{"l} = W , ...,{«!*} = { 
t e h d y a jenom tehdy, jestliže 
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(*) Vl = axuv ...,vk = akuk! ax ... ak + O, 

neboť za předpokladu (*) z l ineární nezávislostí vektorů u1,...,uk 

plyne totéž o vektorech vlt ..., vk a obráceně. 
Speciálně dva směry {Uj}, {u2} jsou mezi sebou l ineárně závislé 

t ehdy a jenom tehdy , jestliže splynou. 0 př ímkách pv ...,pk pravíme, 
že jsou mezi sebou lineárně závislé nebo nezávislé podle toho, co pla t í 
o jej ich směrech. Speciálně dvě p ř ímky p, q jsou mezi sebou lineárně 
závislé t ehdy a jenom tehdy , jestliže jsou rovnoběžné. 

Z předcházejícího plynou snadno ty to výsledky: 
(19.11). Dvě p ř ímky jsou rovnoběžné t ehdy a jenom tehdy , mají-l i 

týž směr. Dvě mezi sebou rovnoběžné př ímky nazýváme stručně 
rovnoběžky. 

(19.12). P ř í m k a p je rovnoběžná s l ineárním podprostorem Ektehdy 
a jenom tehdy , jestliže směr p ř ímky p leží v ET. 

(19.13). Je-lí p ř ímka p rovnoběžná s l ineárním podprostorfem Ek, 
po tom rovnoběžka s př ímkou p procházející bodem libovolně zvoleným 
v E t l e ž í v Ek, t . j. je částí Ek. Obráceně: 

(19.14). Jestl iže př ímka p je rovnoběžná s některou př ímkou ležící 
v Efci po tom p je rovnoběžná s Ek. 

(19.15). Líneární podprostory Eh, E'k (h k) jsou rovnoběžné t ehdy 
a jenom tehdy , jestliže každá př ímka, k te rá leží v Eh, je rovnoběžná 
s E'k. Obráceně: 

(19.16). Jest l iže v prostoru EFT leží h mezi sebou lineárně nezávislých 
přímek, z nichž každá je rovnoběžná s pros torem E'k (h <L k), po tom 
t a k é prostor Eh je rovnoběžný s E'k. 

20. D V O J I C E P Ř Í M E K . Dvě p ř í m k y {A; u}', {B\ u} téhož směru {u} 
jsme v článku 19 nazvali rovnoběžné, t akže dvě splývající p ř ímky jsou 
rovnoběžné. 

VĚTA 20.1. Dvě rovnoběžné přímky {A;u}, {B;u} splynou tehdy 
a jenom tehdy, jestliže vektor B — 'A je lineárně závislý na vektoru u. 

DŮKAZ. Splynóu-lí obě př ímky, po tom vektor B — A leží V přímce 
{A-, o} a je tudíž l ineárně závislý na u. Obráceně, je-lí B — A — cu, 
potom bod jB = A -)- cu je společný oběma rovnoběžkám; k teré t edy 
splynou podle (19.3). 

\ 

55 



VĚTA 20.2. DvČ různé rovnoběžky leží v jednoznačně určené rovině. 

DŮKAZ. Jsou-li {A; u}, {B, u} dvě různé rovnoběžky, jest u 4= o 
a podle vě ty 20.1 vektor B — A není lineárně závislý pa vektoru u, 
z něhož plyne snadno, že vektory u, B — A jsou mezí sebou lineárně 
nezávislé. Tudíž existuje rovina {A; u, B — A}, k te rá zřejmě obsahuje 
obě dané rovnoběžky. Obráceně je patrné, že {A; u, B — A) je jediná 
taková rovina. 

Jež to dvěma různými body prochází jediná přímka, ma j í dvě různé 
př ímky nejvýše jeden společný bod. Jestliže dvě př ímky p, q jsou na-
vzájem různé a m a j í společný bod A, pravíme, že p, q jsou dvě růsno-
běžné přímky, krá tce různoběžky, bod A nazýváme jejích průsečík. 
Rovnoběžnost a různoběžnost se navzá jem vylučují . Výrok, že přímky 
p, q se protínají v bodě A, znamená, že p, q jsou různoběžné a že A je 
jejich průsečík. Posléze p, q jsou dvě mimoběžné přímky, k rá tce mimo-
běžky, nejsou-li ani rovnoběžné ani různoběžné. 

Vyšetřujme vzájemnou polohu dyou daných přímek {A', u}, {B\ v}. 
Z předcházejícího je patrné, že dané přímky jsou rovnoběžné tehdy a je-
nom tehdy, jestliže lineární soustava {u, v} má dimensi 1, a splynou tehdy 
a jenom tehdy, jestliže lineární soustava {u, v, B — A } má dimensi 1. 
Zbývá vyšetř i t př ípad lineární nezávislosti vektorů u, v. P ř ímky {A; u}, 
{B; v} jsou v tomto případě různoběžné nebo mimoběžné podle toho, 
zdali ma j í čí nemaj í společný bod. Je-li však C společný bod obou pří-
mek (průsečík), existuj í čísla clt c2 tak, že 

(20.1) C = A + CjU, C = B + c2v, 

z čehož plyne 

(20.2) B — A = cxu — c2v, 

t . j . vektor B — A je l íneární kombinací vektorů u, v. Obráceně, je-li 
vektor B — A l íneární kombinaci vektorů u, v, exis tuj í čísla cx, ca t ak , 
že pla t í (20.2). Po tom však obě rovníce (20.1) definuji týž bod C, kterj? 
je průsečíkem obou přímek. T ím jsou dokázány vě ty : 

VĚTA 20.3. Dvě přímky {A; U}, {B; v} jsou různoběžné tehdy a jenom 
tehdy, jestliže jsou vektory u, v mezi sebou lineárně nezávislé a je-li vektor 
B — A na nich lineárně závislý. 
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VĚTA 20.4. Dve.přímky, {^4; u}, {B\ v} jsou mimoběžné tehdy a jenom 
tehdy, jsou-li vektory u, v, B — A mezi sebou lineárně nezávislé. 

Z těchto vět plyne dále: 

VĚTA 20.5. Dvě různoběžné přímky {A; u}, {B; v} leží v jednoznačně 
určené rovině, tot iž v rovině {A] u, v}. 

VĚTA 20.6. Dvě mimoběžné přímky, {A; u}, {B; v} leží v jednoznačně 
určeném E3, totiž v {A; u, v, B — A}. 

VĚTA 20:7. Dvě přímky, které leží obě v téže rovině, jsou buďto různo-
běžné nebo vttvmoběž&é. (| ~ 

21. P R Í C K Y DVOU MIMOBĚŽEK. Buďtež dány dvě mímoběžky 
p, q\ p budiž př ímka { A; u}, q budiž přímka {B; v}. Podle vě ty 20.6 leží 
p,q v prostoru {A; u, v, B — A}, k te rý označíme prostě E3. P ř ímky 
p, q nemaj í žádný společný bod. Je-lí X libovolný bod př ímky p, 
Y libovolný bod př ímky q, potom př ímku -XT nazveme příčkou mimó-
bČžek p, q. J e s t 

(21.1) X = A+xu, Y = B + yv. 

Každá příčka mimoběžek p, q leží ovšem v právě definovaném E3. 
Naším prvým úkolem bude určit příčku mimoběžek p, q, k terá má 

daný směr { w}. Směr { w} musí ovšem ležeti v E3, takže existují Čísla 
a, b, c tak , že 

(21.2) w = au + bv + c(B — A). 

Hledaná příčka bude př ímka XY, př í čemž čísla x, y ve (21.1) máme 
určit. Podmínka , které jsou podrobena ta to čísla x, y, jest, aby směr 
{Y — X } splynul s daným směrem {w}, t . j. aby existovalo číslo z 
tak, že 

(21.3) Y - X = z w . 

Máme tedy určit čísla x, y, z t ak , aby platilo (21.1) a (21.3). Dosadíme-lí 
ze (21.1) do (21.3), dostaneme 

. B — A + yv — xu = zw 
nebolí podle (21.2) 

(21.4) (az + z) u + (bz ^ y) v + (cz — 1 ){B — A) = o. 
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Jež to vektory u, v, B — A jsou lineárně nezávislé, bude vektorová rov-
níce (21.4) splněna tehdy a ' jenom tehdy, jestliže 

(21.5) cz = 1, 
(21 .6 ) — az = x, bz = y. 

Rovnici (21.5) nelze výhovětí , je-li c = 0, t . j. podle (21.2), jestliže 
směr { w} náleží do dvojsměru {u, v}. Zvolíme-lí libovolně bod C, mů-
žeme řící, že aby žádaná příčka existovala, nesmí jej í směr ležet ve 
dvojsměru, k t e rý je zaměřením roviny {G; u, v} rovnoběžné s oběma 
p ř ímkami p, q. Je-lí t a to podmínka splněna, potom ve (21.2) je c =)= 0 
a můžeme jednoznačně určit nejprve z z rovníce (21.5), potom x a y 
z rovnic (21.6). Výsledek: x 

VĚTA 21.1. Chceme-li ke dvěma daným mimoběžkám p, q určit příčku 
daného směru { w}, musí daný směr ležet v trojrozměrném prostoru E3 

obsahujícím obě přímky p, q, avšak { w} nesmí ležet ve dvojsměru obsahu-
jícím směry obou přímek p, q. Jsou-li tyto dvě podmínky splněny, existuje 
právě jedna příčka mimoběžek p, q mající daný směr { w}. 

Zvolme nyní v prostoru E3 bod M tak , aby neležel na žádné z obou 
daných mimoběžek p, q, a hledejme příčku mimoběžek p, q procháze-
jící bodem M. Jež to vektory u, v, B — A tvoří basí prostoru E3, 
exis tuj í čísla a, b, c tak , že 

(21.7) M = A + au + bv + c(B —fa). 

Žádaná příčka pro tne p v bodě tva ru A + xu, q v bodě tva ru B -)- yv 
a její směr je tudíž určen vektorem 

(B + yv) - (A + xu) = -xu + yv+(B- A). 

čísla x, y m á m e určit tak , aby příčka procházela bodem M, t . j . tak , 
aby existovalo číslo z, pro něž 

M = A + xu +,z(— xu yv + B — A). 

Porovnáme-lí s (21.7), dostaneme podmínku 

au + bv + c(B — A) = x{l — z) u + yzv + z(B — A), 

která vzhledem k lineární nezávíslostí.vektorů u, v, B — A je splněna 
t ehdy a jenom tehdy, jestliže předně z = c a za druhé 

(21.8) - (1 — c) x = a, cy = b. 
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J"e-lí c #= O, c 4= 1, určíme x, y jednoznačně ze (21.8), t akže existuje 
právě jedna příčka mímoběžek p, q procházející bodem M. Je-li však 
c = 0 nebo c = 1, dokážeme snadno, že žádná taková příčka ne-
exis tuje . 

Budiž nejprve c = 0. To znamená, že (21.7) zní 

M = A + au + bv, 

t . j. bod M. leží v rovině vedené přímkou p rovnoběžně s přímkou q. 
J e ž t o bod M neleží na přímce p, je 6 + 0, avšak c = 0, takže druhé 
rovnicí (21.8) nelze vyhověti . 

Budiž za druhé c = 1. To znamená, že (21.7) zní 

M = B + au + bv, 

t . j. bod M leží v rovině vedené přímkou q rovnoběžně s přímkou p. 
Ježto, bod M neleží na přímce q, je a #= 0, avšak c = 1, takže prvé rov-
nici (21.8) nelze vyhověti . Výsledek: 

VĚTA 21.2. phceme-li ke dvěma daným mimoběžkám p, q určit příčku 
procházející daným bodem M, který neleží ani na přímce p ani na přímce 
q, musí bod M ležet v trojrozměrném prostoru E3 obsahujícím obě přímky 
p, q, avšak M nesmí ležet ani v rovině vedené přímkou p rovnoběžně 
s přímkou q, ani v rovině vedené přímkou q rovnoběžně s přímkou p. 
Jsou-li tyto tři podmínky splněny, existuje právě jedna příčka mimo-
běžek p, q procházející bodem M. 

22. P Ř Í M K A A L I N E Á R N Í P O D P R O S T O R . V eukleidovském pro-
storu Em budiž dána jednak př ímka {A; u}, kterou označíme p, jednak 
lineární podprostor 

E f c = {B ; v,, . . . , vk} 

dimense k. P ř ípad k = 1 byl p robrán v článku 20; budiž t edy k ^ 2. 
J ež to k m — 1, jest m ^ 3. 

Jestliže vektor' u náleží do ¿-směru • 

. V/c = • • v f c } ; 

je př ímka p rovnoběžná s prostorem Eh. Tento případ nastane mimo jiné, 
jestliže p leží v Ek. P ř í tom p leží-v Ek t ehdy á jenom tehdy, jestliže 
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nejen y, nýbrž í B — A náleží do Yk. Jestliže p neleží v Ek, potom exis-
t u j e jediný Ek+V k te rý obsahuje jak p, t ak i Ek, tot iž 

Ek+1 = -•> -
Zbývá případ, že u nenáleží do Vk, t akže vektory 

(22.1) • u, . . . , v k 

jsou lineárně nezávislé. V tomto případě přímka p se nazývá různo-
bčzná nebo mimobézná s prostorem Ek podle toho, zda p má či nemá s Ek 

společný bod. V prvém případě společný bod P ("který je zřejmě jediný) 
se jmenuje průsečík př ímky p s prostorem Ek\ t aké pravíme, že p a Ek 

se protínají v bodě P . V tomto př ípadě existují čísla a,blt ..., bk 

tak , že 

(22.2) P = A+ au, P = B + b.v, + ... + bkvk, 

z čehož plyne 

(22.3) B — A = au - 6^1 - ' • • . - bkvk, 

t . j . vek tor B — A je lineární kombinací vektorů (22.1). Obráceně, 
je-lí vektor B — A l ineární kombinací vektorů (22.1), existují čísla 
a, 61, . . . , bktak, že pla t í (22.3). Po tom však obě rovníce (22.2) definují 
týž bod P , k te rý je průsečíkem př ímky p s prostorem Ek. 

Celkem jsme poznali, že: 
(a) př ímka p leží v prostoru Ek t ehdy a jenom tehdy, jsou-li oba-

vektory u, B — A l ineárně závislé na vektorech v1; . . . , vk, 
(b) př ímka p je rovnoběžná s prostorem Ek) neleží však v Ek t ehdy 

a jenom tehdy, jestliže vektor u jest a vektor B — A není lineárně zá-
vislý na vektorech Vj, . . . , vk, 

(c) př ímka p je různoběžná s prostorem Ek t ehdy a jenom tehdy, 
jestliže vektory u, v l5 . . . , vk jsou mezí sebou lineárně nezávislé a vektor 
B — A j e na nich lineárně závislý; 

(d) př ímka p je mimoběžná s prostorem Ek t ehdy a jenom tehdy, 
jestliže vektory u, vlt ..., vk, B — A jsou mezi sebou lineárně ne-
závislé. 

Všimli jsme si jíž, že v př ípadě (b) leží p a Ek v jednoznačně určeném 
Ek&1. Také v př ípadě (c) leží p a Ek v jednoznačně určeném 

Ek+1 = iA'> u> »1. 

60 



Naprot i t omu v př ípadě (d) nemohou p a Ek ležet v témž Ek+l, protože 
Ek+1 nemůže obsahovat k + 2 lineárně nezávislé vektory. V případě 
(d) leží p a Ek v jednoznačně určeném 

Ek+ 2 = i A > •••> v*> -B — 
Zřejmě případ (d) nemůže nas ta t pro k = m — 1, t akže jestliže 

přímka p a prostor En_1 nejsou rovnoběžné, jsou různoběžné. 

23. .DVOJICE ROVIN. Budiž- m ¡> 3; Dvě roviny {A- u1( u2], {B; ult 

u2} s týmž zaměřením {u^ u2} jsme v článku 19 nazvali rovnoběžně. 
Snadno se dokáže, že dvě rovnoběžné roviny {A; ult u2}, {B; ux, u a } 
splynou tehdy a jenom tehdy, jestliže vektor B — A je lineární kombi-
nací vektorů ult u2, takže jsou-li naše dvě roviny různé, jsou vektory 
11„ lij, B — A mezí sebou lineárně nezávislé. Dvě různé rovnoběžné 
roviny {A; ult u2}, {B ; u1( u2} leží tedy v jednoznačně určeném 

£3 = (A; Uj, u2, B - A}. 

Dvě roviny Q, O se jmenuj í různoběžné, jestliže jejích společné body 
tvoří přímku, k te rá se jmenuje jejich průsečnice. Výrok ; že dvě roviny 
g, a se protínají v přímce p, znamená, že roviny Q, a jsou různoběžné 
a že p je jejich průsečnice. Dvě rovnoběžné roviny nemohou být i 
různoběžné, neboť dvě rovnoběžné roviny buďto splynou nebo nemají 
žádný společný bod. 

V trojrozměrném prostoru £ 3 platí, že jestliže roviny g, a nejsou 
rovnoběžné, potom jsou různoběžné. Neboť budiž g rovina {A; u1} u2), 
a rovina {B; v2}. Čtyři vektory Ui, u2, Vj, v2 prostoru E3 musí byt í 
mezi sebou lineárně závislé. Tedy existují čísla av a2, blt bt tak , že 

(23.1) b + b2v2 

a že nejsou všecka čtyři čísla au a2, blt b2 současně rovna nule." Jež to 
však vektory ux, u2 jsou mezi sebou lineárně nezávislé a ježto totéž 
platí o vektorech v^ v2, jest vektor (23.1) různý od o. OznaČíme-li w0 

vektor (23.1), plyne z vě ty 13.1, že lze určítí vektory w l t w2 tak , že 

(23.2) {w0, w j = {Uj, u2}; {w0, w2} = {vx, vs}t 

(Podle vě ty 12.8 lze dokonce za wx volit jeden z vektorů ult u2, za w2 

jeden z vektorů vx, v2.) Po tom g je rovina { A ; w0, w j , o je rovina 
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{B; w0, w2}. Vektory w0, Wj jsou ovšem mezi sebou lineárně nezávislé; 
vektor w2 není jejich lineární kombinací, neboť j inak by roviny q, a 
zřejmě byly rovnoběžné. Pro to vektory 

(23.3) w1 ; W2 

jsou mezí sebou lineárně nezávislé a tvoř í tudíž basi prostoru E3. 
Z toho plyne, že vektor B — A je lineární kombinací vektorů (23.3), 
t . j., že existuj í čísla a0, ax, a2 t ak , že 

(23.4) B — A = a0w0 + a1w1 + atw2. 

Exis tu je tudíž bod 

C = A + OjWy = B — a0w0 — a2w2, 

který leží v obou rovinách g, a. Z toho plyne dále, že př ímka {C; w0} je 
částí obou rovin g, a. Mimo př ímku {C; w0} nemohou mítí roviny g, a 
další společný bod, neboť jinak by splynuly, což nelze, ježto nejsou 
rovnoběžné. Tedy roviny g, a jsou různoběžné a př ímka {C; w0} je 
jejíoh průsečnice. 

Obráceně p la t í , že /dvě různoběžné roviny g, a leží v jednoznačně 
určeném E3. Neboť budiž {C; w0} průsečnice obou rovin. Z vě ty 13.1 
plyne, že existuj í vektory wlt w2 t ak , že zaměření roviny g je {w0, Wj}, 
zaměření roviny a je {w0, w2}. Jež to roviny g, a nejsou rovnoběžné, 
opět se snadno odůvodní, že vektory (23.3) jsou mezí sebou lineárně 
nezávislé. Avšak zřejmě g je rovina {C; w0, wj}, a je rovina {G; w0, w2} 
a tudíž obě roviny leží v trojrozměrném {C; w0, wv w2}, k terý je 
zřejmě jediným E3 obsahujícím obě roviny g, a. 
. Budiž nyní m ^ 4 a o^»ět budiž g rovina {A; u v u2}, a rovina {B ; 
y l t v2}. Dimense lineární soustavy 

(23.5) {«i, u2, vv v2} 

je zřejmě rovna jednomu z čísel 2, 3, 4. Jestliže dimense líneární sou-
s tavy (23.5) je rovna dvěma, dokáže se snadno, že roviny g, a jsou 
rovnoběžné. 

Předpokládejme, že dimense líneární soustavy (23.5) je rovna t řem. 
Opakujíce úvahu provedenou výše, dospějeme opět k vektoru různému 
od o, k t e rý má t v a r (23.1). Označíme-li w0 vektor (23.1), určíme opět 
vektory w1; w2 tak , že plat í (23.2), takže o je rov ína {A; w0, Wj}, a je 
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ror ína {B; w0, w2}. Mají-lí roviny g, a společný nějaký bod C, ma j í 
společnou př ímku {C; w0} a jsou různoběžné. K tomuto výsledku do-
jdeme — víz (23.4) — jestliže vektor B — A je lineární kombinaci 
vektorů (23.3) nebo, což jest zřejmě totéž, jestliže vektor B — A 
náleží do (23.5). Jež to však m ^ 4, je možný také případ, že vektor 
B — A není líneární kombinací vektorů (23.3), takže vektory 

w„, ^i) B A 
jsou lineárně nezávislé. V tomto případě podle předcházejícího roviny 
g, a nemaj í žádný společný bod, ma j í však společný směr {w0}. Zřejmě 
{w,} je jediný společný směr obou rovin g, a, neboť j inak by se snadno 
dokázalo, že by roviny g, a byly rovnoběžné. Mimo to je patrné, že obě 
roviny Q, a leží ve čtyřrozměrném {A; w0, wlt w2, B — A}, k terý je 
zřejmě jediným E4 obsahujícím obě roviny q, a. 

Zbývá případ, že dimense lineární soustavy (23.5) je rovna čtyřem. 
V tomto případě roviny g, a nemohou mít í žádný společný směr, 
neboť j inak bychom opět měli netriviální vztah tvaru (23.1) 
a dimense líneární soustavy (23.5) by byla menší než 4. J inak se uva-
žovaný případ štěpí na dva podpřípady. Předně předpokládejme — což 
musí nas ta t , je-lí m = 4 — že vektor B — A náleží do lineární sou-
stavy (23.5). Po tom existuji čísla a i, a2, blt b2 tak, že 

(23.6) B — A = a^ + a2u2 + + b2v2 

a můžeme zavéstí bod 
(23.7) C = A + a ^ + a2u2 = B — — b2v2, 

kte rý leží v obou rovinách g, a. Bod C je jediný společný bod obou 
rovin g, a, neboť j inak by obě roviny měly společný směr, což je ne-
možné. Snadno se dokáže, že roviny g, a leží v tomto případě ve čtyř-
rozměrném {A; 

"i> "21 Vi, v2}, k terý je jediným E4 obsahujícím obe ro-
viny g, a. 

Posléze je ještě možné, že dimense líneární soustavy (23.5) je rovna 
Čtyřem a že vektor B — A nenáleží do té to soustavy. V tomto případě, 
k te rý může nas ta t í pouze pro m ^ 5, jsou vektory 

u i . ,B — 'A 
mezi sebou lineárně nezávislé. O rovinách g, a víme, že nemaj í žádný 
společný směr. Nemaj í však t aké žádný společný bod, neboť z existence 
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společného bodu (23.7) by plynul vz tah (23.6), k terý je nyní nemožný. 
Obě roviny Q, a leží v daném případě v jednoznačně určeném pětíroz-
měrném {A; uv u2, v2, B — A}. 

24. S P O J E N Í A P R Ů N I K DVOU L I N E Á R N Í C H SOUSTAV. 
V předcházejících článcích jsme probírali v několika zvláštních pří-
padech vzájemnou polohu dvou l ineárníchpodprostorů eukleidovského 
prostoru Em. Docílené výsledky jsou obsaženy ve výsledcích článku 25. 
Napřed však bude účelné provéstí obecnou úvahu, k terá je předmětem 
tohoto článku. Budiž dán libovolný vektorový prostor V ve smyslu 
článku 10. Ve V budtež dány dvě lineární soustavy W, W". Budiž S 
množina všech vektorů tva ru 

ď + u " , 

kde u' je libovolný vektor náležející do W', u" libovolný vektor náleže-
jící do W". J e s t 

, (24.1) K + ui) + («4 + u\) = (u; + u'2) + K + u"2), 

(24.2) a(ď + u") = au' + au". 

Ze (24.1) plyne, že součet dvou vektorů náležejících do S sám náleží 
do S; ze (24.2) plyne, že t aké součin libovolného reálného čísla s vekto-
rem náležejícím do S náleží do S. J e tudíž S lineární soustava, kterou 
nazveme spojením lineárních soustav W', V/". Dále budiž P množina 
všech vektorů, k teré náležejí zároveň do W' í do W"; zřejmě také P 
j e lineární soustava, která se jmenuje průnik lineárních soustav 
W', W". 

Nás bude zaj ímat t en případ, že W', W" jsou netriviální líneární 
soustavy vytvořené konečným počtem vektorů. Budiž 

(24.3) u t u4 

base pro W', 

(24.4) v1; . . . , vk 

base pro W", takže W' má dimensí h, W" má dimensi k. Snadno se na-
hlédne, že vektory (24.3) a (24.4) dohromady vytvoř í lineární soustavu 
S, k terá tudíž t aké má konečnou dimensí, kterou označíme s. Líneární 
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soustava P má podle ve ty 13.2 rovněž konečnou dimensi, kterou ozna-
číme p. Cílem tohoto článku je důkaz obecného vzorce 

(24.5) h + k = s + p. 

Uvažme napřed, že nulový vektor o rozhodně náleží do P. Vyšetřme 
nejprve t én případ, že pouze vektor o náleží do P. V tomto případě je 
P = {o}, p = 0 a máme dokázatí , že s = h + Ic.jŽe tomu t a k skutečně 
jest, plyne z toho, že v př ípadě P = {o} vektory (24.3) a (24.4) dohro-
mady jsou lineárně nezávislé. Je-li totiž 

(24.6) »id! + . . . + a„uh '+.b1v1 + ... + bkvk = o, 

jest 

(24.7) alUl + ... + ahuh = - (b1v1 + ... + bkvk). 

Potom však vektor (24.7) náleží do P, je tedy roven o, takže všecky 
koeficienty ve (24.6) jsou rovny nule. 

Př i s tupme k obecnému důkazu vzorce (24.5), k terý je jíž dokázán 
pro p = 0. Je-li p > 0, budiž 

(24.8) wlt ..., w, 

base pro P. Podle vě ty 13.1 můžeme base (24.3), (24.4) lineárních 
soustav W , W" volítí t ak , že 

ul = wlt ..., Uj, = Wp] yi = Wj, ..., v„ = 

Lineární soustava S se dá vytvoři t í vektory (24.8), (24.9), (24.10), kde 
vektory 

(24.9) up+1,...,uh 

odpadnou pro p = h, vektory 

(24.10) 

odpadnou pro p = k. Je-lí s celkový počet vektorů (24.8), (24.9), 
(24.10), splňuje číslo s rovnicí (24.5). J e trudíž t řeba pouze ukázatí , že 
vektory (24.8), (24.9), (24.10) dohromady jsou lineárně nezávislé. 

Budiž 

(24 m + + + K < I u p h + ••• + a*"*) + 
( ' +(bp+xvp+1 + ... + bkvk) = o, 
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kde opět d ruhá nebo t ře t í závorka může odpadnout . Rovnicí (24.11) 
můžeme napsat ve tva ru 

Obě s t rany ve (24.12) znamenaj í vektor, k te rý náleží jak do W' t ak 
i do W" a tudiž do P. Z toho plyne nejprve, že všecky koeficienty a, 
í všecky koeficienty b jsou rovny nule, načež také všecky koeficienty c 
ve (24.12) jsou rovny nule. 

25. DVOJICE L I N E Á R N Í C H PODPROSTORÍT E U K L E I D O V S K É -
HO Em. Buďtež nyní dány v eukleidovském Em dva líneární podprosto-
ry E'h, E"k. Budiž W' zaměření prostoru E'h, W" zaměření prostoru E"t. 
Pla t í vzorec (24.5), ve k terém h, k, s, p jsou dimense lineárních soustav 
W', W", S, P; S je spojení a P průnik lineárních soustav W', W". Př í tom 
je ovšem 

(25.1) 0 p <1 k 

a mimo to s ^ m, takže podle (24.5) je 

(25.2) p K + k — m. 

Je-li p = 0, neexistuje žádný směr, k terý by ležel zároveň v Eh í v E"h\ 
tento př ípad podle (25.2) může našta t í pouze tehdy, jestliže h + k ^ TO. 
Je-lí p > 0, potom existují směry obsažené v prostoru P. Prostor}-
E'h, E"k jsou rovnoběžné, platí-lí buďto p — h nebo p = k (nebo oboje). 

Jestliže prostory E'h, E'k ma j í ně jaký společný bod C, jest E'h --
= {C; W'}, E"k = {O; W"} a pro p > 0 všecky společné body vyplní 
líneární prostor {C; P} dimense p; pro p = 0 je zřejmě C jediný spo-
lečný bod obou prostorů E'h, É'k. Dále je patrné, že existuje-lí společný 
bod, leží oba prostory E'h, E"k v jednoznačně určeném líneárním pod-
prostoru {C; S} dimense s = h k — p a neleží v žádném líneárním 
podprostoru dimense menší než s. 

Obecně zvolme bod A v prostoru E'h, bod B v prostoru Ek, takže 
E'h = {A; W), E"k = {B ; W"}. Exístuje-l í společný bod C, jest 

(24.12) 
[cxw j. + ... + cvwv) + (ap+lup+1 + ... + ahuh) = 

= - (bp+1vp+l +'... + bkvk). 

. (25.3) G = A + ci, C = B — v 

t akže vektor u náleží do W', vektor v do W". 
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Potom jest 

(25.4) B — A = u + v, 

takže vektor B — A náleží do lineární soustavy 5. Obráceně jestliže 
vektor B — A náleží do S, lze určit vektory u, v tak, že u náleží do 
W', v do W" a že plat í (25.4). Po tom však obě rovnice (25.3) def inuj i 
týž bod C, k te rý je společný oběma prostorům E'h, E'k. 

Jestliže prostory E^, E'k nemaj í žádný společný bod, t . j. jestliže 
vektor B — A nenáleží do S, existuje jednoznačně určená lineární 
soustava T dimense s -+- .1, jejíž částí je S a k te rá mimo to obsahuje 
také vektor B — A. Zřejmě potom oba prostory E'h, Ek leží v jedno-
značně určeném lineárním podprostoru {C; T} dimense s + 1 = h + 
+ k + 1 — p a neleží v žádném lineárním podprostoru dimense menší 
než 5 + 1 . Jež to dimense prostoru {C; T} je nejvýše rovna m, je "tento 
případ možný pouze tehdy, je-li h k 1 — p m. 

Nadrovinou eukleidovského prostoru Em rozumíme lineární pod-
prostor dimense m — 1. Tedy v prostoru E2 (v rovině) slovo nadrovína 
znamená přímku, v prostoru E3 (v obyčejném prostoru) slovo nadrovína 
znamená rovinu. V prostoru E j (na, přímce) slovem nadrovína rozumíme 
bod\ nyní však předpokládejme, že m ^ 2. 

Jestliže k = m — 1, t . j. jestliže E"k = E'jn_1 je nadrovína, potom podle 
(25.2) jest p ^ h — 1, takže podle (25.1) je buďto p = h nebo p = 
= h — 1. V případě p = h zřejmě lineární soustava P splyne s l ineární 
soustavou W, což podle definice P znamená, že lineární soustava W' je 
částí l ineární soustavy W" neboli, že prostor E'h je rovnoběžný s nad-
rovinou Je-li p = h — 1, potom podle (24.5) [ježto nyní k = 
= m — 1] jest s = m, t . j. S je celé zaměření prostoru Em, takže každý 
vektor vůbec a speciálně vektor B — A náleží do lineární soustavy S,' 
takže podle předcházejícího prostory E'h, ma j í společný lineární 
podprostor dimense p = h — 1 Tedy: jestliže lineární podprostor E'h 

(2 £h<L m — 1) není rovnoběžný s nadrovinou Em j, potom Eň a Ent_x 

mají společné body, které vyplní lineární podprostor dimense h — 1. 
Je-li h — 1, po tom vyjde, že přímka, k te rá není rovnoběžná s nadrovi-
nou m á s E^—i společný právě jeden bod, což víme už z člán-
ku 22. 
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