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PROSTORY VNORENE DO E,

18. LINEARNT PODPROSTORY EUKLEIDOVSKEHO PROSTO-
RU. Pravime, e eukleidovsky prostor E, je vrofen do eukleidovského
prostoru E,, nebo také, e E, je linedrni podprostor prostoru E,,, jestlize
kazdy bod prostoru E, je zdroven bodem prostoru E,, a jestlize mimo to
libovolné dva body prostoru E; maji v tomto prostoru touz vzdalenost,
jakou maji v prostoru E,,. Vzhledem k této podmince mazeme pfi da-
nych bodech 4, B prostoru E, oznagit ABjejich vzdélenost: nezdleZf na
tom, minime-li vzdalenost v E, ¢i vzdalenost v E,,.

Viira 18.1. Jsou-li A, B dva body prostoru E, vnofeného do E,,, potom
stfed C dvojice A, B v prostoru Ey je zdrovert, stfedem téze dvojice v prostorn
E,.. To plyne z geometrické definice (4.3) st¥edu C.

VETaA 18.2. Jsou-li
(18.1) A,B; 4, B

“dvé dvojiée boda prostoru E, vnofeného do E,, potom obé dvojice (18.1)
uréuji tyé vektor prostoru E, tehdy a jenom tehdy, wréuji-li tyz vektor
prostoru E,,. Nebot v obou piipadech jest podminkou, aby obé dvojice
(5.6) mely tyz stfed, a to ma podle véty 18.1 tyz vyznam pro E, jako
pro E,.

Z v&ty 18.1 udinime dulez1te dusledky. Plyne z nf, Ze zvolime-li v E,
libovolnd vektor u, existuje v prostoru E,, jednoznatné uréeny vektor
f(u) tak, Ze kazdé ilmisténi vektoru u v prostoru E, je zaroven umisté-
nim vektoru f(u) v prostoru E,.

Uéinime proto velmi uzite¢nou dohodu, Ze budeme psati prosté u
misto f(u), t. j. kaZdy vektor u vnofeného prostoru E, povafujeme zdrover
za vektor prostoru E,,. Obracens oviem neni pravda (acli prostory Ey, E
nesplynou), Ze by bylo mozné kazdy vektor prostoru E,, povaZovat za
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vektor prostoru Ej: O vektoru prostoru E,, ktery lze povaZovat za
vektor prostoru E,, pravime, Ze leZi v E,. Jestlize u vektoru u prostorn
E, znéme jedno umisténi, p¥i kterém i podatedni i koncovy bod lezf
v E;, uz mZeme tvrdit, ze u lezi v E;; pii kaZdém takovém umisténi
vektoru u (leZiciho v E,) v prdstoru E.., p¥i kterém pocatedni bod lezi.
v Ei, musi také koncovy bod lezet v E;. Vedle takovych umisténi v pro-
storu E, ma ovem vektor u (opét adli E,, E,, nesplynou), v prostoru E,,
jesté daldi umisténi, p¥i kterych ani poéatecni ani koncovy bod nelezi
v E,.

Z geometrickych definic &l4nku 6 plyne nyni, Ze nulovy vektor
prostoru E, je zarovei nulovym vektorem prostoru E,,; dile, Ze pro
kazdy v E,lezici vektor u mé pojem opaéného vektoru —u tyz vyznam
v prostoru E, jako v prostoru E,, a Ze totéz plati o velikosti |u|, posléze,
Ze jestlize oba vektory u, v lezi v E;, mé soucet u 4+ v tyZ vyznam v E,.
jako v E,,. Ze (7.7') plyne nyni, Ze jestlize oba vektory u, v le#i v E,, ma.
skalarni soudin uv ty% vyznam v prostoru E, jako v prostoru E,.
Posléze z geometrické definice soudinu au vyslovené ke konei ¢lanku 8
vyplyva, ze leif-li u v E;, potom pro kazdé realné ¢fslo @ ma soudin au
tyz vyznam v E, jako v E,,. V téchto vysledcich je zahrnuto:

VEra 18.3. Je-li E, vnofen do E,,, potom zaméfeni V, prostoru E; je

linedrni soustava obsaZend v zaméfeni V,, prostoru E,,. .

ViTa 18.4. Je-li E, vnofen do E,, jest k < m, pfi demZ rovnost nastane
pouze pro E, = E,,. .

DUxraz. Z véty 13.2 plyne, ze k < m. Je-li k = m, plyne z téze véty,

-Ze kazdy vektor prostoru E,, lezi v E;. Zvolme nyni uréity bod 4 pro-
storu E,. Je-li X libovolny bod prostoru E,,, musi vektor X — A4 (jako
kazdy vektor) lezet v E; a protoze podatetni bod 4 je v E,, je také kon-
covy bod X v E,.

MnoZina v3ech vektor prostoru E,, tvoi{ vektorovy prostor dimense
m, ktery jsme v lanku 16 oznadili V,, a nazvali zaméfenim prostoru E,,.
Pro 1< k< m jsou ve V, obsaZeny linedrni soustavy dimense k;
kazdou takovou linedrni soustavu nazveme k-smérem prosto‘ru' E.;
specialné celé V,; je m-smér a je to jédiny m-smér obsaZeny ve V,,. Pro

mluvime jednoduSe o sméru misto o jednosméru.
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Je-li E; vnofen do E,;, potom podle véty 18.3 zamé¥eni V, prostoru E,
je uréity k-smér obsazeny ve V,, Linedrni podprostor E, daného E,, je
jednoznaléné uréen, zndme-li jeho zaméfeni V,, a jeden jeho bod A. Nebof
E, se sklid4 ze viech bodi tvaru 4 + v, kde v je libovolny vektor nile-
zejici do Vy. Z tohoto ditvodu budeme psiti

(18.2) E,={4;V,). -
Je-li '
(18.3) Up, ..., Uy
libovolns, base linedrni soustavy V,, sklid4 se E, ze vBech bodi tvaru
(18.4) X — A4z ...+ zu,
a proto misto (18.2) miZeme psati
(18.5) E,={4;u,, ..., u}. A

ZamgFeni V, prostoru E; vnofeného do E,, je k-smér obsazeny ve V,,.
Obracené plati:

Viira 18.5. Je-lt A libovolny bod prostoru E,, a je-li V, li'bovolny k-smér
prostoru E,,, potom (18.2) je linedrni podprostor dimense k.

Dtkaz. Podle véty 15.2 existuje orthonormalni base (18.3) linedrni
soustavy V. Je-li vedle bodu (18.4) dan bod

Y=4 4 yu,+ ... + yutss,
plyne z orthonormality base (18.3), Ze

XY =Vlgr — =) - + @ — m)s
takie E, je eukleidovsky prostor dimense k, ve kterém

{4;uy, ..., u
je kartézskd soustava soufadnic.
Budte?
(18.6) Ay, A,, .., A,

libovolné dané body prostoru E,, z nichZ aspoii dva jsou navzijem
rizné, takZe aspoil jeden z vektort

(18.7) A, — A, ..., A, — 4,
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je nenulovy. Vektery (18.7) vytvéafeji linedrni soustavu V,, jejiz di-
mense & je < k. Ptitom je k = & tehdy a jenom tehdy, jestliZe vektory
(18.7) jsou mezi sebou linedrné nezavislé. Linedrni podprostor { 4,;.Vs}
obsahuje viecky body (18.6). Obricens, jsou-li viechny body (18.6)
obsazeny v linedirnim podprostoru W, dimense /, potom viecky vektory
(18.7) lezi ve W,, takZe linedrni soustava V, je &asti linedrni soustavy
W, a tudiz podle véty 13.2 je b < [, pfi temZ kb = I pouze tehdy, jestlize
W, splyne s V,. Tedy linearni podprostor {4,; ¥} dimense % obsahuje
vSecky body (18.6) a je to jediny linedrni podprostor dimense 4 obsahu-
jici v3ecky body (18.6); pravime, ze body (18.6) urcu;n podprostor
{4 V,). Je-li E, libovolny linedrni podprostor, potom E, obsahuje
vSecky body (18.6) tehdy a jenom tehdy, jestlize E, obsahuje jako &ast
cely prostor {A,; V). Pravime, Ze body (18.6) jsou mez; sebou linedrné
zivislé nebo nezdvislé podle toho, co plati o vektorech (18.7). Tento
pojem je nezavisly na pofadi bodt (18.6), neboﬁ podle pfedchédzejiciho
body (18.6) jsou mezi sebou linedrng nezévislé tehdy a jenom tehdy,
]esthze dimense jimi uréeného linedrniho podprostoru je rovna k. Dva
riazné body 4, B jsou podle (11.5) vidy mezi sebou linedrnd nezavislé.
Proto dvéma riznymi body 4, B vidy prochizi privé jedna piimka,
totiZz pfimka {4; B — A}, kterou nazyvame struéné piimka AB.
19. ROVNOBEZNOST LINEARNICH PODPROSTORU. Budtez E/gﬁ
E, dva lineérni podprostory téze dimense k& zékladnfho E,.*) Majili
E,, E, totéZ zamsfeni, pravime, Ze Ej, E; jsou mezi sebou rovnobé’zné
Z deflmce plynou snadno tyto jednoduché disledky:

(19.1). Kazdy E; je sam k sob& rovnobg&zny. N

(19 2). Jeli E, rovnobezny s E, a zéroveii Ek rovnobéiny s E;, je
také E, rovnobdiny s E,.

(19.3). Dva rovnobézné linedrni podprostory téze dimense budto
splynou nebo nemaji Zadny spoleény bod.

(19.4). Je-li din linedrnf podprostor ‘E; a bod B, potom bodem B
prochdz{ privé jeden linedrni podprostor téZe dimense k rovnobséz-
ny s E,.

*) Podle véty 18.4 nemd E, jiného linearniho podprostoru ne# same sebe.
Proto predpokladdme, Ze m = 2. *
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Podle definice dva linedrni podprostory E,, E, téie dimense k
jsou mezi sebou rovnobéiné tehdy a jemom tehdy, jestliZe jejich
zaméfeni V,, V, splynou. Vime-li v3ak o zamé&fenich V,, V, pouze
tolik, Ze na pf. V, je &asti V,, uZ miZeme soudit, #e E,, E, jsou
mezi sebou rovnob&iné. Nebot jezto linedrnf soustava V. dimense
% je d4sti linedrni soustavy V, téZe dimense k, je V;, = V, podle véty
13.2. To nas vede k nésledujici definici: Jsou-li E,, E, dva linedrni
podprostory riznych dimensf, pfi éemz tieba % < k, nazyvame je
rovnobéiné, jestlize zaméfeni prostoru E, je éasti zaméfeni prostoru
E,. Z definice je patrné:

(19.5). Jsou-li E;, E,rovnobézné, jsou-li také E,, E, rovnob&iné a je-li
b < k <1, jsou téz E,, E; rovnobéiné.

(19.8). Jsou-li E,, E, rovnobdzné, jsou-li dile E,, E, rovnobd&iné,
jsou-li posléze E,, E, rovnobéZné, jsou také E,, E, rovnobéziné.

(19.7). Je-li E, dasti E;, jsou E,, E; rovnobéiné.

(19.8). Jsou-li E,, E, rovnob&iné a je-li b < k, potom budto E, je
Lasti E, nebo E,, E; nemaji Zadny spoleény bod.

(19.9). Jsou-li E,, E, rovnobézné a je-li E, 8asti E,, potom E,, E, jsou
Tovnobéiné. ° : '

(19.10). Jsou-li E,, E, rovnobéiné a je-li & <k, potom vedeme-li

. bodem B libovoln§ zvolenym v E, prostor E, rovnobézné s E;, jest E,
Lasti E;.

Ctené¥ necht si jasné uvédom{ nizorny smysl téchto v&t pro m = 3,
h =1, k= 2; v tomto specidlnim pfipadé dostane dobfe znaimé véty
z elementarni stereometrie.

Specidlné dvé pfimky (linedrni podprostory dimense 1) jsou rovno-
bézné tehdy a jenom tehdy, maji-li tyz smér. O sméru {u} pravime, ze
lezi v linedrnim podprostoru E,, jestlize {u} je éasti zamdFeni prostoru
E,, coZ nastane tehdy a jenom tehdy, jestliZze vektor u leii v E;. O smé-
rech {u;}, ..., {u;} pravime, Za jsou mezi sebow linedrné zdvislé nebo ne-
zdvislé podle toho, co plati o vektorech uy, ..., Up. K této definici jsme
opravnéni, jezto

{.ul} = {vl}’ .. 7{uk} = {vk}
tehdy a jenom tehdy, jestlize
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(*) Vi=Qly, ..., V= Gy, Gy ... Qp + 0,

nebof za pfedpokladu (*) z linedrni nezavislosti vektora uy, ..., u,
plyne toté% o vektorech v,, ..., v; a obricens. .

Specialné dva sméry {u,}, {uz} jsou mezi sebou lmearne zavislé
tehdy a jenom tehdy, jestlize splynou. O p¥mkéch p,, ..., p, pravime,
Ze jsou mezi sebou linedrné zdvislé nebo nezdvislé podle toho, co plati
o jejich smérech. Specidlng dvé piimky p, ¢ jsou mezi sebou lineirné
zavislé tehdy a jenom tehdy, jestliZe jsou rovnobg&zné. -

Z predchazejiciho plynou snadno tyto vysledky:

(19.11). Dv& piimky jsou rovnobsiné tehdy a jenom tehdy, maji-li
tyZ smér. Dvé mezi sebou rovnobéiné pfimky nhazyvime struéné
rovnobéZky..

(19.12). P¥{mka p je rovnob&ins s linedrnim podprostorem E, tehdy
a jenom tehdy, jestlize smér piimky p lez{ v E,.

(19.13). Je-li pfimka p rovnobéZna s linedrnim podprostorem E,,
potom rovnobézka s pimkou p prochézejici bodem libovolné zvolenym
v Epleii v Eg, t. j. je &asti E,. Obricené:

(19.14). Jestlize pfimka p je rovnob&ind s nékterou p¥imkou lefcf
v E;, potom p je rovnobéina s E,.

(19.15). Linearni podprostory E,, E; (k < k) jsou rovnobéiné tehdy
a jenom tehdy, jestlize ka%da pfimka, kterd lezi v E,, je roviobéZind
s E,. Obracens:

(19.16). JestliZe v prostoru E, lei  mezisebou linearné nezavislych
ptimek, z nichZ kaZd4 je rovnob&Zna s prostorem E; (2 < k), potom
také prostor E, je rovnobéiny s E;.

20. DVOJICE PRIMEK. Dv& piimky {4; u}, {B; u} tého# sméru {u}
jsme v ¢lanku 19 nazvali rovnobézné, takZe dvé splyvajici pfimky jsou
rovnobéZné. ‘

VETa 20.1. Dvé rovnobééné. pfimky {A;u};, {B;u} splynou tehdy
a jenom tehdy, jestlite vekior B — A je linedrné zdvisly na vektoru u.

Dioxaz. Splynéu-li ob& pfimky, potom vektor B — A4 lezi v pifmce
{4;u} a je tudiz-linedrné zivisly na u. Obricené, je-li B — A = cu,
po’oom bod B:= 4 + cu je spoleény obema. rovnobézikdm; které tedy
splynou podle (19.3). ;



VETA 20.2. Dvé rizné rovnobéfky lezi v jednoznaéné urdené rovind.

"Doraz. Jsou-li {4;u}, {B,u} dvé rizné rovnobéiky, jest u + o
a podle véty 20.1 vektor B — A nenf linedrné zavisly. na vektoru u,
z néhoZ plyne snadno, Ze vektory u, B — A jsou mezi sebou linedrné
nezavislé. TudfZ existuje rovina {4; u, B — A}, ktera ziejm& obsahuje
ob& dané rovnobézky. Obracens je patrné, e {4;u, B — A} je jedini
takové rovina. '

Jezto dvéma rizhymi body prochizi jedina pﬂmka, maji dvé rizné
p¥mky nejvyse jeden spoleény bod. Jestlize dvé piimky p, ¢ jsou na-
vzijem rizné a maji spoleény bod A, pravime, Ze p, ¢ jsou dvé rizno-
béné piimky, kritce raznobéky; bod A nazyvéme jejich prasedik.
RovnobéZnost a riznobéznost se navzijem vylutuji. Vyrok, Ze pi{mky
P, q se protinaji v bodé A, znamen4, Ze p, ¢ jsou riznobdiné a e 4 je
jejich prusedik. Posléze p, ¢ jsou dvé mimobéZné pFimky, kratce mimo-
béZky, nejsou-li ani rovnobéZné ani raznobézné.

Vysetfujme vzajemnou polohu dvou danych p¥imek {4; u}, {B; v}.
Z predchézejictho je patrné, ze dané pfimky jsou rovnobéiné tehdy a je-
nom tehdy, jestlize linedini soustava {u, v} md dimensi 1, a splynou tehdy
a jenom. tehdy, jestlite linedrni soustava {u,v, B — A} md dimensi 1.
Zbyva vysettit pfipad linedrni nezavislosti vektort u, v. P¥imky {4;u},
{B; v} jsou v tomto piipadd riznobézné nebo mimobéziné podle toho,
zdali majf ¢i nemaji spoleény bod. Je-li véak C spoleény bod obou pii-
mek (prisedik), existujf &sla c,, ¢, tak, Ze

(20.1) C=A+4+cu, C=BDB+cy,
z GehoZ plyne §
(20.2) B —-._‘A = ¢,U — CyV,

t. j. vektor B — A je linearni kombinaci vektori u, v. Obricens, je-li
vektor B — A lineirni kombinaci vektort u, v, existujf &fsla c,, c, tak,
ze plati (20.2). Potom v8ak obé& rovnice (20.1) definuji tyz bod C, ktery
je pruseéikem obou prf.mek Tim jsou dokazény véty:

VETA 20.3. Dvé pfimky {A;u}, {B; v} jsou riiznob&iné tehdy a jenom
tehdy, jestlize jsou vektory u, v mezi sebou linedrné ne_zamslé a je-li vektor
B — A na nich linedrné zdvisly.
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VETa 20.4. Dvé pfimky {A; u}, {B; v} jsou mimob&sné tehdy a 7e'nom
tehdy, jsou-li vektory u, v, B — A mezi sebou linedrné nezdvislé.

Z téchto vét plyne dile:
ViTa 20.5. Dvé riznobééné primlky {A; u}, {B; v} lefi v jednoznaéné
urdené roviné, totiz v roviné {4;u, v}.

VETA 20.6. Dvé mimobééné primky. {A; u}, {B; v} lefi v 7ednoznacné’
uréeném E,, totiZ v {A;u, v, B — A}.

VETA 20.7. Do pFimky, které leZi obé v té¥e roviné, 7sou budto riazno-
bézné nebo nmimREEIL. (l ‘

21. PRICKY DVOU MIMOBEZEK. Budte? dany dvé mimob&iky
p, ¢; p budiz pfimka { 4; u}, ¢ budi? p¥imka {B; v}. Podle v8ty 20.6 leii
p, q v prostoru {4;u,v, B — A}, ktery oznadime prosté E, P¥mky
p, ¢ nemaji zidny spoleény bod. Je-li X libovolny bod piimky 7,
Y libovolny bod pf¥imky ¢, potom p¥imku XY nazveme p#ickou mimo-
békek p, q. Jest

(21.1) X=A+zu, Y =B+ yv.
'Kaidé, pi"iéka. mimobéZek p, q lezi ovSem v privé definovaném E;.

Nasfm prvym dkolem bude uréit p¥icku mimobézek p, g, kterd ma
dany smér { w}. Smér { w} musf oviem lezeti v E,, takZe existuji &sla
a, b, ctak, ze )

(21.2) w =au -+ bv 4 ¢(B — A).
Hledana p¥i¢ka bude pfimka XY, pfi ¢emz &isla z, y ve (21.1) mame
préit.- Podminka, které jsou podrobena tato &isla x, y, jest, aby smér
{Y — X} splynul s danym smérem {w}, t. j. aby existovalo &fslo 2
tak, Ze

(21.3) Y — X = zw.
Méme tedy uréit &sla , y, 2 tak, aby platilo (21.1) a (21.3). Dosadime-li
ze (21.1) do (21. 3), dostaneme

. . B— A4 yv — 2u = zw
neboli podle (21.2)
(21.4) (az+ 2)u 4 (bz —y)v + (cz — 1)(B — 4A) = o.
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Jeito vektory u, v, B — A jsou linedrn& nczavislé, bude vektorova rov-
nice (21.4) splnéna tehdy a jenom tehdy, jestlize

(21.5) cz=1,
(21.6)

Rovnici (21.5) nelze vyhovéti, je-li ¢ = 0, t. j. podle (21.2), jestlize
smér { w} naleZi do dvojsméru {u, v}. Zvolime-li libovoln& bod C, miu-
Zeme Fici, e aby Ziddana pfiCks existovala, nesmi jeji smér lezet ve
dvojsméru, ktery je zaméfenim roviny {C; u, v} rovnobéiné s obéma
piimkami p, ¢. Je-li tato podminka splnéna, potom ve (21.2) jec + 0
a miZeme jednoznacné uréit nejprve z z rovnice (21.5), potom x a ¥
z rovnic (21.6). Vysledek: |

VETA 21.1. Cheeme-li ke dvéma danym mimob&kdm p, q uréit pficku
daného sméru { w}, musi dany smér lefet v trojrozmérném prostoru E,
obsahujicim ob& pFimky p, q, avdak { w} nesmi leZet ve dvojsméru obsahu-
jicim sméry obou pFimek p, q. J sou-li tyto dvé€ podminky splnény, existuje
pravé jedna pii€ka mimobéiek p, ¢ majici dany smér { w}.

Zvolme nyni v prostoru E; bod M tak, aby neleZel na Zadné z obou
danych mimobézek p, ¢, a hledejme p¥féku mimobézek p, ¢ prochize-
jici bodem M. Jeito vektory u,v, B — A tvofi basi prostoru E,,
existuji éisla a, b, ¢ tak, Ze

(21.7) M=A4+au+bv+c(B—4).
Zadana p¥{éka protne p v bodé tvaru 4 + zu, ¢ v bodé tvaru B 4 yv
a jeji smér je tudiz urdéen vektorem
(B+yv')—(A+a:u)=—a:u-l—yv—l—(B—A). »
Cisla z, y mame uréit tak, aby p¥itka .prochézela bodem M, t. j. tak,
aby existovalo éislo z, pro néz

M=A+:z':u—|—_._z(—5:u—|—yv—ifB—A).
Porovname-li s (21.7), dostaneme podminku
au—l\—bv—i—c(B—A)::c(lF—z)u+yzv+z(B—A),‘

ktera vzhledem k linedrni nezavislosti.vektori'u, v, B — 4 je splnéna
tehdy a jenom tehdy, jestlize pfedné z = ¢ a za druhé .

(21.8) - (l—c)x=ua, cy = .

. —az=u bz=y.
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Jellic £0,¢ + 1, uréin‘le x, y jednoznaéné ze (21.8), takZe existuje
pravé jedna pfidka mimobézek p, ¢ prochazejicf bodem M. Je-li viak
¢ = 0 nebo ¢ =1, dokdZeme snadno, Ze Zidni takova pFidka ne-
existuje.

BudiZ nejprve ¢ = 0. To znamend, Ze (21.7) znf
‘ M=4 + au + bv,

t. j. bod M lei v roviné vedené piimkou p rovnobéiné s p¥imkou gq.
Jeito bod M nelezf na pfimee p, je b + 0, aviak ¢ = 0, takZe druhé
Tovnici (21.8) nelze vyhovéti.
Budiz za druhé ¢ = 1. To znamena, Ze (21.7) zni
M = B 4 au + by,

t. j. bod M le#f v roviné vedené piimkou g rovnobéiné s pimkou p.
Jezto bod M nele#i na pifmce g, je a + 0, aviak ¢ = 1, takZe prvé rov-
nici (21.8) nelze vyhovéti. Vysledek .

VETA 21.2. Cheeme-li ke dvéma dangm mimobéikdm p, q urdit pricku
prochdzejici danym bodem M, ktery nelei ani na p¥imce p ani na pfimce
g, must bod M leZet v trojrozmérném prostoru E, obsahujicim obé pFimky
P, q, avsak M nesmi lefet ani v roviné vedend pFtmkou p rovnobéiné
s pFimkou g, ani v roviné vedené pFimkou q rovnobéiné s pFimkou -
Jsou-li tyto tFi podminky splnény, existuje pravé jedna pFicka mimo-
béZek p, q prochdzejict bodem M.

22. PRIMKA A LINEARNI PODPROSTOR. V eukleidovském pro-
storu E,, budiz dédna jednak p¥imka {4; u}, kterou oznaéime p, jednak
linearni podprostor

'Ek - {B' Vl, ) Vk}

dimense k. Pfipad & = 1 byl probran v clanku 20; budiz tedy & => 2.
Jeito k<m——1 jest m = 3.

JestliZze vektor u nalezi do k-sméru-
Vk : {Vl, . .,. Vk},_ .

je piimka p rovnob&ind s prostorem E;. Tento ptipad nastane mimo jiné,
jestliZe p lezi v E,. P¥i tom p leii-v E, tehdy & jenom tehdy, jestlize

14
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nejenu, nybrzi B — 4 na’,leii,do'\(k. JestliZe p nelezi v E;, potom exis-
tuje jediny E, ,,, ktery obsahuje jak p, tak i E,, totiZ
‘ E,..={4;vy, ..,v,B— 4}

Zbyva piipad, Ze u nenilezi do V,, takZe vektory

(22.1) : u, v;, ceus Vi
jsou linedrné nezavislé. V tomto pfipadé p¥imka p se nazyva razno-
béZnd nebo mimobéind s prostorem E, podle toho, zda p m4 & nem4 s E,
spoledny bod. V prvém p¥ipads spoleény bod P (ktery je zfejmé jediny)
se jmenuje prasecik pHimky p s prostorem E,; také pravime, Ze p a E,

se protinaji v bodé -P. V tomto piipadé existuji &sla a, by, ..., b,
tak, Ze

(22.2) P=A+4au, P=B+byv,+ ...+ by,
z &ehoZ plyne I

(22.3) B—A=au—by,— ... — by,

t. j. vektor B — A je linedrni kombinaci vektora (22.1). Obricené.
je-li vektor B — A linedrni kombinaci vektora (22.1), existuji ¢isla
a, by, ..., b, tak, ze plati (22.3). Potom vSak ob8 rovnice (22.2) definuji
tyz bod P, ktery je priisedikem piimky p s prostorem E,.

Celkem jsme poznali, Ze: ‘

(a) p¥imka p lezi v prostoru E, tehdy a jenom tehdy, jsou-li oba
vektory u, B — A linearns zavislé na vektorech v, ..., v,;

(b) pfimka p je rovnobézni s prostorem E,, nelezf viak v E, tehdy
a jenom tehdy, jestlize vektor u jest a vektor B — A nenf linedrné za-
visly na vektorech v, ..., v;;

(c) pfimka p je riznobéina s prostorem E; tehdy a jenom tehdy.
jestliZe vektory u, v, ..., v, jsou mezi sebou linedrné nezavislé a vektor
B — A je na nich linearné zavisly; »

(d) pfimka 7 je mimobéind s prostorem E, tehdy a jenom tehdy.
jestliZe vektory u, \/1, <oy Viy B — A jsou mezi sebou linedrné. ne-
zavislé. : '

Vsimli jsme si jiZ, Ze v pi¥ipadé (b) lezi p a E, v jednoznaéné uréeném
E,. .. Také v pripads (c) lezi p a E; v jednoznadéné urdeném

E,.,={4;u,v, ..., v}
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Ni a.profi tomu v pfipadé (d) nemohou p a E,lezet v tém? E,_ ,, protoie
E,. ; nemtZe obsahovat k 4 2 linedrné nezavislé vektory. V pripade
(d) lezi p a E; v jednozna¢né uréeném

Ek»l»?. = {Al u, V1, ceny Vi B — A}

Ztejmé pHpad (d) nemiZe nastat pro k= m — 1, takie jestlize
pfimka p a prostor E,,__| nejsou rovnobéiné, jsou riznobéiné.

23. DVOJICE ROVIN. Budi# m > 3: Dv& roviny {4; u,, u,}, {B;u,,
u,} s tymz zaméfenim {u,, u,} jsme v Elanku 19 nazvali rovnob&Zné.
Snadno se dokaze, Ze dvd rovnobéiné roviny {4;uy, u,}, {B; u,, u,}
splynou tehdy a jenom tehdy, jestlize vektor B — A je linedrnf kombi-
nacf vektori u,, u,, tak¥e jsou-li nafe dvé roviny riizné, jsou vektory
u,, u,, B — A mezi sebou linedrné nezivislé. Dvé razné rovnobszné
roviny {4; uy, u,}, {B; u,, u,} leii tedy v jednoznaéné uréeném

E,= {A;u,,u,, B— A}.

Dvé& roviny g, o se jmenuji riznobéiné, jestlize jejich spoletné body
tvoif pfimku. ktera se jmenuje jejich priseénice. Vyrok, Ze dvé roviny
g, o se protinaji v piimce p, znamend, Ze roviny g, ¢ jsou riznobéziné
a Ze p je jejich prisednice. Dvé rovnob&iné roviny hemohou byti
riznob&iné, nebot dvé rovnobéiné roviny budto splynou nebo nemaji
z4dny spoleény bod.

V trojrozmérném prostoru E; plati, Ze jestliZe roviny g, ¢ nejsou
rovnob8zné, potom jsou riznobézné. Nebot budiz g rovina {4; u,, u,},
o rovina {B; v, v,}. Cty¥i vektory u,, u,, v,, v, prostoru E; musf byti
mezi sebou linearné zavislé. Tedy existuji éisla a,, a,, by, b, tak, Ze

(23.1) auy + au, = by, + byv,
# Ze nejsou viecka Gty¥i ¢fsla ay, a,, by, b, soutasné rovna nule. Jezto
v8ak vektory u,, u, jsou mezi sebou linedrné mnezivislé a jeito totéz

plati o vektorech v,, v,, jest vektor (23.1) rizny od o. Oznadime-li w,
vektor (23.1), plyne z véty 13.1, Ze lze urditi vektory w,, w, tak, Ze

(23.2) {wo, wi} = {uy, uz}; {wy, wp} = {Yp vo}i

(Podle véty 12.8 lze dokonce za w, volit jeden z vektori dl, Uy, Z8 W,
jeden z vektord vy, v;.) Potom ¢ je rovina {4; w,, w;}, ¢ je rovina
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{B; w,, w,}. Vektory wy, w, jsou ovSem mezi sebou linedrné nezavislé;
vektor w, neni jejich linearni kombinaci, nebot jinak by roviny g, o
zfejmé byly rovnobéiné. Proto vektory

(233) wo: Wi, Wy

jsou mezi sebou linedrné nezivislé a tvo¥{ tudiZ basi prostoru E,.
Z toho plyne, Ze vektor B — 4 je linedrni kombinaci vektori (23.3),
t. j., Ze existuji ¢isla a,, a,, a, tak, e

(23-4) B — A = agw, + a,w; + a,w,.
Existuje tudiz bod
C=A4A+4 a,w,= B — aw, — a,w,,

ktery lezi v obou rovinach g, 0. Z toho plyne dile, ze pfimka {C; w,} je
¢asti obou rovin g, 0. Mimo pifmku {C; w,} nemohou miti roviny g, ¢
dalf spoleény bod, nebotf jinak by splynuly, coz nelze, jezto nejsou
rovnobéiné. Tedy roviny g, ¢ jsou riznobéiné a primka {C; wy} je
jejich priseénice.

Obrécensd plati, Ze dvé riznob&iné roviny g, ¢ leZi v jednoznatné
uréeném E,. Nebot budiz {C; w,} priseénice obou rovin. Z véty 13.1
plyne, Ze existuji vektory w,, w, tak, te zam&¥eni roviny o je {w,, Wy},
zaméfeni roviny o je {w,, w,}. JeZto roviny p, ¢ nejsou rovnobéiné,
opét se snadno odivodni, Ze vektory (23.3) jsou mezi sebou linearné
nezavislé. Aviak zi‘ejmé g jerovina {C; w,, w,}, o je Tovina {C; wy, w,}
a tudiZ ob& roviny leii v trojrozmérném {C; w,, w,, w.}, ktery je
zfejmé jedinym E, obsahujicim ob& roviny g, ¢

Budiz nyni m > 4-a opét budiz ¢ rovina {4;u,, u,}, ¢ rovina {B;
vy, vo}. Dimense linedrni soustavy

(23.5) {uy, Uy, vy, vy}
je zfejmé rovna jednomu z &sel 2, 3, 4. Jestlize dimense linedrnf sou-
stavy (23.5) je rovna dvéma, dokaze se snadno, Ze roviny p, o jsou
rovnob&Zné. ‘ '

Predpoklade]me %e dimense linearni soustavy (23.5) je rovna tfem.
Opakujice avahu provedenou vyse, dospéjeme opét k vektoru riznému
od o, ktery mé tvar (23.1). Oznadime-li w, vektor (23.1), uréime opét
vektory w,, w, tak, Ze plati (23.2), takie p jerovina {4; w,, w,}, o je
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rovina {B; w,, w;}. Maji-li roviny p, o spoleény néjaky bod C, maji
spoleénou piimku {C; w,} a jsou riznob&zné. K tomuto vysledku do-
jdeme. — viz (23.4) — jestlize vektor B — 4 je linearni kombinaci
vektori (23.3) nebo, coZz jest zfejm& totéi, jestlize vektor B — 4
nalezi do (23.5). Jezto vSak m > 4, je moiny také pfipad, ze vektor
B — A nenf linedrni kombinact vektora (23.3), takZe vektory ‘
' wo, w,, w, B =4

jsou linearnd nezavislé. V tomto pripadé podle predchézejicitho roviny
0, o nemajf Z4dny spoleény bod, maji viak spoleény smér {w,}. Z¥ejm&
{w,} je jediny spoleény smér obou rovin g, o, nebot jinak by se snadno
dokézalo, Ze by roviny g, ¢ byly rovnobéiné. Mimo to je patrné, Ze obé
roviny g, o lez{ ve ¢tyfrozmérném {4; wy, wy, wy, B — A}, ktery je.
zfejmé jedinym E, obsahujicim obé& roviny g, . .

Zbyva pripad, Ze dimense linedrn{ soustavy (23.5) je rovna ¢ty¥em.
V tomto pfipadé roviny g, o nemohou miti zadny spoleény smér,
nebof jinak bychom opét méli netrividlni vztah tvaru (23.1)
a dimense linearni soustavy (23.5) by byla mensi nez 4. Jinak se uva-
Zovany p¥pad §t&pi na dva podptipady. P¥ednd predpoklidejme — coZ
musf nastat, je-li m = 4 — Ze vektor B — 4 Vné,l‘eii do /lineé,rni sou-
stavy (23.5). Potom existuji ¢isla a;, a,, b,, b, tak, Ze

(23.6) B — A =aw; + au, + by + by,

a muZeme zavésti bod '

(23.7) C=A4+ay,+ au; = B = byv; — byvy,
ktery lez{ v obou rovinach g, 0. Bod C je jediny spoledny bod obou
rovin g, o, nebot jinak by obé roviny mély spoleény smér, coZ je ne-
mozné. Snadno se dokize, Ze roviny g, o lezf v tomto piipadé ve Ety¥-
rozmérném {4; u,, u,, vy, v,}, ktery je jedinym E, obsahujicim obé ro-
viny o, 0. ‘ N

Posléze je jestd moZné, Ze dimense linearni soustavy (23.5) je rovna
étyfem a Ze vektor B — A4 nendleZi do této soustavy. V tomto piipadé,
ktery muzZe nastati pouze pro m = 5, jsou vektory

uy, uy, vy, vy, B — A

mezi sebou linedrné nezavislé. O rovinach g, ¢ vime, ze nemaji zddny
spoleény smér. Nemaji viak také zadny spoleény bod, nebot z existence
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spole¢ného bodu (23.7) by plynul vztah (23.6), ktery je nyni nemoZny.
Obé& roviny g, o lez{ v daném pFipad¥ v jednoznaénd uréeném pétiroz-
mérném {4;u,, u, v,, v,y B — A4}

24. SPOJENI A PRUNIK DVOU LINEARNICH SOUSTAV.
V piedchazejicich élancich jsme probirali v nékolika zvldStnich pii-
padech vzajemnou polohu dvou lineadrnich podprostora eukleidovského
prostoru E,,. Docilené vysledky jsou obsaZeny ve vysledeich ¢linku 25.
Napied viak bude iéelné provésti obecnou ivahu, ktera je pfedmétem
tohoto dlanku. BudiZz dan libovolny vektorovy prostor V ve smyslu
dlanku 10. Ve Y budtez diny dvg linedrni soustavy W', W”. Budiz S
mnoZina véech vektord tvaru

ul + ull’

kde u' je libovolny vektor nalezejici do W', u” ‘]ibovoln)'r vektor nileze-
jici do W". Jest
; 241)  (uy 4 u) + (ug + uh) = (u) + up) + (U] + up),

(24.2) a(t + u")y = au’ + au”.

Ze (24.1) plyne, Ze soudet dvou vektori nilezejicich do § sam nalezi
do §; ze (24.2) plyne, Ze také soudin libovolného redlného &isla s vekto-
rem naleZejicim do § nélezi do S. Je tudiz'S linedrn{ soustava, kterou
nazveme spojenim linedrnich soustav W', W”. Déle budiz P mnoZina
vSech vektorii, které naleZejf zirovenr do W’ i do W”; zfejmé také P
je linedrni soustava, kteri se . jmenuje pranik lnedrnich soustav
W, W’

Nas bude zajimat ten pifpad, Ze W', W’ jsou netrivialni linearnf
soustavy vytvoFené konednym poétem vektort. Budiz

(24.3) Uy, ..., Uy
base pro W',
(24.4) Vi, ooy Vi

base pro W”, takie W' m4 dimensi #, W” m4 dimensi . Snadno se na-
hlédne, Ze vektory (24.3) a (24.4) dohromady vytvofilineirni soustavu
S, kters tudi? také m4 konednou dimensi, kterou oznaéime s. Linedrni
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soustava P. ma podle véty 13.2 rovné% koneénou dimensi, kterou ozna-
¢ime p. Cilem tohoto élanku je ditkaz obecného vzorce

(24.5) b+ k=s-+p.

Uvazme napied, Ze nulovy vektor o rozhodns nalezf do P. Vysetfme
nejprve ten pfipad, Ze pouze vektor o nalezi do P. V tomto piipads je
P = {0}, p = 0 a mame dokézati, e s = h + k. Ze tomu tak skutednd
jest, plyne z toho, Ze v pfipadé P = {0} vektory (24.3) a (24.4) dohro-
mady jsou linedrné nezavislé. Je-li totiz

(24.6) al; + ... 4 apuy, Fbyw 4 .. by =0,
jest ‘

(24.7) au; + ...+ au, = — (blv‘1 + ...+ bkv?,).
Potom vSak vektor (24.7) naleii do P, je tedy roven o, takze vSecky
koeficienty ve (24.6) jsou rovny nule.

Pfistupme k obecnému dikazu vzorce (24.5), ktery je jiz dokazin
pro p = 0. Je-li p > 0, budiz

(24.8) Wy, ..., W,
base pro P. Podle véty 13.1 miZeme base (24.3), (24.4) linedrnich
soustav W', W” voliti tak, Ze

Uy=w,, .. U, =W, V,=W,;, ...V, =W,

Lineédrni soustava S se d4 vytvofiti vektory (24.8), (24.9), (24.10), kde
vektory '

(24.9) Uppqsoen Uy
odpadnou pro p = &, vektory

(24.10) Vit ees Vi
odpadnou pro p = k. Je-li s celkovy pocet vektori (24.8), (24.9),
(24.10), spliiuje &islo s rovnici (24.5). Je tudiz tfeba pouze ukdzati, Ze
vektory (24.8), (24.9), (24.10) dohromady jsou linedrné ne__zé,vislé.

Budjz ' '
(w4 ... +cw,) + (G, U, + ..+ axlly) +

24.11 .
( ) +(bp+;lvp+1+...+bkvk)=°,
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kde opét druhd nebo treti zdvorka miiZe odpadnout. Rovniei (24.11)
miZeme napsat ve tvaru

(24.12) (cywy+ ... 4+ cwy) + (a”lumJ+1 + ... + o) =
= (bpi1Vprt + oo+ bavi).
Ob8 strany ve (24.12) znamenaji vektor, ktery nalezi jak do W' tak
i do W” a tudfZ do P. Z toho plyne nejprve, ze viecky koeficienty a
i viecky koeficienty b jsou rovny nule, nade? také viecky koeficienty ¢
ve (24.12) jsou rovny nule.

25. DVOJICE LINEARNICH PODPROSTORU EUKLEIDOVSKE-
HO E,,. Budtez nynf diny v eukleidovském E,, dva linedrni podprosto-
ry E;, E;. Budiz W’ zamé¥eni prostoru E,, W" zamé¥eni prostoru E;.
Plati vzorec (24.5), ve kterém bk, k, s, p jsou dimense linearnich soustav
W', W" S, P, S je spojenia P prinik linearnich soustav W', W”. Pfi tom
je ovSem

(@25.1) 0<p<h 0<p<h
a mimo to § < m, takie podle (24.5) je
(25.2) p=h+k—m

Je-li p = 0, neexistuje Zddny smér, ktery by leZel zdroveni v E, i v Ej;
tento p¥ipad podle (25.2) miZe nastati pouze tehdy, jestlize & -+ & < m.
Je-li p > 0, potom. existuji sméry obsaZené v prostoru P. Prostory
E,, E;, jsou rovnob&Zné, plati-li budto p = h nebo p = k (nebo oboje).

Jestlize prostory E,, E, majf né&jaky spoleény bod C, jest E, =
= (C; W'}, E, = {C; W"} a pro p > 0 viecky spoleéné body vyplni
linedrni prostor {C; P} dimense p; pro p = 0 je ziejmé C jediny spo-
ledny bod obou prostori E;, E;. Dale je patrné, Ze existuje-li spoleény
bod, lezi oba prostory Ej, E; v jednoznaénd urdeném linedrnim pod-
prostoru {C; S} dimense s = & + k — p a neleif v Zddném linedrnim
podprostoru dimense mensi nez .s.

Obecne zvolme bod 4 v prostoru E;, bod B v prostoru E, takze

E, = {4; W'}, E; = {B; W"}. Existuje-li spoleény bod C, jest

(25.3) C=A4A+u C=B—v,
fakie vektor u nilezf do W', vektor v do W”.
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Potom jest

(25.4) B—A—=u-+v,

takie vektor B — A nale#i do linedrni soustavy S. Obricens jestlize
vektor B — A néleif do S, lze uréit vektory u, v tak, %e u nilezi do
W', v do W” a %e plati (25.4). Potom viak ob& rovnice (25.3) definuji
ty% bod C, ktery je spoleény ob&ma prostorim E,, E,.

Jestlize prostory Ej, E; nemaji Zidny spoleény bod, t. j. jestlize
vektor B'— A nendleii do S, existuje jednoznaéné uréend linedrni
soustava T dimense s + 1, jejiz éasti je § a kterd mimo to obsahuje
také vektor B — A. Z¥ejmé potom oba prostory E;, E; lezi v jedno-
znaéné uréeném linedrnim podprostoru {C; T} dimense s + 1 =% +
+ & 4 1 — p a nele#{ v 24dném lineirnim podprostoru dimense mens{
nez § + 1. Jezto dimense prostoru {C; T} je nejvyde rovna m, je tento
piipad moZny pouze tehdy, jellih +k+ 1 — p < m.

Nadrovinou eukleidovského prostoru E, rozumime lineirni pod-
prostor dimense m — 1. Tedy v prostoru E, (v roviné) slovo nadrovina
znamend p¥imku, v prostoru E, (v obyé&ejném prostoru) slovo nadrovina
znamena rovinu. V prostoru E, (na pIimce) slovem nadrovine rozumime
bod; nyni vSak predpoklidejme, Ze m = 2.

Jestlize k = m — 1, t.j. jestlize E; = E,,_, je nadrovina, potom podle
(25.2) jest p = b — 1, takie podle (25.1) je budto p =k nebo p =
= h — 1.V piipadé p = h zfejmé linedrni soustava P splyne s linedrni
soustavou W', coz podle definice P znamena, Ze linearni soustava W’ je
astf linearnf soustavy W” neboli, Ze prostor E; je rovnob&iny s nad-
rovinou E,, . Je-li p=h — 1, potom podle (24.5) [jeito nyni k =
=m — 1]jest s = m, t..j. S je celé zamsFent prostoru E;,, takZe kazdy
vektor viibec a specidlné vektor B — A nalezi do lineirnf soustavy S,
takZe podle pfedchazejictho prostory Ej, E, , maji spoleény linedrni
podprostor dimense p = h — 1. Tedy: jestlife linedrni podprostor E,
(2 < b < m — 1) nent rovnobé¥ny s nadrovinou E,,_,, potom E, a E,
maji spoleéné body, které vyplni linedrni podprostor dimense h — 1.
Je-lik = 1, potom vyjde, Ze pfimka, ktera neni rovnobézna s nadrovi-
nou E;_,, ma s E,_; spoleény privé jeden bod, coz vime u% z &élan-
ku 22.
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