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Kapitola L.

UVvoD.

§ 1. VSeobecné poznamky.

V této praci snazim se podati, pokud mozno popularné,
tivod do geomelrie neeuklidovské. Pri tom omezuji se jen na
geometrické vyzkumy, které dnes moino pokladati za kla-
sické a nebéfu zPetel k vyzkumim doby soucasné, které
jsou méné vhodné k popularisaci. Vzhledem k tomu, Ze
kniha je psana pro Sirsi kruhy, i nematematické, omezuji
se jen na studium v roviné. Proto miiZe kniZku &isti
kazdy, kdo ma matematickou prdapravu, rovnajici se pri-
prave ze stredni Skoly.

V unoru tohoto roku (1926) bylo tomu sto let, kdy rusky
matematik Lobacevsky vystoupil na vefejnost se svymi viva-
hami o neeuklidovské geometrii. Nebyl prvym ani poslednim,
ktery se témito problémy zabyval. Davno pfed nim a dlouho
po ném byla neeuklidovskd geometrie predmétem tvah, jeZ
¢asto zdanlivé spolu nesouvisely. Jednotici princip témto
a podobnym tvahidm dal némecky matemalik F. Klein svoji
definici geometrie. (Viz § 5, odst. 3 a kap. 1I.) Tim byla po-
stavena kostra stavby geometrie a monograficka pojednéni
ji méla vyplniti. Zaroven vSak se klasickd neeuklidovské
geometrie stala disciplinou uzavienou a proto badani o ni
vice méné neplodnym. Z toho divodu nepodivam v této
prdci novych ptvodnich vysledkd, nybrZ omezuji se
na shrnuti nejzakladnéjSich poznatkit formou pokud moZno
pristupnou. S tim téZ souvisi, Ze zdsadné necituji pojednani
nebo vétsi prace z tohoto oboru. Ctenaf, ktery se o tyto
problémy zajim§, najde si v literdrnich pozndmkach na konci
knihy nékteré prameny, které ho dovedou ddle, nez muze
uéiniti tato knizka, kterd je jen dvodem.

Kapitola prva a osma jest uréena jen pro laiky. V prvé
kapitole snazil jsem se totiZ cestou pokud moZno nizornou
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a bez matematiky ozfejmiti postup, kterym se budeme brati.
Nechtéje preruSovati plynulost vykladi v kapitole druhé
aZ sedmé uvadénim nékterych nutnych poznatki, které sice
primo s latkou projedndvanou nesouvisi, ale jsou potfebné
k jejimu porozuméni, shrnul jsem je zvlasté do kapitoly
osmé. Na prisluSnych mistech je vidy citovdno misto této
kapitoly, kde se potfebny pojem nebo vzorec naléza. Pres
to doporucuji ¢tenéfi-laikovi, aby po preéteni prvé kapitoly
absolvoval kapitolu osmou a teprve potom cetl kapitoly
o—VIL

Odkazy vibec uvadim v zdvorce. Tak na priklad (IV,
2, 8) znadi Ctvrtou kapitolu, druhy §, osmy vzorec. Pokud
neni vyslovné jinak poznamendno, vztahuji se tato éisla
v uvedeném poradku vzdy ke kapitole, paragrafu, rovnici.

§ 2.  Euklidovy postulity.

Geometrie vznikla z potfeb praktického méfeni. Casem
pri§lo se k poznani, Ze néktera tato méfeni mozno usnad-
niti uZitim vzorcu. To byl asi poditek geometrickych pouéek.
Tak na pfiklad, jakmile se nalezla formule pro obsah troj-

. . o vyers s . v 5 2V
thelnika, stacilo zmériti zdkladnu z a vysku v, nacez -

byl hledany obsah. OvSem, Ze v8echny takové poucky spo-
¢ivaly na pozadavcich, jichZ splnéni bylo verifiko-
vano jen praktickou zkuSenosti a nikoli teore-
ticky zdivodnéno. Takovym poZadavkem bylo na prikl.,
Ze dvé pfimky nemohou miti vice neZ jeden bod spolecny.
Pozadavky tyto byly tak evidentni prvym geometrum, ze
nejen se nesnaZili jejich bezespornost dokazati, nybrZ ani
vyslovné jich neuvadéli. Postupem ¢asu teoretickd ziliba
doplnovala obsah geometrie pouckami, které snad nemély
primého praktického vyznamu. Dilkazy téchto pouéek spo-
Civaly opét na pouckach, které jiz dfive byly dokdzany.
Rovnéz dikazy téchto poudek musely spoéivati na pouckach
drive dokdzanych atd. Posledni ¢lanek tohoto Fetézce di-
kazii a pouéek tvofily zminéné pozadavky. Ty byly pozniny
jako nedokazatelné (ale nikoli hned anikoli
vE8echny) na rozdil od poudek, které na jejich zdkladé bylo
lze vidy dokdzati. Jakmile tedy exaktini teoretické badani
nabyvalo vrchu, bylo nutno z divodu logickych a didak-
tickych ony nedokazatelné poZadavky, jez tvorily zakladnu
studia, vyslovné uvésti. Tak uéinil Euklid. Ten pocind prvou
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knihu svych ,Elementa“ 23 definicemi (vysvétlivkami),
5 postulaty (poZadavky) a 9 axiomy (zakladnimi vétami).?)

Jeho postulaty jsou:
I) Dva body lze vZdy spojiti (jedinou) pfimkou.
II) Pfimou édru omezenou lze vidy prodlouZiti.

III) Z libovolného stfedu a poloméru lze vidy
sestrojiti kruznici.

IV) Viechny pravé tGhly jsou mezi sebou ekvi-
valentni.

V) Protina-li pficka dvé pifimky a tvoFi-li
snimi na téZe straneé dva vnitini uhly
o soudétu menSim, nez dva pravé (180°,tyto
dvé pfimky — vpripadé nutnosti prodlou-
Zeny —protinaji se na téze strané pFicky,
kde je soucet zminénych uhlui vnitfnich
mensSi nez dva pravé. ‘

Téchto pél postulath je zakladem geometrie, které se Fika
geometrie euklidovskd. Je to téZ geometrie praktického
méfeni a proto se zavedla do Skol. (Uvedené postuldty ne-
tvoFi uceleny zadklad. Dneska vime, Ze geometrie euklidovska
spofivd na vétSim poétu postulati, nez kolik jich uvedl
Euklid. Tento pti dikazech nékterych poudek mléky pred-
pokladal vice splnénych poZadavki. Neuvadél jich vyslovné,
jeZto asi nevédél, Ze lze sestrojiti geometrii [t. j. fadu po-
ucek], kde splnény nejsou. Uvedeme v nejbliZz§ich Fadcich
jeden z takovych micky pfedpoklddanych postulati.)

V. postulat se zrejmé liSi-od prvych ¢tyf svoji sloZitosti.

vvvvvv

Je pro naSe studium nejdulezitéjsi. Pravi toto (obr. 1):

Je-li a+ g < 180° pfimky P a P’ se protinaji (v bodé c).
DiileZitost jeho sezndme, pokusime-li se zodpovédéti otdzku:
Co nastane, je-li a4+ $=180°? Tato otizka je ekvi-
valentni s otdzkou: Co nastane, je-li a=§'%)? Na tuto
otizku odpovidd Euklid: Je-li a=pf', piimky P a P —
byt i prodlouZeny — se neprotinaji (prop. XXVII). Kdyby

vaews

se protinaly, tfeba v néjakém bodé c, byl by vnéjsi dhel g’

) Ptidrzuji se kritického vydani Heibergova, citovaného v literdr-
nich pozndmkach. Ve starSich vyddnich bylo ponékud jiné uspofidéni:
34 defiuici, 3 postuldty a 14 axiomd. (Posledni dva z péti zde uvede-
nych postuldta byly poéitiny za axiomy.) Ciiovand price nepochéazi asi
celd od Euklida. Pravdépodobnd jest autorem pité ,knihy® Eudoxus,
autorem étrnacté Hypsikles a patnacté Damaskios.

%) Jeito vidy §+ f'=180 a dle pFedpokladu a = #/, je i a + g = 180°,
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trojuhelnika abc roven vnitfnimu dhlu a. Ale je dokézéno,
(pl;op_. XVI), Ze vnéjsi uhel (') v trojihelniku je vidy vétsi,
nez libovolny z jeho ihli protéjSich (a nebo y). Primky P
a P se tedy nemohou protinati v ¢. Zcela obdobné by se
dokazalo, Ze takové dvé pfimky se nemohou protinati ani
v jiném bodé, ktery je na rameni uhlu ' na P. (Tento

Obr. 1.

diukaz spo€ivd vice méneé na prop. XVI. Ta ma v3ak smysl
jen tenkrate, pFipustime-li, Ze je splnén pozadavek: ,Pfimka
rozdéluje rovinu na dvé ¢asti; libovolny bod — pokud ne-
leZi na oné primce — néleZi bud jedné, nebo druhé.”
Neni-li tomu tak, miZe se stéti, Ze tihel §' nebo § je sou-
éasné vnitfnim i vnéj§im thlem v trojihelniku. Pozname
geometrie, kde vytleny poZadavek neni splnén (VI). Euklid
si asi nebyl védom, Ze tento bezesporny pozadavek je
nutno vyslovné formulovati, nebot neznal je§té geometrie,
na kterou jsme pravé poukazali) Primky v roviné, které
prodlouzeny jsouce nikdy se neprotinaji, nazyva FEuklid
rovnobézkami (pfimkami rovnobéznymi, def. 23).

Je-li konecné a—+— > 180° musi o’ 4 B’ < 180° a primky
P a P se opét protinaji dle V. postulatu. (Na strané, kde
jsou uhly o/, p'.) Mame tedy celkem jen tyto t¥i mozZnosti:

a) bud a + B < 180°; podle V. postulitu se piimky P
a P’ protinaji, nebo
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b) a-+ p=180°; podle dokdzané véty jsou P a P’
rovnobéZny, nebo

¢) a+ B > 180°; podle V. postulitu se pfimky proti-
naji.

Jinych moZnosti neni. Lze tedy bodem (a) mimo pfimku
(P) leZi. im vésli k této jen jedinou rovnobézku (P'), nebol
jen v jediném ptipadé je a -+ g = 180° Kdyby kromé rovno-
bézky zminéné existovaly jesté jiné rovnobéZky (vedené
bedem a k pfimce P), muselo by nutné pro né byti bud
a-+ B < 180° nebo a-+ 8 > 180°2%) Ale v tomto piipadé V.
postulit pozaduje, aby se pfimky protinaly (ale nedo-
kazuje, Ze tomu tak jest!).

Vyznam patého Euklidova postuldtu spoéiva
vtom, Ze bez dikazu omezuje na jednu poéet rovno-
bézek, které l1ze danym bodem mimo pFfimku po-
loZenym k této vésti!

Tim je osvétlen vyznam V. postuldtu, jehoz si byl
{ Euklid védom, nebot pokud moZno neodvozoval z ného
dusledki. Uvedeme-li nyni, Ze témeér po dvé tisicileti se
matematikové marné snaZili dokdzati tento postulat,
pochopime, co bylo hybnou silou, kterd je k tomu poha-
néla. Slo v zakladé o to, ukézati, kolik rovnobéiek
lze bodem mimo primku poloZenym k této vésti!
Euklid sam se asi o dikaz nepokusil. Alespoi nemame
takovy pokus dochovany.

Pokus o dikaz V. postuldtu znamena v zakladé jiz
skepsi o ném. Zda se na prvy pohled, Ze tato skepse
neni opravnéna, nebof V. postulat je verifikovan skuteé-
nosti. Le¢ pravé to je oprdvnénim skepse, jak uvedeme
v § 4 této kapitoly ndzornym prikladem.

V nésledujicim paragrafu zminime se o nékterych vé-
tich euklidovské geometrie, jichZz pozdéji budeme potie-
bovati k lep§imu porozuméni geometrie neeuklidovske.

2s) Predpokliddme ovS8em, ze jo splnén t. zv. axiom Archi-
medulv, nebot jinak by existovala moZnost geometrie, ve které je ne-
koneéné mooho rovnobéZek danym bodem k dané pfimce a pfec v ni
plati vty geometrie euklidovské. Zminény axiom Archimeddv znf:

,BudiZ b, libovolny bod na pfimce mezi jejimi dv@ma libovolnymi
body b,, b v koneénu a budlez body b, (i=1,2,..)) takové, Ze plati
b,b,=b,b,=b,b, = ..., pti CemZ pro kaZdé / je bod b; mezi body b4,
b; 4 1. Je moZno vidy nalézti takové islo n, aby bod b byl mezi body

by 1y bppysf
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§ 3. N&které poucky.

1. Postulaty s V. Euklidovym rovnocenné. Na
stiedni Skole dokazuje se mnoho vét, které jsou spravné
jen tehdy, je-li splnén V. postulat. Nékteré z téchto vét
jsou s nim ptimo rovnocenné. To znamend, Ze kdy-
bychom tento postuldt nahradili jednou takovou vétou,
pak jej z ni muZeme dokazati. To se délo téméf po dve
tisicileti! Dnes vime, Ze to ovSem neni dikazem! Vime
to proto, jeito je nam znamo, které véty jsou s timto po-
stulatem rovnocenné, jinymi slovy, které véty miZeme misto
V. postulatu za postuldt prohlisiti. Tak tomu vSak nebylo
drive, a proto se stidle opakovala historie nepodafeného
dukazu. Uvedeme alespon nékteré takové véty, které si
rizni badatelé uéinili vychodiskem svych ivah, nevédouce,
Ze vlastné chtéji dokazati to, co pfedpokladali. Histo-
ricky zajimavé jsou zvlasté tyto véty:

Va) Existuji trojahelniky podobné, nebo presnéji

Va') Existuji trojihelniky o stejnych uhlech, ale ne-
stejnych obsazich.

Vb) Bodem p mimo ptrimku P mozno k této vésti jen
jednu rovnobézku.

Ve) Soucet tdhli v trojihelniku je 180°.

Kazidd z téchto vét plyne z V. postulitu a obrécené
2 téchto vét se V. postulat za jistych predpokladd da do-
kazati.

2. Ukol geometrie euklidovské. Ukolem geo-
metrie, které jsme se udili na stfedni Skole, je studium
ttvari, resp. jejich vlastnosti. Mame-li néjaky utvar studo-
vati, miZeme tak uéiniti v zdsadé dvojim zpusobem. Bud
studujeme onen ttvar primo, nebo odvozujeme jeho vlast-
nosti analyticky. Prvy zplsob byl vlastné zplisobem mate-
matiky Fecké, druhy zpisob spociva v tom, Ze dany utvar
analyticky vyjadfime pomoci néjakych soufadnic a hledime
ty jeho vlastnosti, které nejsou zdvislé na volbé takovych
souradnic. Objasnime to na prikladé: Piedpokladejme, Ze
mame zméfiti délku rovné tyée ab, ktera svym koncem a
stoji kolmo na zemi. PFimy zpisob méFeni byl by zde
ziejmé nejjednodussi. Spociva v tom, Ze stanovime urcitou
jednotku miry (v niZ chceme délku tyce vyjadtiti) a obvyk-
lym zpisobem touto jednotkou tyé zmeérime. — ODruhy
zpuisob, nepifimy, je sice zdlouhavéjsi, ale cEasto jediné
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moZny. Spocivéa na tomto zdkladé: Zméfime vysku ¢ slunce
nad obzorem a stanovime na zemi stin b’ bodu b. Ozna-
€ime-li vzdalenost ab’ = r, je hledand délka tyée rovna rtg .
Je tedy délka tyce vy]adrena dvéma udaji r, ¢, kterym mu-
Zeme Trikati soutadnice. Tyto soufadnice se kaidym oka-
miikemn méni, ale vyraz r tg ¢ pro délku tyce je vidy stejny,
necht hodnota téchto souradnic je jakdkoliv. Délka tyce
je tedy nezavisla na volbé soufadnic.

Ve tretim odstavci zavedeme obvyklé soufadnice pravo-
dhlé a najdeme nékolik vyrazd, které jsou nezavislé na
jejich volbé. To se nam podafi tim zpuasobem, Ze si odvo-
dime vzorce, udavajici pfechod od jednoho systému pravo-
thlych souradnic k jinému systému pravoihlych soutadnic.

3. Analytické vyjadfeni ikolu. Budtez X, Y osy
pravoihlého systému soutadného, jejich prasecik, bod o,
pocdatkem soustavy soutadné. Chceme-li vyznaciti, Ze néjaky
bod b ma v tomto systému souradnice x, y, piSeme pro tento
bod b (x, y). .

Od puvodniho systému soufadného muZeme prejiti
k jinému téhoZ druhu timto pochodem (obr. 2):

Posuneme systém soufadny X, Y rovnobéiné do bodu
‘o (x, ). V tomto novém systému ma kazdy bod b (x, y) nové
soufadnice 'x, 'y, které jsou s plivodnimi vazany vztahem
1) x=x—%, y=y—4g

Nyni 0toc1me systém soutadny ‘X,’Y o ihel ¢, kol no-
vého pocétku ‘o do poloby "X, "Y. Bod b(x,’'y) ma v této
nové soustavé soutadnice "x, "'y, kieré se souradnicemi 'x, 'y
json vazany vztahy

2) Vx="'xcos ¢+ 'ysing, "y =—'xsingp 4+ 'ycos ¢
Vzhledem k predposlednimu systému rovnic 1) obdrzime
8a) "x= (x—%)cosg + (y—g)sing

"y=—(x—%&)sing+(y—ycosg

Obracené, soufadnice x,y jsou se soufadnicemi "x, "y
vazany rovaicemi
3b) x:’,’x cosp —'ysing + &
y="xsme 4 "ycosg+ g
Podle toho, co jsme uvedli v pfedchézejicim odstavei,
je kol geometrie v roviné téZ definovan jako studium téch
vyrazi, které se transformaci 3) neméni, Takové vyrazy
budou miti néjaky geometricky vyznam. Rikadme jim inva-
rianty transformace 3) (nebo téZ invarianty vzhledem k 3)).
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Uvedme pfiklad jednoho takového invariantu! Je to
analytické vyjad¥eni obsahu trojuhelnika, jehoZ vrcholy jsou
by (x1, 1), ba (2, Y2), bs (xs, Ys)-

X- . °

Obr. 2.

Obsah tohoto trojithelnika je ddn determinantem

xuy 1
X3 4,1
X3 Y51

Ctenat se snadno presvédéi sdm dosazenim z rovnic 3),
Ze tento determinant je invariantem vzhledem k 3), nebot
skuteéné plati ‘

1

2 = % [x, U2 — ¥2) + 42 (6 — x5) + (a2 s — X3 )

x il " " 1
Nyl = ::xz ’:ya 1
X;3431 X "yn 1

Rovnice 3) mohli bychom interpretovati jesté jinak.
Misto abychom pohybovali soufadnym systémem z X, Y do
"X,”Y a bod b nechali pevnym, miZeme bodem b pohy-
bovati v témZ souradném systému X; Y do polohy "b ("x, "y).
P¥i tom soufadnice bodid b a ”’b jsou vazany podminkou 3).
Pohyb ten se sklddé z posunuti 1) a otadeni 2). (Neni-li
vyslovné jinak podotéeno, rozumime pohybcm téZ kaZdou
zménu mista — vzhledem k néjaké pevné soustavé sou-
fadné — bez ohledu na vykonanou drahu.) Pfi této
interpretaci mohli bychom Fici, Ze obsah trojihelnika jest
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invariantni vzhledem k pohybu, danému rovnici 3). Takovy
obsah neni vSak invariantnim jen vzhledem k jednomu po-
hybu uréenému tfemi udaji (tfeba ¢ =30° % =3, j =4),
nybrz vzhledem ke vSem 'pohybdm tohoto druhu, necht
za ¢, X, J dosadime jakékoliv realné, konecéné hodnoty.
VSechny tyto pohyby sdruZujeme v pojem grupy pohybu.
(Ptesnou definici grupy transformaci viz v VIII, 5) Proto
Fikdme, Ze obsah trojihelnika jest invariantni vzhledem ke
grupé pohybu, jinymi slovy, analytické vyjadieni obsahu
trojuhelnika je invariantem pohybové grupy. Obecné pak
ukol geometrie euklidovské v roviné je definovan jako stu-
dium invarianta pohybové grupy. Pfi tom ovSem predpokla-
ddme, Ze pohyb je ddn transformacemi 3). — Takové inva-
rianty mohou byti rGzné. Jeden jsme uvedli. ¥ nasledujicim
uvedeme jiny invariant, zdsadni dualeZitosti pro geometrii
euklidovskou v roviné.

4. Body isotropické. Vzdalenost dvou bodi
by (x1, Y1), bs (x3, y5) je v euklidovské roviné dana vyrazem,
jehoz ctverec jest :

X, —x)* + (. —y)?
Tento vyraz je pohybovym invariantem, nebotf plati
Cxy ="y + 'y — "y ) = (6, — 0, + (g, — y2)*.

Ze se délka tiseSky neméni pohybem, vime ze stiedni
skoly, kde se tomu ucime jiZ na niZS$im stupni. Posledni
rovnice je v3ak toho analytickym dikazem. Z invariantu
(x; — x,)° 4+ (y; — y1)? miZeme odvoditi jednu charakteri-
stickou vlastnost pohybu. Necht bod b, (x, y) je plynulym
bodem. Jeito vyraz (x — x,)®+ (y — y,)’> je pohybovym
invariantem, neméni se transformacemi 3) ani rovnice

' (x—x)+ @y —y)=0.

Tuto vSak muZeme pséati v tvaru

W—y)+iE@c—x)y—y)—ix—x)]=0, (i=V—1),
z kterého je ziejmo, Ze je to rovnice dvojice pfimek
y—y=—ix—ux), y—h=Ii(x—ux)

bodem b,. Tato dvojice se tedy pohybem neméni. Rikame,
Ze se pohybem reprodukuje, nebo téz, Ze ji grupa pohybova
reprodukuje.

"~ KaZidym bodem b, v roviné prochazi takova dvojice p¥i-
mek, které jsou imaginarné sdruZené. Jak je zFejmo z rov-
nice téchto primek, jejich sméry nejsou zavislé na volbé
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bodu &,. Necht jej zvolime kdekoli v konecnu, vidy jedna
pfimka z oné dvojice ma smérnici + i, druha —i. — Ze
stfedni Skoly je znamo, Ze (redlné) primky o stejnych (real-
nych) smérnicich jsou rovnobéZny. O rovnobéinych pfim-
kach tikdme, Ze se protinaji v néjakém bodé primky ne-
vlastni.?) Ridice se analogii o primkéch realnych, zavadime
obdobné definice pro primky imaginidrné. Rikame, Ze dvé
primky imaginarné jsou rovnobéiny, maji-li stejnou (ima-
ginarni) smernici. Bod nevlastni primky, ve kterém se
imaginarné rovnobezky protinaji, je také imaginarny. Jsou
tedy vSechny imaginarné ptrimky o smérnici + ¢ spolu
rovnobéiny a protinaji se v imagindrném bodé pnmky
nevlastni. To plati i o imaginarnych ptimkach, které maji
smérnici — I..Dvojici pfimek o smérnicich + i, — i Fikdme
dvojice primek isotropickyeh, dvojici pfislusnych bodi
na primce nevlastni Fikame dvojice bodu isotropickyeh.
— MiuzZeme tedy Fici, Ze pobhybova grupa v roviné obecné
reprodukuje dvojici bodit isotropickych. To je jednim z cha-
rakteristickych znakid pohybu, ktery nazyvime euklidovsky.
Reprodukuje-li se tato dvojice tak, Ze kaidy z obou bodu
podrzi své misto, pfislusny pohyb j je sloZen z posunuti a ota-
ceni. Vymem li vsak oba body svoji polohu, prislusny pohyb
je sloZen ze zrcadleni, posunuti a otaceni.

Po této malé exkursi do geometrie euklidovské pokusim
se na prlklade ukazati, jak asi se miZe dospéti k presvéd-
ceni, Ze je dovolena skepse o V. postuliatu Euklidové.

§ 4. Skepse o V. postulatu, N

Predpokladejme, Ze néjaké nebeské téleso je kouli
v presne geometrickém vyznamu slova. Na této kouli necht
Zl]l bytosti dvojrozmérné. (Ctenar miiZe si predstaviti tfeba
ozivené stiny lidi na této ,Zemi“.) O téchto bytostech uéi-
nime nasledujici predpoklady
Jsou schopny chépati jen dvojrozmérné a nikoli trojrozmeérné.
Presnost jejich méfeni nepFesahuje presnost naSeho méfeni.
Jejich Zivotni podminky jsou tak utvéreny, Ze nemohou se

libovolné vzdaliti z okoli néjakého bodu (ktery nazveme

tfeba podlem).t)

%) Nevlastni pfimka euklidovské roviny je jedina jeji pfimka v ne-
koneénu.

‘) Sleduji zde analogii s na§im trojrozmérnym zivotem. My se také

nemiZeme pFemistiti do libovolného bodu prostoru a chdpeme jen iikazy
trojrozmérné.
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Je-li jejich ,,Zemé“ tak velikd vzhledem k nim a jejich
moZnosti méFeni, Ze se prakticky v okoli polu nemohou
pfesvédéiti o jejim zakfiveni, pak geometrie vznikla z po-
pudu praktického bude rovnéz zaloZena na postuldtech
Euklidovych. Pfi tom ovSem pod slovem pfimka budou roz-
uméti nejkrat$i spojnici dvou bodd, o niZz my vime, Ze je
to tak zvana hlavni kruZnice na kouli. (Jeji stred leZi praveé
ve stfedu koule.) Tyto bytosti v prvnim stadiu svého vyvoje
jisté tedy nebudou pochybovati o tom, Ze Ziji v ,prostoru®,
kterému my Fikdme rovina, a predstava koule bude jim
cizi, nemohou-li chdpati trojrozmérné.

Na jistém stupni svého vyvoje budou se snaziti doka-
zati V. postulat. Jejich pokusy ovsem budou marné. To my
vime proto, jezto jsme si védomi, Ze Ziji na kouli, kde prave
onen postulat neplati. Oni to vSak védéti nemohou. Bude
se tedy opakovati priblizné stejna historie jako u nas. Misto
dikazu bude objevena spousta vét s onim postuldtem rovno-
cennych. Konecné prijde néjaky matematik, ktery z tcty-
hodné tady nepodarenych pokusii bude veden k domnénce,
Ze onen postulat je vibec nedokazatelny, jinymi slovy, Ze
je libovolné voleny. Prvy disledek této domnénky bude
tedy snaha sestrojiti takovou geometrii, kde by onoho postu-
latu nebylo, po pripadé nahraditi jej jinym, stejné libovol-
nym, ktery s nim neni ekvivalentni. Pokusi se o to, ale
dojde k vysledkiim, které jsou tak rozdilné od bézného
ndzoru, Ze svoje uvahy ani neuvefejni. Snad jim ani sdm
nevéfi. Bude hledéti tedy néjakym zpiisobem se piesvéd-
Citi, zdali pfece praktickym méfenim se nedd V. postulat
verifikovati. K tomu cili musi ovSem zvoliti vétu, ktera je
8 nim rovnocennd, ale neoperuje s vyrazy, které piipadné
jsou mimo dosah jeho méreni. (Coz by mohlo nastati pfi
prodluZovani primek, o nichz je v V. postuldtu tec) Za
takovou vétu zvoli tfeba tu, ktera vyjadiuje, Ze soucet
ihld v trojahelniku je roven 180°. Stanovi tedy praktickym,
ale védecky pfesnym zpuisobem soucet whld v néjakém do-
statecné velikém trojihelniku. Po mnoha méfenich sezn4,
Ze soucet uhli neni 180°% To je vysledek, ktery nds ne-
prekvapi. My vime dokonce, Ze pfi teoreticky pfesném mé-
rem musel by shledati soucet 1ihli vétsi nez 180° nebot
mereny trojahelnik je sférickym trojihelnikem a v tako-
vém je vidy soucet uhlu vétsi neZ 180°. Pro néj to jest
ovSem prekvapujici vysledek. Ve snaze vysvétliti jej do-
spéje k témto alternativam:

1. Bud neplati V. postulat Euklidiv, nebo
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2. odchylka od 18(° je zpusobena nepiesnosti praktic-
kého méfeni.

Alternativa prvé jest asi pro néj s teoretického stano-
viska ldkavéj§i. Aby se ji mobl pridrieti, musi dokazati,
Ze odchylka od 180° zpisobend jen eventuelni nepfesnosti
praktického méfeni, je men§i nez odchylka, kterou nameéril.
(Jinymi slovy: Musel by dokazati, Ze naméfena odchylka
pfesahuje dovolenou hranici pozorovacich chyb, vznik-
Ifeh z nemoZnosti méFiti s naprostou presnosti.) Metodami
aplikované matematiky dospél by ke vzorcim, které mu
udaji dovolené hranice, v nichZ se jeho pozorovani muZe
odchylovati od teoretickych vysledkiu. JeZto predpokldddme
jeho ,Zemi“ tak velikou, Ze je mu nemozno v okoli pélu
se presvédéiti o jejim zakFiveni (t. j.,, Ze neni prakticky
mozno se presvédcéiti, zda méfeny trojihelnik je sféricky,
¢i rovinny), miZeme pripustiti, Ze pozorovana odchylka ne-
presahuje ony hranice pozorovacich chyb. Prakticky
diisledek toho je, Ze onen dvojrozmérny matematik se ne-
maze s jistotou rozhodnouti, ktera z obou alternativ je
spravna. Proto asi fekne: ,Pro praktické tucely plati geo-
metrie Euklidova. Neni vSak vylouceno, Ze pfi naprosté
teoretické presnosti plati geometrie jind. My vsak prozatim
nemame moZnosti rozhodnouti o tom, kterd geometrie
vskutku plati.®

Uvédomi-li si étenafF, Ze ona hypotetickd, dvojrozmérna
bytost Zije na kouli, pozna teprve, jak krajné opatrné a za-
roven presné se vyjadfovala. — V uvedené vété je jiZ obsa-
Zena skepse o V. postuldtu. Le¢ nyni je nutno z ni &initi
dasledky. Prvy disledek by asi byl tento: ,Plati-li jina
geometrie nez euklidovskd, pak musi to byti takova, ktera
v dostateéné malych rozmérech vede opét jen ke geometrii
euklidovské.“ Nebot méfenim se zkonstatovalo, Ze odchylka
souétu thla od 180° muZe byti v mezich pozorovacich chyb.

Tento disledek konsekventné provedeny by vedl asi
ke stavbé geometrii, v nichZ soudet uhlu v trojihelniku by
byl bud vétSi nebo mensi nez 180° a takové geometrie by
byly nazvany neeuklidovskymi. Pfi tom by v obou geome-
triich vystupovala jistd konstanta (v geometrii, kde by byl
soucet vét3i nez 180° byla by tato konstanta v souvislosti
s polomérem koule, na které ony bytosti Ziji), ktera by byla
prozatim teoreticky neuréitelnd. Vhodnou jeji volbou by se
dospélo ke geometrii euklidovské.

Existovaly by tedy vedle sebe t¥i rovnopravné geometrie
a obyvatelé by se pravoplatné nemohli rozhodnouti, ktera
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z nich je skutecnd, a které maji jen teoreticky vyznam. (My
ovSem vime, Ze by to pro ne byla geometrie sféricka,
kde soucet uhbli v trojihelniku je vétsi nez 180° Vime to
proto, Ze miZeme chdpati trojrozmérné a muzZeme tedy ciniti
rozdil mezi rovinou a kouli, coZ pro né neni mozno.
Ovsem logicky by si asi onu predstavu ziskali. To ma své
matematické zdavodnéni, které zde nemiZeme provadéti.)

To, co jsme zde li¢ili, byla vice méné pfesnd analogie
s lvahami, které provadéli naSi matematikové. V celém
onom lideni by bylo nutno jen zaméniti slovo ,koule“ se
slovem ,trojrozmérny prostor“. Takto vSak, jak jsme historii
skepse o V. postuldtu uvedli, je jisté pFistupnéjsi. Proto jsme
pravé tento postup volili.

Pozndmka. Liéeni, které jsme uvedli, vztahovalo se jen k po-
kusim provedenym v dob& minulé. Chtéli-li bychom je rozsifiti i na
dobu pfitomnou, museli bychom postupovati asi takto: Misto V. postuldtu
pastoupi definice rovnobéZnosti smérd (mikoliv pfimek, t j. hlavnich
kruZnic, které rovnobéZny nejsou). Tato definice bude nejdiive zcela
libovolnd. Matematici, vedeni teoretickou zilibou, udaji tfeba nékolik
definici rovnobéinych smérd, z nichZ kaidd povede k jinému pojmu
rovoobéZnosti. (To neni nikterak pfekvapujici. Vidyt i my pod pojmem
rovaoobéZnosti na zemi shrnujeme bezdéky zcela rizné pojmy. Na priklad
vyrok, Ze sméry koleji drahy v koncovych bodech téhoZz praZce jsou
rovnob&iné, znamend zcela jiny pojem rovnobé&znosti, neZ vyrok: Sméry
stind dvou (k zemi kolmych) tyéi jsou rovnobéiné! Teprve moZnost

fedstavy trojrozmérného prostoru, v némi pfedpokliddme splnén V.

uklidiv postulat, dovoluje nam s jistotou Fici, Ze rovnobéznost defino-
vand druhym vyrokem neni nikdy rovnobéZnosti v ,obvykiém* (eukli-
dovském) slova smyslu. Takového korektivu vSak omy hypotetické, dvoj-
rozmé&rné bytosti nemajil) Teprve pozdéji se seznd, Ze mezi viemi ta-
kovymi moZnymi definicemi je jedna tcelnd a sice ta, kterd plyne ze
zdkond fysikdlnich. Tim by se geometrie a fysika nerozluéné spialy
a tak by byla ziskdna moZnost rozhodnouti jinou cestou o tvaru
=Zem&“. (Einsteinova teorie!)

§ 5. Cesty k neeuklidovské geometrii.

1. Stanovisko axiomatické. V predchidzejicim para-
grafu jsem se snaZil ukazati, jak se dospélo ke skepsi o V.
postulaté. Jakmile se tato skepse objevila, bylo nasnadé oce-
kavati, Ze matematici pokusi se sestrojiti geometrie bez
tohoto postulatu. Tak se také stalo. Hned na pocatku se
vBak cesty badateld rozdélily. Jedni nahradili V. postulat
jingm a dospéli tak ke geometriim, kterym duoes Fikame geo-
metrie neenklidovské. Druzi misto V. postulitu nezvo-
lili Zddny jiny a dospéli tak ke geometriim, o nichZ dnes
Tikdme, Ze nejsou euklidovské. My se budeme zabyvati
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jen geometriemi neeuklidovskymi. Cestou, kterou jsem
pravé naznacil k jejich dosaZeni, brala se vétsina matema-
tikd a zvlasté ti, klefi se dnes pokladap za objevitele ne-
euklidovské geometrle, t. j. Lobacevsky a Bolyai. Tak na
piiklad Lobaceuvsky vychazel z pozadavku: ,Bodem a mlmo
pfimku P poloZenym moZno vésti vidy dvé rovnobéiky.
Touto cestou vybudoval uplne _geometrii, ve které je soutet
ihla v trojihelniku mensi nez 180° Ale historie nestast-
nych dikazi V. postulatu ukazuje, jak tato cesta je ob-
tiznd i pro matematlky a tudiZ témét zcela neschiidna pro
laiky. Proto ji nebudeme uzivati.

2. Stanovisko diferencialni. Mnohem snazsi je
cesta, kterou se bral Riemann, kdyZ prvy dokdzal moZnost,
ie v prostoru mizZe soucet thla v trojahelniku byti i vets
nez 180° SpocCiva ve studiu prostoru v nekoneéné malém
(diferencidlnim) okoli bodu. Tento postup je velmi instruk-
tivni, ale je Skoda pouzZivati ho jen k avahdm, kterymi se
.budeme obirati, nebot zahrnuje v sobé i moinosti zcela
jinych geometrii. To znamena, Ze jeho pocetni metody jsou
jisté pro naSe tdely prili§ sloZité. V urcitych ptipadech se
vSak velmi zjednoduSi; pak je na misté pouziti ho i pro
naSe tivahy specialni.

3. Stanovisko Kleinovo. Nasim vychodiskem bude
t. zv. princip Kleiniw, ktery jsme vlastné jiZz aplikovali
v I, 3, odst. 3, kdyZ jsme analyticky vyjadfovali ikol geo-
metrie euklidovské v roviné. Tam jsme dovodili, Ze geo-
metrie euklidovska zabyva se studiem invarianti vzhledem
k transformacim (které ted piSeme v ponékud jiné formé)

3¢c) 'x=1xcos¢+ ysing + ¥, ly=—xsine+ycose+ J

Je nasnadé pojem geometne v roviné zevseobecmtl
tak, Ze misto téchto rovnic specidlnich zavedeme rovnice
obecne]s1

1) X=a,x+a,y+ay, ly=ayx+any+ay,

a fekneme, Ze ilkolem geometrie neeuklidovské (resp.
takové, ktera neni euklidovskad) je studium invariantii vzhle-
dem k témto transformacim. (PFi tom pFedpokladdme, Ze
konstantni koeficienty a,,, a,,, @3, @1, 2, @, jsou takové,
Ze prislusné transformace tvori grupu; VIIL, 5.) Jak je volba
podminek pro koeficienty a dulezitd pro ruzné druhy geo-
metrii, pozname na prikladé s obsahem trojihelnika. Dejme
tomu, Ze definujeme obsah trojihelnika v téchto geometriich
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tak, jako v geometrii euklidovské (§ 3). Determinant, ktery
jej vyjadiuje analyticky, transformuje se totiZ dle rovnice

:xn :yl 1 xy1
X U 1{=(ana.—aaa)|xy,1
X, 'Ya 1 : X3451

Z toho plyne, Ze obsah trojihelnika je jen v takové
geometrii neproménny, jejimZ zdkladem jsou pravé zminéné
transformace, p¥i cemz koeficienty a,;, a5, a;;, @2 jsou va-
zdny podminkou

)y — a8, =1

Jiz z tohoto pfikladu vidime, jak riznou volbou pod-
minek pro koeficienty a obdrzime zcela ruzné geometrie.
Zvolime-li specidlné

a,=cos¢, a,=sing, a;—=—sing, a,;=-cosg,

obdrzime geometrii euklidovskou. Nyni étenaf porozumi jiz
vyznamu principu Kleinova, ktery (ve formé pro nafe tcely
upravené) zni:

. Je ddanarovina a v ni grupa transformaci.
Ukolem geometrie je studovati vztahy, kterése
transformacemi této grupy neméni.

Pfi tom je samoziejmé jednim z prvych itkold stapo-
veni takovych neménicich se vyrazii souradnic dvou bodi
(resp. dvou pfimek), kieré je moZno nazvati analytickym
vyjadFenim ,vzdalenosti dvou boda (resp. ,ihlu“ dvou
primek). To neni sice moZno v kazdé geometrii, ale v geo-
metriich neeuklidovskych (a euklidovske) se ndm to podafi.

V této pridci zvolime grupu transformaci tak, aby soucet
Luhli“ v trojuhelniku byl bud roven #, nebo.mensi nez =,
nebo vEtSi nez .

V prvém pripadé budeme vedeni ke geometriim, jichZ
specidlnim pfipadem je geomefrie euklidovskd. Budeme je
dle Kleina nazyvati geometriemi parabolickymi. V dru-
hém pripadé obdrzime geometrii, kterou zkonstruovali Loba-
cevsky a Bolyai. Tuto geometrii budeme nazyvati s Kleinem
hyperbolickou. V tretim pfipadé dojdeme ke geometrii,
ktera je spojena se jménem Riemannovym. Klein pro ni za-
vedl jméno elipticka4, kterého i my budeme pouZivati.

Klein, kteryv timto zptisobem studoval tyto typy geo-
metrii, poznal, Ze existuje jiny, vyhodnéj§i zpisob jejich
rozeznavani, neZz onen, ktery jsme uvedli. Pfidriime se
tohoto zpusobu, jak ctena¥ pozna v kap. II— VII.

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 8 2]



Pozndmka: Chceme-li se Fiditi principem Kleinovym, je vyhodné
éasto zavésti jiné soufadnice, neZ cartézské. Misto abychom bod stano-
vili dvéma ¢éisly, x, y, stanovime jej pomé&rem tFi Cisel, tieba z,:z,: z,.
Pak tikdme, Ze z,, z,, z; jsou homogenni soufadnice bodu. Je ziejmo,
Ze nejen é&fisla zy, 2,, 2, svym pomérem urduji bod, ale i ¢isla g 2,0 2,,
e z, tentyz bod svym pomérem uréuji, jen kdyZz hibovolny koeficient o
je od nuly rdzny. V téchto soufadmicich jsou transformaéni rovnice,
které odpovidaji rovnicim 4), celkem tfi a obecné je midZeme psiti

[4 :Z, =a,z,+a,z,+a,zy

ey=a,z,+ayz;+anz,
Ty —

0'2,=0a3,2,+ Az, + Ay 2,

Jsou-li redlué koeficienty a takového druhu, Ze tyto transformace
tvofi grupu, a je-li jich privé osm nezavislych, Fikdme, Ze tato grupa
je obecnou grupou projektivnich transformaci, nebo téZ obecnou
grupou projektivni.
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