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KAPITOLA III.
ZOBECNENI NEJJEDNODUSSI ULOHY
§ 12. Prostorova uloha.

Formulace alohy. Doposud jsme se omezovali na alohy, kdy funk-
ciondl zavisel na ¢afe leZici v roviné. Mnoho nami uvedenych piikladd
z fysiky nas piivadi k dloze najit extrémy funkcionald zavislych na
prostorovych éarach. Takovou je na pfiklad dloha o lomu svétla.

v

Predpoklidejme, Ze rychlost, jiZz se &if svétlo v nehomogennim
prostiedi, je danou funkei bodu prostoru (z, y, z):

v = v(z, ¥, 2);
chceme uréit drahu svételného paprsku jdouciho dvéma danymi body
.A(.’l!o, Yo» zo) a B(xl’ Y1, 21).
Pouzijeme-li opét shora popsaného Fermatova principu, je mozno
tuto dlohu pfevést na tdlohu stanovit ¢aru, podél niz se pohybujici
paprsek dostane z bodu 4 do bodu B v nejkratsi dobé. Jsou-li

Y = ylx), z = 2(z)
rovnice libovolné k¥ivky spojujici dva dané body, pak je doba T, jiz
svétlo potfebuje, aby probéhlo z 4 do B (podél této kiivky), vyjadfena
integrilem

12 12
. T_fVl+y +zda:.

v(z, ¥, 2)
Tim se naSe Gloha pfevede na ulohu uréit v prostoru ¢aru, podél niz
integradl T' nabyva nejmensi hodnoty.

Budeme se nyni zabyvat tlohou nalézt extrém funkcionalu zavislého
na &afe, lezici v prostoru o t¥ech nebo vice rozmérech. Tuto ulohu
muizeme zformulovat takto. Je dana funkce

F(x; Y Yas - Yni y;’ y;’ cre y;)
2n + 1 proménnych:
Ty Y1y oens Yns Yy oo vr YUne
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F je spojitd spolu se svymi parcidlnimi derivacemi podle vSech
argument do druhého fidu véetné. Mezi viemi kiivkami
Y1 = %1(2) Y2 = ¥2(2), -, Yo = Ya(@)
(vi(z) jsou spojité) prostoru o n 4 1 rozmérech, spojujicimi dva dané
body A(a,, bY, ..., b%) a B(a,, bi, ..., b}) uréit tu, podél niZ integral

J = [F(@ Yy s Yns Y1» --» Yp) Az
nabyva extremalni hodnoty.

Vzdilenost mezi prostorovymi kFivkami. Kdyz jsme vysetfovali
nejjednodud¥ tlohu, zpfesnili jsme formulaci dlohy tim, Ze jsme
zavedli pojem ,,z-okoli*“ dvou kiivek a rozdélili obecny pojem extrému
na extrém absolutni, relativni silny a relativni slaby. V3echny tyto

pojmy lze ihned rozsitit na obecnou tlohu nami pravé danou.
Vzdalenosti k-tého fadu mezi kiivkami

Y: = yi(x)v 1/= 1,2; ey T

Y: = g‘i(z)) 1’ = 1) 2, ey M
budeme rozumét nejvétsi z maximalnich hodnot (¥ + 1)n funkei:
|y i(x) — i), [yil=) —yl( s oo ly B2) — P @),
t1=12,...,n,a g z< a,.
Zavedeme-li takovym zpﬁsobem pojem vzdalenosti, miZeme ihned
prenést, aniZ bychom néco zménili ve shora piijatych definicich e-gkoli
riznych fadu, definice absolutniho, relativniho atd. extrému na nasi
obecnou tlohu.

Nutné podminky pro extrém. V této kapitole se omezime jenom
na dikaz zakladnich nutnych podminek, které musi spliovat kazda
kiivka tfidy pfipustnych ¢ar, podél niZ integral J nabyva extremalni
hodnoty.

Véta 1. Jestlize kfivika

Y1 = Y%i(®), ..oy Yn = Yal(2)
patii do tFidy C, pfipustnijch Ear a vede k extrému integrdlu J, pak funkce
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Y1 = Yi(T), «. s Yu = Yn(x) vyhovuji systému diferencidlnich rovnic:')

d

Fm_'d_;:Fv.'ZO’
d

Fﬁlz—d_xF’lla’:O; L (1)
d

F”n_aFVn'ZO'

Uloha této véty je v aplikacich tdz, jako uloha jiz d¥ive rozbiranych
analogickych nutnych podminek v jinych problémech varia¢niho
poctu.

Systém (1) je systémem n diferencidlnich rovnic o » neznimych
funkeich: y,(z), ¥a(2), ..., ya(x). Kazdé rovnice je v obecném piipads
rovnici druhého fadu. Bude tedy obecny integral tohoto systému
obsahovat 2» libovolnych konstant:

Y = ?/1(50, Xy Kgy -voy 0‘211):
Y: = Z/z(xs Bp, Oy - evs Kpn),

(2)
Yn = Yn(®, &1, g, - .., 2ay).

Ka#dé kiivka soustavy (2) se nazyva extremalou dané Glohy variaé-
niho poétu. Podle této véty je tedy kazda kfivka, ktera ¢éini integral J
extremalnim a kterd patii do tiidy pfipustnych Gar, extremalou.

Uloha skuteéné ur¢it hledanou kfivku se tudiZ pfevede na tlohu
urdit obecny integral systému (2) a stanovit konstanty «;. Podle shora
uvedené formulace ulohy uréi se tyto konstanty z 2» podminek, které
obdrzime z toho, Ze hledana kfivka jde body 4 a B.

Pfejdeme k dikazu véty. Zavedeného pojmu variace kfivky
y = y(z) lze pfimo pouzit i v této tloze. Predpoklidejme, Ze kiivka

yi=yz) ¢ =12,...,m)
ddvd minimum; v takovém piipadé pro viechny moZné (dostateéné
malé) variace pfipustnych kiivek y;, = y,(z) musi se integral J zvétsit.
TudiZ se musi zvétsit, zistanou-li viechny funkce y, pro ¢ + k beze

1) Nezélezi na tom, zda extrém — slaby, silny, absolutni.

73



zmény a funkei y, = y,(z) variujeme. V souhlase s tim budeme pred-

pokladat, ze viechna y; = y.(x) (¢ + k) jsou pevns, a potom je J

funkce éary y, = y(x). Podle zakladni nutné podminky takové

nejjednodussi tlohy musi se variace tohoto funkciondlu rovnat nule
v kaZdém bodé. Je tedy

d

F, — i

O existenci y,. Pfi dikazu rovnic (1) jsme predpokladali, Ze viechny

funkce y;(x) maji spojité derivace. Zapiieme-li rovnice (1) ve tvaru

Du Bois-Reymondové, mizeme dokazat, Ze za jistych podminek bude

mit hledanéd kiivka také spojitou druhou derivaci. Mdme

ka'z 0 (=12, .,n).

z
[F,, dx——F,,k, =C, (k=1,2,...,n), (3)

kde C, je konstanta. Podél extremaly je vyraz

Quz) = [F, d

spojitou funkeci, kterd ma spojitou derivaci. ZapiSeme-li soustavu (3)
ve tvaru

F, = Qu=x)—C, (4)

o:F

2Y: 09,
podél nékteré extremdily y, = y,(x) rizny od nuly a Ze C, v soustavé (4)
jsou konstanty, které odpovidaj{i extreméle y. = yi(x), pak af je
hodnota z(z, < z < a,) jakdkoli, existuje FeSenf soustavy (4) vzhledem
k y;, které je identicky rovné y,(z) a diferencovatelné spolu s Q,(x).
Z toho soudime, je-li podél extremily 4 + 0, Ze tato extremila
nalezf do t¥idy C,.?)

a predpokliddme-li, Ze je funkciondlni determinant A4 =

Variace v bod&. V pifpadd prostorovych iloh nelze definici variace piimg
zobecnit proto, Ze mistni zmé&ny kfivky je moZno délat v kterémkoli sméru.
Budiz dén funkciondl

b
@) = JF@ Y1y Y o or Yns Y1 Yo -0 Yo) A2,
a

2) Viz G. M. Fichtengolec, Kurs differencialnogo a integralnogo is&islenija, sv. 1,
kap. VI, § 2.
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definovany na &éke y, dané v (n 4+ 1)-rozmérném prostoru (2, ¥, ..., ¥,) TOvni-
cemi
Yi=9yix) ¢ =012,..,n a <z XbhH)
BudiZ kroms toho y k¥ivka ze t¥idy pfipustnych éar a y; kiivka blizké ke kfivee y
téZe tiidy, dané rovnicemi
¥V = y(z) + dy,(=).

Predpoklidéme, %e funkce dy; jsou rovny nule viude a% na interval [z, — ¢,
z, + €], kde z, (@ < z, < b) jo usetka nékterého bodu na y. Vektory o slozkach
oz = 0, dy,, ..., Oy,

spojujici body kiivky y s body (které maji tytéZz uselky) kiivky y;, budeme
povaZovat za rovnob&¥né v celém naSem intervalu [z, — ¢, z, + €]. Oznadime-li
én délku odpovidajiciho vektoru a p; jeho smérovy kosinus vzhledem k ose Oy,
pak dy; = p,;0n, pii emZ p; jsou konstantni pro viechny naSe vektory. Potom je

Zo+8 Zote

n d n d
Jy) —J(y) ~ f.'gﬁ(Fvi —i Fw,) dy,dzr = ig_lp,-f(Fvi — % F,,'.r) én dz.
To—e To—e
Pro dostatednd malé ¢ méme
Tyt Zot+e
d d
o &rmanfpu ) Jo-
To—8 To—E€

d
= (F,‘ —=F,; )z Lo

kde 8N je obsah vélcové plochy, leZici mezi y a y, a vytvoiené vektory on. Tak je

< d
Jy) —J) ~ 5sz.-(Fv.-—aF,,€, . (5)
i=1 z =12,
Z toho plyne, Ze
Jy,) —J i d
tim T IO _ 2. P (F,,. — = ,,.') : (5"
N0 oN i=1 todz iy,

d
Konvergenci 6N k nule bereme v tom smyslu, Ze dn, d—én a ¢ konvergujf
xr

k nule.

Vyraz (5’) budeme nazyvat funkciondlni derivaci{ funkciondlu J v daném
bod¥ M(z,, y;) & v daném sméru (p;, Ps, -..» Py), kdeZto pravou &ast vyrazu (5)
variaci v bod8 M v daném sméru (p,, P, ..., P,) tohoto funkciondlu.

Eulerova rovnicé znamens, %e funkcionalni derivace integralu J v libovolném
bod8 extremély (nebo jeho variace v bods) je v libovolném smé&ru rovna nule.
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Obrécené, jestlize je v kaZdém bod¥ vyZSettované kiivky variace podle libovol-
ného sméru rovna nule, pak je kfivka extremélou a variace funkcionélu je pro ni
rovna nule.

V § 10 jsme dokézali invarianci Eulerovy rovnice v pfipad® jedné nezndmé
funkce. Zcela analogické ivahy ukazuji, e soustava Eulerovych rovnic

oF d oF

oy; dz oy;
zachovd svij tvar, pfejdeme-li od soufadnic (z, v, ¥, ..., ¥,) k libovolnym
n + 1 ktivocarym soufadnicim.

=0(4=12..,n)

Princip Hamilton-Ostrogradského. VySetiujme mechanicky systém bez vazeb,
sklddajici se z n bodi, které maji hmoty: m,, m,, ..., m,. Oznagime-li (z;, y,,2;)
soufadnice ¢-tého bodu, dostaneme pro kinetickou energii systému:

dz,\*  [dy\* dz.)’
T = = It =0 .
£ 2m; [(dz) + (dt) @
BudiZ @ potencial systému zdvisly na 3n soufadnicich vSech bodu. Z jeho definice
plyne, Ze sila, ktera pusobi na -ty bod, m4 komponenty
oG oG oG
oxy oy, oz;
Silami setrvaénosti se nazyvajf sfly o komponentéch
d?z, d?y; d?z;
—_—my—, — My ——, — My —.
de? dr? de?
Kdybychom jimi pusobili v bodech soustavy, anulovali bychom jejich zrychleni.
Necht se soustava pohybuje, pti c¢emZ pohyb je uréen 3n funkcemi:
T = Zi(t) Yo = yult) 24 = 2,(8),
a necht mé v uréitém okamZiku ¢ soustava polohu urlenou 3n soufadnicemi
jejich bodu. Necht se dédle kaZdy z téchto bodu posune o éz;, éy;, §z;. D’Alem-
bertuv princip o dynamickém systému bez vazeb ffka:

JestliZe k sildm piisobicim na body naseho systému pfiddme sily setrva&nosti,
pak je jejich celkovéa elementarni préace pfi libovolném posuvu rovna nule:

i 2@ dizy| N oq dy,) N aa &=y 0
_ g, —— T, _— my, — : —_—m, — 1z | = U.
Sl\ez, ™an) T ey, ™as | YT e, T ™A |

Oznadime-li

n
on = l/z (6z% + oy? + 622),
i=1

EN oy, oz,
= — = —, r, = —,
P; on q; on’ ¢ 3n
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dostaneme’
L WTe) dsz F;led dzy, oG dzz
z ____m__‘ + —_——my —=" : + —_.m..—.‘r. =0
i=1 L\9z; ign | P oy, iqp | U oz fanft] T T

Vyraz
i(aa +aaq+aar).
-—-p. — . —
Si\ew Tt oyt oey ‘

neni nidim jinym, ne¥ funkciondlnf derivaci v uvedeném bod¥ integralu [Gd:
(pfipometime, Ze G zvisi jenom na souradnicich), kdeZto vyraz

diz d2y, d3z,
>my (FP.' + :itT' g; + —dT" "-')
je derivace v bod$ funkciondlu [T df; ob& derivace jsou vzaty vesmsru (p;, g;, 7;).
Znamen4 tudiZ d’Alembertuv princip, Ze se funkcionilni derivace (nebo variace)
podle libovolného smdru integrdlu [(G + T)dt po trajektorii z; = z,(t),
Y; = y4(t), 2, = z;(t) rovnaji nule. A to znamen4 (viz vyse), Ze podél trajektorie
z; = z4(t), y;: = y:ilt)y 3¢ = 2,(0)
(3n + 1)-rozmérného prostoru je

4L
6f(G+T)dt=0. (6)
Ty
Rovnost (6) vyjadiuje Hamilton-Ostrogradského princip. Integral (6) mé
cm? .
rozmér —, t. j. rozmé&r Géinku.
sec

Komparativni kfivky
z; = Z,t), Yi = Yilt), 2y = Z4(0)
v (3n + 1)-rozmérném prostoru (¢, x,, y,, 2;) spojuji tytéZ body
[fos Zilta)s Yillo)s 24(t0)], [t Tilth), Y4lts)s 250t1)),
jakokfivkaz; = z,(t), y; = y,(¢),z; = z;(t). Pfejdeme nyni od soustavy 3n soufadnic
(€1 Y4 24) uréujicich pohybk libovolné soustavé soutadnicg,,g,, . . ., gs, transformact

z; = 24(q1s 9> +- > Gan)» .
Y; = Y1 Da» - - o> Qan)s z=12,..,n).
2; = 2i(q1» 9> --+> Gan)
Kinetické energie bude pak mit tvar kvadratické formy
1 2 dg, dg;
T=5,2% % @ =%
j

=1
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v derivacich novych soufadnic podle &asu; ay; zdvisi na soufadnicich ¢, (¢ =
= 1, 2, ..., n). Potencidl G pfejde ve funkei novych soufadnic ¢;. Zfejms zachové
podminka (6) pfi pfechodu k novym soufadnicim svoji platnost. Eulerovy
rovnice podle (6) ndm daji

oG oT d o7

—_—t - ——— =0(i=12...,3n), (7)
o9q; og; dtog,

. dg;
kde znakem ¢, oznadujeme derivaci —&

Rovnice (7) maji v mechanice ndzev Lagrangeovych rovnie.

Ptijali jsme za vychodisko d’Alembertiv princip, odvolili jsme z ného princip
Hamilton-Ostrogradského a jako dusledek posledniho principu Lagrangeovy
rovnice. Tyto tfi formy obecnych rovnic mechaniky jsou ekvivalentni a mohli
bychom za vychodisko vzit kteroukoli z mnich. Hamilton-Ostrogradského
princip mé fadu vyhod pfed jinymi formami. Rovnice (8) nezivisi na soustavé
soufadnic a je &asto vhodné pouZit této vlastnosti invariance; jiZ jsme ji pouZili
pti odvozeni Lagrangeovych rovnic.

ProtoZe T je kvadratick4 forma vzhledem k g, je

Z%%— (8)

T
Vyraz o 8e nazyvAa obecnym impulsem. ,
9
Necht potencidl @ a kinetické energie T’ nezévis{ v explicitnim tvaru na ¢ase ¢.
V tomto piipad$ méme ?)

3n
-~ . oT
w+ﬂ~2m7=—a ()
i=1 q

i

3) Skutetns, nésobime-li rovnice (7) vyrazem ¢.d¢= dg, a sefteme-li je, pak na-
lezneme

3n 3n
o 0G < oT
——dg; + > -—dg; — > gd— =
Rl TR 7T zgl aq'
neboli
n an 3n 3n
-~ 0G ~ oT — OoT o1
—dgq; + —(Tq-+\ —— dg; — dvq =0,
i%l oq; 12'1 o 5y 0q & 7T
t.
d@ 4 dT—d > g, or _,
o4,

z &ehoz dostaneme (7’).

78



Odtud podle (8) dostaneme
H=—G+T=0¢C, (9)

kde C je konstantni veli¢ina. Vyraz H neni ni¢im jinym ne% celkovou energii
soustavy a vztah (9) vyjadfuje znimy zdkon o zachovini mechanické energie.

§ 13. Legendreova podminka pro prostorovou tlohu.

Necht jsou v tiidé C, pfipustnych d&ar, leZicich v prostoru o n + 1
rozmérech (z,y,, ..., ¥,) a definovanych rovmicemi y; = y.(z) (¢: =
=1, 2,...,n), zvoleny dvé blizké kiivky y a y. Budte

Ys = yix)
Yi = Yi(x)
rovnice téchto kiivek. Na tfidé C, budiz definovan funkcion4l

[i=1,2 .5 7 = yo) + oy.(=)]

b
J@) = [F(& Y1, Yor -+ Y3 Y1> Yoo ---» Yy) de. (10)
V tom piipadé je
)
J(}_’) - J(‘}’) = f {F(:E, Yi ?/:) - F(x’ Y :’/;)} dr =

bn
= EFwﬁFwwu+

+ %f QO Fyu, 6y.6yj + 2'5 F, . 0y:0y; + ZF” vy 0Y;0y;) dz + €,

a 4]

kde ¢ je velidina ¥adu vyééiho nez 7y, y,) (v1z § 11). Vyraz

8J = f\ (F, 0y: + F, 5y) dx_fz( \, _(%F,,iz)éy;dx

a i=1 a i
je hlavni linedrni ¢ast pFirtstku (variace). Je-li y extremalou, pak je
6J =0 a hlavni linedrni &asti pfiristku se stane kvadraticky
funkeiondl (forma) v 6y,, t. j. druh4 variace

02 = f(YF ,v;aytéyz + 2ZF1/,11, 6?/:63/; +

a i,j

+ ZFV,' vj 6y16y7) dz. (11)
1,)



Nutnéd podminka pro to, aby ¥ minimalisovala J, spo¢iva podle obec-
nych tdvah vylozenych na konci piedchazejici kapitoly v tom, aby
bylo 6%J nezaporné.
Véta 2 (Legendreova podminka). Nutnou podminkou nezdpornosti
druhé variace je nezdpornost formy
Ay = ZFvi’v,-’ﬂiﬂj (12)
%7
v kazdém bodé M extremdly neboli, cof je totéz, splnéni nerovnosti
‘ Fvl'vl' Fvl'vz' v F'ul'ﬂ,,' ‘
F F o By

11,11’ 11’11, Ve ¥V
29 292 2
0,... 1 =20

Forue Fopuy | 5777 | oo

] Fyrgr Fyy

F go,l

v

s
L)

v kaZdém bodé extremdly.
Uvedeme formu 4,;, v nékterém bodé
M(zo, 1/1(930), M yn(xo))

extremaly na kanonicky tvar linearni transformaci:
i — %rx,- E .
n e ikSk
Po provedeni nabude forma 4,, tvaru
n
SAMER. (13)
=1

Forma A, je neziporna, jsou-li viechna odpovidajici &isla 4,*"
nezaporna.
Zavedeme funkce 6z,(x), 7 = 1, 2, ..., n, pro néz plati:

0y(x) =kz o 102,(2),
=1

1=1,2, ..., n (x; jsou konstanty).
V tom piipadsé je

n
6?/:(“’) = kz o‘ikazllc'
=1

Vyraz za integraénim znamenim v §2J ptejde ve vyraz

2a;;02,0z; + 2Zb,;;62,0z; + Zc,;62,0z;,
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kde a, b, c;; jsou néjaké funkce proménné z. V bodé M mame
Cis(%0) = li;‘(M) =0 (¢ * j).
BudiZ nyni v8ude v intervalu [a, b] dz, = dz; = ... = 6z, = 0.
Potom je
oJ = [(ay,023 + 2by,02,0z; -+ ¢,,02;2) dz.

Podle Legendreovy véty (viz kap. II) je nutnou podminkou neza-
pornosti 82/ vyplnéni nerovnosti ¢,; = 0 vSude v [a, b]. Specidlné tedy
¢11(o) = A, > 0. Analogicky se dokazuje nutnost nerovnosti 1, > 0,
LM >0,..., 2, > 0. Z toho tedy plyne nezdpornost formy A4 .

Pfiklad. V Hamiltonové principu
sf( G+ mar=0
neobsahuje G derivace q:., kdeZto T je positivné definitnf forma t&chto derivaci:
T = $Za,q.q;
Forma A 3y bude v tomto pfipadé mit tvar
Ay = ZTq'.’qj"”ini = $Za;nm;.

Z kladnosti formy T plyne kladnost formy 4. Zde je tedy Legendreova pod-
minka pro minimum splnéna.

§ 14. Piipad derivaci vys§iho Fadu.

Formulace dlohy. Shora rozvinutd methoda variaci umoziiuje skoro
beze zmény feSit také ty ulohy variaéniho poétu, kdy integrovana
funkce zavisi nejenom na prvni derivaci, nybrz také na derivacich
vy§Sich rada.

Jako piiklady takovych tiloh mohou slouZit Glohy theorie pruZnosti:
urdit tvar prohnuté osy nosniku pfi riznych podminkich na konce.
Jak je znamo, vede tato tloha na vyhleddni extrému potencidlni
energie systému. Na druhé strané zivisi potencidlni energie prohnutého
nosniku na kiivosti. Zabyva se tedy tato skupina tloh hledanim extre-
malnich k¥ivek, kdyZ integrovana funkce zavisi na derivacich prvniho
a druhého fadu neznamé funkce.

Problém poloZime obecné:
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Mezi vEems kfivkams y = y(z) tFidy C,, v intervalu [, z, ], vyhovujicime
v koncovych bodech podminkdm

Y(@o) = Yo, Y'(%0) = Yo - ¥ o) = ¥,
y@) =y ¥'(@) =y - y" @) = 97
uréit tu, podél niZ integrdl
J = ZfF(x, %Y,y ...,y dx
(F je dand funkce » + 2 proménnych z,y,¥,¥y", ..., ™) nabyvd
extrémni hodnoty.

Predevsim se podrobnéji zminime o funkeci F. O funkei F budeme
jako obvykle predpokladat, Ze je spojita spolu se viemi svymi parcial-
nimi derivacemi prvniho a druhého ¥idu podle vSech argument pro
zy < z < z, a pro viechny mozZné hodnoty druhych argumenti.

Odvozeni Euler-Poissonovy rovnice. Prvni zikladni vysledek
v tomto problému je uveden v této vété.
Véta 3. Jestlite kfivka y : y = y(x), kterd patFi do tFidy pfipusinych
éar C,,, vede k extrému integrdlu J, pak vyhovuje rovnici
d dn

d2
F"_d—:l-:Fv:—*——d—x—sz”—...+(— l)na’—‘F”(M=0. (14)

Objasnime si vyznam tohoto vysledku. Rovnice (14), jak je patrno,
bude v obecném pfipadé (pro F m,m + 0) Fidu 2n a tudiZ jeji obecny
integral bude obsahovat 2n libovolnych konstant a bude mit tvar

y = (&, 1, Bry -+ %ny Pr)- (15)
Jestlize tedy hledand k¥ivka existuje, je obsaZena v soustavé kfivek
(15) zavislé na 2n parametrech. Konstanty muaZeme za predpokladu
existence hledané kfivky uréit z 2n podminek na koncové body.

Omezime se na dikaz véty pro pfipad n = 2:

J= [F(z,y,9,y") dz.

Méjme dany dvé kiivky y a y t¥idy C,
= y(x), y = y() = y(x) + dy,
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které maji v koncovych bodech spoleéné teény a spojuji body A (z,, ¥,),
B(zy, 1):

8y (o) = Oy(z,) = dy'(x,) = dy'(x,) = 0.
Vzdélenosti r(y, y) mezi témito kfivkami nazveme nejvétsi z nasledu-

jicich ti &isel:
max|dy|, max|dy’| a max|dy”|.

Nyni najdeme hlavni linedrni ¢ast piiristku J pii pfechodu od
kiivky y k nekoneéné blizké kiivce y. Mame

AT =Jy)—J) = [Flx,y + oy, 4 + oy, y" + dy") dx —

Zo

— [Flz,y,y,y")dx =

= [(F,0y + F,.0y' + F,.0y")dz + er(y, y), (16}

kde jsou argumenty funkei F,, F,, F, argumenty z, y(z), ¥ (z),
y"(x) a kde & konverguje k nule spolu s 7(y, y). Prvni &len ve vyrazu
4J je linedrni funkecional lisici se od 4J o hodnotu nekoneéné malou
fadu vyssiho neZ r(y, ¥). To je variace nadeho funkciondlu

6J = [(F,0y + F, 0y + F,.by")dx.

Zo

Jestlize nyni ¢ini y funkeiondl J extremalnim, je
6J =0. 17y
PouZijeme totiz formule (16) na kiivku y, definovanou rovnici
y = y(x) + tdy, kde ¢ je libovolny parametr, y a dy jsou kiivky tiidy
C,. Potom dostaneme

AJ = J(y + toy) — J(y) = t6J + elt| 7y, y + dy).
Nyni zbyva jenom nechat konvergovat ¢ libovolnym zptsobem k nule
a pouZit pomocné véty § 8 (str. 51).
SnaZme se nyni transformovat éJ. Integrujeme-li druhy a tfeti élen
za integra¢nim znamenim per partes, dostaneme

2 E 27
T
fF,,'éy’ dx = [F,dy] — fd—(i: F,éy dx,

Zs Zo
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z z,

f Fyoy’ da — [Fyoy] — f L bty o

Zo Ty
I, z
= [Fwéy;]o— [dix F,,néy] + f ddz F -8y dz;

podle podminek na koncové body vSechny zintegrované éleny od-
padnou a nakonec obdrzime

Zy

d d?
oJ = .[(F"—FI—F +d F, )6ydx
Ze
dJe-li 8J =0, pak podle zakladni pomocné véty (a poznamky na str. 55)
mame

d ae
F,— o F,+ 5 Fp =0 (18)

Je tedy nakonec, jestlize pro y nabyva integrdl J extrému, kiivka y
integralem rovnice (18). Tim je véta tplné dokazana.

Poznémka. Pfi integraci per partes jsme u vySetfované funkce pouZili
existence derivaci tietiho a tvrtého fadu. Od této hypothesy miZeme upustit,

zamdnime-li vySetfovanou transformaci Lagrangeovu transformaci Du Bois-
Reymondovou.

PFipad sniZeni Fadu Poissonovy rovnice. V nékterych pfipadech
muzeme Fad 2n Euler-Poissonovy rovnice sniZit o jednu.

1. Predpokladejme, Ze integrovand funkce nezivisi explicitné na y;
potom nabude rovnice Euler-Poissonova tvaru

d o d»
L R e
neboli po integrovan{
d drn-1
Fv' — d_va” + ... F a—;ﬂ—l'Fvln) = C.

To je pravé hledany prvni integral.

84



2. Predpoklidejme, Ze integrovana funkce nezavisi explicitné x}a De-
zavisle proménné z:
J = fF(y, y,..,y™)dx

To
Provedeme zaménu proménnych. Za nezavisle proménnou budeme
povaZovat y a x vezmeme za neznamou funkei proménné y. Oznaéime-li

. .d . . dz dr
pro struénost znakem x’ denvacléa obecné z” = d—;;, v, ™ = d_y:’
dostaneme
’ ’ 1 " z” " 3z" — x'z"
dx:zdy,y:?;y =gy Y T T T

Z toho plyne, Ze integril J nabude v novych proménnych tvaru
yi
1 z” 3x”2 _ xlell
= F YT Ty T g3y T 5 2 e ' .
J f (y z’ z'3 xz's )x dy
o
Touto transformaci pfevedeme puvodni tlohu variaéniho podtu
na novou, pii ¢emZ nyni neni ve vyrazu za integraénim znamenim
neznami funkce z = z(y) explicitné obsazena. Tudiz, polozime-li
1 x"

F (y, oo ¥ ) =Py, x', 2", ..., z™),
bude mit hledany prvni integral tvar

d dn-
dQD + . :den1¢(")=0'

3. Nakonec ukdZeme jeden piipad, kdy je mozno ihned napsat
obecny integral rovnice Euler-Poissonovy. Nechf integrovana funkce

F zivisi jenom na y™. V tomto p¥ipadé rovnice nabude tvaru

Dy —

%l Fy(n) = 0
neboli
Fyw = P,_y(2),

kde P,-,(x) je mnohoélen stupné n — 1. Oznaéime-li znakem f funkei
inversni k funkeci F,m, dostaneme

&Y (Paesta),
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z tehoZ y najdeme integrovanim:
y = ff ff[Pﬂ"l(x)] dx" + Qn-l(x))

n

kde @, -, je libovolny mnohoélen stupné n — 1.

PFiklad. Do vélcovych otvorii 4 a B jsou vetknuty konce vélcového homogen-
nfho pru¥ného hmotného nosniku. PovaZujeme-li otvory 4 a B za &4ati jednoho
horizontéln® poloZeného vélce, chceme uréit tvar prohnuté osy nosniku.

Viechny rozméry, hustotu a koeficienty pruZnosti nosniku povaZujeme za
zndmé. K feSenf pouZijeme principu: je-li systém ve stabilni rovnovéze, pak se
pro viechny moZné posuvy systému potencidlni energie systému zv&tsi.

Oznadime 2! vzdélenost mezi podpérami, ¢ hmotu délkové jednotky nosnfku
a ds element oblouku prohnuté osy nosniku. Zavedeme soustavu soufadnic.
Necht Oz spojuje op¥rné body, posatek soutadnic rozdsluje tsedku AB na polo-
vinu a osa Oy smé&fuje vertikilnd nahoru. Vypodteme nyn{ potencidlni energii
nosnfku za piedpokladu, Ze rovnice jeji pruZné osy je y = y(z). Potencidlnf{
energie, kterd je zptisobena silami pruZnosti pti ohybu, bude rovna

: 2
de
ot
0
kde L je délka &asti nosniku mezi podpérami, @ je dhel, ktery svird tena s osou
Oz a u je konstantni koeficient, zdvisly na modulu pruZnosti a na momentu
setrvadnosti piiéného prifezu nosniku. Nynf vySetiime potencidlni energii
vytvofenou gravitadnim polem. Element nosniku ds bude mit potencidlni
energii rovnu py ds. Z toho dostaneme potencidlni energii vSech elementi
nosnfku rovnou
L
foy ds.
0

Sedteme-li nalezené velidiny, obdrZime celkovou potencidlni energii nosnfku

- [[w(2 v o]

. —— dp y”
Dosadime-li ds = Vl + y3dr a — = ~——— (kfivost), dostaneme
ds (1 + y'n?

+i

y” —
E=f bu '—,—+eyV1+y"}dx-
1 +yt
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Podle shora pkipomenutého principu vede nafe wloha na hledéni minima
vyrazu E. Vyraz za integradnim znamenim na z explicitnd nezdvis{; miZerne
tudiZ pouZit shora vyloZeného postupu k tomu, abychom ihned snf%ili ¥4d
rovnice. Av8ak pfitom obdriime rovnici tfetiho ¥ddu dosti sloZitého tvaru,
kterou nelze v obecném piipad$ elementarnd integrovat. Z toho divodu se ne-
budeme zabyvat jejim vySetfovanim v tomto tvaru a omezime se na pfibliZné
feSeni v této tloze obvyklé.

Pova¥ujeme-li ochyb nosniku za neveliky, zanedbame druhé mocniny y’; pak
vyraz E nabude tvaru

l
E = f{«}py” + oy} dz.
-3

Eulerova rovnice vypada nyni takto:
42

e+5;ﬂf=0,

neboli
Yy = — 2
u
joji obeeny integrél bude
y=——g—x4+az“+ﬂﬁ+yw+6.

24u

Ctyti neurdené konstanty «, #, ¥, § je moZno stanovit z podatetnich podminek.
Z podminek symetrie méme ihned « = y = 0; kroms toho v koncovych bodech je

ol?
YD =yl = — o+ B+ 6 =0,
24u

YD =yl = — =1+ 26 = 0.
6u
Odtud nakonec nalezneme

e 4 4
-2 222 — 14].
Y 2‘M[ z% + 2% ]

§ 15. Pfipad funkce vice proménnych.
Ve viech predchdzejicich tlohich jsme se zabyvali funkcionaly
zavislymi na funkecich jedné proménné. Pfejdeme nyni k dloze najit

extrém funkciondlu zavislého na funkei n proménnych.
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V rozvoji tohoto oddilu varia¢niho poctu patii velka zasluha vynika-
jlcimu ruskému matematikovi M. V. Ostrogradskému, ktery publi-
koval v r. 1834 svoji praci o variaénim po¢tu pro mnoiné integraly.
V tomto dile M. V. Ostrogradskij uvadi nejobecnéjsi vyjadfeni variace
mnozného integralu, kdyZ vyraz za integra¢nim znamenim je funkef
nékolika proménnych a parciilnich derivaci libovolného fadu.

Formule Ostrogradského, kterd veila do vSech udebnic analysy,
tykajici se transformace mnoznych integrali, je uvedena v této praci
spolu s definici variace mnozného integralu.

Formulace Glohy. Méjme v n-rozmérném prostoru oblast ¢, kterou
budeme pro jednoduchost povazovat za omezenou. Vezmeme ttidu C,
funkei p(z,, Z,, ..., Z,), definovanych a spojitych v oblasti @ a na jeji
hranici, které maji spojité parcidlni derivace ¢, = ¢, Nazveme
vzdalenosti mezi funkcemi ¢ a y t¥dy C,:

r(p, v) = max{|p(,, Ty, ..., Tn) — P&y, Ty, «.oy Tp)],
l(tvi(xls Lgy «eey zn) - 1/’;'(701, Lay oevy xn)l}
(t=1,2,..,,n).
Soustava téch funkei y, pro néz r(p, p) < &, tvofi e-okoli funkce ¢.
Definujme na C, funkcional

Jo)=[ 5 [F(z;, ¢, p;) dz, dz, ... dz,,

kde F je dana spojitd funkce 2z + 1 proménnych argumentd z,,
@ @z, = @: (0= 1,2,...,n), majici parcidlni derivace podle v3ech
argumentt do t¥etiho fadu véetns.

Oznaéme C, soustavu téch funkei ¢ ze t¥idy C,, které nabyvaji
na hranici @ pfedepsanych hodnot. Na hranici @ je definovana funkce
f(4) a funkee ¢ v kazdém bodé A hranice @ je rovna

p(4) = [(4).
Mezi vemi funkcemi t¥{dy C, hledime tu, ktera &inf funkcional J(p)
extrémnim.

Necht funkee ¢ z C, &inf J(¢) extrémnim a funkce ¢ + dp je nékterd
jind funkce téZe t¥idy, leZici v jistém e-okoli funkce ¢. Ziejmé je
ve viech bodech hranice

ép(d4) = 0.
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Klademe-li

0
oz, 07 = 00 = 2
najdeme, Ze
J(p + dp) —J(p) =

=[J 3 [[F(x;, ¢ + 0@, 9; + 6p;)) — F(2:, 9, 9)] dz, ... dz, =

=[f 5 [[F.op + >F, bp]dx, ...dx, + n, (19)
t=1

kde 7 je veli¢ina vy&8iho fidu ve srovnani s 7(p, ¢ + d¢).
Vyraz

n
oJ = [[ ... [[F,op + DFsdp]dz, ...du,
Q i=1

je hlavni linedrni &isti pfiristku J(p + dp) — J(p)*) a nazyva se
variaci J.

Nutnou podminkou pro to, aby pro ¢ nabyval funkeciondl J(p)
extrému, je, aby jeho variace byla identicky rovna nule:

(5J=ff...f[Fq,(s(p-Fsziatpi]dxl...dxnEO (20)
Q i=1

(to se dokazuje stejné jako analogicka tvrzeni v § 8 a 14 na zakladé
pomocné véty na str. 51); identita (20) musi platit pro vSechna d¢
ze tiidy C,, které jsou rovny nule na hranici Q.

Transformace variace. Je moino, jak jsme to uéinili v § 8, prevést
integraci per partes vyraz éJ na jednodussi tvar.

Vedeme viechny mozné pfimky rovnobézné s osou Oz,; vySetfujeme
interval AB, lefici na jedné takové pfimce uvnitt @, jehoz koncové
body lezi na hranici ¢. Mame

B

fF,, Op; dx; = [Fy, Op] —f d (Fo )0y dx; =

P4 ox;
4 4

B
0
— | 2 (Fy,) bp dz,.
az,-( v,) 0 (21)
4

4) T. j. li5i se od pFiristku o velidéinu nekonend malou Fédu vy3siho nez r(p, ¢ + Sp).
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Zde je ai (Fp,) Gplnd derivace funkce
Ly
F¢‘[:c1, Ly ovey Lny P(T1y Tay «e ey Tn)s 1@y, Loy oo Tp)y ooy @1, Ty, o0 0, 20)]
podle z;:
] n
ox. (F'pi) = F:u‘P.' + FG’W,-(P{ + z Fcqu)ilpji.

i=1

Na zakladé (20) a (21) dojdeme k rovnostem
If-- wa,aq;, dz, ... dz, = —ff...fgi_ (Fo)0p da, ... dz,
Q i

0 = ffof [Fedp + ZlF.pﬁ(p.-] dz,...dz, =

= f_[qf [ jz iz, (I )] op dz, ... dx, = 0. (22)

Pomocnd véta. Je-li
ff.. f Mydz, ...dx, =0,
kde M je spojitd funkce na Q a 7 libovolnd funkce tFidy C,, jeZ je na hranici
@ rovna nule, pak je
M=0

vdude v oblasti Q.

Necht je totiz v bodé 4 oblasti @

M(A)=c F 0
vezméme pro uréitost ¢ > 0. Sestrojme kolem bodu 4 pravouhelnik R:
e, <z, by,

ktery lezi cely v @ a je takovy, Ze M(A') > - pro ka%dy bod A’ z R.
Definujme funkei 7 na @ timto zptsobem:

. xr —ai
n (xl, zz, cery x,,) = H sin? _(—‘—)_’

b,—a;
je-li bod (z,, z,, ..., z,) v obdélniku R, a
"7(931, Loy v oy xn) =0,
lezi-li bod (z,, z,, ..., x,) vné R.
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Lebhko se pfesvédéime, Ze funkce # je funkef t¥idy C,, kterd je rovna
nule na hranici @, a proto musi pro ni platit

[/ o [Mydz, ...dz, = 0.
Na druhé strané je
[[... [ Myde,...dz, = [ ... [ Mydz,...dz, >
e R

by by bn
f fI_I sinz 50t — %) a‘) dz, ...dz, > 0.
Tim jsme dospéli ke sporu.

Z pomocné véty a z rovnosti (22) dostaneme: jestlize funkcional
J (@) nabyva extrému pro funkeci p(z,, ,, ..., z,), pak funkce @(x,, ,, ...
.. Z,) na oblasti @ musi vyhovovat parcidlni diferencidlni rovnici

0
Fy — gﬁz—i Fo =0 (23)
(rovnici Euler-Ostrogradského).
V rozvedené formé nabude rovnice (23) tvaru

F,— Z (Foip; + Fop®e; + Z Fww‘Pnzj) = 0. (24)
; A

i=1

Kromé toho vyhovuje funkce ¢ podminkdam na hranici:
p(4) = (4
®
Pfiklad 1. Najit plochu o nejmensim povrchu, jdoucf danou &arou

x =z(t), y = y(t), z = 2(). (25)
BudiZ rovnice plochy
z = gz, y)-
Podminkou pro to, aby plocha prochézela &arou (25), je:
p(x(t), y(2) =-2(t).
Povrch je vyjddien integrdlem

Jp) = ffV1+%+'P dz dy.
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Eulerova rovnice pro tento integral m4 tvar

2 a i
— [i%__] + = [_._;’J”_] — 0. (26)
z | 1+ 62 + o2 o [ Y1+ o2+ o2
Podminka (26) ukazuje, %e hledand plocha o minimélnim povrchu (f. zv. mini-
malni plocha) mé viude stfedni ki¥ivost rovnou nule.

PFiklad 2. Dirichletovym integrdlem funkce ¢ po oblasti @ n-rozmérného
prostoru se nazyvs integrél

Do) = [ .. ] 2 o2, dr ...z,

Uréit podminky, za nichZ funkce @, nabyvajici na hranici @ danych hodnot,
minimalisuje Dirichletuv integral.
Eulerova rovnice (24) vypada takto:

n
2 Prg= 0. (27)
i=1

Vskutku, v ptipad$ F = Zg2 je
2 pro ¢ =7,
Fo= Fop, = Foppy = 0, Fopp, = { 0 pro ¢ + j.
PouZijeme-li Laplaceova operiatoru, maZeme zapsat rovnici (27) ve tvaru
Adp = 0.
Je tedy Laplaceova rovnice rovnici Euler-Ostrogradského pro Dirichletiv
integrél.

Invariance Eulerovy rovnice. Tak jako v pfipad® funkce jedné promnné,
tak i o Eulerovs rovnici (23) nebo (24) se miiZeme pfesvéddit, Ze je invariantni
vzhledem k transformaci soufadnic. Vezmeme jako pfiklad Laplaceovu rovnici,
t. j. rovnici Euler-Ostrogradského pro Dirichlettiv integral.

Vy8etfme rovinny pfipad:

D(g) = ];f(tpi + ¢3) dz dy.

Piejdeme od kartézskych soufadnic (z, y) k poldrnim soufadnicim (g, @). Mdme:

0, o,

a—i = cos®, -a% = sin@®,

2 1 0 1
._9 = — — sin@’ ._Q = —cos@.
ox ] oy ]
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Z toho dostaneme
D(p) = J;f(tpi + ¢f) dr dy =

20 20\? oo 20\*
=£f[(¢g—a;+¢e§) + (%@Jﬂpea—y) eded@ =

1
= {’ J [e«p}, + 2 qv’@] d6@ de. (28)

Sestavime-li pro posledni integrél z rovnosti (28) Euler-Ostrogradského rovnici,
dostaneme Laplaceovu rovnici v poldrnich soufadnicich

1
Pe + 0Pee + 2 Pee = 0.

Analogicky je moZno sestrojit pro trojrozmsrny pfipad Laplaceovu rovnici
v polarnich soufadnicich (nebo v jakékoli jiné soustavd soutadnic, na piiklad
v eliptickych soufadnicich, viz o tom piiklad na konci § 30).
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