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III.
UTVARY LINEARNI. ROVINA A PRIMKA.

8. O rovnici roviny. Jak zndmo, ka%dou rovinu lze uréiti
jednim jejim bodem a smérem jeji kolmice ¢ili normély.
Bud tedy P’ (2'; ¥'; ') bod roviny g s jeho pravodhlymi
kartézskymi soufadnicemi, (I; m; n) smérové parametry jeji
normély k. Je-li P (z; y;z) jiny bod roviny g, pak spojnice

PP’ je na k kolma, coz podle (7,3) vyjadiuje rovnice

l@—a)+my—y)+n@—z)=0, (81
nebot (zx —2'; y—y'; 2—2') jsou [viz (6,1)] smérové
parametry spojnice PP’.

Rovnice (8,1) je nutni a postaujici podminka pro to,
aby bod P leZel v roviné g; nazyvidme ji proto rovnici
roviny o. )

Uspoiddéme-li (8,1) podle soufadnic z, y, z bodu P, ¢ili
podle béZnych soufadnic, vychdzi rovnice

le4+my+nz+ p=0, . (8,2)
kde ze smérovych parametri [, m, » je alespoii jeden rizny
od nuly a kde p je libovolnd konstanta.

(8,2) je rovnice linedrni ¢ili prvého stupné; proto rovinu
nazyvdme algebraickou plochou prvého stupné.

Pripomeneme-li jeSté pro viplnost, %e rovmice nevlastni
roviny — oviem v soufadnicich homogennich — je

z,=0,
miZeme fici:

Rovnice kterékoliv roviny v homogennich (zatim
kartézskych pravoihlych) soutfadnicich je linedrni
rovnice tvaru

o(z) = aym, + ayxy + ayzy + a2, =0 (8,3)
kde alespon jeden z koeficientli a; je rizny od nuly.
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Pfi dané soustavd® soufadnic pFisluf kaZdé rovnici (8,3)
jediné rovina g. Obrécend vSak kaZdé rovin® pkislusi celé
mno#¥stvi rovnic; je-li (8,3) jedna z nich, obdrZime z nf kaZdou
jinou nésobenim od nuly riznym faktorem A. Z mnoZstvi t&chto
rovnic vytykdme n&které zvlastni volbou (normalisaci)
faktoru A (tvar normélni, tvar isekovy).

- 9. Norméilni tvar rovnice roviny. Na tento tvar je
moZno uvésti rovnici viech rovin vyjma roviny nevlastni,
nebot' rovnici (8,2) je nutno nédsobiti takovym faktorem 4,
aby soucet étverci koeficientd pfi z,y,z v

Mz~ imy + Anz+ Ap=0 9,1)

byl roven + 1. Odtud plyne (A1) + (Am): + (An)2 =1, a
1

}, = e ———— 9,2

, + Vlz + m? + 2 (9,2)

Je-li 1 takto voleno, koeficienty pii z, ¥,z v (9,1) nejsou
pouhé smérové parametry, nybrz smérové kosiny normély k
roviny g. Dvoji znaménko v (9,2) odpovidd dvojf mozné
orientaci této normély. Jsou-li «, f, y jeji smérové odchylky,
je tedy

. l _ m
CO8 X — —+ —m, COSﬂ— :}: P—_Hn_ﬁ,
. 93)
Y

Nésobenim rovnic (8,2), resp. (8, 1) fa,ktorem (9,2) vychézi
hledany normélni tvar rovnice roviny

N lx+ny4+nz+p
Ve T+ me 5 o

(9,4)

resp.

(z—2')cosx + (y—y')eos B+ (z—2)cosy = 0. (9,5)
Posledni rovnici uvedme na tvar

zcosx 4 ycosf 4 zcosy —d =0, (9,8)
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kde , C e
d=x"cosx + y' cos f | 2’ cos y.

Lze ukézati, ¥e d je vzdélenost poddtku O od roviny g.

Za tim G¥elem promitnéme bod
P’ (x’; y’; 2’) roviny ¢ kolmo (obr.
12) do souFadnicové roviny £ do
bodu P’;, nadeZ promitndme P’,

-
kolmo do & do bodu P’y. Pak kolmy
primét lomené &iry OP’,P’,P’ do
(po&étkem O prochazejici) normély
k roviny ¢ je roven vyrazu

z' cos & 4 y’ cos B 4 2" cos y;
ne druhé strand je zfejmé, Ze tento Qbr. 12. Rovina & jejf nor-
priumét mé celkovou délku d, coZ méla podétkem.
bylo dokézati.

Volbou znaménka faktoru A lze dosdhnouti, aby v rovnici
(9,6) &islo d bylo kladné (neni-li oviem nulsa, t. j. neprochdz{-li
rovina g podétkem O). Tim je odstranéna dvojznacénost
normalisace & normélni tvar (9,6) rovnice roviny je urcen
jednoznaéné. Jeji geometricky vyznam je ten, Ze na nor-
méle k roviny o byl za kladny zvolen smysl od O k .

10. Urleni roviny tfemi body. Usekovy§ tvar rovmice
roviny. V soufadnicich rovnobézkovych homogennich bud-
tez diny tfi body y, 2, « neleticf v piimce. Ke kaZdému
dalsimu bodu z jimi uréené roviny p
lze dospéti takto (obr. 13):

Bod # spojen 8 « ddvd pf{mku, pro-
tinajici (yz) v bodé v.

Je tedy v linedrnf kombinacf boda y
a z tvaru v = 4,y + 4,2, (4, a 4, nejsou
soucasné nuly) a bod z linedrni kombi-
naci bodid » a v tvaru z = xv + pyu
(# a u, nejsou soucasné nuly); spojenim
obou symbolickych rovnic vychdzi @p, 3. Linedrni
z = xhy + %Az + pyu. Klademe-lis kombinace 3 bodt.
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2l = py, #ly= y,, lze psdti

T =y + psz + ps, (10,1)
pii éem? — jak z uéinénych predpokladd o éfslech 1,, 4,,
%, g Vyplyvé — alespon jedno z &isel p,, py, ug je Tazné od

nuly.

8(,31& uspofddané trojice (u,; us; pg) se nazyvaji homogen-
ni trojihelnfkové soufadnice bodu =z roviny p
vzhledem k jejimu trojihelnfku yzu.

Jejich homogennost je patrnd z okolnosti, Ze s bodem z
(geometricky) totoZny bod @z (¢ = 0) mé vzhledem k y2u
soufadnice (@u,; pu,; Pus), jak ndsobenim rovnice (10,1)
¢initelem @ vychézi. Prislusi tedy geometrickému bodu {x}
celé mnoZstvi uspofddanych trojic homogennich trojihelni-
kovych soufadnic, jeZ oznatme opét {u,; u,; s}

Vrcholim g, z, # soufadnicového trojihelnika patrné né-
lezeji mnoZstvi {1;0;0}, resp. {0;1;0}, resp. {0;0;1)}.
Jsou-li tyto body v roviné ¢ dény a je-li z libovolny dalsi
bod roviny g, nenfi tim mnoZstvi {u,; u,; 43} jeho trojihel-
nikovych soufadnic jednoznaéné urdeno! Skuteéné, zaméni-
me-li v (10,1) trojici bodu y, z, u trojici ¢,y, @.2, p;u, kde
@193 =+ 0, jsou vrcholy nového soufadnicového trojihel-
nika geometricky totoZné s vrcholy trojihelnika pivodntho.
Trojtihelnfkové soufadnice (u,; t,; 13) bodu z je viak nutno

zameéniti Gisly

(ﬂ; ta, ﬂ)- (103)
Y1 P2 Ps

Tato zdména je pbuhou zménou faktoru homogenity troj-

thelnfkovych soufadnic jen tehdy, kdyZ

PrL=@:= Ps; (10,4)
jen tehdy skuteéné je
P B Bl g
P @ %} Uit ,.u,}

Odtud vyplyvé, Ze body v roviné ¢ a mnozstvi trojthel-
nfkovych soufadnic {u,; u,; 4y} jsou v korespondenci obou-

40



stranné jednoznaéné tehdy, je-li dén v roviné g kromsé
vrchold y, z,  trojihelnika soufadnic je§té bod g =y 4
+ z+ u, nele¥fef na %4dné z jeho stran. ProtoZe jeho
trojihelnfkové soufadnice jsou {1; 1; 1}, nazyvé se bodem
jednotkovym.

Skuteénd, mé-li jednotkovy bod po zdm&nd vrcholl y, z, »
trojuhelnika body @,¥, @,2, psu zistati jednotkovym, musf podle

(10,3) byti
1,1 1 }
—; — — }={1;1;1},
{‘Pl P2 Ps { Y
coZ je podminka rovnocennd s (10,4). Je tedy moZno souiad-
nice bodidl y, 2, 4 nasobiti pouze stejnym, od nuly riznym
¢islem, coZ mé za nasledek, Ze trojuhelnikové soufadnice bodu =
se timto &islem d&lf a jejich mnoZstvi {u,, us, 1y} zistéva ne-
zmén&no, ¢. b. d. .
Rovnobézkové homogenni soufadnice bodd roviny ¢,

o kterych jsme uvaZovali v odst. 1, zfejmé jsou zvlddtnim
piipadem homogennich soufadnic trojihelnikovych. Vrcholy

trojihelnika soufadnic jsou zde nevlastni body os za __1;
a pocitek O. Jednotkovy bod se ztotoZiuje s jednotkovym
bodem (1; 1) soufadnic nehomogennich.
Symbolickéd rovnice (10,1) je zkrdcené napsand soustava
étyr rovnic
Ty = Y + Mg + HUaUi, (i = 1) 2) 3, 4)' (10!5)
Poklddéme-li v ni u,, uy, ys za neznémé, neexistuje pti
obecné vzijemné poloze bodi =z, y, z, u %4dné FeSeni této
soustavy; existuje, jak je zndmo, jen tehdy, kdyZ
Ty Ty T3 Ty
— %1 Y2 Y Y| _ .
(%, 9,2, u) = 2 7o 20 2, = 0; (10,6)
Uy Up Uy Uy
cot je nutnd i postagujfci podminka pro to, aby body
z, Y,z u byly linedrné zdvisl¢, t. j. aby bylo moZno
vésti jimi rovinu. Je-li (x, y, 2z, u) & 0, body =z, ¥, z, » jsou
linedrné nezdvislé, t. j. neletf v jedné roviné.
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- Rozvedeme-li determinant v rovnici (10,6) podle prvniho
ré,dku, obdri{me usporédanou rovnici roviny uréené body-
4,2, u. Je to linedrni rovnice tvaru (8,3), takZe i v obec-
nych rovnobéikovych soufadnicich rovnice roviny je li-
nedrni.

Soufadnice, v kterych rovnice pfimky v roviné, nebo
roviny v prostoru je linedrni, nazyvdme té% linedrnimi,
bodovymi soufadnicemi. Takovymi jsou nejen rovno-
béikové souradnice bodu v roviné nebo v prostoru, ale,
jak snadno dokdZeme, i trojihelnikové -soufadnice bodu
v roviné. Skuteéné, dosad{me-li za x; podle (10,5) do (8,3),
obdriime t{fm rovnmici obecné poloZené piimky v roviné
(yzu) v trojdhelnikovych soufadnicich u,, us, uy. Tato rov-
nice zfejmé bude linedrnf, coZz bylo dokézati.

Dodejme, Ze v roviné trojtihelnikové soufadnice
jsou nejobecnéjdf souradnice linedrni.

Z rovnice roviny uréené tfemi body snadno odvodime
t. zv. isekovy tvar rovnice roviny, na ktery je moZno
upraviti rovnici kterékoliv roviny g, kterd nenf nevlastn{
a neprochdzi potédtkem soustavy rovnobézkovych soufadnic.
. Za téchto predpokladi rovina g proting soutadnicové osy
a?:g;: z v bodech (p; 0; 0), (0; g; 0), resp. (0; O; 7), kde pgr & 0.

Jimi je rovina g jednoznadné urlena a jeji rovnice podle
(10,6) znf

z Y 2z 1
p, 0,0 1 —0
0,¢,0 1| ™
0,0 r,1

Z4¥ i E 1=0 (o7

» + p + . / (10,7)
Snadno bychom dospéli k tomuto visekovému tvaru rov-

nice roviny té% ndsobenfm rovnice roviny takovym faktorem

A, aby jejf prosty ¢élen nabyl hodnoty — 1.
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PFiklady k cvifeni. .-

82. Napite rovnici roviny (v pravoihl. kartézskych sou.f ),
kterd prochézi bodem (5; — 6; 8) a stoji kolmo na . pFimku
o parametrickych rovnicich z=2—¢, y=3+ 3¢ z=
= -—1 + 4¢! Urdete priseéik dené pHmky 8 onou rovinou!
[z—3y—42 +9=0,t =, (3§48 — )]

88. V tychZ soufadnicich napiste rovnici roviny soum&rnosti
tsetky AB([A(—2;5;7), B(6;—3;1)]! [4z— 4y — 3z +
+ 8=0] .

84, Napidte rovnice viech rovin, jejich% vzddlenost od po-
&atku je 13 a jejichZ odchylky od stdn kartézského pravo-
thlého soufa.dmcového trojhranu jsou ste]né' [8 rovin: + = +
+ty+z—133=0]

85. Jak zni ﬁsekovy tvar rovnice rovmy, které je rovnob&%nd
8 jednou nebo se dvéma osami soufadnic? [Soufadnice stejno-
jmennd 8 osou, kterd je s rovinou rovnob®#né, se v rovmici
roviny nevyskytuje.] _

86. Udejte rovnice pFimek, v nich¥ rovina (8,3) protind stSny
soufadnicového trojhranu a rovinu nevlastni [z; = 0, a,7, +
+ 3Ty + aa%y + gy — =0, 1= 1,2,3,4].

87. Bodem (— 3; 0; 5) proloZte rovinu, kteréd protind soufad-
nicovou rovinu £ v pﬂmce 2y —6z 4 9 = 0! [Tz — 2y + 6z —
—9=0.]

88. NapiSte rovnici roviny, které obsahuje pfimku o para-
metrickych rovnicich (6,8) a je rovnob&?na se spojnici bodi

T— Xy Y— Yoo 272 O]

(%13 %15 21) & (93 Yo} 29! [ l Com,. n
Ty — Ty Y1 Y 21— 2

89. Pfevedte normilni tvar rovmice roviny na usekovy

& obrécend!

40. Urdete priusediky pitimky P, P, [Pl (—1;2; 6), Py (7; 8 2)1,
8 rovinou 2z — 3y 4 4z — 5! [(3; ¥; ).

41, Ude]te vzorec pro ihel rovin
a1m+a,y+a,z+a‘—0
bz + by + bz + by = 0!
[cos @ = £ (@b, aghy-t azb,) : V(a'l + g’ + a,?) (b2 + b2 + b,?).]
42, Urdete vhel rovin £ —y +2—2=0, 22—y + 3z —

—08=0. [cos w = :i:V#]
48. Bodem (4; 5; — 1) vedte rovinu. rovnobéinou 8 rovinou
142z — 2y + 92— 11 = 0! [14z — 2y + 92 — 37 = 0.]
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44. Rovnici roviny dané body (1;1;0), (0;2;3), (3;4;0)
uvedte na tvar a) usekovy, b) normaélni!

T Y z 9z — 8y + 5z — 3

8) S +—L +-—1=0;Db — =0.

[ S G ) Viz ]

48. Urdete rovinu prochézejici body (1;2; 3) a (1; — 1; — 2)
a stojici kolmo na rovinu £ — 2y + z— 56 = 0! [13z + b5y —
—3—14=0.]

48, Jsou-li y,z, u wgholy trojihelnika soufadnic v roving
@ g =Y + 2z + u bod jednotkovy, z = u,y + psz + uyu, pak
Iyt g Jest dvojpomdr &Etvefiny paprskd (uy) (uz) (ug) (uz).
Doka¥te a udejte obdobné vyznamy pom&ri u, : uy 8 uy: u,!
[Paprsky &tvefiny protinaji stranu (yz) souf. trojahelnika
v C&tvefici bodb y,z, ¥ + 2, u, ¥ + usz, jejiZ dvojpomér jest
Myt g ©. b. d.]

11. Ctyrst¥nové soufadnice bodu v prostoru. Rovnice
roviny v rovnobézkovych soufadnicich je vidy linedrni;
Ppies to rovnobézkové souradnice nejsou nejobecnéjsf linedrn{
soufadnice. K tém dospéjeme vychdzejice z této véty:

Jsou-li y,z,u,v 8tyFi body v prostoru, neleZici
v jedné roving, pak kaidy dalsi bod z je jejich
linedrnf kombinaci tvaru

T =Y + 32 + %3% - 3,0, (1L,1)
kde alespon jedno z éisel »; (¢t =1,
2,3,4) je rizné od nuly.

Cisla usporddané &tvefice (%;; »,;
%3; %) jsou homogenni &étyrsténové
soufadnice bodu 2 vzhledem k étyr-
sténu yzuy, ktery jmenujeme sou-
Obr. 14 Linearni f#dnicovy.
kombinace &ty¥ Na dikaz uvedené v8ty uva¥me, Ze pri-
bodivprostoru. sedik w spojnice (zv) s rovinou (yzu) je

(obr. 14) podle odst. 10 linedrni kombinace
w = Yy + pez + uyu, kde alespoii jedno z &isel u,, uy, 1y je
rizné od nuly. Bod z tedy leZi na spojnici (wv) a je proto
linedrni kombinaci z = xw + »,v, kde alespori jedno z &isel
%, %, je rizné od nuly.

Kiademe-li xu; = x;, (i = 1, 2, 3), vychédzf spojenim posled-
nich dvou rovnic (11,1) a soudasnd je patrna sprdvnost celé
dokazované véty.
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Stejné jako v piipadé trojihelnfkovych soufadnic bodu
v roviné neni vrcholy soufadnicového étyrsténu jesté defi-
novdna oboustranné jednoznaénd korespondence mezi body
v prostoru a mnoistvimi {x,; s,; %y; #,} jeho homogennich
étyrsténovych soufadnice. I zde vSak postacf, je-li jesté
déna poloha jednotkového bodu g =y + z+ u 4 v, ne-
lezictho v %4dné sténé ¢tyrsténu. Jeho étyrsténové sourad-
nice tvoif mnoZstvi étyréisli {1;1;1; 1}.

Linedrnost étyrsténovych soufadnic dokédZeme takto:

Bud (8,3) rovnice libovolné roviny g v tychZ rovnobéz-
kovych homogennich soufadnicich, jimi% jsou uréeny vrcholy
¥, 2, 4, v ¢tyrsténu. Jeji rovnici v soufadnicich étyrsténovych
obdriime, dosadime-li do (8,3) podle (11,1)

Xy = #3Yi + HoZ4 + HaUi + %4V, (1’ = l) 2) 3) 4), (11)2)
¢imZ zfejmé vznikne rovnice linedrn{ a homogenni v &tyr-
sténovych soufadnicich ,, ,, 4, %, c. b. d.

V dalifm, nebude-li vyslovné uvedeno, Ze jde o soufadnice
rovnobézkové, budeme soufadnicemi bodu rozuméti sou-
fadnice ¢tyrsténové, které budeme oznacovati obvyklym
zpusobem, takZe na pF. (2,; z,; z3; z,) budou étyrsténové
homogenni soufadnice bodu z, coZ struéné vyznacujeme
symbolem z (z,; x,; z,; z,) a t. p.

I v prostoru rovnobézkové soufadnice jsou zvldstnim
piipadem soufadnic étyrsténovych: vrcholy souf. étyrsténu

jsou zde patrné nevlastni body os ;, ;,; a poditek O;
bod jednotkovy zde, jak vime, uréuje méfitka na osdch
a teprve po jeho volbé soufadnicovd soustava jest dplnd.

12. Transformace souFadnie. V soustavé rovnic

Ty = ey + 1%’y + €973 + €147y

Ty = Cpu &'y + o'y + €923 + €34Ty, (12,1)
Ty = T’y + C4a%p + Coa®'3 + €34Ty, ’
Ty = ') + €4u%y + CaT'y + €447’y

poklddejme (2;; z,; ,; x,) 8 (&'y; o'y 2'y; 2',) za dvé Styi-
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islf soufadnic tého% bodu vzhledem ke dvéma riznym
soufadnicovym é&tyrsténtim. K tomu jsme skuteéné opriv-
néni, nebot’ podle téZe soustavy rovnic bod z (z,; x,; 24; x,),
jehoZ soufadnice se vztahuji na soufadnicovy &tyrstén
(15 0; 0; 0), (0; 1; 0; 0), (0; 0; 1; 0), (0; O; 0; 1) je geometricky
totozny s bodem =z’ (z';; 2'y; x'y; #'y), jehoZ soufadnice se
vztahujf na jiny étyrstén, a to (¢ Car; €s15 €a1)s (Cig Cog; Can
Caz)s (€135 Cos Casi Cas)s (Cra5 Coa5 Caas Can)- Pro jasnost vyslovné
uvedme, Ze poslednf étyfi étyféfsli jsou soutadnice vrcholi
druhého étyrsténu vzhledem k prvému é&tyrsténu. Odtud
predeviim vyplyvi, Ze jen tehdy, kdy? determinant

C=|eca| #+0, (12,2)

druby z obou étyrsténi je skuteény &tyrstén, t. j. jeho
vrcholy neleZf v jedné roviné. Budeme v daldim stéle pied-
poklddati, ¢ podminka (12,2) je splnéna.

Soustavou rovnic tvaru (12,1) lze transformovati soufad-
nice bodu vzhledem ke kterémukoliv souf. étyrsténu k bodu
jednotkovému v soufadnice vzhledem ke kterékoliv jiné
“takové soufadnicové soustavé.

1. specialisace transformace (12,1) nastane, pfedpoklé-
ddme-li %e obé soutadnicové soustavy jsou rovnobéZkové.
Pro bod nevlastni je jak x;, = 0 tak 2’; = 0, z jedné z téchto
rovnic musf pak vlivem rovnic (12,1) plynouti druhéd. Tak
tomu je, jen kdy%

€= Cgg==Cg3 =0, ¢4y + 0. (12,3)

Délme pravé strany viech rovnic (12,1) koeficientem ¢,
— coZ znamens jen (geometricky bezvyznamnou) zménu
faktoru tdmérnosti homogennich soufadnic x; bodu * —
8 souéasné’ poloime

Cik -
=G TI=0, L, = Y, T3 =2, Ty = L
Cu

=2,y =y,2y=2 2"y, =1
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Obdrzime tak soustavu rovnmic

r= du‘” + dlzy + dyg?’ + dyy,

Y = do&’ 4 dyyy’ + dy?’ + dy, (12,4)
2 = dg @' + dyy’ + dyg?’ + dy,, !
1=d,.
Z (12,2) vyplyvé
dyy dyg iy
6= dg dyy dog| £ 0. (12,5)
31 T3z O3

Urdeme nyni geometricky vyznam koeficientii d; rovmic
(12,4). Pfedevi&im politek druhé soustavy (¢’ =y’ =2’ = 0)
mé podle (12,4) soufadnice (dy; dy,; dy). PoloZme dy, = z,,
Aoy = Yor daq = 2

Hrana z' druhého soufadnicového trojhranu (y’ = 2’ = 0)
mé v prvém trojhranu podle (12,4) parametrické rovnice

T =1z + dyz’, y = Yo + duo, z-=zy + dyz’, (12,8)
kde z’ je promdnny parametr Jsou tedy koeficienty dy,, d,l, dgy

- —

smérové parametry osy 2’ vzhledem k souf. tro_lhranu .'c, Y, 2.
Podobnéd d,,, dgq, dgq jsou smérové parametry osy y a d,,, dgy, gy

smér. parametry osy z.

Krom¥ toho soulty Ddy(i=1,23, k=1,23,4) jsou
soufadnice jednotkovéhok bodu druhé soustavy (z' =y’ =
= z’ = 1) vzhledem k prvé soustavs.

2. specialisace. Pi'edpoklédejme, %e poditky obou sou-
stav se ztotoZnuji. To nastane jen tehdy, kdyZ v (12 4)
je dyy=dy = dyy = 0.

3. specialisace zdleZi v pfedpokladu, Ze oba tro;hra.ny
jsou pravouhlé, kartézské, shodné a tedy stejné orientované,
takZe je lze ztotoZniti poototenim jednoho kolem spoleéného
potétku.

Pro vétsi prehlednost sestavme smérové kosmy o8 v ta-
bulku
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z

— e
x y

cos &, [cos f, | cos y,

84

(12,7

co8 &, cos f,|cos y,

=4

7 |cos aglcos By cos y,

N

Parametrické rovnice osy :_c)' jsou podle (6,5)
z=a' cosn,y, y=x'cosf,, z= ' cosy,,
coZ, srovnéno s (12,6), ddva
d,, = cos &,, dy; = cos f8,, d3, = cos y,.
Obdobné vychézi

" dyg = CO8 &y, dgp = CO8 fly, dyy = COB Yy,
d,g = co8 oy, dpy = c08 fly, dg3 = cO8 y;.

(12,8)

Smérové kosiny kterékoliv osy vyhovuji rovnici (4,3), obé
trojice smérovych kosini dvou os téhoZ trojhranu spliujf
podminku kolmosti (7,2). NapiSeme-li tyto rovnice nejdifve

pro smérové kosiny os I’, ;’,_;’ v soustaveé :_c: gz;: po druhé
pro smérové kosiny os 2;,: vzhledem k souf. soustavé
z,y,7, obdrifme dvé skupiny po Sesti rovnicich

=3
2 dta—1=0, (k=1,2,3),
=1 (12,9)

=3

D dady=0, (k1 k1=123),
=1
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k=3
D dgt—1=0, i=1,2,3),

- (12,10)

D dadp=0, (i1 i,1=123)
| 255§

Obé skupiny rovnic jsou z4vislé do té miry, %e rovnice
(12,10) jsou dusledkem rovnic (12,9) a obricené.
Proto¥e na pF. osa z’ je kolmé na ' i 7/, vychézi podle (7,4)

dya das d.
1y tdy = |0 e Gon

t. j.

dyy = e (dygdys — daadsy), day = & (d3adsy — dudaa),} . (12,11)
dyy = e (d1ydgs — d15843), ’

kde ¢ jo &initel im&rnosti. Za udindnych pfedpokladi je e = + 1.

Pfedeviim dokaZme, Ze & = -+ 1. Za tim tdelem napiSme
t. zv. identitu Lagrangeovu
(dggday — dassg)® + (Fgs@15 — d1adss)® + (d13dsy — & ,d,,) =

= (15 + dgg® + dys?) (d13® + das® + das?) —
— (d19813 + d3s@ss T dygdss)®
kterou lze snadno ovefiti provedenim naznafenéhd nésobeni
a umoctiovan{.

Jeji pravé strana mé podle (12,9) hodnotu 1; umocnénim
a seftenim rovnic (12,11) vychézi rovnice, jejiZ levd strana
podle (12,9) je téZ + 1. Srovndnim obou vysledki skutedns
vychézi e’ + 1.

Zbyvé tedy rozhodnouti o znaménku s. Uvéime-li, e
v rovnicich transformace (12,4) je jako zvlastni obsa.ien pfipad,
kdy ob¥ soustavy se ztotoZiuji (z = z’, y = y’, z = 2’) takZe
d;, = dgy = dy3 = 1, ostatni d,; rovnaji se nule, pak pro tyto
zvlastnf hodnoty koeficientd jiZ prvni z rovnic (12,11) dava
e=+1,c. b. d

Z tych% rovnic — a z rovnic k nim analogickych — je
patrno, %e kaZdy prvek determinantu § (viz 12,5) je roven
svému minoru. Rozvédfme-li é podle jeho prvnfho fddku,
berouce ohled na tuto jeho vlastnost, vychdéz{
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6= d112 + dig? - dyg?,
t. j. podle (12,10)
= 1.

Na konec si viimnéme dalsf specialisace rovnic (12,4)

predpoklddajice, e trojhran ?,-37,? vznikd z trojhranu
- — - -
z, y,? rovnobéinym posunutim. Pak je z'||xz a smérové

parametry d,, a ds, v (12,6) jsou nuly. Pfipojime-li obdobnou
dvahu o osdch _g;' a.?, nalezneme Sest rovnic
Ay =dy = dyy =dgy = dy3 = dyy = 0.

Kromé nich je$té rovnice d); = dyy = dyg = 1 vyjadiuji, Ze
oba trojhrany jsou shodné.

Rovnice této jednoduché transformace souradnicové sou-
stavy tedy jsou

=2 + 2y y=y +yYp 2=2 +2. (12,12)

Transformace (12,4), jejiz koeficienty spliiujf soustavu
rovnic (12,9) a tudfZ i (12,10), se nazyvda ortogondlni
a vyjadfuje pfemisténi soustavy pohybem, je-li § = + 1.
KaZdy pohyb lze slo%iti z paralelnfho posunutf (translace),
po némz ndsleduje pootodeni (rotace), nebo z nejdiive pro-
vedeného pootocen{ doplnéného posunutim.

Je-li transformace ortogondlni, vyplyvé z (12,4) a z (12,9)
nebo (12,10)

2y =t 4yt 2 (12,13)

co% je vztah pro ortogondlni transformace charakteristicky.

13. Soufadnice roviny. Dualita. Vzhledem k soustavé
soufadnic mé rovina £ o rovnici

8fx = 512y + Loy + E3%y + £y =0 (13,1)

polohu jednoznadéné uréenu poméry koeficientt
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£ : &, sta 1 &y (13,2)

z nich%, jak zndmo, alesponi jeden je od nuly rizny. Obra-
cené ka?dé roviné piisludi v této soustavé tyto poméry
jednoznaéné. Uspofddané &tyféfsli (&;; &; &s; &) miZeme
tudiz prohlésiti za &tvefinu homogennich soufadnic roviny &
vzhledem k uvaZované soustavé souiadnic. Vyznam sym-
bola {&,; &; &5; &} a {£} bud obdobny k vyznamu symbolu
{215 @a; my; 4} & {2}

Zatim poddme geometricky vyznam poméra (13,2) pted-
pokléddajice, %e soufadnice jsou rovnobéikové a Ze rovina £
neprochdzi poédtkem O, takZe £, 3 0. Pak miZeme za ne-
homogenni soufadnice roviny & poklddati ¢éfsla

H &
54, 77—547

pfi soudasném zavedeni béinych nehomogennich soufadnic
bodovych do rovnice (13,1), nabyvd td% rovnice tvaru

fz +qy +0z+1=0. . (134)

Porovndme-li jej s dsekovym tvarem (10,7) rovnice roviny,
vychézf

— _. 53
£ L= (13,3)

L}

Jsou tedy nehomogenni rovnobéikové souiad-
nice roviny £, 7, { zdporné vzaté délky dseka, které

rovina £ utind na osdch soufadnic ;,;,; a které
jsou méfeny od poédtku O na méiftkdch téchto os.

& = 5= { = 0 jsou nehomogenni rovnobézkové soufad-
nice roviny nevlastni.

Nyni je moZno rovnici (13,1) diti dvoji vyklad:
Je.li & pevnd rovina, jsou poméry (13,2) konstantni
a (13,1) je rovnice roviny ¢£.
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Je-li z pevny bod, jsou poméry z, : x, : z, : z, konstantni,
kdezto (13,2) jsou poméry proménné, stejné jako rovina &,
kterou miZe byti kterdkoliv rovina prochdzejic{ bodem z.
Skuteéné, (13,1) je nutnd i postadujici podminka pro to,
aby rovina £ prochdzela bodem x. Proto fikdme, Ze (13,1) je
rovnicf bodu z v soufadnicich rovinovych nebo rovniei
trsu rovin o vrcholu z.

Tato dvoji interpretace rovnice (13,1) je proto tak jedno-
duch4, %e rovnice (13,1) je soumérnd vzhledem k faddm
proménnych z; a &, t. j. po zdméné viech &; za z; a obr4-
cené tato rovnice se nezmeéni.

Také jeji vyznam lze vyjddFiti zptisobem, ktery nevytykd
ani bod ani rovinu jako zédkladni prvek prostoru, a to vétou:

Rovnice Sé&z =0 je nutnd i postaéujici podmin-
ka pro to, aby bod = a rovina £ byly incidentni.

Proto ji v dalsfm budeme nazyvati podminkou inci-
dence bodu a roviny.

Také soustava zédkladnich vét (axiomu), na nichi je vy-
budovéna ona ¢ést geometrie, kterd pojednivé o incidenci
bodi, piimek a rovin v prostoru (geometrie polohy), pro-
jevuje jistou soumeérnost. Snadno lze zjistiti, Ze v této
soustavé axiomi existuje ke kaZdému z nich jiny, t. zv.
dudlnf axiom, ktery z pivodnfho obdrifme zcela mecha-
nicky zdménou viech pojmu t. zv. dudlnimi pojmy.
Prfkladem takové dvojice dudlnich axiomi jsou vyroky:

Existuje jedind pifmka
prochézejici dvéma riznymi
body.

Je ziejmé, %e z jednoho z obou vyrokid obdrifme druhy,
»PreloZime-li jej podle jakéhosi ,slovniku*, v kterém si
navzdjem koresponduj{ pojmy:

Existuje jedind pifmka
leZici ve dvou riznych rovi-
! néch.

bod rovinae
pHimka pFimka
pfimka prochézejici bodem -pHimka leZfei v rovind
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K nim pripojme daldi dvojice korespondujfcich pojmu:

dvojpomér &ty¥ bodd leZicich
na pFimce

dvojpomégr 8ty¥ rovin prochéd-
zejicich pFimkou

fade bodi ne pFimce

svazek rovin prochézejicich
pfimkou

mno#stvi viech bodli v roving
(t. zv. pole bodové)

trs rovinovy
(mnoZstvi vSech rovin jdou-
cich bodem)

mnoZstvi viech p¥imek v ro-
vind (t. zv. pole pFimkové)

trs piimkovy
(mnoZstvi vsech pFimek bo-
dem)

spoledny bod t¥i rovin

rovina t¥ bodd

utvary incidentni
utvary neincidentnf
riiznob¥&ky

atvary incidentni
utvary neincidentni
riznob&Zky
mimob&iky

‘mimob&Zky
atd.

N45& slovnik je pouZitelny v obou smérech. ,,Pfelozime.-li*
podle ného nékterou vétu dvakrit za sebou, obdrifme vétu,
z které jsme vySli. Nékteré pojmy, na pf. pifmka nebo
incidence, jsou k sobé dudln{ (autodudlnf). Tak je tomu
s celou pfimkovou geometrif polohy, kterd je zaloZena
ne incidenci piimek.

Z dudlnosti axiomi geometrie polohy vyplyvi
i duédlnost jejich vét (poudek, teorémi), které jsou, jak
zndmo, viechny odvozeny z axiomi. Je tedy dudlnost
jednim z Fidicich principh, ovlddajicich celou soustavu geo-
metrie polohy; proto se dasto nazyvd principem duality.

Té% v rovinné geometrii polohy existuje princip duality;
pojmu bod zde v8ak koresponduje pojem piimka & obricens.

14, Vzdilenost bodu od roviny. Nejkrat¥i vzdélenost
a osa dvou mimob&Zek.

DokédZeme vétu:

Vzddlenost bodu P, o pravouhlych kartézskych
squfadnicich (zy; yo; z,) od roviny ¢ o normélnf rov-
nici (9,6) je
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d — xycos 6 — yy co8 f — z, cos , (14,1)

t. j. zdporné vzatd levd strana normélni rovnice
roviny g, do niZ byly dosazeny za soufadnice bé%né
soufadnice bodu P,.

Je-li P, poddtek O, t. j. kdyZ xy = y, = 2z, = 0, je sprav-
nost véty zfejmd, nebot podle odstavce 9 éislo d > 0 je
vzdélenost poéétku O od roviny g.

Vyraz (14,1) rozdéluje body prostoru, nele¥ici v g, na dvé
mnoZstvi: pro body jednobo mnoZstvi je kladny, pro druhé
zdporny. K prvému mnozstvi zfejmé ndlezi pocétek O (ne-
prochézi-li jim g), a — jak snadno lze ovéfiti — viechny
body leZici na téZe strané od p jako pocétek O. K druhému
mno#%stvi nédleZeji viechny body na opa¢né strané roviny p.

Normélni rovnice roviny ¢, kterd je rovnobéznd s ¢ a pro-»
chézi bodem P, je

e(zxcosox + ycosf 4 zcosy) —d, =0, (14,2)

kde d, >0 a ¢e= —1 nebo ¢ =+ 1 podle toho, leif-li
potétek O v césti prostoru mezi rovinami ¢ a ¢ nebo mimo
tuto édat. V prvém pifpadé totiZ s poditku O na o spusténd
kolmice %, je opa¢ného smyslu neZ kolmice ¥ na rovinu g,
takZe smérové kosiny obou kolmic se lidi znaménky. V dru-
hém piipadé obé kolmice se shodujf nejen ve smérech, ale
i ve smyslech a tudiZ i v smérovych kosinech.

Bod P, leif v o, proto jeho soufadnice vyhovuji rovniei
(14,2), tak¥e jest

e(zgcos o+ yocos B+ zpcosy) —d, = 0. (14,3)

Vzdilenost roviny o od g lze sloZiti ze vzdélenosti poéat-

ku O od téchto rovin a vyjddfiti ji vyrazem
d—edy;

dosadime-li sem za d, podle (14,3), obdrZime (14,1), c. b. d.

Dodatkem k pravé dokidzané vété poznamenejme, Ze zna-
ménko vzdédlenosti bodu od roviny je kladné nebo zdporné
podle toho, le#i-li dany bod na téZe strané roviny ¢ jako
poddtek nebo na strané opaéné.
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Méme-li na p¥. urditi vzddlenost bodu P, (1; 1; 1) od roviny
g =3z —4y—122— 39 = 0, musime nejdfive rovnici ro-
viny ¢ uvésti na tvar normilni. Za tim ielem je nutno ji na-
sobiti faktorem
11
Vies 13

Po tomto nésobeni zdporné vzaté levd strana normaélni rov-
nice roviny g je

1=+

3z —4y—122—39
13 ’

dosadime-li do nf £ = y = z = 1, vychézi, ¥e hledand vzdéle-
nost je + 4, takie bod P, lef{ na té¥e strand roviny g jako
poéatek.

Na vypolet vzddlenosti bodu od roviny lze té% pFevésti tkol,
vypotisti t. zv. nejkrat8i vzdélenost dvou navzdjem

mimob&Znych pi‘imek; resp. _q: je% pfedpoklédejme dindv
parametrickymi rovnicemi v pravouhlych kartézskych soufad-
nicich [srovnej s (6,5)], & to

z=2z,+dcosay, Yy =1y +dycos P, z=2 + dycosy
resp.

T =z, 4 dycos &y, Y = Yy + dycos By, z =2z, + dycos y,.

Primka p patrnd prochdzi bodem P, (z,; ¥,; 2;), & jeji smérové
kosiny jsou cos a4, cos f8,, cos ¥;. Podobnd pFimka g prochézi

bodem P (Zy; 4,5 25) & jejf smérové kosiny jsou cos ay, cos fy,
CO8 ¥j.

Pripomerime, e nejkrats{ vzddlenost d obou mimob&Zek se
mé&F na jejich spoleéné kolmici &, kterd ob® protiné. Je-li jejf
prisedik s p bod U, s ¢ bod V, je & = UV hledans nejkrati
vzddlenost.

Abychom ji uréili, uva¥me rovinu g, kterd prochézi polét-

kem O soustavy soufadnic a je rovnob&Zné s—;; i s_q’. Pak kolmice
k — nazyvé se téZ ‘osa obou mimob&%ek — je normélou

roviny g (srovnej s odst. 8); protofe je kolmé k;i k_q’, spliiuji
jeji smérové kosiny podle (7,4) uméru

cosx, cosfl; cosy,
coB oy COB fl; COS Y,y

& rovnici roviny g lze pséti ve tvaru

cosa,:cosﬁ,:cosy,=||




= y z
cos &, cos f; cosy, | = 0. -
co8 &g €08 fy COB ¥,

Neni to ovSem normélni rovnice roviny g. Tu nalezneme

snadno nédsobenim pfedchozi rovnice faktorem %, kde
H = (cos 8, cos Ya — €08 p; €08 f,)* + (cosy; cos og —
— CO8 &; COS ¥3)? + (cos &; cos ﬁ, — cos f; cos a,)2.

Je viak podle identity Lagrangeovy (odst. 12)

H = (cos® a; + cos? B; 4 cos? y,) (cos? &, + cos? B, 4 cos? y,) —
— (cos ®, cos oy + cos B, cos fiy + cos ¥, cos y;)t.
Neazveme-li w thel pfimek ; a ; je pak podle (4,3) a (7,1)
H=1—cos?w =sin'ew

a normélnf rovnice roviny p zni

z y z
cos &, cos f3; cos ¥,
co8 &g COS fy COB Y,

K uréeni ﬁejkratéi vzdélenosti d postadf nyni vypodisti

vzdélenost libovolného bodu pﬁmky_q. od ¢ — na pf. bodu
Py (Zy; Ya5 23) — 8 odedfsti od nfi vzddlenost libovolného bodu

pimky P od ¢ —'na pF. bodu P, (2,; ¥,; 2,). Je tedy

d = @ (%1, Y1, 21) — 0 (Tas Y3 23) = 0 (T — Ty, Yy — Yy, 21 — 23},
t. j.

= 0.

Q(x’y’z) Esmw

Li—Ty h—Y Z1%
cosa, cosf; cosy
cosxg co8fl; cCOS Y,

8in w

(14,4)

K ureni polohy osy & mimobéiek; a.-q’ v proatoru postadf
udati rovnice rovin ¢ a @, z nichZ prvd prochézi osou k a mimo-

béZkou ;;, druh4 osou % a mimob&Zkou ?
Rovnice roviny e mé tvar
CA(z—zx) + By—y) + C(z—z) =0,
kde koeficienty 4, B, C vyhovuj{ dvéme rovnicim
Acosay + Beosfy + Ccosyy =0

a6



A B C
coso; cosfly cosy | =0,
cos oy €08 fBy CO8 Yy

které vyjadfuji, Ze norméla roviny & svird pravé thly s pfim-
kami p i k. Z obou t¥chto rovnic vychézf A:B:C =

| cosay, cos By, co8 3, I
= ||cos By cosyg— CO8.Y, COB g — cos o co8 fla— |
—co8y,Co8 f,, —CO8 ¢y CO8 Yy, —cos f; cos &y ||

dili
A :B:C = (cos w cos &, — CO8S &) : (co8 w cos f; — cos fy) :
: (cos m cos y; — €08 Y,).
Rovnice roviny ¢ proto zni

e(x, ¥, 2) =[(z—x,) cos &, + (y—-— Yy) cos By + (z—z,) cosy,] .
.cos @ —[(z — ;) cos &3 + (¥ — yy) cos fy + (2 —2,) cosy,] Tg):
Vyménou indexi 1, 2 vychdz{ z nf rovnice roviny ¢ '
@ (x, y¥,2) =[(x— z,) cos &y + (y — y,) cos ﬂ, + (z—25) co8 9,] .
cosa)—[(a:—z,) cos oy + (¥ — ya) cos B + (z —z,) cos 71]';'60)

Soufadnice bodu U lze pak \;ypoéisti jako soufadnice prii-

seiku pfimky; 8 rovinou ¢; obdobnd V je prisedik pﬁmky?
8 rovinou e.

Je tedy moZno nejkratSi vzdélenost d urditi ze soufadnic
bodt U, V pfimo.

Necht na pf. dané body jsou P;(l;3;2), Py(1;—1;2)
a trojice smérovjch kosint pfimky _i, resp.? necht jo

cos o = V_, cos f; = —V—l_e-, cos y; = Vi—ﬂ resp.
1 2 1
CO8 0 = 7% co8 fiy = _ITE-’ CO8 Yy = V__G:
Pak jest

COS @ = COS &, COS &y + €08 f) cos f, + cos ¥ cos y4 = §.
a odtud sin @ = ¥ 1. Ze vzorce (14,4) pak vychézi d = ¢}/ 11
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Rovnice rovin ¢ ¢ podle (14,5) jsou

5(1’.1/,2) E$—7y—4z+28=0,
(s, 4,2) =z + 4y + Tz— 11 = 0.

Abychom uréili soufadnice bodu U, vloZme do rovnice ro-

viny ¢ o
:v—l-f—_, y=3——l, 2 =2 4 =2,
Ve Ve Ve

coZ jsou parametrické rovnice pFimky p Vypoéteme tak

dl=——]6V6a ( 549

il v “) Obdobnym poétem nalez-

neme soufadnice bodu V (—i—: ; ‘-:—i’, _ﬁ) Ze soufadnic obou
boda vychézi
176 16 [ QP
R = = = i — —
=1 =1 b i d=qlTL

jak té% dfive bylo nalezeno.

15. Obsah trojihelnika a objem &tyrst®nu. V pravo-
uhlé kartézské soufadnicové soustavé budte? ddny tii body
Py (xg; 455 2), 6 = 1, 2, 3), svymi soufadnicemi. Jejich kolmé
priméty do roviny ( tvofi trojihelnik o vrcholech
P’; (z;; y:; 0), jehoZ obsah je

A=3[2(1—Y%) + 2s— %)+ 3% — %)=
z 9y 1
Ty Yy 1 |
39 1

Podobné prumét téhoi trojihelnika do roviny &, resp. #
m4i obsah

=4

Yyl 5213711
dy=1% ozl resp. dy=1% 2z 2, 1
Yy 2y 11 2g T3 1

Jsou-li cos x, cos B, cos y smérové kosiny normély roviny
P,P,P,, at jiz ]akkohv orientované, li¥f se od nich kosiny
odchylek té%e roviny od soufadnicovych rovin &,7, { na-
nejvyde znaménky. Je totiZ zndmo, Ze odchylka dvou rovin
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a odchylka jejich kolmic jsou dva ihly bud shodné nebo
vyplikové.

Proto, znadi-li A plodny obsah trojthelnika P,P,P,, je
14| =|decosa]|, {dy|=|Adcosf|, |A3|=|Acosy|,

nebot plosny obsah kolmého primétu rovinného obrazce je
roven plofe onoho obrazce ndsobené kosinem odchylky jeho
roviny od primétny.

Umocnime-li posledni tii rovnice dvéma, vychdz{ s ohle-
dem na (4,3) po jejich secteni '

4 = A2 + A2 4 A, (13,1)
t. j
- hhulp? 7z 1 z oy 1
A = - _&. Il Y2 2o 1| + 2y Xy 1| + Ty Yo 1], (15v2)
Ys 23 1 23 x5 1 T3 Yy 1

éim% je hledany obsah uréen aZ na znaménko.

Je viak nutng uréiti jednoznaén& toto znaménko ve shodd
s umluvami, které jsme diive uéinili, alesporl pro takové troj-
thelniky, jejich% rovina neprochézf poéatkem. Z t&chto umluv
vyplyva, Ze znaménko obsahu 4 je totéZ jako znaménko
vyrazu T4
Ty Y 23| -
T3 Yy 2

Podotkn&me, Ze jest K = 0 jen tehdy, kdyZ body O, P,,
P,, P, le#i v jedné rovin®; pak znaménko obsahu 4 mtZeme
voliti libovolng, aniZ by tim vznikl spor.

Zbyvaji pfipady K > 0 a K < 0. Prvy z nich nastdvé jen

- —_ -

tehdy, kdyZ trojhran OP,, OP,, OP, mé orientaci shodnou

8 orientac{ soustavy soufadnic, druhy jen tehdy, jsou-li orien-
tace obou trojhranid rizné.

Vypoétéme jesté vzdilenost » poddtku O od roviny troj-
thelnfka (P,P,P,)! Tato rovina md podle (10,6) rovnici
T y =z 1
nHhal _,
Ty Yp 2 1
Ty Y 2 1

K =




po rozvedeni determinantu podle prvntho Fddku vychdzf
rovnice

2 (4 + 4y + Ag2) — K = 0. (15,3)
K jejimu pfevedenf na tvar norméln{ je nutno ji ndsobiti
faktorem

1 1 1

To)aE A+ 4 2(4]
a to se znaménkem shodnym se znaménkem vyrazu K;
rozuméjme v dalsim téZ pod A plodny obsah trojihelnfka
P,P,P, s takto zvolenym znaménkem. Pak jest
K

v=gr (15,4)

kladné &islo, coZ souhlasi s imluvou odstavce 9, podle které
'v normdlnim tvaru rovnice roviny prosty é&len je zdporny
(neni-li nula).

Z vypotteného A a v miZeme ddle snadno vypoéfsti
objem V é&tyrsténu OP,P,P,. Podle zndmé stereometrické

poucky je

V=134.v,
t. j. podle (15,4)
V=1}K
¢ili %y
V=112 93 25| (15,5)
Ty Y3 %3

Je tedy determinant z deviti soufadnic bodu
P, PP, roven Sestindsobku objemu étyrsténu OP,P,P,.
Znaménko tohoto determinantu je kladné &i z4-

porné podle toho, mé-li trojhran O_ﬁp 0_132, 0—13,,. se

soufadnym trojhranem z, y, z orientaci souhlasnou
nebo nesouhlasnou.

Objem V &tyrsténu PP PPy [kde P, (z,; yo;2,) je libo-
volny daléf bod] je ddn vyrazem
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=Ty Yo 2L %0 -
V=412—y ¥1— Y 22— 2 |- (15,6)
(T3 Xy Ys— Yo 2%
DokéZeme to takto: Posuneme-li soustavu soufadnic rovno-
béiné tak, aby poddtek nové soustavy padl do Py, jsou podle
(12,12) nové souFadnice vrcholl &tyrsténu vyjadfeny symbolem

Py — %o % — o 5 — %) (1= 1,2,3,4)  (15,7)

Nyni je moZno pouZiti k vypodtu objemu &tyrsténu vyrazu
(15,15), kam ovsem za soufadnice vrcholt P,P,P, jest dosaditi
podle (15,7), co% bylo dokézati.

Iz (15,8) objem étyrsténu vychézi s uréitym znaménkem,
neni-li ¥ = 0 (coZ nastéivé jen tehdy, kdyZz body P P,P,P,
lez{ v jedné roviné). Vyznam tohoto znaménka je patrny
z véty:

Objem (15,6) ¢tyrsténu P P,P,P; jest kladny nebo

zéporny podle toho, mé-li trojhran PyP,, P P,, Eﬁa

s trojhranem soufadnic z, ¥, z orientaci souhlasnou
nebo nesouhlasnou.

Jsou-li vreholy trojuhelnika ddny soufadnicemi P, (1; 2; —3),
Py(—3;,—1;2), P (—2;—3;1)je K =18, 4, = ¥, 4, =},

Ay =1, 4 = —}}/291 a trojhran OP,, OF,, OF, mé opaénou
orientaci neZ trojhran —:;, ?;,?

Je-li dén &tvrty bod P, (2; 3; 4), je objem Etyrstdnu PP, P, P,

1—2, 2—3,—34 —1,—1, -7
V=%|—3—2,—1—3, 2—4|=}|—5,—4, —2| =—2 =15}
—22—3 3 1—4 —4.—86,—3

& trojhran P,,_P;, E,E—’:, EI_’; mé opadnou orientaci neZ trojhran
soufadnic.

16. Duélni rovinové ttvary. V étyrsténovych homogen-
nich soufadnicich budteZ % (1; 7a; 78; 1) & & ({15 Las Cas o)
dvé rizné roviny, takze {n} + {{}. MnoZstvi rovin, které
prochézeji spoleénou piimkou r = (y{) obou rovin
se nazyvd svazek rovin o ose 7.
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Rovina & (&;; &; &5 &) je rovinou svazku o ose r tehdy,
kdy%Z je linedrni kombinac{ kterychkoliv dvou jeho rovin,

na pi. n, ¢
E = )-17] + }'2:’ . (1611)

kde 4, a A, jsou dvé konstanty nikoliv souéasné rovné nule.

Skuteéné, je-li # kterykoliv bod osy r, pak jsou splnény
obé podminky incidence

Snx = 8z =0,

vyjadiujici, Ze bod z leZi v obou rovindch 7 a .

Je podle (16,1)

Séx = 8 (A + 4,8) x = 4,8pz 4+ 4,802 = 0,
odkud je patrno, Ze rovina £ prochdzi kazdym bodem pifm-
ky 7, ¢ili Ze néle%i svazku.
Obricené, ndlezi-li £ svazku o ose 7, pak matice

& & & &
M Mz M3 7
G & & &
je hodnosti 2, coZ mé za ndsledek platnost symbol. rovnice
(16,1).

Predpoklidejme, %e & = A’y + A’y je ctvrtd rovina,
riznd od &, takie A,A', — 4’4, &= 0, pak vyraz

(16,2)

2 Ay My
Y Y W (16.3)
opét nazyvime dvojpomérem étvefice rovin (yl&f).

Plati véta:

Véechny pfimky, neprotinajici osu svazku rovin,
protinaji étyfri jeho roviny v étveticich bodi, je-
jichZz dvojpoméry jsou stejné arovny dvojpoméru
oné Ctverice rovin.

Body kaZdé z téchto &tvetfic béfeme v tém? porddku jako
roviny, v kterych leZi.

\
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Skuteéné, je-li kterdkoliv z uvedenych pifmek uréena
svymi prisediky y a 2 s rovinami» a £, takZe Sny = 8¢z = 0,
Snz == 0, Sy =+ 0, uréime priseéik u,y + w2z pimky (yz)
s rovinou & z rovnice

SE (uy + ue2) = 0,
t. j. protoZe

SE (Y + pez) = 8 (A + A) (Y + pe2) =
= AySny + AuaSnz 4+ Aoy SLy 4 ApeSlz =
= AypaSnz + A, 8Ly,

MpaSnz + Ay SCy = 0. (16,4)
Podobné priseéik u',y + u'pz piimky (yz) s & uréime fede-
nim rovnice

Z rovnice

Ayp'oSnz + Ao’ SCy = 0.
Z ni a z (16,4) vyplyvd

l}‘uz, l?'ull =
Moy Map'y ’
éili
M Wy Ky
R T 4 ‘y

coz bylo dokdzati.

Protnenie-li svazek rovinou, kterd neprochdzi jeho osou 7,
obdriime paprskovy svazek, pro ktery z véty pravé doka-
zané plyne:

Piimky, které nendlefeji paprskovému svazku, ale leZi
v jeho roving, protinaji &tyfi jeho paprsky v bodovych
étveficich tého% dvojpoméru. Nazyvime jej té% dvojpoms-
rem oné étvefice paprsku (srovnej s prikl. 22, 23 a 24).

Bud nyni m (m,; m,; my; m,) bod se svymi étyrsténovymi
soufadnicemi. Geometricky vyznam poméra téchto soufad-
nic vyjadfuje véta:

Pomér m; : my (i 3 k) Gtyrsténovych soufadnic bo-
dum je roven dvojpoméru téchto étyf rovin svaz-
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ku o ose v hrané z;= 23 =0 soufadnicového &tyr-
sténu: 1. Soufadnicové roviny z;= 0; 2.s0uf. roviny
g =0; 3. roviny svazku, kterd obsahuje bod m;
4. roviny svazku, obsahujici jednotkovy bod g¢.

Bud na pi. 1 =2, k= 3. Pak prvé dvé z uvedenych
rovin jsou 7 (0; 1; 0; 0) a £ (0; 0; 1; 0). Dalsf dvé jsou prvych
dvou linedrni kombinace

myn — myl, 7 — .
takZe dvojpomér uvaZované &tvefiny rovin jest

—m,_—_l_,m,

my, 1 mg
coZz hylo dokézati (srovnej s pifkl. 46).

Jsou-li %, ¢, ¢ tfi roviny nenéleZejici jednomu
svazku, pak jejich linedrnf kombinace

E=An+ Al + Ao, (16,5)

kde alespon jeden z koeficientd A,, 4, 4; je razny
od nuly, je étvrtd rovina trsu, ktery mé vrchol ve
spoleé¢ném bodé rovin 7, {,¢. Obrédcené, kazdou ro-
vinu tého% trsu lze vyjéddriti jako linedrni kombi-
naci kterychkoliv tfi jeho rovin, nendlezejicich
tému svazku. Dikaz je zcela analogicky diukazu symbol.
rovnice (16,1). )

Koneéné jsou-li 7, £, ¢,y Styfi roviny nendleZejici témuz
trsu, lze kaZdou daldi rovinu £ v prostoru vyjadriti jako
jejich linedrni kombinaci

E=Am+ Xl + 49 + Ay, (16,6)
kde alespoii jedno z &isel 4,, 4, 44, 4, je Tizné od nuly.

Symbolické rovnice (16,1), (16,5) a (16,6) vyjadiuji sva-
zek, trs a prostor rovinovy zpusobem analogickym (duédlnfm)
k vyrazim (6,9), (10,1) a (11,1) pro pi{fmou Fadu, rovinné
pole a prostor bodovy; tutvary prvé trojice jsou dudlnf
k dtvaram druhé trojice a obrécené.
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Z (16,6) je patrno, Ze rovinové soufadnice étyrsténové lze
definovati obdobnym (duélnfm) zpisobem k definici bodo-
vych étyrsténovych soufadnic v odst. 11. Kromé stén souf.
étyrsténu ), £, @, p by i zde bylo nutno vytknouti v prostoru
jednotkovou rovinu I', neprochézejici Zddnym z vrcholu
soutadnicového ¢tyrsténu. Roviny 7, £, @, 4, I' uréuji rovi-
novou soufadnicovou soustavu tplné a jednoznacné.

Podminka, aby roviny &, 7, {, ¢ ndleZely jednomu trsu,
je podle (16,5)

§ & & &
N N2 M3 Ty = 0. (16,7)

G 8 G G

1 P2 P53 Py

Pokléddme-li v (16,7) roviny #, {,  za pevné, rovinu &
za proménlivou, je (16,7) rovnic{ trsu, uréeného rovinami
1, £, ¢ v béinych soufadnicich &, &,, &;, &, Minor prvku &;
v determinantu v (16,7) oznaé¢me x;; pak bod z (2;; 2,; Z; z,)
je vrchol trsu. .

Pifklady k cvi¢ent.

47. Identitu (12,13) dokaZte podle ndvodu v textu!

48, Odvodte znovu vtu o vypoftu vzddlenosti bodu P,
od roviny ¢ transformaci pravouhlych kartézskych soufadnic
(translaci, p¥i niZ poddtek nové soustavy se ztotoZiiuje 8 P,)!

49. V rovnob®inych soufadnicich dédny vrcholy &tyrsténu.
y(0;0;0;1), 2(4;0;0;1), u(0;6;0;1), v(0;0;8;1) a bod
g (1;2; 3; 1). Urdete Styrstdnové soufadnice bodu z (— 6; 4;
—2;1) vzhledem k souf. &tyrstdnu yzuv a jednotkovému
bodu g! [NejdFive se pfesvédite, Ze 24dné ¢tyFi z bodld yzuvg
neleZi v jedné rovin¥! Potom urdete faktory homogenity rovno-
bé&Zkovych soufadnic danych bodd tak, aby bod g skutednd
byl jednotkovy, t. j. aby bylo g = y + z + u + v! Naleznete,
Ze je nutno pséti: y (0; 0; 0; 1), z (24; 0; 0; 6), w (0; 48; 0; 8),
v(0; 0; 72; 9), g (24; 48; 72; 24). Hledané &tyrstdnové soufad-
nice bodu £ =z’ oznalme z’,, 2y, 'y, T’y; Vypoltou se ze
symbol. rovnice z = z'\y + z’z + T3u + ', t. j. z Ymdry
247’y : 482y : 12%'y : (o', + 62’3+ 823+ 92') =—6:4:—2:1,
odkud z/; = — 75, /3 = 9, 2’y = — 3, 2’y = 1!]
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50. Jaké jsou rovnice rovin (—a; ';17) (—g; z-)., (—; ;) & roviny ne-
vlastni v é&tyrsténovych, soufadnicich minulého pitkladu?
[, =0, 2y =0, 2’y =0 &, 4+ 6z'y + 823 + 92’y = 0.]

51. Jak zn{ transformaéni rovnice (12,1) pro pfechod od pii-
vodnich k novym soufadnicfm pFikladu 491 [z, = 242y,
Ty = 487y, T, = 122/, z, = 7'y + 6z’y - 8z'y + 927,.]

52, Jaky je vyznem této transformace pravoihlych kartéz-

skych soufadnic:
z=m + z’cos &« — ¥’ 8in «a,
y n+zsma+ycosa,
z p + 2

[Posunuti po&itku do bodu (m; n; p) a pootodeni o ihel «

kolem osy Z .

58. Jak zni dudlni véta k vdts:.

TFi rdzné rovinové trsy, jejichZ vrcholy neleZi v téfe pfimee,
maji jedinou rovinu spoleénou.

[T#1 bodové pole, jejichZ roviny neprochézeji tou? p¥imkou,
maji jediny bod spoletny.]

Vymyslete jiné pfiklady dvojic dudlnich vé&t!

54. Vyslovte vétu Brianchonovu jako dudlnf vétu k Pascalové
v&t® o Sesti bodech kuZeloselky!

65. Urtete vzdélenost bodu P, od roviny p!

8) P, (2;6;1), 0 =12z + 4y + 32—12 = 0, [— 3].
b) Py(2;—2;—3), o= 3z—4y—5z=0, [i29V2]
) Py(0;—1;—4), g = 20—5y =0, [:{:51/29

56. Vypoltéte obsah trojdhelnika P P P,!
8) Py(—4;158), Py(2;3; —4), P,(5: 4;—6), [—4)2].
b) P, (—3;—2;—1), P,(3;5;2), P,(6; —2;0), [+ -}V9l)
57. DokaZte, ¥e vzorec pro objem &tyrsténu
To Yo %o i
— T Nz
V=1 Ty Ys 23 1}
Zy Yy 2 1 .
je totoZny s (15,6)! [Od8&itejte prvy Fadek ode viech ostatnich!]
08. Urdete objem &tyrsténu PyP,P,P,!
8) Py(1;2;3), P, (4;5;6), Py(3;3;3), P, (4: 8 9), [
b) Py(1;2;3), P;(—1;0;0), Py(0;—2;0), Py(0;0;—3),[+4].
c) Py(—1;2;3), Py(1;—2;3), Py(1;2;—3), Py (1;2;3), [—8]
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59. Jak zni rovnice roviny, prochdzejici prasednici rovin
Bz + 6y —72—3=0,42 + 2y + 42— 1 = 0 a bodem
(5;6; 1) [l4z + 42y — 43z — 21 = 0.]

60. Ve svazku rovin

ar +by+c+Aby+az+¢)=0
jest nalézti rovinu kolmou na rovinu ax + by + cz — 7d = 0!

- ai + bl

1= T2

" T ac + b?

61, Napiste rovnice obou rovin, které pili thly dvou rovin
nikoliv rovnob&Znych! [Jsou-li ¢ (z, y,2) =0 a o (x, y,2) =0
normélni tvary rovnic obou rovin, maji hledané roviny rovnice
e (z, 4, 2) £ o(z,y,2) = 0]. '

62. DokaZte, Ze ob¥ dané roviny minulého pf¥ikladu odd8lujf
harmonicky ob¥ roviny soumd&rnosti svych Ghld!

68. V p¥iklads 61 jsou rovnice danych rovin z— 2y + z —
—1=0 & 4z 4+ 3y —4 = 0. Jak zni rovnice_obou rovin
plicich jejich uhly? [(5 + 4)/8) = + (— 10 + 3)8) y + 52—
— (5 + 4/6) = 0.

64. Urcete vzdélenost rovnob&Zinych rovin x— 2y + 3z —
—6=0a z—2y + 3z + 24 = 0! [151/—;4]'

65. V trsu rovin urdete rovinu a) rovnob®inou s danou ro-
vinou; b) kolmou k dané pfimece; ¢) prochéazejici danou p¥m-
kou!

Predpokladejte, Ze trs je dén rovnicemi =0, { =0, p = 0
tfi svych rovin v souf. kartézskych pravothlych! [Udejte
rovnice pro 4, 44, 4, hledané roviny (16,5)!]

66. DokaZte, %e roviny

—2y+ 3z — 4z 4+ 11 =
— Tz + 6y + 8zx—23 =0,
122 — 10y + 11z + 5 =0,
14y 4 162 — 16z — 9 =0,
néleZi jednomu trsu, jeho% vrchol urdete! [(4; 2; 3)].

67. Poufijte &tyrsténovych soufadnic k dikazu vity:

Bud g bod nelefici v %4dné st¥n® &tyrstdnu yzuv. Rovina
(yzg) protind hranu (uv) v bod¥ g;,. Bud ¢’y onen bod, ktery
spolu s g3, oddd&luje harmonicky vrcholy %, v. Obdobnym zpi-
sobem je definovano dalfich 5 bodu g°;, tedy celkem 6 boda
na Sesti hranéch 8tyrsténu. VSechny tyto body leZi v jedi-
né roving,” v t. zv. harmonikélni rovind I' bodu ¢
vzhledem k &tyrstdnu yzuw.

0,
0
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[PFedpokladejme, %e dany &tyrstén yzuv je soui-a,d.nicovy
s;ad.notkovjmbodemg_y+ z+u +v! Bod gy =1u+ v,

7’54 = % — v; Styrsténové souf. poslednd uvedeného bodu jsou
(0; 0; — 1; 1); daldf body jsou gm(—l 1; 0; 0), gla(——l 0;
10)3 914(—190 D), g5 (0; — 10)’ 924(0_1 3 1).
Z jejich soufadnic snadno zjistime spre’wnost véty.]

68. Vyslovte vétu dudlni k v&té pFikladu 67! [Je jejim obra-
cenim!]

89. Maji-li étyrsténové bodové i rovinové soufadnice za pod-
klad tyZ soufadnicovy &¥tyrstdn yzuv, takZe £ =0a z;, =0
jsou rovnice protilehlého vrcholu a stény, plati véta: Rovnice
Séz = 0 vyjadfuje incidenci bodu z s rovinou £ jen tehdy,
kdyZ jednotkové rovina I’ je harmonikélni rovinou jednotko-
vého bodu g vzhledem k souf. &tyrstdnu. Je-li tomu tak, pek
obd uvafované soufadnicové soustavy, t. j. bodovou a rovino-
vou, budeme nazyvati pfidruZenymi. DokaZte!

70. Udejte vyznam pomdrii homogennich &tyrsténovych rovi-
novych soufadnic dudlni k vyznamu pomérii bodovych soufad-
nic, jak byl uveden v odst. 16!

17. Piimkové soufadnice. Linearni ttvary pFimkové,
Vzdélenost bodu od pFimky.

a) BudteZ y (¥y; Y2 ¥s; ¥a) & 2z (2 25 245 24) dva rlzné
body se svymi homogennimi soufadnicemi. Z nich utvofend
matice 4
Y1 Y% Y y4i (17,1)
% % 23 2y
je hodnosti 2, takie alespoii jeden z jejich minora druhého
téddu

Pir = (¥2)ix = Yz — Yazi, G F k.5, k=1,2,3,4) (17,2)
je razny od nuly.

6 minort pg miuZeme prohldsiti za homogenni soufad-
nice pifimky p = (yz). Jen tolik jich je totiZ linedrné ne-
zdvislych, nebot

Pr = — Pix-

Ze jsme byli k uvedené definici soufadnic ptimky p oprév-
néni, je pa.tmo z okolnosti, Ze pn z4méné bodi y, z pifmky p
jinymi ruznym1 jejimi body ¢/, z', které s puvodnimi sou-
visf rovnicemi
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y=}~11’/’,+}~2z"s Ay Ay
z=wmy + uZ, | U

+ 0,
jest
(y2)ie = (Aapg — Aoty (4’2 )it
t. j. pivodni soufadnice se od novych lifi pouhym faktorem
homogenity.
Bud g piimka rizné od p, u, v budte dva jeji body, takZe
souradnice piimky g = (uv) jsou minory matice

Uy Up Ug Uy
v Y U3 Uy

Aby pifmky p a ¢ mély spoleény bod, at' jiz vlastni nebo
nevlastni, k tomu je nutno a stadf, aby body yzuv leZely
v jedné roviné, t. j. aby podle (10,6) bylo

Y1 Y2 Ys Ya
Z) 25 %33 24
Uy Ug Ug Uy
v Y Uy Yy

(yzuv) = = 0.

Rozvedeme-li determinant v této rovnici (nejlépe podle
Laplaceovy véty podle prvnich dvou Fddki — stadf viak
postupné rozvedeni nejdifve podle prvniho f4dku, po némz
nésleduje rozvedeni vzniklych minori opét podle jejich
prvnich fidku), vychdzi odtud podminka incidence
primek p a ¢ ve tvaru
Spq = Piofss + Prafaz + Predes + Ptz + Pasis + pmqlzl'?—a(;

Tato rovnice je zajisté splnéna pro p =g, t. j. soutad-
nice pz nejsou nezdvislé, nybrZz spliiuji rovnieci
druhého stupné

8PP = P1aPoy + PraPaz + PruP2s = 0. (17,4)

ProtoZe soufadnice kazdé pHmky ji splfiuji, je rovnice
(17,4) zdkladnf dileZitosti pro pfimkovou geomet-
rii. Je to nutnd i postadujicif podminka pro to, aby uspofé-
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danému Sestidisli

P1s; P1a; Prai Poai Pasi Py (17,6)
z jeho¥ ¢isel alespoii jedno je od nuly rizné, nédleZela jedind
pifmka o pfimkovych soufadnicfch (17,5) v dané soustavé
soufadnic.

b) Z okolnosti, %e zdkladni rovnice (17,4) je druhého
stupné, kde¥to podminka incidence (17,3) je linedrni v py, lze
vyvoditi tento disledek:

Existuji dvé primky (pficky, transversily), protina-
jici ¢tyri dané ptimky, které nemajf Zddnou zvl4ist-
nf vzijemnou polohu

Skuteéné, jsou-li g, ¢’, ¢”, ¢” dané primky, jejich pricka,
spliwuji jeji soufadnice p; rovnici (17,3) a tii rovnice téhoZ
druhu, v nichZ koeficienty ¢; jsou nahrazeny soufadnicemi
q'ix resp. ¢"x & ¢"g. Kromé toho soufadnice piimky p
spliiujf jesté zdkladni rovnici (17,4), celkem tedy &tyfi rov-
nice linedrn{ a jednu stupné druhého. ProtoZe soufadnice p;
jsou homogenni, stadi tato soustava péti rovmic k jejich
uréeni. Obecné existuji dvé jeji feSenf, coz bylo dokézati.

Je tedy pi{mkov4 geometrie polohy charakteru kvadra-
tického.

Podotknéme, Ze rovnice (17,3), v které g;; jsou soufadnice
pevné pifmky (takZe 4Sqq = 0), je rovnicf mnozstvi pifmek,
protinajicich pfimku ¢. Soufadnice py jsou pfi tom soufad-
nice béZné.

Toto mnoZstvi pfimek nazyvejme specielnim komple-
xem linedrnim, pifmku ¢ jeho osou.

Je-li v (17,3) 4Sqq + O, takZe &fsla g;; nejsou soutadnice
pifmky, je (17,3) opét rovnicf mnoZstvi pfimek, jeZ se na-
zyva obecny linedrnf{ komplex pfimek.

c) Priseéik piimky p o soufadnicich (17,5) — z nichz
na pf. py, == 0 — se sténou z; = 0 (s = 1, 2, 3, 4) soufadni-
cového étyrsténu je bod

Pi (Pi; Pigs Piss Piws), (1=1;2;3;4, py=0). (17,6)
Skutecéné, utvoiime-li ze soufadnic kterychkoliv dvou z téch-
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to étyt bodid, soufadnice jimi uréené primky, je patrno, Ze
to jest piimka p. Na pi. body

Py (0; Prg; Pras Pu)} 177
P2 (Par; 05 Dag; Pod) (17,7)

uréend piimka o’ md soufadnice:

P12 = Pu®s P'1a = PraPrs; P'ru = PraPris
P31 = P12Pas> P 43 = P12Ps2; P 23 = Pr12Psess
odkud je patrno, %e p’ = p,, . p, nebo pfi zndmém smyslu
téchto symboli, roziffeném na soufadnice piimky, {p'} =
= {p}, coz bylo dokdzati.
" Kterékoliv tfi z bodu (17,6) le#i na té%e pifmce p. Ne-
mohou tudi% jejich soufadnice byti voleny libovolné, nebot
matice z nich utvofend musf{ miti hodnost nejvyse 2.
Snadno viak vychdzi, Ze nutnd i postadéujici podminka
pro to je zdkladn{ rovnice (17,4), kterd je splnéna pro kaz-
dou primku.
Z této Gvahy vyplyvé, Ze dva z bodi (17,6) lze vyjadfiti
jako linedrni kombinace zbyvajicich dvou bodu, jsou-li
ovlem ruzné. Skutedné, je-li p,, + 0, je

P23 P13 Paa DP1a

=—Bp 4+ By, p=—"2Rp +2,,
Py Pre Y51 Pra P2, Py Prz Y21 Pra Y21
Odtud vyplyvé, Ze dvojpomér d étvefice bodu p,p,p,p, je
d= Pr1aPos, (17,8)
DP14P2s

Predpoklidejme, Ze 7 (1y; 7s; 7735 74) & £ (§15 Ca; £y {4) Jsou
dvé roviny prochézejici pifimkou p = (yz). Predpokldddme-li,
jak v dalsim stdle budeme &initi, Ze pouZivané soufadnice
bodové a rovinové jsou navzdjem pfidruZené (viz pi. 69), je

Sny = Sz = S{y = 8fz= 0. (17,9)
Dudlnf dvaha vede k tomu, abychom z minori matice
T T2 s Tall
LH GG
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joZ oznadme 7y = Nl — mli, (4, k= 1,2, 3, 4), (a o nich
platf rovnice 7z = — 7y, 74 = 0), utvofené uspoiddané
Sesticisli

Th2; T1ss T14s Taas Ta2; Mg
prohlésili za t. zv. osové soufadnice pfimky p (ndzev
vznikl z toho, Ze piimka p je zde definovéna jako osa (n{)
svazku rovin uréeného rovinami 7 a {).

Jsou to pouze zddnlivé nové soufadnice pi{mky p, nebot’
plati iméra
To3q i gy Tag Typ i 7y i Mya = P1a  Prs: Pra’ Poa : Paz : Pess (17,10)
takZe
Snmn = Spp. (17,11)
K dikazu dméry (17,10) utvoime soudet (k = 1; 2; 3; 4)

gpﬂa g = bz (y2e — Yuzi) (niCe — mely) =

= ymySlz — y:£ySnz — 2miSCy + 2;Sny.
V disledku rovnic (17,9) je vSak posledni vyraz roven
nule, kdeZto prvni se vlivem rovnic p;; = 7 = 0 redukuje
na dvojélen, takZe vychdzi

PirTtir + Pisttis = 0,
kde #jrs je jakdkoli permutace skupiny cifer 1, 2, 3, 4. Na pf.
pro permutaci 1, 4, 2, 3 vychdz{ odtud
. 3 P1o70s2 + P13 =0,
.- -
T3y  TTae = P1a - Pras
¢fm% je prvnd édst dméry (17,10) dokdzdna. Z daldich permu-
tac{ indexti vychdzi dukaz celé uméry.
Obdobné k étvefici priseéika p; primky p se sténami
soufadnicového étyrsténu, tvoif roviny
7 (min; 7uig; g i)y (0= 1,2,3,4), my =0, (17,12)
étvefici, jeji¥ rovina m; prochdzi piifmkou p a vrcholem
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soufadnicového étyrsténu o rovmici &; = 0; vlechny sou-
fadnice tohoto vrcholu jsou nuly, pouze x; #0. Je-li
7,5 =+ 0, jsou roviny s, a 7, rizné a roviny m, & 7, je moZno
vyjddiiti jako jejich linedrni kombinace
=T, _Tn T, Ta
= Ty ™ T2 v Tha ™ e i
Dvojpomér ctvefice rovin m,7,7mam, je tudiz

& = T3 Tap_
Trye gy

S ohledem na dméru (17,10) vyplyvé srovndnim se (17,8)

rovnice
d=24
a véta:

Je-li p; pruseéik primky p se sténou étyrsténu
a m; rovina prochdzejici pfimkou p a protéjsim
vrcholem étyrsténu, pak dvojpomér étvefiny pri-
se¢iki p,pyp,p, je roven dvojpoméru étvefiny rovin
T3 T3 U570 -

Véta je k sobé dudlni.

d) Je-li rovina & (&;; &;; &;; £,) ddna svymi soufadnicemi
rovinovymi & kromé j{ pfimka p (pie; Prg; Pra; Psss Paz; Pea)s
Ize jejich spoleény bod snadno vyjddfiti jako linedrni kom.
binaci boda p; (i = 1; 2; 3; 4).

Plat{ véta:

Priseéik pfimky p a roviny & je bod

Pe = &1y + E2Pe + &3P3 + E4Ds- (17,13)

Skutecné bod pg leZf &) na piimce p, nebot jest linedrnt
kombinacf étyr jejich bodi p;, ) v roviné £, nebot jest
podle (17,6) a (17,13)

Stpe = é&-&m =0, (,k=1;2;3;4)
4,
v disledku vztahi py == — g, pi; = 0.
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- Nutné a postaéujici podminka pro to, aby pfim.
ka p lezela v roviné &, je

&+ Eape + &35+ Epy = 0. (17,14)

Skute¢né z nf plyne 8&p, = S&p, = S&py = S&p, =0,
takZe viechny &tyii body p; lezf v &, éfmZ tvrzeni je do-
kdzdno.

Duélné, jsou-li 7;; osové soufadnice pifmky p, n; (¢ = 1;
2; 3; 4) roviny uréené pifmkou p a vrcholy soufadnicového
¢tyrsténu [srovnej se (17,12)!] a je-li ddle z (x;; zy; ay; z,)
bod na p neleZfcf, pak rovina s, uréend piimkou p
a bodem z je linedrn{ kombinace rovin x;

g = BTy + Ty 1+ TeTy + T,y (17,15)

7, + X7 + Ty + 2w, =0 (17,16)
je nutnd a postacujici podminka pro to, aby bod z
le%el na primce p.

Doplnme predchozf dvahu feSenim tkolu urégiti spolec-
nou rovinu £, resp. spoleény bod z dvou rizno-
béinych piimek p, # danych pi{mkovymi, resp. osovymi
goufadnicemi. RiznobéZnost obou piimek je zde vyjidiena
podminkou incidence [viz (17,3)] Spr = 0.

Rovina £ obsahuje viechny body p; (¢ = 1; 2; 3; 4) pfim-
ky p stejné ]ako viechny body 7; primky r, takZe pla.tl
viech 8 rovnic S&p; = 0 a S&r; = 0. Na pf. pro s = 1 jsou
to s ohledem na (17,6) rovnice

§:P12 + EsPis+ Epry =0,
Eria + Earis + Eira = 0,

Rovnice

z nichZ vychézi

— | P12 P1s Pua| 17,17
fidsihe "1z Tia Tua ( )
Stejnym zpusobem pfi i = 2 vychdaf
— | Per P23 Pas 17.17
Ea 5 ’.21 “Tog Tag '7 ( ’ )
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— |I Psl. Ps2 Psa 17.17
byibai o= o P T (17,17)
a konedné pii ¢t = 4
— || Pa1 Paz Pas 17.17
fibaids ’urn”'w‘ (17.17)

K skutednému vypoétu soufadnic &; roviny & patrné
postaduji kterékoliv 2 z vimér (17,17).

Duilié, soufadnice z; spoleéného bodu z pfimek p,r
lze vypoéisti z jejich osovych soufadnic 7y a pi podle
Umeér

v e — || 012 713 Mg
Ly ' Xg ' Ty = , 17,18
2rien Q12 O13 CQ1a ( )
v o — || TR TTag TToq
Xyt Xy L Xy = , 17,18
1rTen Qa1 Q23 Qo4 ” ( )

atd.

V souvislosti s pravé roziefenym tikolem uvaZme mnozstvi
viech pfimek proché,zejfcich bodem z a leZicich v roviné &.
Toto mno¥stvi, ]a.k je zndmo, je t. zv. svazek pfimek;
je jednoznaéné uréeno kterymikoliv dvéma ze svych pii-
mek, na pf. pfimkami p, 7.

Doka?me, Ze linedrni kombinace téchto dvou pfimek

8§ = Ap + pur, ' (17,19)
kde A & u nejsou soucasné nuly, je téZ piimka svazku.

Piedeviim nutno dokézati, Ze s je piimka, t. j. Ze Sss = 0.
Skuteéné, protoze Sss = A2Spp + 2AuSpr + u*Srr, je tomu
tak, nebot Spp = Spr= Srr=0.

Pifmka s nédleii svazku, protoZe ze symbolickych rovnic
Ep1+ &P+ &P+ £y =0, &1+ &+ Gra+ £ =0
resp. Ty + ZyTty + Ty7y + Ty = 0, %101 1 Ty0p + Tyos +
+ %40, = O plyne £18, + £;8, + £58y + £484 = 0, Tesp. 2,0, +
+ 240, + 303 + %40, = 0, nebot podle (17,19) je s; = Ap; +

+ ur; (v soufadnicich osovych g; = A7; 4 ug:)-

Podobné jsou-li p, r, & tfi piimky, z nichZ ka%dé dvé jsou
ruznobéZny, takZe jest

76



Spp = Srr = Sss = Spr = Sps = Srs =0 (17,20)
je i ka?d4 jejich linedrnf kombinace

t = Ap + pr + xs, (17,21)

kde alespoil jedno z éisel 4, u,x je od nuly rizné, opét
piimka. Skutetné, rovnice St = 0, t. j. rovnice

A:Spp + udSrr + »*Sss + 2AuSpr 4 2AxSps + 2uxSrs = 0,
je v dusledku rovnice (17,20) splnéna pii jakychkoliv hod-
notach 4, u, ».

MnoZstvi vech pfimek (17,21) jest bud rovinné piim-
kové pole nebo trs pfimek. Prvy piipad nastivé tehdy,
kdyZz piimky p, r, 8 jsou ruznobéfné tim zpisobem, Ze leif
v téZe roviné £, aniZ vSak ndlei{ jedinému paprskovému
svazku, kdeZto druhy piipad, k prvému dudlni, nastivi,
prochdzej{-li pHimky p,r, 4 tymZz bodem «, aviak neleZi
v jedné roviné.

V prvém piipadé soufadnice roviny & lze vypolfsti ze
soufadnic prvych dvou pifmek, p a 7, podle (17,17). V této
roviné leZ{ téZ pifmka s, jsou-li splnény rovnice

S&s, = S&sy, = Sksy = Sbsy, =0

éili

| P12P13P1a P2aP2aP2y PnPs2Pss P PasPss |

(T12713T14 |=| T2aTaTo1 [=| To173273a |=|Ta17a27as ‘ =0, (17,22)
| 812813814 839 894 891 831 839 834 8418408,3 |

z nich? v8ak pouze kterékoliv dvé obecné jsou nezdvislé,
nebot body s,, 8,, 8;, 5, néleZejf téZe pifmce s.

Pokldddme-li v rovnicich (17,22) soufadnice pifmky s
za béZné, zatim co soufadnice riznobéZek p,r jsou kon-
stantni, lze je poklddati za rovnice rovinného pole piimko-
vého, uréeného svymi dvéma piimkami p, r, v soufadnicich
piimkovych.

Dudlné, rovnice trsu pfimek, uréeného svymi dvéma piim-
kami p, r, jejichZ osové soufadnice jsou sy, gi, jsou rov-
nice (17,22), zménéné tfm zplisobem, %e misto p, resp. r,
resp. 8 je vude psdno x, resp. g, resp. o. V téchto rovnicich
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gy jsou béiné rovinové soufadnice piimky s, vytvorujicf
trs.

Jsou-li p, r dvé mimobéiné piimky, pak Zddnd z linedr-
nich kombinaei (17,19) nenf piimka, nebot v takovém pfi-
padé je Sss= 2y .Spr, kde Au =0, Spr =0, takZe
i Sss &= 0.

Jsou-li p, 7, s tii ptimky, z nichZz kazdé dvé jsou mimo-
béiné, pak v mnoZstvi jejich linedrnich kombinaci (17,21)
se vyskytuji piimky, tvorici t. zv. regulus primek. Skutetné,
za uéinénych predpokladi,.podminka, aby linedrni kombi-
nace (17,21) byla pifmka, t, j. podminka St = 0, nabyvé
tvaru

AuSpr + AxSps + uxSrs = 0. (17,23)

Tato rovnice je rovnici druhého stupné v 4, u, », jeZ jsou
soufadnicemi pifmek regulu v uZsim smyslu. .

Regulus pfimek je tdtvar k sobé dudlni; kdyby-
chom wuZili osovych soufadnic, dospéli bychom k rovnici
totoZné s rovnici (17,23).

Je ziejmé, Ze pimky ¢, tvofici regulus, vyhovuji svymi
soufadnicemi trojici linedrnich rovnic a podmince\Sit = 0.
Obricené, tfi nezdvislé linedrni rovnice mezi pifmkovymi
soufadnicemi definujf regulus.

@) Dosavadni naSe tvahy o pifmkovych a osovych sou-
fadnicich ndleZejf do t. zv. projektivni pfimkové geometrie.
S prospéchem se vSak u%ivd téchto soufadnic k FeSeni
otdzek metrickych stejné jako v &etnych aplikacich ve
statice a dynamice.

V téchto ptipadech se oviem uZivd soufadnicové sou-
stavy rovnobéikové. Pak bod p, (py; Ps; Pes; 0) je
ziejmé bod nevlastnf a tfi ze soufadnic pifmky p, t. j. sou-
fadnice Py, Pys, Pas jsOu jeji smérové parametry. Je-li sou-
fadnicovd soustava kartézskd pravoihld, lze pifedpoklddati,
%e faktor imérnosti homogennich soufadnic pi{mky p byl
zvolen tak, aby bylo

Pa® + P’ + Pu® =1, (17,24)
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nebot pouze pro nevlastni piimky je souéasné p,, = p,, =
=Py =0
Potadavkem (17,24) je faktor tmeérnosti uréen aZ na
znaménko. Jeho dvoji moZné volbé koresponduje dvoji
orientace piimky p, jejiz smérové kosiny za predpokladu
(17,24) jsou
COB & = Py, CO8 B = P,y, COBY = Pys. (17,25)
Ze (17,4) plyne, Ze zbyvajici tii piimkové souradnice jsou
8 jejimi smérovymi kosiny vézdny vztahem
Pay CO8 & + Pg; €08 B + Py cosy = 0. (17,26)
Jako ptiklad uZiti pfimkovych soufadnic k FeSeni tloh me-
trickyeh uvedeme urdeni vzdélenosti bodu Py (Zy; ¥e; 2o)
od p¥imky p, dané p¥imkovymi soufadnicemi, za pfedpo-
kladu, %e soufadnicové soustava je kartézskd pravoihld a Ze
jsou splnény vztahy (17,24), (17,25), (17,26).
Bodem P, prochézejici rovina £, kolmé ne p, mé normdlni
rovnici
(£ — xg) cos x + (y— Yol cos f + (z—zg) cos y = 0,
t. j.

kde

zcos« + Peos B+ zeosy —d =0, (17,27)

d=1zycos & + ygcos f + zocos y (17,28)
je vzdélenost poddtku O od roviny é&. ’
Pruasedik P, této roviny s pfimkou p, &ili pata kolmice spusténé
s P, na p, je podle (17,13) bod
P, =p,cosx + pycos f + pgcosy —dp,,
t. j. podle (17,6) bod
P, (d cos & — p,, cos f — Py, CO8 p;
dcos f — p,3C08 & — Pyg COS ¥;
d OB Y — D, 5 COS &x —~ Pygq cO8 fB).

Ze soufadnic,bodt P, a P, snadno vypodteme &tverec hie-
dané vzdélenosti PoP, = v bodu P, od pfimky p. Po jedno-,
duchém po¥tu vychdzi )

o' =Py’ + P’ + D1’ + T + Y’ + 20—

To Yo 20.
Pas Pa1_Pia
cos & co8 f cos y

—dt 4+ 2 (17,29)
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Na pF. k vypodtu vzdélenosti bodu Py (1; 2; 3) od pkimky
p(—38 —2—)2 —1; —)2; —1; 4)/2 + 2) (srovnej se
(17,5) a pFesvédd se, Ze je splndna zékladni rovnice (17,4)] je
nutno mnejdfive mnésobiti soul‘ad.nice piimky p faktorem

= 4 —, aby byly spin&ny vztahy

Vpa® + Pos?
(1798 (1729, (17 26) Rozhodneme li se pro horni znaménko,
nové soufadnice pfimky p jsou py; = cos & = §, Py = cos f =

2 - 2
= —1{, Pg3 = co8 =73 P = 2V2+ L pa=1 +"2—'
P13 = — #. Dosazenim téchto hodnot & soufadnic daného bodu
do (17,29) snadno nalezneme

v =1 (9— 4)/2).
Pl‘ikla(!y k evideni.

71. Udejte p¥imkové soufadnice hra.nﬁ T, = z, = 0 soufad-
nicového &tyrstdnu jakoZ i ostatnich hran! [(l 0; 0; 0; 0; 0)
atd.]

72. Napiste rovnici specidlnfho linedrniho komplexu, jeho¥
osou je v minulém pFikladd uvedend hrana; napiste tyto rov-
nice i pro ostatni hrany souf. tyrsténu! [p;, = 0 atd.]

78. Dokaite, Ze viechny p¥imk, (f, obecného (i specidlniho)
komplexu, prochézejici jednim bodem (ktery v pFipad® spec.
komplexu nele%f na jeho ose), tvoFi svazek pFimek! [Jsou-li g,
v (17,3) pevné &sla, ¥ pevny bod, jest rovnice 17,3 linedrni
V 24, 24, 23, 24-]

74. Kolika svymi pfimkami je uren linedrni komplex
a) obecny, b) speciélni? [a) p&ti pfimkami jednoznaéné, b) &ty¥-
mi p¥imkami dvojznaéné.] Kolike svymi pFimkami je urden
regulus? [Tfemi.] Jaké jsou kaZdé dv® pFimky regulu navzé-
jem? (Mimobé&Zné.)

75. DokaZte, Ze dv& rovnob&Zné pfimky p || g spliiujf podmin-
ku incidence (17,3)! [Jsou-li soufadnice rovnob&Zkové, je

Pa1 t Pas i Po3 = Qa1 * a2 * Tan
odkud podle (17,4) platf (17,3), c. b. d.]

76. Jsou-li soufadnice rovnobd%kové, pfimka je nevlastni,
kdyZ pg; = Pz = Pus = 0. [Z t8chto rovnic plyne y, = z, = 0.]
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