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VIIL.

KVADRIKY VPRAVOUHLYCH KARTEZSKYCH SOU-
RADNICICH. POPIS JEDNOTLIVYCH DRUHU.

33. 0 jednodilném hyperboloidu.

a) Z normilniho tvaru rovnice jednodilného hyperboloidu
trojosého
2 22

x2 Y
f(z, y, z) g;ﬁq_ﬁ—?—l:o (33,1)

nejsnadnéji odvodime jeho hlavni vlastnosti. Je ziejmé, Ze
viechny tfi stény soufadnicového trojhranu jsou jeho ro-
viny soumérnosti a jejich priseéné piimky, hrany trojhranu
soufadnic, jsou osy soumérnosti plochy. Nazyvdme je osy
hyperboloidu.

Stejné je tomu u vSech stiedovych kvadrik, mdme-li na
mysli jejich rovnice v normalnim tvaru. '

Priuseéiky kvadriky s jejimi osami jsou jeji vrcholy.
Pouze ¢tyri z Sesti vrcholi trojosého hyperboloidu jedno-
dilného jsou reilné; dva z nich (4 a;0; 0) leZi na ose _a;,
jiné dva (0; 4 b; 0) na -;17 Na ose z lezici vrcholy (0; 0; - ic)
jsou sdruZené imagindrni.

Délky a, b, ic jsou poloosy plochy (obr. 16).

Rovihly rovnobéiné s (—z>_y)) o rovnici z =k, kde k je
redlnd konstanta, protinaji plochu (33,1) v elipsdch o rov-
nicich

x2 3/2 k2

dili o rovnicich

k= 2 AN 2
" ) T T FETE 0. (33.2)
(;2 - —Cz__ 7



Pomér poloos téchto elips zfejmé nezdvisi na k. Z toho
lze souditi, Ze osnova rovin rovnobéinych s hlavni rovinou

(x y) protin jednod{lny hyperboloid (33,1) v soustavé elips
podobnych, promitajici se kolmo do téze hlavni roviny

v soustavu homotetickych elips, jejichZ osy leZi v oséch

a ; (obr. 16).

x
Obr. 16. Jednodilny hyperboloid trojosy s hlavnimi hyper-
bolami a elipsou.

Se zvétSujicim se | k | zvétuji se i poloosy priseéné elipsy;
svého minima tedy dosahuji pro k = 0; tuto nejmens3i ze
viech elips soustavy (33,2)

x2 2
2 =0, aTerZ_z_l:O’ (33,3)

nazyvame hrdlovou elipsou jednodilného hyperboloidy
trojosého. Teéné roviny plochy v bodech hrdlové elipsu
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jsou rovnobéZny s osou Za obaluji elipticky vélec, v jehoZ
vnitin{ ¢dsti nenf redlnych bodi hyperboloidu.

Vrcholy elips soustavy (33,2) leZi po dvou (protéjsich) na
t.zv. hlavnich hyperboldch plochy v hlavnich rovindch,
o rovnicich

x? 22

y=0 S _1-0 (33,4)
resp.
2 22
z =0, %—c—z—lzo. (33,5)

Hrdlova elipsa a obé hlavni hyperboly jsou souéasné
obrysy kolmych primétd plochy do rovin téchto kuzelo-
setek, t. j. do rovin hlavnich.

b) Z rovnice hyperboloidu (33,1) vychdzi 4 = — 4,, =
= ‘%262 > 0, proto jednodilny hyperboloid je kvadrika

ptimkova. Asymptoticky kuZel (obr. 17) mi podle (25,8)
rovnici

LR R

StE— == 0, (33,7)
a zfejmé je redlny. Z jeho rovnice je patrno, Ze jeho roviny
kolmé soumérnosti (roviny hlavni) se ztotoZhuji s rovinami
soumeérnosti hyperboloidu, proto i osy obou ploch se ztotoZ-
nuji.

Jen u jednodilného hyperboloidu muZe nastati piipad,
predvidany v odst. 25, kdy diametrilni fez plochy je singu-
larni kuZelosecka, slozend ze dvou rovnobéinych tvoricich
pfimek p, ¢ hyperboloidu. Rovina g tohoto fezu musi
pak byti teénou rovinou kuiele asymptotického
a dotykati se jej podél ptimky, kterd je rovno-
béina s ptimkami p,q.

Ze vztahu plochy k jejimu asymptotickému kuZeli dale
Plyne, Ze na jednodilném hyperboloidu existuji kuzelosecky
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viech druhti; mezi nimi paraboly leZ{ v rovindch rovnobéz-
nych s teénymi rovinami asymptotického kuZele. Mdme-li
rozhodnouti o druhu priseéné kuZelosetky dané roviny
s hyperboloidem, sta¢i misto ného uvazovati kuzel asympto-
ticky. S vyjimkou Fezi rovinami diametrélnimi obdrzime na
asymptotickém kuZeli kuZelosetku tého% druhu, soustfed-
nou a podle spoleéného stiedu homotetickou, nebot asym-
ptoty — at jiZ redlné nebo sdruzené imagindrni — obou
kiivek jsou tytéz.

Obr. 17. Jednodilny hyperboloid s regulem piimek a kuZelovou
plochou asymptotickou.

Vsechny dosud Fecené vlastnosti m4 té2 jednodilny hyper-
boloid rotacni (a? = b2). Misto elips soustavy (33,2) mdme
zde ovéem kruZnice (rovnobézky) hyperboloidu, z nich% nej-
mendi polomér m4 hrdlovd kruinice v jeho hlavni roviné

(_xhg)/). Obé hlavni hyperboly jsou zde shodné, nebot plochu

lze vytvorliti rotaci kterékoliv z nich kolem rotaéni osy 2
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Rotaci jejich asymptot vznikne asymptoticky kuZel plochy,
ktery tudiZ je téZ rotaéni.

Charakteristickd rovnice trojosého jednodilného hyper-
boloidu (33,1) ma kofeny

1 1 1
O0=—p 0= 6= (33.8)
Je-li @ > b, pak g, je kofen prostfedni velikosti a podle
odst. 30 pouze singuldrnf kuZelosetka h, charakteristického
svazku
A X 1

a? + T e (2, +2,* + 7% = 0, (33,9)

2, =0, o o

je sloZena z redlnych primek nevlastnich. Jiimi jsou uréeny
dvé osnovy redlnych rovin cyklickych, které jsou vesmés

-
rovnobéiny s osou r a poloZeny soumérné podle hlavnich

Tovin (; 37) a (; ;) Z (33,9) vychdzi, ze kazdd z obou rovin

cfa? b2 . y 4 b)fa* ¥ &2 .z, (33,10)
uréuje svym smérem jednu z obou osnov cyklickych rovin.
Stredy kruznic kazdé z obou soustav vypliuji prameér

hyperboloidu, leZici v roviné (__1;;) a sdruZeny vzhledem
k hlavni hyperbole (33,5) s primérem (33,10). Tak vychdzeji
rovnice obou pruméru

e
r=0, z= 4 %V%ﬁ% y. (33,11)

Na jednodilném hyperboloidu, jak vime (odst. 30), neni
realnych kruhovych bodi a Zidny z priméru (33,11) nemd
s plochou redlnych bodd spoleénych. Prumér kruZnice se
s polohou cyklické roviny oviem méni; délky priméru
(33,10) hyperboly (33,5) jsou stejné a rovny priméru obou
shodnych nejmensich ploSnych kruZnic.
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Je-li jednodilny hyperboloid rotaéni, obé soustavy jeho
kruznic se ztotozhujf v soustavé kruZnic (rovnobézek)
hyperboloidu.

¢) Z normélntho tvaru (33,1) rovnice trojosého hyper-
boloidu jednodilného vychdzi podle (23,5) jeho rovnice
v piimkovych soufadnicich

@PPgy® 10201 gP—c2p1® +0%c?p, -+ a%cP Pyt —a?hPpyP= 0. (33,12)

Soufadnice pifmky ¢ jednoho z reguli (obr. 17) vyhovuji
podle (23,7) trojici rovnic

- abgyy + cgyy = 0, acqyy — bgyy = 0, begyy — agey = 0, (33,13)
kdeito soufadnice primky r druhého regulu vyhovuji rovni-
cim
abrg, — cryy = 0, acry, + bryy = 0, beryy + aryy = 0. (33,14)

Primka p je tvorici piimkou asymptotického kuzele (33,7),
kdyZ jeji soufadnice splnuji soustavu rovnic

2 2 2
Pr2= P13 = Pa=0, %:';" + % - B:':_ =0. 3315

Je-li jednodilny hyperboloid (33,1) rotaéni, sviraji tvorici
primky jeho asymptotického kuzele s osou ;tﬁ dhel ¢,0némz
plati tge = %. ProtoZe tvorici ptimky hyperboloidu jsou
rovnobéiny s tvoficimi pi{mkami jeho asympt. kuZele,
sviraji s osou 2 tous odchylku ¢, jsou s ni viak mimobézny.

Je-li ¢ jedna z tvoricich piimek rotaéniho hyperboloidu,
obdrzime kaidou jinou z primek téhoZ regulu pootodenim

primky ¢ okolo osy z Abychom stejnym zptuisobem vytvo-
fili i druhy regulus, postaéi zndti jednu jeho pfimku, na pi.
onu, kterd je s g soumérné polozena podle kterékoliv ro-

-
viny prochdzejici osou z.
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Pri otdéeni piimky ¢ okolo z jeji body opisuji kruZnice
plochy, z nichZ nejmensi polomér m4 ona, kterou opisuje

od osy ;nejméné vzdileny bod pifmky ¢. Jest to, jak zn4-
mo, pata spoleéné kolmice (osy) obou mimobézek q,_g

a kruZnice jim opsand je hrdlovd kruZnice hyperboloidu.
Z toho plyne, Ze osa mimobéZek q,;.) lezi v roviné (; ;_;)
a protind osu Zv pocétku. Plati tedy véta:

Otacenim pfimky g okolo osy o s ni mimobéZné,
nikoli v$ak k ni kolmé, se vytvotuje jednodilny .
rotaéni hyperboloid; souhrn v3ech pifimek, jez pfi
tomto pohybu zaujme pifimka ¢, tvofi jeden regu-
lus tvoficich pfimek hyperboloidu. Druhy obdrzi-
me zrcadlenim podle roviny kteréhokoliv meri-
didnu, nebo otdtenim jedné z jeho primek okolo 0.
Hrdlovad kruinice je vytvofena otdéenim onoho
bodu primky ¢, jehoZ vzdédlenost od o je nejmensi.

Je tedy rotaéni hyperboloid jednodilny jednoznaéné uréen
svou rotaéni osou a s ni mimobéZnou tvofici primkou.

Jeho vytvofeni otitenim piimky jest podkladem pro
jeho modely z pruinych vldken. Mysleme si rotaéni vilec,
omezeny dvéma kruhovymi podstavami, které na modelu
jsou realisovany dvéma shodnymi kruhovymi kotouéi, oté-
¢ivymi okolo hmotné osy vialce. Jsou-li tvofici primky
vdlce pruZnd vldkna, napjatdi mezi obvody obou kotouéu,
zméni se po pootodeni jednoho z obou kotouéu — které
oviem mé svou hranici — celd soustava tvoficich piimek
vélce v jeden z reguli rotaéniho hyperboloidu jednodilného
(obr. 17). Komplementarni regulus vznikd pooto¢enim tého%
kotouce z jeho pivodni polohy o ty% dhel, ale v opa¢ném
smyslu.

Pri zvétSovani dhlu pootodeni zmensuje se polomér hrdlové
kruZnice a pfi uréité jeho velikosti vznikne kuZel. Pfi jedté
vétSsim pootoceni vlakna se ve stfedu vélece lomi.
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d) Nazorné je vytvofeni jednodilného hyperboloidu troj-
osého z rota¢niho transformaci, jiZ nazyvéime kolmou per-
spektivni prostorovou afinitou.

Polozime-li v (31,14)
X—z Y= %y Z .=z, (33,16)

obdrzime pravé (33,1).

Z rovnic (33,16), vyjadfujicich uvedenou afinitu, je jeji
geometricky vyznam patrny na prvy pohled. Dva kores-
pondujici body se shoduji v prvé i v treti souradnici, pouze

b ——
drub4 se ndsobi kladnym ¢islem - Body roviny (xz) jsou ne-

proménné (invariantni), proto ji nazyvidme samodruZnou
(invariantni) rovinou afinity. Libovolny bod v prostoru se
transformuje v jiny, lezici s pivodnim na spoleéné kolmici
k samodru?né roviné. Vzdilenost transformovaného bodu

od této roviny jest % nasobkem vzdilenosti bodu pavod-

niho (% = pomér a.finity). Lze tedy vysloviti vétu:

Kolma perspektivni afinita, jejiZ samodruzna
rovina ¢ prochdzi osou o rotaéniho hyperboloidu’
jednodilného, transformuje jej v soustfedny troj-
o8y hyperboloid jednodilny, s jednou hlavni rovi-
nou a hlavni hyperbolou v roviné ¢ a s osou o. Pri
této transformaci hrdlové kruZnice rotaé¢niho hy-
perboloidu se transformuje v hrdlovou elipsu hy-
perboloidu trojosého.

Jak je z (33,16) patrno, pouZitd transformace je linedrni,
takZe rovina se ji transformuje v rovinu, pfimka v pfimku.
Oba reguly rotacniho hyperboloidu se ji transformuji v oba
reguly hyperboloidu trojosého.

Jak vime, Ziddny z téchto reguld neobsahuje piimek ne-
vlastnich. Takové reguly se nazyvaji hyperboloidické.
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Pri transformaci (33,16) pSél a polirni rovina plochy
(31,14) prechazeji v pél a polarni rovinu plochy (33,1).
TotéZ plati o bodu na ploSe a jeho roviné teéné. Rovnici
teéné roviny plochy (33,1) v jejim bodé (z,; y,; 2,) dovedeme
oviem napsati pfimo podle odst. 21 ve tvaru

T | YY% 2%
a? b2 c?

neni-li (x,; ¥; z,) bodem plochy, je to rovnice jeho roviny
polarni.

Priklady k cvideni.

124. DokaZte: Obé& polarni roviny libovolného bodu nevlast-
nfho vzhledem k jednodilnému hyperboloidu a jeho asympto-
tickému kuZeli se ztotoZfiujf. [Napiste rovnice obou rovin
podle odst. 21, homogenisujice napfed rovnice (33,1) a (33,7)!

125. DokaZte: Obd& usetky, omezené dvojicemi bodu, které
ne libovolné seénd vytind jednak hyperboloid, jednak jeho
asymptot. kuZel, maji spoleény pilici bod. Jak tedy lze sestro-
jovati daldf body hyperboloidu, je-li dén jeho jeden bod a kuZel
asymptoticky ? [Plyne z v&ty pfikladu 124.]

126. DokaZte: Teéna asymptotického kuZele v jeho bods P
protind hyperboloid v dvojici bodt, jejichZ vzdélenost bod P
puali. [Plyne z véty ptikladu 125.]

127. Doka%te: Teénd rovina ¢ asymptotického kuZele v bo-
dech jeho tvofici pfimky p protind hyperboloid ve dvou rovno-
b&Znych ptimkéch, jejichZ vzdélenost pfimka p puali. [Plyne
z vty prikl. 126.]

128. Doka¥te, Ze pfimka g je jen tehdy tvofici pifimkou
rotadniho hyperboloidu jednodilného (31,14), kdyZ jeji soufad-
nice vyhovujirovnici ¢,,4;3 — ¢339,3 = 0! [Vychézi bud z (33,13),

—1=0;

kde a = b, nebo piimo jako podminka, aby osa mimobéZek q,;
prochézela poéitkem.]

129. Jak zni rovnice rotaéniho hyperboloidu (31,14), dana-li
jeho tvofici ptimka g, jejiZ soufadnice splfiuji rovnici pfi-
kladu 128? [Viz priklad 130.]

180. Jak zni normélni rovnice (31,13) trojosého hyperboloidu

- = =
jednodilného, urdeného osami X, Y, Z a pfimkou ¢? [Podle
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(33,13) nebo (33,14) vypoctéte a?, b?, c?! Hledana rovnice je aZ
na faktor

T23080902 T + G13934914Y° + G129020147% + €1201928 = 0]
131. DokaZte, Ze ti¥i pfimky téhoZ hyperboloidického regulu
nejsou komplanérni (t. j. rovnob&’ny s jednou rovinou)! [V opaé-
ném piipads by komplementarni regulus obsahoval spoleénou
nevlastni pfi¢ku danych piimek a nebyl by hyperboloidicky;
pak by v3ak nebyl hyperboloidicky ani ptivodni regulus.]
132. Dokazte, Ze kulova plocha z? + y% 4 z? — b% = 0 pro-
tind jednodilny hyperboloid trojosy (33,1), pfi @ > b ve dvou
shodnych kruZnicich v rovinach (33,10)! [Vylu¢te = z rovnic
obou ploch!]

34. 0 dvojdilném hyperboloidu. a) Pouze dva z Sesti
vrcholu trojosého hyperboloidu dvojdilného (obr. 18)

z_J_ 1=0 (34,1)

18. Dvojdilny hyperboloid trojosy s asymptotickou kuZelovou
plochou a hlavnimi hyperbolami.
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jsou redlné a to vrcholy (4 a; 0;0) na ose ;, jiz Fikdme
redlnd osa hyperboloidu. Naproti tomu na jeho imagi-
ndarnich osich :«Z—z)leifci vrcholy (0; 4- 4b; 0) a (0; 0; 4-éc)
jsou sdruZené imagindrni.
Protoze
A=—A“=—'a—c<0, (34,2)

neni na ploSe piimek. Pfes to asymptoticky kuZel dvoj-
dilného hyperboloidu je reilny a mé podle (25,8) rovnici

Roviny rovnobéiné s (?; ;3 ve vzddlenosti k& protinaji
hyperboloid v soustavé kuZeloseéek o rovnicich

2 22
e —1=0; (343)

x—k=0, :
E(kz_az) E(kz_az)

realné z nich jsou patrné jen ty, pro né% | k| > a. Pak jsou
viechny kuZelosecky soustavy (34,3) elipsy (obr. 18) a to
2

podobné, nebot pomér étverci jejich poloos gz' nez4vis{
na k. S rostoucim k rostou i poloosy priseéné elipsy a to
tak, Ze dva jeji protéjsi vrcholy vytvoruji hlavni hyperbolu
plochy v hlavni roviné (; .17) o rovnicich

12 y2
at” bt

2= 0, 1=0, (34,4)

kde#to zbyvajic{ dva vrcholy vytvofuji hlavni hyperbolu
v roviné (; ;S o rovnicich

2 22

y=0, S—5—1=0. (34,5)
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Obé hlavni hyperboly jsou soudasné obrysy kolmych prii-
méti plochy do svych rovin.

Pro | k| = a prusecnd kuZelosecka je singuldrni; jsou tedy
roviny z T a = 0 teéné roviny plochy v jejich redlnych
vrcholech. Mezi nimi neni redlnych boda plochy.

Z uvedenych vlastnosti lze si uéiniti pfedstavu o tvaru
plochy, kterd, jak nizev naznaduje, je sloZena ze dvou od-
délenych &dsti.

Z redlnosti asymptotického kuZele (34,2) lze usouditi, Ze
téZz na dvojdilném hyperboloidu existuji kuZelosecky viech
druht. Rezy hyperboloidu a jeho asymptotického kuZele
nikoliv diametralnf rovinou o jsou kuZeloseéky téhoz druhu.
Jsou-li stfedové, jsou soustiedné a homotetické podle spo-
leéného stfedu, nebot’ maji spoleéné asymptoty, at jiz redlné,
nebo sdruZené imagindrni. Parabolické fezy vzniknou na
obou plochich jen tehdy, je:li rovina ¢ rovnobéing s né-
kterou teénou rovinou asymptotického kuZele.

Na rozdil od jednodilného hyperboloidu leZi viechny body
hyperboloidu dvojdilného uvniti jeho asymptotického
kuZele.

Je-li b = ¢, dvojdilny hyperboloid (34,1) je rotaéni o ose

rotace ;:: coz plati i o jeho asymptotickém kuZeli.

Rotaéni hyperboloid dvojdilny lze definovati jako geo-
metrické misto bodua v prostoru, které maji od dvou riznych
bodi F, @ stdly rozdil vzdilenosti. Spojnice F@ je rotaéni
osa plochy, body FG jsou spoleénd ohniska viech jejich
merididni, jeZ jsou shodné hyperboly.

b) Na trojosém hyperboloidu dvojdilném existuji dvé
soustavy kruZnic. ProtoZe charakteristickd rovnice plochy
(34,1) mé kofeny

1 1 1

leaii 92:_‘627 93:_;;2’

je pii ¢ < b koren g, stiedni velikosti. Jen singuldrni kuzelo-
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secka h, charakteristického svazku-je redlnd a ms rovnice

FAN A 1
x, =0, .;_2—b_22_6_32+l§(x12 + 22 + 34%) = 0.
Obé osnovy cyklickych rovin jsou proto uréeny rovinami
cha2 + b2 + zal/b2 —ct=0, (34,6)

prochédzejicimi osou 3_/: takie vSechny cyklické roviny jsou
8 touto osou rovnobéiny. Geometrickym mistem stiedd
kruZnic oné soustavy, jeZ odpovidd hornimu znaménku
v (34,6), je pramér hyperboloidu

y =0, :t:cl/b2 —c? + zal/a2 + 62 =0, (34,7)
kdeZto kruznice druhé soustavy maji své stfedy na priméru
y =0, :z:cl/b2 —c?— zaVa2 + b2 = 0. (34,8)

O sprivnosti téchto rovnic se snadno presvédéime na pr.
uréenim poldrnich rovin nevlastnich bodi obou priméri;
lze je oviem téZ odvoditi jako rovnice k (34,8) sdruzenych
praméra vzhledem k hlavni hyperbole (34,5).

Na rozdil od jednodilného hyperboloidu existuji zde redlné
body kruhové. Dva z nich leZi na praméru (34,7), dal3f dva
na primeéru (34,8). Jejich soufadnice jsou dédny vyrazy

a® + b* b2 —¢?

P V—: y=0 z=xclmre (49
kde je dovoleno znaménka jakkoliv kombinovati. Uréuji
tudiz kruhové body dvojdilného hyperboloidu obdélnik
v hlavni roviné, kolmé k rovindm cyklickym, a to kolmo
soumérny podle os hyperboloidu, leZicich v téZe roviné.

Rovnice poldrni roviny, resp. te¢né roviny plochy v jejim
bodé (x4; yo; 2o) zni

LTy YYo 229 .
e 1=0; (34,10)
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odtud vychdzi, Ze rovnice teénych cyklickych rovin (proti-
najicich plochu v dvojicich sdruZenych isotropickych pfi-
mek), t. j. teénych rovin v kruhovych bodech, jsou

+ = Va2 bt = Vb2—c2 Va2 + =0, (34,11)

kde opét jest kombinovati znaménka viemi zplsoby. Roz-
hodovdni o tom, v kterém kruhovém bodé se néktera
z rovin (34,18) dotyka plochy a na kterém z obou primeéra
(34,7), (34,8) néktery z kruhovych boda (34,9) lezi, necini
Zédnych obtizi.

Stejné jako trojosy hyperboloid jednodilny lze i dvoj-
dilny vytvoriti kolmou perspektivni afinitou z dvojdilného
hyperboloidu rotaéniho. Skutetné, transformaci

b
X=2 Y=y Z= 7 (34,12)
rovnice (31,16) prechazi v (34,1). Odtud je patrno, Ze za
invariantni rovinu afinity lze zvoliti rovinu kteréhokoliv
merididnu rota¢niho hyperboloidu dvojdilného.

Piiklady k cvideni.

138. DokaZte, Ze véty piikladu 124, 125 plati i pro hyper-
boloid dvojdilny! Jak je nutno pozméniti vétu piikladu 126,
aby platila pro jednodilny hyperboloid? [Zaméniti hyperboloid
s asympt. kuZelem.]

184, Kdy obdélnik o vrcholech v kruhovych bodech dvoj-
dilného hyperboloidu (34,1) s ¢ < b je &tverec? Kolik kruho-
vych bodu mé rotadni hyperboloid dvojdilny a kde tyto body
1911‘7 [KdyZ a* 4 ¢t + a?b? — b%% = 0. — Dva; na ose rotace
plochy.]

35. O elipsoidech. a) Z norméilni rovnice trojosého real-
ného elipsoidu

+ + =0 (35,1)

je patrno, Ze ma Sest vesmés realnych vreholu (4- a; 0; 0),
(0; £ b; 0), (0; 0; + c). Délky a, b, ¢ jsou poloosy elipsoidu.
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ProtoZe jest
1
T azhc?

jsou elipsoidy plochy nepiimkové.

4=— A“ = < 07 (35’2)

Nevlastni kuZelosecka plochy o rovnicich
x4?
Y

R A
R
zfejmé nemd %idnych bodi redlnych a je imaginadrni stejné
jako asymptoticky kuZel

22

22
Je-li a = b, elipsoid je rotacni. Z jeho rovnice (31,18) je
patrné, Ze vznika rotaci elipsy (srovnej s 18,6)
X  Z?

Y=0, S +5—1=0 (35,5)

okolo osy Z.

Kolmé perspektivni afinita

X=n, Y=%—y, Z =z, (35,6)

jejiz samodruznd rovina je merididn (322) rota¢niho elipsoidu
(31,18) jej transformuje v trojosy elipsoid (35,1). Rovnik
rotadniho elipsoidu pti této transformaci prechézi v hlavni
elipsu £ (obr. 19)

- v — —> s _ 2
v roviné (z y) o rovnicich

12 y2

kdeZto merididny rota¢niho elipsoidu v rovindch (_Z)?) resp.
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(_Zj’( ) se transformuji v dalsi dvé hlavni elipsy trojosého elip-
soidu. Posledné uvedeny merididn zastava transformaci ne-
zménén, nebot lezi v roviné invariantni, takZe je to spoletnd
kiivka obou ploch; kromé toho se obé plochy podél ni dotykaji.

Z vytvoreni trojosého elipsoidu kolmou perspektivni afi-
nitou vyplyvi, Ze i trojosy elipsoid — stejné jako rotaé¢ni —
je plocha uzaviend; vSechny jeji fezy rovinami nikoliv

Obr. 19. Trojosy elipsoid s hlavnimi elipsami.

teénymi jsou elipsy, redlné oviem jen tehdy, lez{-li pél jejich
roviny vné elipsoidu, t. j. v opadné ¢asti prostoru nez stied
elipsoidu.

Z rovnice (35,1) vychézi

2 2
2= icl/l—f-—%-_ (35,7)

a2
Aby tedy z bylo redlné, musi byti
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t. j. pouze bodim uvnitf elipsy E (obr. 19) pfislusi redlné
soufadnice z, coZ je patrno i z okolnosti, Ze hlavni elipsy jsou
obrysy kolmych priméta elipsoidu.

Ka#da rovina, prochézejici nékterou osou, na pi.—;, protind
elipsoid v elipse, jejiz dva protéjsi vrcholy se ztotoZnujf

s vrcholy elipsoidu na_z: zatim co zbyvajiei dva vrcholy
pruseéné elipsy lezi na E. Soustava elips v téchto rovinich
umoznuje piedstavu plochy.

Je-li @ > b > ¢, oba vrcholy elipsoidu na ose z lexici
ndlez{ kulové plofe o poloméru a, soustiedné s elipsoidem,
a vSechny ostatni jeho body lezi uvniti téZe kulové plochy.
Obracené, viechny body elipsoidu aZ na dva jeho vrcholy

na z lezi vné kulové plochy soustfedné o poloméru ¢. Odtud

plyne: Oba vrcholy na z resp. naz jsou ony body elipsoidu,
jejichz vzdilenost od jeho stiedu je maximalni resp. mini-
malnd.

b) Na trojosém elipsoidu existuji dvé soustavy kruZnic;
Pprotoze 5 je za jiz uéinéného predpokladu o velikosti poloos
kofen charakteristické rovnice prostiedni velikosti, singu-
larni kuZeloseéka charakteristického svazku

z,2 x,2 42 1
ry =0, a_12+b_2+?:——ﬁ(1’12+x22+”32)=0(35’8)

je sloZena z dvojice redlnych nevlastnich primek cyklickych
rovin obou osnov. Odtud vyplyva, Ze kaidd z obou osnov
je uréena jednou z rovin

zcla® —b? + zal/b? — ¢ = 0. (35,9)

Obé kruznice v téchto rovindch lezi téZ na kulové plose,
opsané ze stiedu elipsoidu polomérem rovnym poloose pro-
sttedni{ délky. Skuteéné, vyloufenim y z rovnice (35,1)
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a z rovnice
x? + Y 22— b =0,
vychdzi rovnice (35,9), éimZ tvrzeni je dokdzino.

Cyklické roviny, rovnobézné s rovinou (35,9), protinaji
elipsoid v kruinicich, jejichZ stfedy vyplnuji jeho primér
o rovnicich

y=0, zafa?—b® F )bz —c2=0, (3510)

pii ¢emZ v (35,9) a v (35,10) jest brati soudasné bud horni
nebo dolni znaménka. Oba praméry jsou sdruzeny s pri-

meéry (35,9) hlavni elisy v roviné (; :) a protinaji ji v étyfech
kruhovych hodech elipsoidu o soufadnicich

[y 2 2 .2
a?—b b2 —¢ _
xr = :t a\l/az—_—c—z, Yy = 0, z = :t CVaz——Ei (30,11)

V rovindch (35,9) lezici kruZnice jsou shodné a maji ze
viech nejvétsi polomér. S rostouci vzdalenosti cyklické ro-
viny od stfedu elipsoidu, klesd polomér kruZnice; teénd
rovina v kruhovém bodé protini plochu v dvojici sdruzenych
isotropickych primek, cyklické roviny jesté vzdalenéjsi od
sttedu protinaji elipsoid v kruZnicich imagindrnich.

Z rovnice poldrni (pffpadné teéné) roviny

ToX | Yoy | %

w T ta =0
a ze soufadnic kruhovych bodu snadno lze napsati rovnice
teénych rovin v kruhovych bodech elipsoidu.

¢) Je-li elipsoid rotaéni (¢ = b, rotaéni osa —z>) obé
osnovy cyklickych rovin se ztotoZiuji v osnové rovnobéz-
kovych kruZnic plochy. Podet bodi kruhovych se redukuje
na 2 body, ztotoZnujici se s vrcholy plochy na rotaéni ose.
Je-li ¢ >a = b, viechny merididny elipsy maji spoleénd

ohniska F, G na rotaéni ose e Elipsoid se pak nazyva
prodlouzeny a body F, G jsou jeho ohniska.
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ProdlouZeny elipsoid rotadni lze definovati jako geomet-
rické misto boda v prostoru, jejichz vzdédlenosti od dvou
bodé F, @ maji stdly soucet 2c.

Je-li ¢ << a = b, nazyvi se rotaéni elipsoid (35,1) zplos-
tély. Vznika otddenim elipsy okolo jeji vedlejsi osy. Ohniska

jeho meridiant vyplinuji kruZnici v roviné z ;, 8 elipsoidem
soustfednou, o poloméru ]/'a,z_ —c. .
Piklady k evicent:
135. Uréete kruhové body elipsoidia:
a) #52% + oby? + Fe2 — 1 =0 [+ 6/13; 0; & 12JA).
b) da + dyt 22 —1=0[x 3F 0 £ V.

186. DokaZte, %o rovnice tedné roviny elipsoidu (35,1), kolmé
ke sméru o kosinech (cos «;cos f§; cos y) mé tvar

x cos x+y cos f+z cos y:};l/a" cos?x +b? cos? f+c? cos? y = 0.

187. DokaZte: Geometrickym mistem vrcholti pravouhlého
trojhranu, jehoZ stny jsou teénymi rovinami elipsoidu (35,1),
jest kulova plocha x? + y? 4 22— a2 — b2 — ¢ = 0. [UtZijte
rovnice te¢né roviny udané v piikladé 186.]

138. Vypoétste soufadnice stfedu elipsy, ve které rovina
a,x + a,y + agz + a, = 0 protind elipsoid (35,1). [Stfed leZi
na primeéru s danou rovinou sdruZeném, t. j. na poléfe sdruZené
s jeji nevlastni{ pfimkou.]

189. Ukaite, %e elipsoid (35,1) lze parametricky vyjadFiti
rovnicemi

z=asinycosp, y=>bsinysing, z=rccosy

s parametry @, y. Jaké jsou &ary na ploSe, pro néz jeden z obou
parametrii je konstantni? [y = const. jsou elipsy v rovinach

rovnobéZnych s (; ;), @ = const. jsou elipsy v rovinéch pro-
chéazejicich osou_z).]

140. Napiste rovnice sttedovych kvadrik v soufadnicich
rovinovych a pfimkovych, vychézejice z normélnich tvart jejich
rovnic [podle (23,2) resp. (23,5)].
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36. 0 hyperbolickém paraboloidu.
a) Z rovnice plochy ve tvaru normélnim
a2 y2

L %=, (36,1)
P g

je ziejmé, Ze pouze soufadnicové roviny (_5::) S (_;1;;) jsou
hlavniroviny, t. j. roviny kolmé soumérnosti plochy (obr. 20),

§

i

Obr. 20. Hyperbolicky paraboloid s hlavnimi parabolami.

—_

kterd m4 proto jedinou osu z. Rovina (; y) se plochy do-
tykd v jejim vrcholu, ktery se ztotoZnuje s potdtkem O;
nazyvime ji proto vrcholovou teénou rovinou para-

boloidu. Osy z a._g; jsou sdruZené a sou¢asné kolmé teény
paraboloidu v jeho vrcholu.

To vie zustivd v platnosti i pro paraboloid elipticky,
méme-li na mysli normdlni tvar jeho rovnice.
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Nevlastni kuZelosecka hyperbolického paraboloidu (36,1)
je slofena ze dvou redlnych nevlastnich tvorfcich pfimek
t;, t, o rovnicich

z,=0, gz £ V=, (36,2)
jejich priseéik je nevlastni bod osy paraboloidu.

Ka?dé rovina protind nevlastni kuZelosecku plochy
redlné, proto na hyperbolickém paraboloidu neni ani elips
ani kruZnic, takZ?e kaZda nikoliv teénd rovina jej protind
v hyperbole, nebo v parabole. Posledni piipad nastdvs
patrné jen tehdy, kdyZ rovina fezu je rovnobéini s osou
paraboloidu. Na pi. obé jeho roviny hlavni jej protinaji
v t. zv. hlavnich paraboldch o rovnicich

y=20, 22—2pz=0, (36,3)
resp.
x=0, y2+4+2¢z=0. (36.4)

Je ziejmé, %e body hlavni paraboly (36,3) maji soutad-
nice z 2> 0, kde#to body hlavni paraboly (36,4) naopak maji
z < 0. Le{ tedy hlavni paraboly na opaé¢nych strandch teéné
roviny vrcholové.

Roviny kolmé na osu paraboloidu jej protinaji v hyper-
boléch o rovnicich
22 y?
z2—k=0, . gk o —
(k = konst. 3 0).

1=0 (36,5)

Tyto hyperboly tvofi soustavu o asymptotédch v rovinich

Vaz £ Vpy =0, (36,6)
uréenych osou paraboloidu a jeho tvoficimi piimkami v teéné
roviné vrcholové z = 0. Kazdéd z hyperbol soustavy (36,5)
m4 své vrcholy na hlavni parabole (36,3) resp. (36,4) podle
toho, je-li k > 0 nebo k<< 0. -

Z téchto vztahd je moZno si uéliniti pfedstavu o tvaru
plochy. K jesté nazornéjsimu vytvofeni hyperbolického pa-
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raboloidu vede studium fezii plochy rovinami rovnobéznymi
8 hlavnimi rovinami plochy.
Na pf. rovina y —d = 0, rovnobéZnd s hlavni rovinou

(_a;_z,) protind hyperbolicky paraboloid (36,1) v parabole
o rovnicich

x? d?
—d=0, ——2:——=0, (36,7)
y p q
jejimZ vrcholem jest bod
d2
W (0, d, -_— E‘)’

lezici na hlavni parabole (36,4).

Priseénd parabola (36,7) md tyZz parametr p jako hlavni
parabola (36,3), je s ni tedy shodnd, vznikajic z ni rovno-
béZnym posunutim, po némz vrchol O hlavni paraboly (36,3)
se ztotoZni s bodem W hlavni paraboly (36,4). Plati tedy
véta:

Hyperbolicky paraboloid lze vytvoritirovnobéi-
nym posouvanim kterékoliv z jeho hlavnich para.
bol, pfi kterém jeji vrchol opisuje druhou jeho
hlavn{ parabolu.

b) Tvotici pfimky hyperbolického paraboloidu jsou uspo-
fddény do dvou reguli, které — na rozdil od reguli hyper-
boloidickych — obsahuji po jedné z nevlastnich piimek ¢, ¢,
paraboloidu. Jinak Feéeno, piimky ka¥dého z téchto reguli,
jez nazyvdme paraboloidickymi, jsou rovnobéiny s jistou
rovinou, t. zv. fidiei rovinou regulu.

Podle (24,7) a (24,8) piimky jednoho z obou reguli jsou
prusecnice rovin

Al(i_+,l_)—212=o, l
Ve Ve (36,9



a idici rovina o, téhoZ regulu zfejmé mé rovnici :cl/q_ +
+ yVE: 0 a ztotoZnuje se s jednou z rovin (36,6).

Pfimky komplementdrniho regulu jsou podle (24,9)
a (24,10) prisecnice rovin

a jeho Fidici rovina g, je druhd z rovin (36,6).

Nevlastni pfimky Fidicich rovin ¢y, o, jsou nevlastni tvo-
fici primky ¢, ?, hyperbolického paraboloidu. Priseénice
obou Fidicich rovin, které jsou soumérné poloZeny podle
kterékoliv roviny hlavni, je osa paraboleidu.

Rovnice poldrni roviny bodu (y; yq; 2,) zni (podle odst. 22)

% __ Y%
P q
je-li to bod plochy, je (36,10) rovnice teéné roviny, obsahu-
jici obé tvoric{ pfimky obou reguli, které prochézeji jejim
dotykovym bodem (z,; y,4; 2o)-

Dvé rizné piimky a, b jednoho regulu a dvé jiné ruzné
primky ¢, d komplementédrniho regulu tvoii t. zv. prosto-
rovy étyfihelnik, jim% je hyperbolicky paraboloid jedno-
znaéné uréen. Kazdd z dvojic jeho protéjSich stran uréuje
smér Fidici roviny jednoho z obou reguli, ¢fm% i smér osy je
uréen.

Je-li na pf. fidici rovina ¢, rovnobéina s a i 8 b, pak
kaZdd rovina s ni rovnobézni protind piimky ¢, d v dvojici
bodi, jejichZ spojnice je tvofici piimkou onoho regulu,
k nému% nileZeji @ a b.

Odtud je patrno, %e trojice pfimek jednoho regulu
vytind na viech pfimkdch druhého regulu bodové
trojice stejnych délicich poméri.

(36,9)

—2—2,=0; (36,10)

100



Na tomto vztahu jsou zaloZeny t. zv. nitové modely
hyperbolického paraboloidu (obr. 21). Dvé protéjsi strany
prostorového &tyrihelnika rozdélime na stejny pocet dili;
spojenim délicich boda nitémi obdrzime model jednoho pa-
raboloidického regulu.

Jsouli vSechny strany
prostorového ¢tyrihelnika
stejné dloubé, je to t. zv.
prostorovy kosoctve-
rec. Na ka?dém hyperbo-
lickém paraboloidu existuje
mnoZstvi prostorovych ko-
sobtvercu. Kolmi pricka
(0sa) dvou protéjsich stran
kosodtverce je patrné jedna
z obou tvoficich pfimek pa-
raboloidu, které lezi v jeho
teéné roviné vrcholové. Tak

iz‘?d “r‘?“li ,"’.ct“’,l parabo- o 91. Reguly hyperbolického
01dY, JakKoz 1 LeCNou ToVl- napraholoidu daného prostorovym
nu vrcholovou, osu a Fidiei dtyrahelnikem.

roviny. Roviny soumérnosti
jejich uhld jsou hlavni roviny paraboloidu.

37. 0 eliptickém paraboloidu.
Z rotatniho paraboloidu (31,23) [viz téz (18,8) a (18,9)]
vznikd elipticky paraboloid

2 2
oY _9—0 (37,1)
4 q

kolmou perspektivni afinitou (p > 0, ¢ > 0)

X=z Y= %y Z =z (37,2)

At jsou z,y jakdkoliv redlnd &isla, piisludi k nim podle
(37,1) soufadnice z > 0. Le#i tudf viechny reilné body
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paraboloidu na téZe (positivni) strané roviny (; _;;), t. j.
teéné roviny vrcholové. Z ‘jeho vytvofeni afinitou z rotad-
niho paraboloidu plyne, Ze tomu tak jest i pro kteroukoliv

jinou teénou rovinu plochy. Je zde 4 = — %, takie na

ploSe neni redlnych primek.
Nevlastni kuZelosetka eliptického paraboloidu (37,1)

2 2
2, =0, fHz, z)= % T x—; =0 (37,3)

je sloena ze dvou sdruZené imagindrnich nevlastnich pifmek

z,=0, Yz, +ilpz,=0, (37,4)
jejichz spoleény bod je redlny nevlastnf bod osy paraboloidu.

Na eliptickém paraboloidu neni proto jinych kuZelosedek
ne? elipsy, kruZnice a paraboly, z nich% posledni lezf v rovi-
nach rovnobéZnych s osou plochy.

Rovina rovnobézng s teénou rovinou vrcholovou ve vzda-

lenosti k protind plochu (37,1) v elipse o rovnicich
I2 yz
Z—-k—O, m—*—z—qk—l—o, (37,5)

odkud je patrno, Ze v3echny elipsy soustavy (37,5) jsou po-
dobné a Ze se do roviny (; ;) kolmo promitaji do soustavy

homotetickych elips o osdch z, _17

Vrcholy v3ech elips soustavy (37,5) lezi na obou hlavnich
parabolich v hlavnich rovindch paraboloidu o rovnicich

y=0, 2*—2pz=0, (37,6)
& x=0, y*—2¢qz=0; (37,7)
obé tyto paraboly jsou téz obrysy kolmych priméta parabo-
loidu do hlavnich rovin. Z uvedenych vztahi je moZno si
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uéiniti pfedstavu o tvaru plochy (obr. 22). Kromé toho
v odst. 36 uvedend véta o vytvofeni paraboloidu translaci
hlavn{ pa.ra.boly plati i pro elipticky paraboloid a dokazuje
s6¢ stejnym zptsobem.

"Charakteristickd rovnice plochy (37,1)

1 1
—_ — )= 37,8
Q(Q p)(Q q) 0 ( )

m4 kofeny 0 Je-li na pi. p < ¢ ]e —- kofen stiednf

1 1
g

Obr. 22. Elipticky paraboloid s hlavnimi parabolami.

velikosti, takZe jedind reilnd singuldrni kuZeloseéka charak-
teristického svazku plochy (37,1) je

x?  x,? 1
7=0, — +L—— (2 + o+ =0,
4 P q q 1 2 3
t. )
:::ZL ! 112—0 (37,9)
\e qf ¢ 7 ’
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Proto obé& roviny
glg—p+z)p=0 (37,10)
jeou cyklické a uréuji svymi sméry dvé osnovy cyklickych
rovin paraboloidu. Mistem stfedli kruZnic jsou dva prameéry
paraboloidu v roviné (; ;)
y=0, =£|plg—p =0. (37,11)

Kruhové body plochy jsou obecné dva. Kazdy z nich lezi
na jednom z priméra (37,11), takZe jejich souradnice jsou

(? Vola—p: 0 q_Tp).
Polérni resp. tednd rovina bodu (o5 Yo 2p) M4 rovnici
Y%
+ 20
P q
proto rovnice obou teénych rovin v kruhovych bodech jsou

== xl/q_T” —— q;—p — 0. (37,13)

Jen ty cyklické roviny protinaji plochu v reilnych krui-
nicich, které leZf na téze strané teéné roviny (37,13) jako
paraboloid. S rostouci vzdilenosti cyklické roviny od této
roviny teéné roste i polomér priseéné kruznice bez omezeni.

% z—zy=0, (37,12)

Priklady k cvideni.

141. Je-li v rovnici (36,1) p = ¢, jsou ob& Fidici roviny
hyperbolického paraboloidu, t. zv. rovnostranného, navzéjem
kolmé. Dokaite, ¥e po otodeni soufadnicové soustavy kolem

osy_z’ o tithel — 45° rovnice (36,1) se transformuje v rovnici
z'y — pz’ = 0!

142, NapiSte normalni tvar rovnice hyperbolického para-
boloidu, jehoZ iIdici roviny sviraji dhel 60° a jehoZ hlavni

parabola v roving (.:_v’ ?) mé parametr p = 1! [22 — 3y?—22=0.]
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148. Je dén  hyperbolicky paraboloid x% — 332 — 2z = 0.
Jak znf rovnice jeho a) tedné roviny v bods (1; 1; — 1), b) po-
ldrni roviny bodu (1;1;1)? [a) x —3y—2+ 1 =0, b) x —
—3y—2z2—1=0]

144. Urdete kruhové body eliptického paraboloidu 4x? +
+ 2 — 2 =0 [£]5;0; 4.

145. Jak zni rovnice a) hyperbolického paraboloidu (36,1),
b) eliptického paraboloidu (37,1) v soufadnicich rovinovych?

1 1 2
[Podle (23,3) < &2 F > &2 — 7 &6, = 0]
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