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1. CAST
RADY SKONSTANTNIMI CLENY

Uvod. Kdykoli bude v dalsich vykladech Fe&eno ,,&islo*, je
tim minéno ¢&islo redlné. V oboru reilnych éisel se pohybuje
vétsina vypolth stredoSkolské matematiky: objasnim struc-
né pojem tohoto oboru.

Pod ndzvem ,redlné ¢&islo’* rozumime jednak éisla t. zv.
raciondlni, t. j. takova, ktera lze napsati ve tvaru obyée]nych
zlomk?, ]ednak &isla t. zv. iraciondlni, jako jsou na pf.
J/2, log 2, . Tato posledni &isla byla zavedena bud na z4-
kladé pozadavku, aby jisté rovnice, které nemély raciondlni
FeSeni, byly feSitelné (na pf. rovnice z®=: 2 ma Fedeni
T == Vé—, rovnice 107 == 2 mé Fedeni z = log 2); nebo limit-
nim postupem pfi FeSeni nékterych tloh (na pf. &islo w pfi
vypottu obvodu kruhu). Pfitom se mi¢ky predpokladd, %e
Ize kaZdé iraciondlni ¢&islo vyjddfit ve tvaru desetinného
¢isla s neomezenym pottem desetinnych mist; v tomto
predpokladu je vlastné obsaiena nevyslovend definice redl-
ného ¢isla.

Chceme-li si ji objasnit, dotykdme se otdzky, co je &islo.
Pro nase uée]y postadf toto vysvétleni: é&islo je symbol,
pro ktery jsou vymezeny uréité vykony, ‘t. zv. podetni,
které s nim lze providdéti, a pravidla, kterymi se pro-
vadéni podetnich vykond #idi. Tak na pi.: &isla Ize séitati.
Sé¢itdni je vykon komutativni. Nedefinujeme tedy vlastné
isla, ale poéitani s nimi.

Ve smyslu této pozndmky dcfinujeme tedy redlné &islo
jako tento symbol: k celému &islu ptipojime sled neomeze-
ného pottu ¢&isiic, které naayvame decimély. Pfitom je ddn
predpis, podle néhoZ lze vypoédisti kteroukoli decimdilu.

Pro raciondlni ¢&isla souhlasi tato definice s desetinnym
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vyjddfenim &isla, které je zlomek bud ukond&eny nebo perio-
dicky. Pfislusny ptedpis je déleni litatele zlomku jmeno-
vatelem. Na pr.

¥ =0,125;
+=03=0333...
Pro iraciondlni éisla, na pf. l/2_= 1,4142 ... uréujeme

jeho decimily postupné na zikladé nerovnin:

142 <2 < 1,5
1412 < 2 < 1,422
1,414%2 < 2 << 1,4152
1 1,4142% << 2 < 1,41432 atd.

Podetni vykony s iraciondlnimi &isly definujeme v pod-
staté rozsifenim pravidel pro poéitdni raciondlnimi &isly:
jest oviem tieba jistych doplikl vzhledem k ,,nekoneénému
po¢tu decimal iraciondlnfho ¢isla. O poéitdni s iraciondl-
nimi &sly se ¢&tendt blize poudi v odstavei 1,18, kde
o véci jedtd jednou pohovofim. V praxi se ‘iracionalnf
¢isla nahrazuji raciondlnimi &fsly, na pf. &islo = nahrazu-
jeme raciondlnim &islem:

T = 3,14159.

Polet decimdl raciondlntho &isla zdleZi na piesnosti, kterou
od vypottu pozadujeme.

(,I. Pojem posloupnosti a Fady. Od ndsobilky aZ k nej-
slozitéjSim dlohdm — vSude v matematice se setkdvidme
se sledy*) ¢&isel, uspofddanymi podle uréitého zikona.
Zikon muZe byt vysloven tak, Ze bud ndm dovoluje vytvofit
piimo libovolny (&ili jak Fikdme obecny) &len sledu, nebo
podle ného uréime ndsledujici ¢len z pfedchézejicitho. Vzhle-
dem k okolnosti, Ze zdkon uspofédini élend dovoluje tvofit
daldi &leny, nazyvam jej ndkdy také slovem , pFedpis®.

*) Slovem ', eled*’ rozumim jisté uspofddéanf &isel: slovu ,,Fada‘
se Gmysiné vyhybéam, nebot m4 v daldim jiny vyznam.
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Pfiklady takovych piedpisi:
‘1,1. Obecny (n-ty) &len je pfirozené &islo n. Tak dostaneme
sled:
1,2,3,4,5,...
1,2. Nésobky d&isla 3, srovnané -podle rostoucich néso-
bitelt: '
3,6,9,12,15,...;
n-ty &len je 3n.
1,3. Prvni é&len je 1; kazdy dalsi je } pfedchazejictho.
Dostaneme &leny
L.+ 8-

. o1
n-ty &len je i

1,4. Obecny (n-ty) &len je %; sled mé &leny:

1! lgs ‘.(]f) ’}')
1,5. Prvni &len jo 180; ka*dy dalii je nejvétsi pravy
délitel pfedchdzejiciho. Dostaneme &leny:

180, 90, 45, 15, 5,1.

1,6. n-ty ¢len — oznadime jej a, — je nejvétsi desetinny
zlomek z-mistny takovy, Ze ai’< 2. Prvni &len je tedy
a; = 1, 4; nebot 1,4 < 2, ale 1,52 > 2. Druhy é&len je a; =
= 1,41; nebof 1,412 < 2, ale 1,422 > 2. Tak postupujeme
dédle a dostaneme sled:

1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; ...

1,7. Predpis miize byti tfeba geometricky. Do daného
kruhu vepiSme postupné pravidelny 4-dhelnik, 8-thelnik,
16-dhelnik atd. a vypo&téme obsahy téchto obrazed. -ty
¢élen sledu budiZ obsah vepsaného pravidelného 27+!-dhel.
niku. ' ’

Z ptedchozich piikladi je patrno, %e pfedpis - dovoluje
obyfejné vytvofit neomezeny polet é&lendi; jen nékdy
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(pfiklad 1,5) se tvofeni &lentt samo zastavi. Sledy, jejich%
pofet ¢lenfi je neomezeny, se nazyvaji posloupnosti (&fsel;
jejich é&leny pii obecném oznadovani indexujeme, index
znamend pofadi élenu. Je tedy obecnd posloupnost

ay, Gy, ay, ...,
zkrécend pileme [a,|"~® nebo jen {a,).
P I’I—l }

V posloupnostech z pfikladd 1,1, 1,2 je rozdil (diference)
dvou sousednich ¢&lendi stily (roven 1 resp. 3); takovd po-
sloupnost se nazyvé aritmetickd. V posloupnosti pfikladu
1,3 je podil (kvocient) dvou sousedmich é&leni staly; posloup-
nost se nazyvd geometrickd. Piiklady 1,4 1,6 1,7 ukazuji
sloZitéjsi posloupnosti.

Cvilenl, Najdste zékon vytvofen{ posloupnosti a vyjadfete, je-li

to mo#né, jeji n-ty Elen:
L1 1,—3,9—27 81,..; 1,2, 3, % %, ... 1,3, 1, 3, 6, 10,

15, 21, ...; 1,4. } &.T;.a';..--.l,S. 1,2,4,3,1 ,%.}.?.-. IGI
—23—4.5.— i 1,1.1,1,2,3,8,8, 13, 21, 34, 55,
Vysledky: 1,1, (— 3)"—1 h2 - d — 18 (”+ 1)
1 1 2 n+ 2
"4"(1. ey fly TS |5 AT IPen liché, —,— pron

sudé; 1,6. (— 1" ! n; 1,7. Podinaje tretim #lenem je kaidy Elen
soudet obou ptedchozich.

V mnohych matematickych tlohdch je potieba bud
selfsti nebo znésobiti urdity pofet prvnich &lend néjaké
posloupnosti. Naznaéime-li tyto podetni vykony, dostaneme
vyraz, kterému fikdme Fada, resp. souéin.

Tak na pt. fada je vyraz:

1424+3+... +n

Podobné soudin je vyraz:

1.2....

Cheeme-li vyjidfit, Ze ze &enli posloupnosti budeme
tvofit postupné soudéty o vzristajicim poétu &lenl (resp.
souéiny o vzriistajicim podtu &initeld), piSeme schematicky
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142+3+4... (nint); 1.2.3.... (in inf.)¥)

Témto schematim fikdme nekonetnd fada, resp. nekonefny
soutin. Zddraznuji, Ze znaménka ,,plus’“ nebo ,krat"“ ne-
znamenaji provadéni poletniho vykonu mezi nekoneéné
mnoha ¢&isly (to je nemozné), ale naznaéuji, Ze tvofime soudty
resp. soudiny o stdle vzristajiciin pottu &lend, resp. &initeld.

Pfipominam jeSté zkriaceny a vyhodny zptisob psani
soultd a soulinli. PouZivime feckych pismen X (velké
sigma) pro séitdni a I7 (velké pi) pro ndsobeni takto: pred
obecnym &lenem souétu (Einitelem soudinu) napiSeme pismeno
2 (IT) a poznamendme, od kterého &lenu (&initele) po ktery
se md séitdni, resp. ndsobeni provddét. Tak na pi. piSeme:

100
1

ltd+d+.+ide=2 —

n+1

3 45_]']n

Analogicky k tomuto zpisobu psa.m piSeme symbolicky
nekoneénou Fadu nebo soudin; na pt.:

1+2+3+...E§n; 1.2.3.. E]‘[ n**y
n=1

Obecné napiSeme tedy nekonednou Fadu nebo souéin

o] @
D an; [ ] an
n=1 n=1

Soudty 8, =a,, 8, =0a,+ @, 8 =a,+a, + a3, ..., 8=
@®

4

=a; + a, + ... + a, nazyvame {dstené soulty fady Za,.;
. n=1
*) Zkratka ,,in inf.*, t. j. ,,in infinitum‘* znamené ,,do nekoneé&na*.
Tuto zkratku obyéejnd vynechévéame; neni-li napsin posledni &len,
znamené to vidy in inf.
*#) Umyslnd zde u¥ivam znaménka = (totoZnost), nebot tu nejde
o rovnost dvou &isel, nybrZ jen totoZnost dvou oznadeni.



tyto &istetné soudty ziejmé tvofi posloupnost. Podobné je
tomu s &dstednymi souéiny u nekoneéného soudinu.

V matematice jsou dileZitéjsi nekoneéné fady neZ neko-
ne¢né soudiny. Proto je tato pfirudka vénovédna hlavné
Ffaddam. .

Cviteni [,8. Z ka%dé z posloupnosti pfikladu 2, 3, 4.a tloh 1 a% 7
utvoite fadu a vyjadiete ji s pornoci symbolu X.

Jesté jedna dileZita poznamka:

Cleny posloupnosti mtZeme — jakoZto redlnd &isla —
graficky zndzorniti body na ose &iselné. Podobné z élend
Fady algebraickym s¢itdnim isedek dostaneme body, které
nam predstavuji &astetné soudty fady. Toto zndzorréni
je velice vyhodné pro sledovini vlastnosti posloupnosti
i fad a budu se ¢asto na né odvoldvati.

Cviteni 1,9. Znazorndte ve velkém méfitku na ose ¢iselné n¥kolik
prvnich é&legu posloupnosti a) 1, — 1,1, — 4, 1%, ...; b) 1, 2, 4, §,
S

1,2. 0 Fadich -aritmetickjch. Rada, utvofend z &lend
aritmetické posloupnosti, se nazyvd aritmetickd. Je to
zvlastni pfipad obecnéjsiho druhu fad, t. zv. aritmetickych
fad vyssich stupifi, o kterych struéné pojednim v tomto
odstavei.

Utvofime-li rozdily sousednich élenti dané ¥ady, dosta-
neme novou fadu, které fikdme diferendnt; k fadé diferendni
miiZeme utvofit opét diferenéni Fadu; jé to t. zv. 2. dife-
renéni fada k plvodni Fadé, atd. Na pf. Fada:

124224 32 4 424 524 ...
méi 1. diferenéni fadu:
14+34+54+7+...
a 2. diferenéni fadu:
242+242+4 ...
Definujeme: Fads se _nazyvd aritmetickd stupné k, ma-li
jeji k-t4 diferentni fada viechny é&leny stejné.
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Podle této definice je obyéejna aritmetickd fada stupné
1, nahofe uvedena Fada stupné 2. Z definice je ddle patrné,
%e aritmeticka fada stupné £ je jednoznadné urdena svym
prvnim é¢lenem a prvnimi é&leny svych % diferenénich tad,
tedy k£ + 1 veli¢inami.

Abychom mohli pracovati s témito Fadami, je tieba
vyjadfit n-ty &len. U aritmetické fady prvniho stupné je
jeji n-ty ¢len — jak zndmo ze stfedni 3koly — polynom v »
stupné 1; plati totiz

an=a,+ (n—1)d=(a,—d)+d.n

Obracené tada, jejiZ obecny ¢&len je polynom v » stupné 1,
je aritmetickd stupné 1. Obecnéji fada, jejiZ n-ty d&len je
polynom v n stupné k, t. j. '

ap = xgn® + onf 1 4 L K+ o, 1)
je aritmetickd stupné k. Nebot jeji 1. diferenéni fada ma
obecny ¢len:

bp = any1—an =0‘o(nk A S T DI
+ x4+ D+ o,

t. j. polynom v n stupné k£ — 1. 2. diferenéni fada bude tedy
stupné k—2, atd.; k-t4 diferenini fada bude stupné O,
t. j. plivodni Fada je stupné k. '

Je nyni otdzka, lze-li n-ty &len kazdé aritmetické fady
stupné k vyjadfit jako polynom (1). Odpovéd je kladnd a
dikaz se provede takto:

Stadf dokézat, Ze koeficienty oy, oy, ..., or 1ze vhodné
zvolit tak, aby prvni é&len fady Xa, i prvni éleny jejich &
diferenénich fad byly rovny & + 1 pfedem zvolenym &slim.
Tyto prvni &leny jsou po Fadé:

og +op+ g + .- F K1 + ks

Ay + Ayoy + Agxg + .o + Ap—10—1, A1+ 0
Moy + My, M, +0
o¥0 No%0



kde A4,, ..., N, jsou zvlaStni &isla. PoloZime-li téchto & 4 1
vyrazi rovnych k 4+ 1 danym ¢&islim, miZeme z téchto
rovnic vypodisti g, &y, ..., og. Tim je tvrzeni dokdzéno.
Soudty ar. fady stupné k tvofi patrné aritmetickou fadu
stupné k 4 1, nebot jeji (k 4+ 1)-ni Ffada diferendni m4
vSechny &leny stejné. Pfipojime-li k Fadé souéti jako prvni
¢len nulu, je soudet s, pivodni fady roven (n 4 1)-nimu
&lenu této Fady soudty, t. j. polynom vn + 1stupné & + 1:

8n = fo(n + 1)1 + Bi(n + 1 + ... + Brs1.

Ponévadz 1. &len fady soudtu je nula, anulme se tento
polynom pro » = 0. T. j. s, lze vyjddfit jako polynom v =
stupné k 4- 1 s nulovym absolutnim ¢élenem.

Mdime tedy vysledek

(V. 1,1.) Obecnyj &len aritmetické Fady stupné k je polynom
v n stupné k; soulty 'této fady jsou ddny polynomem v n»
stupné k 4 1 8 nulovym absolutnim Clenem.

Vétsina &tendFd znd asi vtipny zplsob, kterym Gauss
kdysi odvodil vzorec pro soulet aritmetické rady:
G tan_ 2+ (n—1d_d

= w__ 9 e
2 : 2 g™t

, - d
—|—.(a1 —E) n.

K témuZ vysledku dospéjeme podle vyslovené véty takto:
soudet ar. fady je polynom v n stupné 2, t. j.

= fyn* + pin.
Koefxcxenty Bo: B urélme z rovnic, které dostaneme do-
sazenimn = 1, 2;
ot B =8 =a
4By + 2P, = 8, = 2a, + d.
d

d
Odtud :60 = -2—, ﬂl = a4y —?.

Sy ="n.
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Cvitenl 1,10. Odvodte podobnym zptisobem vysledky:

2 . z_n(n+l)(2n+2'
a) 12+ 224 ...+ n =
b) B4 25 4 .. fnt _ i+ 1)

4
1,11, Vypottste soulty:

8) 1.(l+3)+2.243) +... n(n+3) [sn="("—+”("—+@]

" 3(3) o= 5]
o)i(iz—.3i+2) '[sn=2(g)]

i=1

U nekoneénych fad aritmetickych nés zajimd otdzka, jak
se chovaji soudty s, takové fady, vzriistd-li index n neome-
zené. Obecny soudet je din podle dokdzané véty vzorcem:

8n = Pkl 4 Bink 4 Bond—1 ... 4 fm.

Dokéazeme: je-li §, > 0 (kladné), pak souéty s, o rostoucfm
n vzristaji nade vi3ecky meze, &ili — jak Fikdme — rostou
do + o0. O fad® pak pravime, Ze diverguje k + o0:.

Je-li §, < 0 (zdporné), pak souéty s, s rostoucim n se
zmen3uji pod viecky meze, &ili — jak fikdme — rostou do
— c0. O tad& pak pravime, Ze diverguje k — oo.

Rady (nekonedné), jejichz &4stedné soulty maji jednu
nebo druhou vlastnost, nazyvame urtité divergentnl (rozbi-
havé). Mime tedy vysledek:

(V. 1,2) Ka#dd aritmetickda fada nekoneénd je urbitd di-
vergentni.

Diikaz hotejsiho tvrzeni:

Budiz t¥eba 8, > 0. Nejnepiiznivéjsf pfipad pro vzrist s,
je, jsou-li véechna ostatni §; zdpornd, t.j. B, = —y, < 0,7..
voo P = — 9y < 0.

8n = Byt — (pnf -yt 4+ 4 Ye+11%). (2
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Jefto plati n' < nt, je-li ¢ < k, zmensi se pravd strana
rovnice (2), nahradime-li v zdvorce viechny mocniny n'
mocninou n*, t. j.

8n > Bonktl — (pnf -y L d ppnk) = n¥(Bgn —
—V1— Y2~ -~ Vit1) @)
Pro dostatetné velké n je zdvorka vyrazu (3) kladnd a protoZe
mocnina n* roste s rostoucim n nade viecky meze, plati
totéZ i o soultu s,. Podobné postupujeme v pFipadé §, < 0.

1,3. Rada geometrickd jako piiklad Fady konvergentnl. Pro
souéty Fady geometrické, t. j. Fady utvofené z &lend
geometrické posloupnosti, se odvozuje na stfedni 3kole
vzorec: .t

”

Sp = a qn_'l "-/ (4)

1 q_T!

kde @, je prvni &len fady, ¢ jeji kvocient. Jde tedy o fadu
a +aq+a,¢*+ ... +a gL

Chovéni souétd nekonetné geometrické fady je rozmani-
t&jsi, nez je tomu u aritmetickych Fad.

1. Je-li ¢ > 1 (tedy kladné), usoudime snadno ze vzorce
(4), Ze fada je urtité divergentni, a to diverguje k 4+ oo podle
toho, je-li ¢, = 0.

2. Obdobny vysledek plati pro ¢ = 1. V tomto pfipadé
oviem nelze uZit vzorce (4) (v jmenovateli by byla 0), ale
vysledek je — jak fikdéme — trividlni, nebol fada mé
viechny éleny = a,.

3. Je-li ¢ < — 1 (tedy zdporné), pak soudty s, maji podle
vzorce (4) stfidavd znaménka, ale jejich prosté hodnoty se
stile zvétiuji.

4. Je.li ¢ = — 1, m4 Fada tento tvar:

a+ (—a) +a+ (—a) + ...
Soudty s, nabyvaji tedy stfidavé hodnot a, a 0.
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Rady, jejichZ soudty se chovaji jako v pfipads 3., 4., t. j.
ani nevzristaji uréité bud k 4 co nebo k — o0, ani se ne-
blizi n&jaké hodnoté, se nazyvaji neurtitd divergentnl.-

5.q le?i mezi —1 a 41, t. j. —1<g< 41 ¢l
lg| < L.

Tento pfipad je nejzajimavéjsi. S rostoucim n totiZ ¢* se

blizi k nule, t. j. zlomek ve vzorci (4) se blizi hodnoté

1—gq’

8p se blizi hodnoté,{ T—¢ rl'éto hodnoté fikime soudet
L2 4. . )

nekonelné geometrické fady, a¢ to ve skutednosti Zadny

soudet neni. Rada s timto chovdnim &isteénych soudtd se

nazyva konvergentni (sbihava).

a,

Shroneme-li vysledky 1.—5., vyslovime tuto vétu:

(V. 1,3.) Nekoneéné geometrické rady jsow trojtho druhu:
je-li kvocient ¢ 2 1, je fada uréité divergenini,
je-li kvocient ¢ < — 1, je fada neurcité divergentni;
t

je-li kvocient q takovy, Ze
lg| <1, je fada konver-
gentni.

Vétsiné &tenafd je asi
znimo dosti piikladii po-
uziti konvergentnich geo-
metrickych fad. Pfipomenu
zde klasicky piiklad kvad-
ratury paraboly*) t.zv. vy-
gerpavaci metodou, protoze
pékné ukazuje cestu, jak
uzivati konvergentnich fad
k urdovini obsahd ploch.

_ Obr. 1.

*) Kvadraturou nazyvdme uréeni obsahu obrazce.
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Budeme urdovati obsah dsede paraboly y = 22, omezené
obloukem kiivky a tétivou 4 B, rovnobéznou s osou z (obr. 1).

K tétivim OA, OB vedeme sdruZené priméry p,, ¢, (t. j.
rovnobézky s osou paraboly, které tétivy pili) a dostaneme
pruseélky Al, B, téchto priméri s parabolou Dile sestro-
jime priméry, sdruzené s tétivami BB,, B,0, 04,, 4,4,
dostaneme dalsi priseéiky B,, B,, 44, 4, a tak pokraéUJeme
déle. Provedeme-li dostateény podet krokii, pak mnoho-
thelnik, sloZeny z trojuihelnikd

OAB + (OA,A + OB,B) + (04,4, + A,4,A + OB,B, +
+ B.B,B) + ... 5)

se libovolné mélo li$i od sede (0AB). Obsah tohoto mnoho-
thelniku, ktery je souétem obsaht jednotlivych trojihel-
niki, se pfi rostoucim ped&tu krokd » bliZi jistému &islu (jak
bude z daliiho patrne) a toto &slo prohlaSujeme za obsah
parabolické usede.

V ulebnicich analytické geometrie se dokazuje z vlast-
nosti paraboly, %e soulet obsaht trojihelnikd, ke kterym
dospéjeme pii n-tém kroku, je ¢tvrtina soudtu obsahé pfi-
slusnych trojihelnikd pfi (r — 1)-nim kroku. Jinymi slovy:
vyraz (5) je geometrickd fada s kvocientem 1, jejiz prvni
glen je A OAB = zy,.

Takovi geometrick4 Fada je podle véty 1,3 konvergentni;
jeji ,,soudet’’, t. j. &islo, kterému se bliZi ¢dsteéné jeji soudty,
je

__ % _ Y% _ 6
_l_q l_i %xlyl'l ( )

Vracim se jesté k vyroku Ze toto ¢islo prohla.éujeme za
obsah dsede paraboly To je vlastné definice, ke které jsme
oviem vedeni; ale jeji plnou opravnenost vyloz1m na konei
odst. 1,4, ve kterém probereme je3td jiny zplsob kvadra-
tury paraboly.
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1,4. Jin{ zpdsob kvadratury jako pfikiad konvergentni posloupnosti.
Provedeme kvadraturu paraboly y = 2? jesté jinym' zpi-
sobem, ktery je vlastné metodou integrilniho poétu.

Vypol¢teme obsah dopli-
kové c&dsti k usedi, t. j. g
obrazce (AOBCODA) (viz
obr. 2). Tento obrazec je
uzavien mezi dva stupfio-
vité obrazce, sloiené z ob-
délnikd: mensi je vy&arko-
vany, vét3i silné ohranide-
ny. Rozdélime-li setky
O0C, OD na dostatedné velky
potet n stejnych dild (na
obr. 2 n = 4) a sestrojime
obdélni¢ky podle obrzku, ¢
budou se oba stupnovité
obrazce libovolng mdlo li- Obr. 2
giti od dopliikové &dsti-
tisede. Vypodtdme obsahy obou stupiovitych obrazei.

Obsah P, mengho z nich (vyéérkovaneho) je patrné
podle obrdzku:

P,=2[% oy Bfn)  nl2af
[n.0+n(n)+n( +o

2, [(n— 1)z,\?
el
t. ).

.3 3
Pp=25M 4+ 24 4 (n— 1) =2s =

Yy

— 1%1

=2 3 Sn—1
n

kde sp—1 je soudet n — 1 ¥lendl aritmetické fady 12 + 22 +

2.45 17



n(n— 1) (2n—1)

+ 32+ .... Podle cvideni 1,9 a) je sn1 = 6 ,

P, =%(1’—%) (2—%).

Podobné dostaneme pro obsah P’, vét§iho stupiiovitého
obrazce vysledek:

t. j.

kde s, = 12 4 22 4+ ... + n? Po dosazeni za s, vyjde:
P, = z_lyJ(l _*_l)(z _*_l)
3 n n

Posloupnost &isel P, m4-tu vlastnost, Ze jeji éleny s rostou-
cim indexem n se blizi neomezené jisté hodnoté, totiZ hod-
noté g§z,y,. Posloupnosti této vlastnosti se iikd konvergentni
a &islu, kterému se blizi jeji dleny — v naSem pfipadé
4x,y, — se Fikd limita (mezni hodnota). Také posloupnost
P’, je konvergentni a mé stejnou limitu fzy,.

PonévadZ doplnkovd ¢&ist usefe je stdle mezi obéma
stupfiovitymi obrazci a jejich obsahy se bliZi spole¢né hod-
noté 2z,y,, jsme ndzorem vedeni k tomu, prohldsiti tuto
hodnotu za obsah dopliikové &4sti. Podle ndzoru nyni
otekdvime, Ze obsah tseée vypodteny ve vzorci (6) a obsah
dopliikové &4dsti fz;y, daji dohromady obsah obdélniku
ABCD. Skutedné tomu tak je, nebot

$zon + STy = 22, ..

Nynf jesté k vysvétlenf definice obsahu n tseée resp. jejf
doplikové &ésti. PFi druhém zpisobu kvadratury jsme ohra-
ni¢ili doplikovou &4st jistymi stupfiovitymi obrazei, které
se postupné neomezené blizily doplikové &dsti. Kdybychom
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zvolili k ohrani¢eni jiné obrazce,*) dostali bychom jiné po-
sloupnosti obsahti. Bude-li vS8ak splnéna podminka, Ze se
obrazce neomezené blizi doplikové &4sti, budou vSechny
tyto posloupnosti konvergentni — jak lze dokdzat — a
budou mit spoleénou limitu 3x,y,. Proto jsme plné oprdvnéni
prohldsiti tuto limitu za obsah dopliikové &asti isece.

Podobné je tomu pti prvnim zpiisobu kvadratury. Used
muzeme ,,sklidati’‘ i jinak neZ z trojuhelniki, jak jsme to
uéinili. Dostaneme jiné fady (tFeba nikoli geometrické); ale
je-li splnéna podminka, Ze se sklddané obrazce bliZi neome-
zené usedi, maji viechny tyto fady stejny ,,souet’ — t. j.
obsah tsele.

Vzpomenime jesté na pfiklad 1,7. Tam byl kruh vytvofen
jako mezni obrazec k vepsanym pravidelnym mnohothel-
nikém. Posloupnost jejich obsahil je — jak se dokazuje —
konvergentni a jeji limita je obsah kruhu.

Na téchto malych ukdzkich je vidét, jak dbleZité jsou
— na pf. v geometrii — konvergentni posloupnosti a Fady.
Proto musime precisovati pojem konvergence a limity a
odvoditi zdkladni vlastnosti konvergentnich fad; to bude
obsahem dalsich oddilfi.

Cvitenl 1,12. a) Urgete délku
spiraly, slozené z polokruznic,
jejichz stiedy jsou na téze piim-

ce, polomér prvni z fiich je roven
1 a polomér kazdé nésledujicf
jsou § predchézejiciho. /S'—S'\

b) Jak jo vzdalen od potdt- ( S
ku O této spirdly bod S, N
ke kterému spirdla sméfuje?

(Obr. 3.)

Vyjde a)

d = 47, b) OS = 1. Obr. 3.

*) Na pi. sloZené z lichob&Znikd, jejichz jedna strana by byla
tétiva, resp. tetna paraboly.
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1,13, Provedte kvadraturu kubické paraboly y = 29, t. j. urlete
obsah tse¢e (04 B) pomoci doplitkové &dsti (0AC), postupem, jakého
bylo uZito v odst. 1,4 pro kvadrickou parabolu. PouZijte piitom
vysledku cvideni 1,10 b)! (Obr. 4.)

[Vyjde izl

1,14. Provedte kubaturu*) kosého kufele kruhového, tim, %e jej
uzaviete mezi dvé télesa, sloZend z rota¢nich véled, jak je naznaéeno
na obrizku. Objemy téchto tdles tvofi posloupnosti o spoleéné li-
mitd, kterd je objemem kuZele. (Obr. 5.)

[Vyjde jzrv].

or
Obr. 4. Obr. 5.

1,5. Pojem konvergence a limity. Konvergentni posloup-
nost a fadu jsme zhruba charakterisovali tim, Ze jeji éleny,
resp. ¢dstedné soudty se blizi # rostoucim indexem = jisté
hodnoté — t. zv. limitd. ProtoZe d4steéné souéty fady tvori
posloupnost, je vlastné konvergence posloupnosti a fady
jedno a toté%: misto ,.konvergence Fady’ muZeme fFikat
,Jkonvergence posloupnosti jejich &dsteénych souétd®, a
obracens.

PouZijeme grafického zndzornénf tieba pro konvergentn{
geometrickou fadu z odst. 1,3, jejiz @, = z,y, = 3, ¢ = }.
Jeji ¢dsteéné soulty jsou:

8, =3, 8, = 3%, 8, = 3}§, s, =3¢,

*) Kubatura télesa je urleni jeho objemu.
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obecné
qn—l__1]

=3 ™

O této Fadé vime, Ze m4 limitu = 4; sestrojme si

3
1—1%
(obr. 6) tsedku se stfedem v bodé 4 a o délce 4. Tato dselka
obsahuje uvnitf viechny body, odpovidajici &slim =z, kters
vyhovuji nerovnostem:

t—f<z<4i+i o S 8S
Tuto tsetku‘ resp. souhrn | ot :
téchto &isel, nazyvame okoli 3 ! P4 i
bodu 4*) a oznatujeme je E W J.

01 Z obrizku je patrno, Ze VO

v okoli 0 lezi v8echny sou- #

&ty s, s vyjimkou s, 8.

Kdybychom si sestrojili li-

bovolné jiné okoli bodu 4, tfeba O, kde ¢ je libovolné
malé kladné é&islo, budou lezeti v O, zase viechny body s,
s vyjimkou kone¢ného poétu poclateénich. Na zdkladé
tohoto vykladu miZeme formulovati pfesnou definici kon.-
vergentni posloupnosti ¢&i fady.

Obr. 6.

Pravime, Ze posloupnost {a,} konverguje k limité a, jestliZe
v kaZdém okoll bodu a le#i vechny &leny posloupnosti nejvijse
8 vyjimkou konelného podtu Eleni.

Vyslpvte sami obdobnou definici pro konvergentni fadu!

Definici formulujeme geometricky pro jednoduchost; ale
zfejmé ji miZeme vyslovit ryze aritmeticky (pomoci ne-
rovnosti):

Posloupnost {a,} konverguje k limité @, plati-li ne-
rovnosti

*) Vyraza ,¢islo* nebo ,,bod*, kt.er)’r je jeho obrazem, uZivdm
‘stiidavé.
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a—e<ap<a-+te

pro viechny indexy » od uréitého podinaje (jiné vysloveni
»Vyjimky koneéného podtu‘).
Zptisob psani: u posloupnosti {a,} piSeme
a = lim a,,
n—o

nebo jinak

ay—>a;
u fad nazyvdme limitu posloupnosti {s,}, t.j. limitu po-
sloupnosti &isteénych soudtd, ,souttem Fady* (pozZor — nerii
to skuteény soudet!) a piSeme

-]
8 = ap=a,+a,+a;+ ...,
n=1
coZ znamena

8 = lim s,

n—>xo
kde 8, = a, +a, + ... + a,.

Priklady. 1,8. Posloupnost geometrickd s kladnym kvo-
cientem ¢ < {; konverguje k nule. Jeji obecny é&len je
totiz

an = q*;
podle predpokladu je ¢* < 10—"; pravou stranu této ne-
rovniny lze pfi dostateéné velkém n (t. j. od uréitého n po-
dinaje) udiniti mendi neZ libovolné &islo ¢; pak oviem plati
—e< "< ¢
&li g lez{ v okoli O, bodu 0.*)
l,b. Posloupnost {l} konverguje k nule. Sta&i zvoliti

n

7 > —;—a viecky éleny a, pak lezi v okoli O,.

7—‘) Podobny vysledek l1ze dokézat obecn&ji pro kazdé q < 1.
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1,10. Posloupnost

) %y %) l) 'a', “%’ i’ %s %5 'IT: see
(jaky je zdkon vytvofeni?) konverguje také k nule. Odiivod-
néte podrobné!
1,11. Rada
1 1 1 1
rzgtagstsat =  aln + 1)

n

8

je konvergentni a mé soudet 1. Nebot jeji obecny é&len lze
rozloZit:

1 1
an+1) n w41
t. j.
m=(1—=H+F—-H+UGE—-DH+...+
1 1 1
+(7_n+ 1):1_71,-}—1
a

Cvitenf 1,15. Posloupnost {a,}, kde
_rt ey
n n.
konverguje k 1; dokaite a znézornite graficky!
1,16, Zjistdte, které.&leny posloupnosti (7) nelezf v okoll OI}U
bodu 4. [Cleny s,, 8, 8, 8,, 8;.]

1,17. Od kterého indexu poéinaje lezf viechny soudty geometrické
fady alternujici
N l— b+ i—p—...

v okolf Oi'T jejtho souétu? [Od n = 4.]
1,18, Tat4: otézka pro posloupnost:
l’—'}iit_&r LR
[0d n = 6.]
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por s urtete jeji soudet!

1 N 1
n—1 n+1

R ®
[,19. Doka%te konvergenci fady Z
: n=2

[Névod: RozloZte nz_l_l =} ( ) a vyjidiete s,
Vyjde s = 4.]

1,20. Posloupnost z pfikladu 1,6 konverguje k V2_ DokaZte!
Podobnd se dokazuje, e kaZdé realné &islo je limitou posloupnosti
racionélnich &isel. ’

(,6. Posloupnosti a Fady divergentni. Je tfeba nynf se zmi-
nit o posloupnostech a fadich, které nejsou konvergentni.
Dotkli jsme se této otdazky uZ pfi geometrickych Fadach.

Znazornéme si graficky
(obr. 7) soudty geometrické

$, S, 3.
i[ ST L L fady, kterou jsme nazvali
01 '3 7 | 45 urtité divergentni, na pf.
a a1=1,q:2, t:]. S$p =
=2 —1.
Obr, 7.

Zvolime-li si libovolnou
tsedku a na ose &iselné, leZi
viechny soulty s vyjimkou nejvyse koneéného poétu vné
této usetky, a to od uréitého indexu potinaje vpravo.

Usetky na ose &selné jakoito souhrn bodd nazyvame
z pogetniho hlediska intervalem. Interval (uzavieny) je tedy
mnoZina &sel, kterd vyhovuji nerovnostem:

_ al 20,
kde a, b jsou &sla navzdjem riiznd, a < b.

Ur¢ité divergentni posloupnost, resp. fadu pak definujeme
takto:

Posloupnost {a,} uréité diverguje, le#i-li viechny jeji fleny
8 vyjimkou nejvyde koneéného poctu vné libovolného intervalu;
a to pf divergenci k (4 c0) vpravo tohoto intervalu a pFi
divergenct k (— o0) vlevo tohoto intervalu, ‘

Aritmeticky vyjédieno;
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Posloupnost {a,} diverguje k (4- 00), jestlize pro kaZdé
(libovolné velké) ¢islo K plati nerovnost )
a, > K

od urditého indexu » podinaje.

Vyslovte obdobné definice pro fady (t. j. pro posloup-
nosti jejich ¢astednych souétd)! Kaidd posloupnost nebo
fada, kterd neni ani konvergentni ani urité divergentni, se
nazyvéd neuréité divergentni. Posloupnosti a fady urcité
1 neuréité divergentni se nazyvaji souhrné divergentni.
Pfiklady. 1,12. Rada

1—24+3—44+5—6+4+—... ‘
je neurdité divergentni. Nebot ¢leny posloupnosti jejich
soudth
1,—1,2,—2,3,—3, ...
vzristaji zdroveh do + o0 i do — 0.

1,13. Rada

B e e e R bt S SR
(jaky je zdkon wvytvoieni?) je také neuréité divergentni.
Nebot &leny posloupnosti jejich éastednych soudta, totiz

%’ i, %: é’ 'g') ‘i‘lg': }%y LU
se blizi s rostoucim indexem deéma hodnotim: 0, 1.

1,14. V dosavadnich piikladech neuréité divergentnich
posloupnosti éleny bud ziroven vzristaly do 4 o0 i —
(pt. 1,12) nebo se blizily dvéma hodnotdm (pt. 1,137 Cleny
mohou také vzristati i bliZiti se néjaké hodnoté, jako na
PE. u posloupnosti

2,4,3,%,4, %, ...
Zajimavy je piiklad neurdité divergentni posloupnosti,
jejiz &leny se blizi libovolné kladné hodnoté. Je to posloup-
nost vdech kladnych raciondlnich. &isel. Sestavme kladna
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racionélni &sla % do skupin tak, Ze do n-té skupiny ddme

ta &isla, pro né% p + ¢ = n. Dostaneme posloupnost
0[1ié’%’1%"§’?’|i!%,g)%)|'-- (8)
V této posloupnosti jsou zfejmé obsaZena véechna' kladna’,
raciondlni &sla (nékters se opakuji). Zvolime si libovolné
kladné redlné &islo N > 0 a napfieme je v desetinném vy-
jddteni, na pt. ,
N = 12,68541023. ..

V posloupnosti (8) se vyskytuji racionalni &isla

12,0; 12,6; 12,68; 12,685; 12,6854; 12,68541; ...; (9)
kterd se neomezend blizi disla N.*)

1,7. Zdkladni pravidia pro potitani Fadami.

Je-li déna né&jakéd posloupnost ¢i fada, maji pro teorii
i pro uziti zdsadni dileZitost dvé otazky:

L. Konverguje piedlozens fada (posloupnost) &i nikoli?

2. Konverguje-li, jaky je jeji soutet (limita)?

Odpovéd na prvni otdzku si predstavujeme ve formé
pravidla, které nim dovoluje z vlastnosti ¢lendi fady (po-
sloupnosti) usuzovati na jeji konvergenci. (Piipomeite 8l
na pi. pravidlo, kdy je geometrickd rada konvergentni!)
Hleddme tedy podminky, které stadé k tomu (proto se na-
zyvaji podminky postatujici), aby fada konvergovala; tak_tov
vyslovenym pravidliun fikame kriteria konvergence. Obyfezng
je dostdvdme porovndnim dané ¥ady s Tadou, jejif chovdni
je jif zndmé. L

Mimo postatujici podminky pro konvergenci si .od-

vozujeme také nuiné podminky, t. j. takové, které jsou
nutné splnény, konverguje-li posloupnost ¢i fada, ale ne-
staéi k zji§téni konvergence. Jejich vyznam je negativni:
nejsou-li splnény, fada diverguje.

*) N je vlastnd limitou posloupnosti (9).
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Podminka, kterd je zdroveii nutnd i postadujici, je charak-
teristickd vlastnost konvergence. Tyto podminky se vétsinou
pro svou slozitost nehodi pro praktické pouziti.

+ Odpovéd na druhou otdzku byvd &asto obtiZnéjsi neZ na
prvou. Casto se snaZime odvodit danou fadu z Fad, jejichz
soudty jiZ-zndme a tak uréiti jeji soudet.

PH obou tkolech (pfirovndvéni Fad, odvozovdni jedné
z druhé) potiebujeme zndti pravidla pro potiténi Fadami
(posloupnostml) Né&kterych z nich jsme jiz vlastné uZivali;
nyni si zdkladni pravidla vyslovime

(V. 1,4) Konvergujt-li posloupnostz {an}, {ba} k limitdm

a resp. b, konverguje téZ posloupnost {a, + b } k limaté
a + b. Vzorcem:

1im (a, + b,) = lim a,, 4 lim b,

) n—>w n—>o n—w )
Pravidlo lze snadno nahlédnouti geometricky (na ose
¢iselné) i pomoci nerovnosti.
(V. 1,5) Konverguje-li posloupnost {a,} k limit a, a je-li
K libovolny koeficient, pak posloupnost {Ka,} konverguje
k limité Ka. Vzorcem:

lim Ka, = K lim a,.
n—o n—o

Obg pravidla se ihned ztejm& pienédeji na fady:
@ @
(V. 1,6.) Konverguji-li fady Z 1y, z b, k souétim a, b, kon-

n=1 n=1

verguje té3 fada D (an + by) k soudtu a + b, Vzorcem:

n=1
Z(an + bn) = Zan + an'*)
(V. L,T). Konverguje-li fada Xa, k souétu a, a je-li K libo-
volnd konstanta, konverguje fada XKay, k souétu Ka. Vzorcem:
2Ka, = KXa,.

*) Séitacl index pro jednoduchost vynechdvam.
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. Pravidla (V. 1,6) (V. [,7) vyslovuji né&co, co je pro soudet
kone¢ného podtu élenit samoziejmé; pro soudet nekoneéné
fady musi viak byt toto pravidlo zvldst dokézdno, nebot
tu nejde o Zadny skutedny soudlet. .

Pti poditéni fadami a posloupnostmi se velmi Sasto po-
uzivd véty

(V. 1,8) Jsou-li {a,}, {bp} dvé konvergentnt posloupnosti
a plati-li pro jejich cleny '

a, < by,

od uréitého indexu n polinaje, pak plati pro jejich limity
vziah:
alb.
Diisledek:

Je-li {a,} konvergentni posloupnost, K redlné é’wlo takové,
%e plati:

a, < K
od uréitého indexu n })oc'inaje, pak platt pro limitu posloupnosti
vztah: a< K.

K dikazu stadi vyvritit nerovnost ¢ > b. Dejme tomu,
Ze tato nerovnost plati: pak v okoli Ou—p bodu a lezi viechny
2
&leny a, od jistého indexu =, potinaje. Podobné viechny
dleny b, od indexu n, polinaje leii v okoli O'ys_p bodu b.
2
Je-li n, v&t3i z &isel n,, n,, pak pro viechny indexy n > ny
plati a, > b, proti piedpokladu. — Zndzornéte si okoli
Oa_g,, o’ _b geometricky! — Disledek véty dostaneme,

nahradxme li posloupnost {b,} aritmetickou posloupnosti { K}
o nulové diferenci.

Cvileni. (Pouziti v&t 1, 4 az 1 7)

1,21. Uréete soutet fady z RIS
lozte: ( 3 )
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6 _ 8 (1 1y
_) n(n+1)(n+2)“n+2(n—n+1)_

—
w+|-—-

_ (i} . (] .
Tan+2) (nm+l)n+2)

Na pravé strand dostdvame &leny fad jiZ vyéetrova.nych a to v 1iloze
1,19 a v piikladé 1,11.]

®
1,22, Jest urditi soudet fady utvofené z élend fady z por p
n=2

které stoji nae lichych mistech, t. j.
I+ tsst+adst+ .-

1

@ a
1 . .
[Névod: Rada_ E 77T Je totoné s fadou E D Urtete

soudet &lenti, stojicich na sudych mistech, t. j. soudet fady | z
Vyijde 1.]

1,23. Do jednotkové kruinice je ve-
pséna lomené &éra, jak je naznadeno na —] A
obr.. 8. Urtete joji délku. [Navod: Roz-
lofte &4ru v Fady rovnobéinych tseki C

v+ 1)

O0A +BC L DE + ... E
E+.C_D+ﬁ+...

1-+s
o8 a~ Je podstatné, %e kfivka 0 8 D F T

Vyjde
je kruZnice?]
1,24, Najdste zékon vytvofeni Fady
R (R TR e

a urfete jeji soudet. [Navod: Radu rozlozte na dvé #ady geometrické.]
[Vyjde s = §.]

Na konci oddilu uvedu je$t8 jednu vlastnost konvergent-
nich posloupnosti a *ad, dileZitou pro po&iténi s nimi:

(V. 1,9.) Vynechdme-li nebo pfiddme-li ke konvergentnt po-
sloupnosti libovolny konelny polet &lentt mebo zménime-li
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jakkoli libovolny koneény polet jejich Elent, ziistane poslowp-
nost konvergentni a jeji limita se mezméni.

Jinymi slovy: Chovdni posloupnosti nezéle?i na jakém-
koli podtu jejich po&ateénich élenli, nybrZ jen na nekoned-
ném ,zbytku“. Véta je zfejmd, uvédomime-li si definice
konvergence, tieba geometricky.

Pro nekoneéné fady plati:

(V. 1,10) Vynechdme-li nebo pFiddme-li ke konvergentnt
fadé libovolny konedny polet Elendt nebo zmébme-li jakkoli
libovolny koneény polet jejich &lent, ziistane fada konvergenint,
ale jeji soudet se obecné zméni,

Vétu snadno nahlédneme, uvédomime-li si, Ze provede-
nim zmén se zméni viecky Cdstedné soudty od neurditého
potinaje o jistou aditivni konstantu (&islo, které se prigitd
nebo odeditd).

Cvitenf 1,25. Jak se zmdni &4stedné soulty a soulet geometrické
ady:
I—3+4—+—.
jostlize: a) vynechdéme prvni 3 é&leny;
b) zndsobime 2., 3. a 5. élen tiemi;
¢) zménime u prvych 6 ¢élent znaménka.

1,8. Nejjednodussi kriterium konvergence. Cleny posloup-
nosti, zndzornény graficky na é&isclné ose, daji obyéejné
nekoneéné mnoistvi bodd (ne vidy — vzpomeiite na arit-
metickou posloupnost o diferenci. 0). Existuje-li takovy
interval, Ze viechny tyto body v ném leii, pravime, Ze po-
sloupnost je omezend.

Cvitenl 1,26, 7 jistite, které z posloupnosti v pfikladech 1,1—1,7
a cvicenich 1,1-—1,6 jsou omezené a které jsou neomezené.

Pomoci tohoto nizvu vyslovime nejjednodussi nutnou
podminku pro konvergenci posloupnosti:

(V. LIL) Konvergentni posloupnost je omezend.
Véta je takika ziejmd. Je-li ¢ = lim a,, lezi viechny ¢leny

n-—~a
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a, v okoli O, bodu a s vyjimkou jistych &lenti a,,, an,, ..., @a,.
Necht nejvzdélengjsi z téchto &lent od bodu @ ma vzdile-
nost d. Pak v3echny éleny posloupnosti lezi v intervalu
{a—d, a4+ d).

Ze podminka (V I,11) neni postadujici, ukazuje jedno-
duchy protipfiklad, totiZ posloupnost ze cvideni 1,5. Pfi-
pojime-li v8ak k omezenosti posloupnosti jedté jeden pied-
poklad, dostaneme podminku postaéujici.

V minulych vykladech jsme se &asto setkali s posloup-
nostmi, jejichZ éleny bud stéle vzristaly nebo klesaly, na pf:

43 2,4,8,...nebo 1,4, 4, 1 1, ...

Definujeme: posloupnost se nazyvd neklesajici plati-li
pro viechny indexy = vztah:

ap é Ap i1,
podobné: posloupnost se nazyvé nerostoucl, plati-li pro
viechny indexy n vztah:
ap Z Tpnt1.
Souhrnny ndzev pro posloupnosti neklesajici a nerostouct

je: posloupnosti monotennl.
Plati véta:

(V. 1,12)) Posloupnost_omezend g monotonnt je ‘kon'vergeggﬁ ;
a to je-li posloupnost neklesajici,“plaké

a, < lima, p. v n*
T am
je-li nerostouci:
ap, = lima, p. v n

Dutkaz tohoto kriteria konvergence pfesahuje ramec pii-
ruéky; jeho obsah bude &tenafi pfijatelnéjsi, nahlédneme-li
si geometricky, co znamenaji pfedpoklady.

Cvitenf 1,27. Vyhledsjte z posloupnosti evideni 1,25 posloupnosti
omezené & monotonn{ a svéfte si pro né vatu 1,11.

*) Zkratka znamend: pro viecky indexy n.



Pro nekonedné fady vyslovims dvé v&ty analogické vétdm
1,11 a 1,12, Misto véty 1,11 plati véta silnéjsi:

(V. L13.) Posloupnost Elent konvergentni fady konverguje
k nule. i

Diikaz: Budi? a = z a,. Plati
n=1
ay, =38 —0; @, =8,—38,; @3 =28;—8,; @y =28,—8; ...

Posloupnosti s,, 8y, 85, ...; 0, 8, 8,5, ... konverguji podle

véty 1,9 k téZe limité a a podle véty 1,4 je
lim @, = lim (s, — 8,—1) = 0.
n—x n—w

Véta 1,13 vyjadfuje podminku nutnou, kterd neni po-
stadujici pro konvergenci fady. Ukazuje to t. zv. harmo-
nickd fada ,

1+3+4+43+4+
kterd je divergentni, ackoli posloupnost jejich &lent konver-
guje k nule. O této ¥fadé bude podrobnéji pojedndno v odst.
1,9.

Z kriteria 1,12 dostaneme kriterium konvergence pro ne-
konedné Fady, zvolime-li ¢leny tak, aby posloupnost éasted-
nych souétd byla monotonni. To nastane na pi', jsou-li
viechny ¢&leny fady é¢isla kladnd (nebo nuly), t. j.

a4, 20 p.v.n.

Takovd Ffada se nazyva ,fada s positivnimi éleny™. Pak
plati véta

(v. I,‘l4.) Rada s positivnimi &leny, jejié posloupnost &ds-
tednyjch soudtii je omezend, je konvergenini a plati

5 < Za,, p. v. .

n=1
Toto kriterium, které je pfimy disledek vty 1,12, je
velmi vyznamné, ponévadz fady s positivnimi ¢leny tvoif —
jak pozdéji uvidime — dileZitou skupinu fad.
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Cviteni 1,28, Ov&¥te si kriterium 1,14 pro konvergentnf geom. fady
8 kladnym kvocientemn a kladnym prvnim &lenem podle vzorct.

1,29. Dokazte konvergenci fady:
e |

10

kde o, je ndkteré z &isel 0, 1, 2, ..., 9. Ndavod: soudet s, nepfevyBuje

9 9
hodnotu 10 + 1% 4+ ...+
rym &fslem?).
Vzpomeiite na definici redlnych &isel v uvodu. Uvazime-li vysledek
cvi¢eni 1,29, uvidime, Ze jsme definovali redlnd éisla tim, Ze jsme
jisté fady — druhu (*) — prohldsili za konvergentni.

1,30. Obrazec omezeny uzavienou kiivkou skléddéme metodou vy-
éerpavacl. Co plyne podle véty 1,14 pro fadu obsahu, kterou dosta-
neme? Vzpomerite na tento postup pfi parabole v odst. 1,3. —
Uzijte podobnd kriteria 1,12 na posloupnost z piikladu 1,7.

(] X3 X4
+T0—2+W+W+"" (*)

li()" , tedy viechna s, jsou omezena (kte-

Na konec odstavce zafazuji jesté jeden zajimavy piiklad
posloupnosti, konvergujicf k iracionalni limit.

Priklad 1,15. Usetku délky 1 rozdélime zlatym fezem; vétsf
dil oznaéime a,. Tuto dsedku rozdélime opét zlatym fezem,
vétdi dil oznaéime a, a tak pokralujeme déle. Dostaneme
geometrickou posloupnost

‘ 5—1
a,, @y, 3, d,, ..., vV 0iZ a, = g", kdeq=M2—.

Tato posloupnost konverguje k nule. Jejf &leny lze vyjadrit
také jinak. Podle vlastnosti zlatého Fezu totiz plati:

ag=1—a,, ay=a,—a, =2a,—1,
a, = a,—a, = 2— 3a,, atd.

Obecny élen posloupnosti lze tedy psiti ve tvaru:
Ay = Ipn’ll - q::l; n>2"
kde p,, ga jsou 2 sousedni &leny posloupnosti
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,53, ...

(Kazdy ¢len je soudtem obou bezprostfedné predchazejicich.)
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Délime-li rovnici pro a, &slem p,, vyjde:
gn
Pn

an
Pn

a,— I
I

a pfejdeme-li k limité pro n — oo, dostaneme -0,

. qn
t. ). — —>a,.
] Pn 1

Posloupnosi; 1, ;}_, LM

/
—1
konverguje k é&islu L52 . Tato posloupnost je sloZend

ze dvou posloupnosti: z klesajici posloupnosti
L b
a z posloupnosti rostouci
L3R TR ¢ 75 ¢ TRRR
1,9. Harmonickd fada. V podetni praxi se fasto vysky-
tuji Fady t. zv. harmonické; jsou to i‘ady tvaru
1

2
27=F+?+ + T (10)

kde « je libovolné redlné é&islo (+ 0). Lze dokdzati — coZ
udinime pozdéji, Ze fada (10) konvergu]e ]e i & > 1, diver-
guje, je-i a < 1.

N4zvem ,harmonickd fada“ obyejné rozumime fadu
pro » = 1, t. j.

.2%=1+i+&+i+....
n=1

Tato fada je divergentni (urdité divergentnf).
Drikaz: plati: .
8y =1+3+G3+H+E+4+3+H+... +

1 1 1
+qu+y+yﬂ+2+”“+§}
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KaZdy &len v 1. zdvorce je > %, v druhé > }, atd. aZ v po-
sledni g i Je tedy soudet v prvni zdvorce vétsi nez

- 27—1

)
H—-

vdruhé 4 7} =

I
=

(o
—

sz,;l+ﬁ%+%+...ﬁ=1+%. (11)
v-krat
Zvolime-li si libovolné (libovolnd velké) &islo K, pak lze

zvolit v tak, aby 1 4+ %_> K; je-li index n > 2°, je pak

podle (11)
3n<32._21+ %>K, p.v.n>2",

To znamenéd podle definice divergence (odst. 1,8), Ze poslgup-
nost (s,) urdité diverguje k 4 oo.

Utvofme si fadu z ¢&lentt harmonické Fady, které stoji
na sudych mistech:

S R Rt (12)
Také tato Fada je divergentni. Nebot kdyby konvergovala,
konvergovala by téZz fada, vznikajici ndsobenim dvéma, t.
j. fada harmonicka.

Také Fada zbyvajicich élent:

143+ b+4+... (13)

diverguje. Nebot plati:
1>53> 54> hi> 4

t. j. Edstedné soulty Fady (13) jsou v¥tdt neZ S4stedné soulty
deergentni rady (12) a (13) tedy diverguje.

Rada, jejiz éleny jsou jakkoli vybriny ze dlent puvodni
Fady, ale tak, %e pofadi zlistane zachovdno (na pf. fady
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(12), (13)), 8e nazyva &dstednd fada. — Stejného ndzvu se
uZivd i pro posloupnostl
Tak na pi. fada pfevricenych hodnot prvoélsel t. j.

'2‘+%+’5'+T+TT+T'S+'“’
je d4stednd fada Fady harmonické. Také tato fada je — jak

Ize dokézati — divergentni. Mimo divergentni d&istedné
fady obsahuje harmonickd Fada ovSem i konvergentni ¢ds-
@

tedné fady, na pf. geometrickou fadu s
=1

PouzZijeme harmonické
fady k sestrojeni dvou
spirdl, z nichz jedna mé
koneénou, druhd nekoncé-
nou délku. Obé spirdly se
sklddaji z kruhovych ob-
louki, Lkteré v bodech
styku 4,, 4;, 4,, ... maji
spole¢né te¢ny. (Obr. 9.)

Stfedy oblouk jsou body
8,, 8, 8,, ... Césti obloukd,

Obr. 9. kterych uZivime, se stile
zmen3ujiajsou dédny stfedo-
vymi thly:

X A,8,4, — 180° — 3620
360°

X 4,845 =120° = —
: 60°

X 438,y = 80° = §4

360°
{ An—ISnAn = “n .
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Poloméry se také zmensuji, a to pfi pront spirdle je:

4,8, = Azsz =1

A8, = A8, =

4,5, =48, =}
P - 1
An—18y = 4pSy = ;

Délka spirdly 'je pak:

2r .}
4

2m. )

3 2r . §
2 +

3

_l_

@ 1
4+ ... = 21'5”;2?.

Tato Fada podle toho, co bylo feteno na poditku odstavce
je konvergentni.

Druhou spirdlu dostaneme, poloZime-li:

—_— 1
4,8, = 4, 2= jog 2
1
AySy == A8, =E—3
An—18p = 4,8, = 1
dAp—1n = dp n'—l;g_n-
Délka spirdly je pak:
1 1 1
2n log 2 "2ﬂlog3 2ﬂ:logd-_}_ _
2 + 2 4 B
O f

adt‘éng2 2oz n lze ukdzat, Ze diverguje.

21tz

@

n=2

1
nlogn’
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Cvltenl 1,31, (Obr. 10.) Dokaite, Ze vytarkovans &ist roviny, ome-
zend obloukemn rovnoosé hyperboly, mé neomezend velky obsah. [Na-
vod: vepiste stupriovity obrazec podobns jako pfi kvadratufe paraboly

v oddile N a dokaZte, %Ze jeho obsah

y je neomezend velky.]
- 1,32, Dokaite, Ze &éstetnéd Ffada

yex harmonické fady
1 1 1
tiyatrrat
(A celé kladné ¢&islo)
diverguje. Provedte na pf. pro 4 = 4.
[Névod: dokaite nejprve divergenci
1 X fady

1 'l+l+;-

o]

I T I ST
porovnejte s ni fadu

R

bHh et
a s touto Ffadou porovnejte danou fadu.]

(,10.” O Jednoduchém chovan! Fad s positivnimi &leny. V odst.
1,8 jsem uvedl jednoduché kriterium konvergence pro
Fady s positivnimi é&leny (véta 1,14). Podle tohoto kri-
teria fada s positivnfmi &leny bud konverguje nebo, nejsou-li
¢dstetné soudty omezeny, diverguje k + oo (viz piiklad
harmonické fady).

Také o ddsteénych faddch konvergentnich fad s positivnimi
¢leny plati jednoduché véta.

(V. L,18) Cdsteénd #ada konvergenini fady s positivnimi
&eny je té konvergenint a jejt soulet nepfevyduje soudet
plvodni fady.

Je totiz patrné, Ze ke ka’dému é&istednému soudtu g,
tdstedné Fady lze najit vhodny &dstedny soudet s, plivodni
Fady tak, Ze ’

Obr. 10.

s nf oi)ét fadu

8y = 0y
Je tedy posloupnost {o,} také omezena a Sdste¥nd fada ken-
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verguje podle kriteria 1,14. Nerovnost mezi souéty obou
fad vyplyva z véty 1,8,
Vybereme-li tedy na pf. ze zndmé konvergentni fady
(priklad 1,11)
1 n 1
1.2 2.3

d4stednou fadu

1
==

1
T3z tis

1 1 1

1.2+3.4+5.6+“" (14)

je tato fada konvergentni a md soudet s, 0 < 8 < 1. (Pozdsji
dokdZeme, Ze s je pfirozeny logaritmus 2.)
Radu (14) méZeme napsat také ve tvaru:

I—H+G—DH+E—5H+. (15)
Vynechdme-li zdvorky, dostaneme Fadu:
1— 3 +3—3+3—1+... (16)

Ozna&me s, ¢dstedné soulty fady (15) [na pr 8, =(1—13) 4
+ (3 — 1)1, 8'» soudty fady (16) [na pf. s’y =1 —}]. Pak
plati:

89, = 8

&

1
o
Z téchto dvou rovnic je patrné, Ze soubty &', konverguji
k téze limité jako soudty s,, totiz k log2.

‘Rada (16), jez je jednou z nejdilezitéjsich ¥ad vibec,
nam také ukazuje, Ze véta 1,15 neplati pro fady s libovolnyms
¢leny. Nebot &istednd Fada fady (16), totiz

1+ 84+3+4+...
je — jak vime — divergentni.

Jednoduchost fad s positivnimi tleny se v8ak tykd jeStd
jinych vlastnosti. Soudet nekoneéné fady je formdlnim roz-

’
Sap 1 =& +
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§ifenim algebraického podtu na ,,nekonedny podet séitanci‘.
Pro oby¢ejny soudet plati zndmé dva zdkony:

a) zdkon asociativni, vyjadfeny rovnici:
(@+bd+ec=a+ (b+c)
b) zdkon komutativri, vyjaddFeny rovnici:
at+b=>b+4+a. .
Je nyni otdzka, do jaké miry plati formdlng tyto zdkony

pro nekoneéné fady.

Pro fady s positivnimi fleny plati oba zdkony neomezend.
Cleny takové fady muzeme libovoln& seskupovati nebo z-
vorky vynechdvati, ncbo &leny Ffady pferovndvati*): tim
ge konvergence ani limita fady neméni. Tak na p¥. z geo-
mctrické Fady

R SRR

miZeme utvokit pferovnédnim Fadu:
bHs+i+dr syt st rder sl ket
+ i35+ -
(jaky je vytvarny zdkon?) a seskupenim ¢&lend po dvou:

FH At et
Tato posledni Fada je konvergentni a m4 soudet 1.

U fad s libovolnymi &leny jsou poméry sloZit&jsf. Zdkon
asociativnt plati potud, Ze smime umistovat zdvorky. Vy-
pousdtét zdvorky vdak miZeme jen tehdy, vznikne-li opét
fada konvergentni (viz na pt. fady (15) a (16)). Neopravné-
nym vypousténim zdvorek se dospivd k absurdnostem.
(Srovnejte s ,,paradoxem’’ v historickém prehledu.)

Zdkon komutativn{ pro fudy s libovolnymi ¢&leny obecné
neplati. UkdZeme si to na prikladé 1,16. Radu (16)

*) Prerovndvénim fad se budeme podrobndji zabyvati v odst.
1,12,
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s=1—j+d—d+i—4+..
pferovndme po prvé tak, Ze nové fada bude konvergovati
k soudtu %, podruhé tak, Ze pferovnand fada bude diver-
govati. ) .
a) Utvofme si fadu:
I—j—3+3—4—¢+i— ()
(vidy jeden ¢&len kladny a dva zdporné): je to Fada pfe-

rovnang z (16). Zndsobme Fadu (16) koeficientem 4 a vloZme
vhodné nuly; dostaneme fadu

0++—3+0+ -3 +0+5—7+... (18)
s

_2'-
Sedteme-li fady (17), (18), dostaneme fadu (16). T j- fada

Tato fada -konverguje podle vét 1,6, 1,7 k soudtu

(17) konverguje a jeji soudet je %—. -

b) Cleny divergentni fady
T BT S

seskupme ve skupiny:
@ + ...+ @) + @n 31+ ...+ ap,) +

+ (@n41+ ... Fan) + ...
tak, aby soudet v kaidé zdvorce byl > 2. Radu (16) pre-
rovnejme takto:

l—ay—...—ap,+ 3 —ap1—...—ay +

+ -L-—a”..'_]_—...—a". + e

Tato fada patrné diverguje k — 0.

Cvitenl 1,33. Oznaéime s soudet konvergentn{

1 1 1
mtatg t

(jeji konvergence je dok4zana déle v cvideni 1,34 b). DokaZte, Ze plati:
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a)——‘—=-1—+i+i+---
42 T T
-b)?f=l+3i,+5l,+
c)—;-=1—2l,+l—-4iz+...
d)f-)?3=1"'5="'7=+1="'13=

1,34, Vyjédiiti &slo v dvojkové soustavd znamend, vyjadFiti je
jako souéet Fady

X9
28
Cislice &, atg, iy, ... jsou pak ,,decimély* a piSeme symbolicky

N=og+ 3 +32+ 32+ .., kdea,~=0;1.  (19)

N = ag, 06y 0g Oy -

Ovéite si na zdklad® vdty 1,15 konveryenci rady (19) e dokazte, Ze
plati:

(1,3)35 = (1, OL)g; V_ = (0,1011010100.. . ),.

I,11. Cauchy-ova kriteria konvergence pro Fady s positivnimi
tleny.

Vzhledem k dileZitosti fad s positivnimi &leny uvedu
jeSté nékterd daldi kriteria. JiZ v odst. 1,7. bylo Fedeno, Ze
kriteria dostdvime &asto pfirovndnim dvou fad. Takové
jednoduché pfirovnini vyslovuje véta

(V. 1,16.) Budle Xa,, Xc, dv¥ fady s positivnimi -Eleny,
2cn budiZ konvergentni a mecht plati nerovnost

@G ¢y P.V.7;
pak je téZ fada Xa, konvergenint a pro soudty obou #ad plati:
ale.

Pro listeiné soufty obou fad totiz plati podle pfed-
pokladu:

a, + a, + ...+'a,,§_cl+cz—+— R
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t. j. ddstedné soulty fady Za, jsou omezené a Fada tedy
podle véty 1,14 konverguje. Nerovnost pro soudty plyne
z véty 1.8.
Dopliikem této véty je véta
(V. 1,16a.) Budte Xa,, Xd, dvé fady s positivnimi Cleny.
2d,, budif divergentni a necht plati nerovnost
an=>dy p.v.m;

pak je téZ fada Xa, divergentni.

Véta se dokaZe pomoci véty 1,16 nepiimo: kdyby Za,
konvergovala, platilo by totéZz o fadé 2d,, coi je proti
piedpokladu.

Poznimka: V kriterin 1,16 (i v ndsledujicich kriteriich)
stad{ pro konvergenci, aby vztah a, < ¢, byl splnén jen od
uréitého indexu poédinaje (uvédomte si vétu 1,10); oviem
vztah mezi soutty obou fad se pak nezachovdvd.

ProtozZe ¢leny fady Xc, jsoustdle vétsi nez ¢leny Fady Za,,
nazyva se fada Xc, nékdy majorantou fady Za,.

Cvitenl 1,35. Doka%te konvergenci-fad nalezenim .konvergentnf
majoranty a najdéte meze pro soudet!

> 1 _ 1 R 1 ‘
B-)nglzn.n - 1.2 2'4' _3-.8- +_4.16 + ..

-]

11 1 1 N o

b)ngl—';'? =7 + o +?- + ... (Je_]i soudet je —6—-)
c n!
O w=ldbtitdt o

n=l

| 1
d)zn_;=17+27+—-+-.-, o> 2.

n=1\

Konvergence harmonickych fad pro a mezi 1 & 2 (1 < & < 2) se
dokéze podobnym seskupovénim &lend, jako se dokazovela diver-
@

1
gence fady Z =

n=1
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< 1
e)nzln,—_i_l=§+§+ s 4+ T + -

Majoranty jsou: a) Z%;‘ b)z mi c) Z el d) e) Z —.

1, 36 Podle kriteria 16a dokaite divergenci fad:

1 1
a ==ttt ... a<l;
)ﬂzln 1" 2* 3"
b)z_=1+—l—+—l—+...- 1 celé kladné;
Sl +md 1+4 1+24 ’
(srovnej se cvi¢enim 1,32)
@
1 1 1 1
) S = + + ol

- +
2 logn log?2 " log3 log 4
Druhé zdkladni srovndvaci kriterium je:

(V. L17.) Budte Xa,, Xec, dvE fady s positivnimi Cleny.
Zen budif konvergenini a necht plati merovnost

an+1 S Cn+1
.Gy T Cp
Pak je t62 fada Xa, konvergenind.
Dikuz: Znésobime rierovnosti (s &leny vesmés k]adny—mi):

p.v. N

gl | I
a; = 6 @ ¢y Q1= Ca—1
Vyijde: @n - Cn
a, = ¢
Je tedy < L,
> = Cn.

6

Pondvad? Xc, podle predpokladu konverguje, konverguje
té % Zen a podle kriteria 1,16 i Za,.
1

44



Dopliikem k této v&t& je podobnd véta o divergentnich
faddoch, jako byla véta 1,16a. — Z kriterii 1,16, 1,17 dosta-
neme specielni kriteria, nahradime-li konvergentni fadu Z¢,
jednoduchou konkrétni fadou: tak na pf. miZeme uZit fad
harmonickych nebo geometrickych. Uvedu zde dvé formy
kriteria, které dostaneme z véty 1,17, nahradime-li fadu
2c, fadou geometrickou.

(V. 1,18)) Budif Xa, fada s positivnimi ¢leny, ¢ < 1 ta-

kové &islo, %e platt od uréitého indexu n polinaje:
Gnt1 &
i ap = .

Pak fada Xa, konverguje.

Toto kriterium (t. zv. podilové kriterium Cauchyho) je
bezprostiedni disledek véty 1,17. Jind jeho uZivangjsi
forma zni:

(V. ,18a) Budif Xa, fada s positivnimi Eleny. Je-li po-

sloupnost {aZH konvergentni a plati-li:
n
lim %il < 1’
nso Qp

pak fada Xa, konverguje.
Jeli totiz lim 221 =9 < 1, pak v okoli O, bodu &

nso Ga 0

le?i viechny &leny posloupnosti 2n+1 04 urditého indexu n

2
poéinaje, t. j. viechny tyto ¢leny spliiuji nerovnost
An 11 1 + 19
ntl 2T 1
anp < 2 7<

a fada Za, podle véty 1,18 konverguje. — Zndzornéte si
geometricky!
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cvit‘enl 1,37. Podle kriteria 18a dokaZte konvergenci fad:
8) Z —=l+gt+g + +

Souéet této fady je transcendentnf &islo e, které je zédkladem
Napierovych .(ptirozenych) logaritmu; e = 2,7182818. ..

b)Z2——1+2+2+A+§+,& + .

I ,38. Z &lent posloupnosti
1,1,2,3,5,8,13,21, ...

(kaZdy tlen je soudet dvou piredchazejicich) utvofime fadu pfevra-
cenych hodnot:

=14+ bttt

.

}+i+4+3+HE+HE+ -

DokaZte, Ze tato Ffada konverguje. [Névod: vyjadiete:
1

Gy = a_”; Opp1r =0y + g 4i

poutZijte kriteria 18a a vysledku z piikladu 1,15.]

1,12. O pferovnivani Fad s positivnimi tleny. Nékteré pii-
klady pFerovndvani fad s positivnimi éleny poznal &te-
naf v odst. 1,11. Vyrokem ,,pferovnati fadu’ rozumélo se
tam: sestaviti ze vSech élenfi pilivodni fady novou Fadu.
Je-li pivodni fada s positivnimi éleny, pak pferovnand
fada konverguje k témuz soudtu jako phvodni fada, &ili
struéné: soulet fady s positivnimi &leny se prerovndvdnim
nemént.

Tento vysledek zlistivd v platnosti i tehdy, rozumime-li
pod pferovnivdnim vykon mnohem obecnéjii nei dosud.

(V. L,19)) Z konvergentni fady s positivnimi leny vybereme
nekoneéné mnoho Edsteénych Fad tak, abychom vylerpali
viechny fjeji Eleny. Tyto &dsteéné Fady ovdem podle vély 1,15
konverguji. Platt pak, se fada jejich soulti konverguje k soudtu
fady pivodni.
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Pfiklad 1,17. V geometrické fadé konvergentni:
1 ,
q=1+q+q2+qa+“_
dosadme g = } 4 &« a rozvedme mocniny dvojélenu (} + «)»
podle binomické véty. Dostaneme tak konvergentni fadu:

1 .
m=1+1}+a+i+a+a2+1‘;+§a+%a2+-
+ o3 4 el
kterou lze ,,uspofddati podle mocnin &isla &‘“:

-2
1—_‘§;=(1+%+i+%+---)+0¢(1 +3+
+i+¢+.)+lA+3+E+)+
Vyrazy v zdvorkdch jsou konvergentni fady: na pf. pfi
a0 dostidvame:

I+4+3+3+..=2;

pf-i alt:
1+3+3+8+...=1 4+ +1D+HLEH+... =
= Z 2””'T1 (= 4) (srovnej s evidenim 1,37¢c).
—1 .

Zv14sté dilezitd je tato véta o pferovndvini fad:
(V. 1,20.) Budif ddna soustava nekoneéné mnoha konvergent-
nich fad s positivnimi &leny
A =ay+ap,+a,+ ...
Ay =ay + ayy + ayy + ...
Ay =g + a3 + ag + .. %)
takovd, Ze fada jejich soulti také konverguje:
83:=A, + A, + A3 + ...
*) Dvojité indexovénl znad( pofadi fady a ¢lenu.
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Pal libovolnd fada, utvofend ze vlech é&lent ay soustavy
konverguje také k souétu s. Zvld$té pak, vehledem k predchozt
vélé: Secteme-li Eleny soustavy ,,po sloupcich’, dostaneme opét
konvergentni fady .

B, =a,;, +ay +ay+ ...
By=a;, +ay; + a5+ ...
By =0, +ay+ay+ ...

fada jejich soulti konverguje také k hodnoté 8
B +By,+By+...=4,+4,+ 4,4+ ... =
Obé prerovndvaci véty maji velmi nazorny obsah;.uvi-
dim je bez dikazd, které vyzaduji trochu vice sbéhlostl
v prici s Ffadami.

Prfiklad 1,18. na 2. pferovnivaci vétu:
Soustava geometrickych Fad

1 1 1 .

wFta Tt

1 1 1

§;+'—+?+---
1

—-— 4+ + ...

44
mé tu vlastnost, Ze fada jejich souétq, t. j.
a 1 -

Z y, n(n — 1)

konverguje k soudtu 1 (viz pf. 1,11). Podle véty 1,20 kon-
verguji také fady v sloupcich; jsou to harmomcke fady,
jejichz konvergence byla jiz difve ukdzdna (cvidenf 1,35 d).

1,13. O &isle o. Toto dilezité transcendentni &islo, zdklad
Pirozenych logaritmt, byvé obyéejné definovino jako li-
mita konvergentni posloupnosti takto:
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Vyraz ny (l L _1)1.

znadi, vyjadfeno mluvou uZité matematiky, ¢dstku, na kte-
rou vzroste penézni jednotka pfi virokové mite 1009,za jeden
rok, pfipisuji-li se droky n-krat za rok.

Posloupnost {~,} je rostouci, jak snadno pozndme,
rozvedeme-li 5 ,, ~ n, podle binomické véty:

. 1\» n 1 =nnr—1) 1
Q’,,:(l-l—;) =l+ﬁ.;+—2!--—.ﬁ+'“+

nn—1).....1 1 1 1 ‘
+——7r—<ﬁ=2+ab—ﬂ+n+ww
+-i, 1—-1) ..(1—"_l)|
n n n
PR S N O ok S
—( +n—ﬁ) =t et
r+1).n 1
+ 2!'M+W+ +
m+1.n.....1 1 _
TR '<n+1>"+‘_

1 1
e L

] n—1 1 1"
('_n+1yﬂn+ni WLJ ( "217)

Rozvoj o4, 1 ma o jeden élen vice a kaZdy jeho élen je vétsi
nebo roven piislusnému élenu rozvoje «,. Dile plati:

1,1 1
n <2t gyt tor
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Na pravé strané nerovniny je &dstedny soudet fady, kterd
byla pozndna jako konvergentni (viz cviéeni 1,37a). Jest
tedy posloupnost {«,} rostouci a omezend, t.j. podle véty
1,12 konvergentni. Jeji limitu oznadil Euler pismenem e.

n—w

e = lim (1 + ) = 2,7182818 ...

Cislo e znadi s ohledem na to, co bylo Fefeno o &slech
&g, &dstku, na kterou vzroste penézm jednotka za rok phi
1009, spojitém trokovani. (T. j. drokovani v nekoneéné
malych intervalech.)

Uk4#i nyni, jak pouZitim prerovnivaci véty lze dokdzati,
Ze fada ze cvideni 1,37a

1 1 1
1+'ﬁ+g+m+---

mé soulet e.
V rozvoji (20) pro &, si oznadime:

1 1\ 1 1 1 1 2\
St Ly (e T Sy | L™y (S
.,a,,,,::—l(l—l)....,(l—n—l);
n! n n

plati tedy:

On =24 Apz + a3 + ... + Ggp.

Utvofime schema:

Ky =0y = Qgg
Oy —0g = *(Ggp — Gyy) + O3y
= (@42 — @3p) - (B3 — a33) + G4y
V fadkdch schematu jsou fady s positivnimi éleny (mi-
Zeme je doplnit nulami na nekoneéne), které konverguji
k soudtiim oy, ag—ay, &g— oy, .. . Rada téchto soudth
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ziejmé konverguje k &slu e. Sedteme-li podle pFerovnivact
véty 1,20 schema ,,po sloupcich®, pak Fada téchto soudtd
konverguje také k &islu e. Soudet na pt. druheho sloupce je:

Ags + (@32 — azn) + (@43 — ag,) + -
t. j. limita

1
lima,s = —.
e 0 2!

Podobné soudet k-tého sloupce je %‘- Platf tedy:

1 1 1
e=2+§T+ﬁ+4—!+---3

jak jsme chtéli dokédzati.

Tento vztah nelze dokézati, jak se nékdy chybnd &ini,
tim, Ze se hledd limita obou stran rovnice (20) pro » — 0.

Nebof na pravé strané se tam vyskytu] { soudiny o neomezend
vzrusta]imm podtu &initeld.

1,14, O fadd soutinové. Doposud jsme se zabyvali roz-
ifenim zdkona asociativniho a komutativniho na nekoneéné
fady s positivnimi &leny. Mimo tyto dva zdkony plati pro
sludovani &isel ve spojeni s ndsobenim dal3f zdkon, t. zv.

distributivni, vyjadteny pravidlem o ndsobeni mnohoélenu
mnohotlenem, na pf.

(@ + b) (¢ + d) = ac + bc + ad + bd.
Také tento zdkon lze roziffiti na fady s positivnimi é&leny.

Budte diny dvé fady Zan, 2 ba; utvoite z nich novou

n==1
fadu tak, Ze je formélne ,,znésoblme jako dva mnohodéleny,
t. j. ,kaidy ¢len kazdym élenem*. Soudiny uspoiddime
v fadu takto:

ayb;, + (@05 + aghy) + (3,55 + ab, + aghy) + ...

4» 51



(soudiny jsou uspotddany podle stoupajiciho soudtu indexi.)
Takto utvofend Fada se nazyvd Cauchyova soudinovd fada
obou pivodnich. '

Plati véta:’

(V. 1,21.) Soulinovd fada dvou konvergentnich fad s posi-
tivnimi Eleny konverguje k soulinu soulti obou danych ¥ad.
Pfitom zdvorky mohou byt vypuitény a Eleny libovolné pre-
rovndny.

Vétu uvddim bez dikazu, ale jeji geometricky vyznam
- je velmi ndzorny: sestroj-
me si obdélnik, jehoZ stra-

ny jsou soudty a, b obou
danych fad (obr. 11).

Strany predstavme si roz-
lozeny v ,soudet ¢&leni’,
t. j.

a

P S
o

’

= 4+
q, a, 448 a=a +a,+a;+ ...
Obr. 11. Db =0 by bt
Obsah obdélniku je zfejmé
meznf hodnota souétd malych obdélnikd, jejichz obsahy jsou

-

axby,
kde é&isla k, I nabyvaji hodnot 1, 2, 3, .... Tato mezni hod-
nota je ziejmé soudet soudinové Fady.

Rozsifeni algoritmu pro ndsobeni desetinnych éisel na
desetinnd &isla nekoneénd (periodickd nebo iraciondlni) je
patrné také jen jiné vysloveni véty o souéinové fadé.

Tato véta ndm také dovoluje ,,umocnit fadu, jak uka-
zuje priklad 1,19.

Potenéni fadu

*

: 4
Tl ter et et 0<g<),
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zndsobime samu sebou a soudinovou fadu uspofdddme podle
mocnin g; vyjde:

L

(qu)z= 1+ 29 + 3¢® 4 4¢° + 5S¢4+ ...
Provedte podrobng! S dalsimi pfiklady soudinové fady se
setkate u potenénich fad.

Cvitenl 1,39, Vyjadrete soudinovou Fadou:
' 1 1 1
IT—g¢ (I—gqr 1—¢
Uspotfadejte fadu podle mocnin éisla q.
1,40. DokaZte, Ze plati:
0
]/E=l+—;—.ll—!+%. ! +i. 1' + ... Z—lﬂ-l

[Navod: Umocndte tuto fadu dvéma (jak dokaZete jejf konvergenci?)
a dostanete Fadu ze cvigeni 1,37a. PFi umocriovéni pouzivejte vztaht
toho druhu, jako je na pf.

1 11 1, U 1 [fg) (4, (4 4)
4—:+m+ﬁ+rm+z—ﬁ[(o)+(1)+(2)+(3+

-

1,15. Rady absolutnd a relativnd konvergentnl. V predchd-
zejicich oddilech byly struéné naznaleny jednoduché
vlastnosti fad s positivnimi 8leny. Chovani fad s libovol-
nymi &leny je mnohem sloZit&jsi: existuje viak jeden druh
téchto fad, které se jednoduchosti blizi faddm s positivnimi
¢leny. Jsou to Fady, které maji tu vlastnost, Ze fady abso-
lutnich hodnot jejich ¢&lenit konverguji. Takové fady se
nazyvaji absolutné konvergentni.

Tak na pf. Fada
-
I—3+i—d+ 5 — v~
t. j. geometrickd fada s kvocientem — J; je absolutné kon-
vergentni, nebot Fada absolutnich hodnot jejich &lend, t. j.

o3



l1+3+t+8+5%+ ..
je také konvergentni. Naproti tomu konvergentni fade

l—p+3—F++—

je jen relativnd konvergentni, nebof Fada absolutnich hodnot
jejich &lend je divergentni fada harmonicka.

Je-li ddna néjaks fada, je vyhodné, zkoumati nejdtive
konvergenci fady absolutnich hodnot jejich &lent. Plati
totiz véta:

(V. 1,22) Konverguje-li fada absolutnich hodnot &lent, dané
fady, pak tato fada konverguje, a to absolutné.

Obsah vity lze udiniti zfejméjsim geometricky:

Cleny fady znézornime si \iseCkami, které nanisime za
sebou na osu &iselnou jako vektory; a to smérem kladné osy,
m4-li &len znaménko -+, smérem zdporné osy, ma-li znamén-
ko —. Pfi tomto znézornéni znadi soulet fady vzdélenost,
kterou md od poditku bod, k némuZ se bliZi koncovy bod
vektoru (geometrické zndzornénf &dstedného soudtu s,).

Konverguje-li fada absolutnich hodnot &lent k jistému
soudtu a, pak bod, ktery zndzorfiuje &dstedny soudet s,
dané tady, ztstévé stile uvniti isedky — a, +- a; dand fada
‘mé tedy konelny souéet.

Cvitenl 1,41, Provedte podrobn® pro geometrickou fadu:
—t+t—oAt+ ...
Z konvergentni fady s positivnimi éleny mtZeme ihned

odvoditi neomezeny podet absolutné konvergentnich fad
tim, %e u élentt libovolné ménime znaménka.

Nejdilezitéjsi vlastnosti absolutné konvergentnich fad je,
%e vty o pferovndvdnt fad (1,19, 1,20) i o soudinové fadé (1,21)
plati pro tyto fady prdvé tak jako pro fady s positivnimi éleny.

Na pt. z fady ovideni 1,36a
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1 1 1
e=1+F+§T+§+...

utvolime absolutné konvergentni fadu

_,_ i, 1 1
=lrntaTataT

Cvienl 1,42, Dokaite, %e soudet této fady je s = ei'

.Névod: Pouzijte vdty 1,21 o soudinové Ffad® a dokaite podobnd
jako ve cviéeni 1,40, %Ze e .5 = 1.

Véta o pierovndvini neplati pro fady s libovolnymi éleny,
jak ukazuje pfiklad 1,16 z odst. 1,10. Uk&zi, Ze také véta 1,21
o soudinové fadé neplati pro fady relativné konvergentni.

Pfiklad 1,20. Rada
1 1 11
TR AT
konverguje, jak bude ukdzino v daldim odstavci (cvideni
1,45a). Rada jejich absolutnich hodnot vSak diverguje (viz
cvicent 1,35). Utvofime fadu S b,, kde
n=1 "
b, = a,?, by = 2a,a,, by = 2a,a, + a,?, ...
(soudet indexli &initeld u kaZdého b, je n + 1). Pak plati:

o

P38

—1 1 1 4 1 .
ey (VT. e vt Tl
‘ 1
)
[ba] > (V;-IV; + V;-IV; 4ot 177&1—]/77) -

=V77.—V;= 1.

t. .
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Podle véty 1,13 tedy fada Xb, neni konvergentni; tim spife
to plati i o souéinové fadé, kterd z fady 2b, vznikne vy-
pusténim zdvorek.

Cvitenl 1,43. DokaZte,
a) Ze fady
D e -
2y 4! 6t 8! ’
1 1 1 1
b =ﬂ—ﬁ' +a—';7—! +...
konvergujf absolutné;
b) %e plati pro jejich soudty:

at+ b2 =1,
Névod: Ze soudinovych fad spojte vhodné éleny. jako na pf.
1 1 1 1\ 1 _
atere Ta) Tlsr T
1 4 4 4 4 4\ 7 l
= (o) =) + () = (a) + (4)] Sha—ieo
l
1,44, Znésobte geometrické fady se soudty I -ll- ——— a ovdite
.
si, Ze soudinovd fada mé soulet l;—-q’

1,45. DokaZte, %e Ffady relativnd® konvergentni maji tyto vlast-
nosli: (véta Riemannova).

a) Rada relativnd konvergentn{ obsahuje nekoneénd mnoho &lent
kladnych & nekonefnd mnoho zépornych.

b) Kladné (zéporné) &leny fady tvolf uréitd divergentni &hstednou
radu.

¢) Relativnd konvergentnf fadu lze prerovnatl tak, Ze konverguje
k libovolnd predem zvolenému souétu, nebo jo uréitd &i neurditd
divergentnf.

[Névod: Vlastnosti a), b) se dokazuji nepifmo; vlastnost c) je roz-
Sifenim vysledku piikladu 1,16 z odst. 1,10 a dokaezuje se podobns.]

1,46. Utvoite Cauchy-ovu soudinovou fadu
A—f+3i—4+

a ukaZte, Ze ji lze napsati ve.tvaru

56



®, (— l)n—l
n

L+44... 4 )
=4 ( 3 2n —1

Zavorky nesmdji byt vynechdny. O této Fadé lze dokézati, Ze je
konvergentni.

Navod: Pouzijte vztahu:

1 1 ( 1 1
e+ 12 +1—2k) 2n+1)126+1 + 2n — 2k + 1)’
1,16. 0 fadach alternujlcich, Z fad, které nemaji positivni

&leny, se ﬁ;]—éastejl setkdvime s témi, ]ejlchz tleny stiidaji
znaménka a nazyvaji se alternujic (Na pf. geometrické
fady se zdpornym kvocientem.)

O konvergenci alternujicich fad nejlast&ji rozhodujeme
podle kriteria Leibnizova.

(V. 1,23). Alternufict Fada konverguje, jestlife absolutn
hodnoty jejich Elendt tvoft klesajici posloupnost, kterd kon-
verguje k nule.

Takovou Fadou je na pf¥. fada

l—3+34—1+.., (21)
jejiz konvergenci jsme dokdzali jinak.

Leibnizovo kriterium lzc nahlédnouti geometricky podobné
jako vétu 1,22: zndzornime-li si na ose &iselné ,,body &,
podobné jako v odst. 1,15, pak tyto body budou tvofiti
sled intervald, zafazenych do sebe, jejich%z délka se stdle
zmenduje. Blizi se tedy krajni body téchto intervala (viz
vétu 1,12) jistému bodu — geometrickému obrazu soudtu
dané fady. Sledujte podrobné pro fadu (21).

Cvilenl 1,47. Podle kriteria 1,23 dokaZte konvergenci fad:
1 1
) —r= — 1= + = — == + ... (viz piklad 1,20),
RN ’

)l —} +4—4+ .

Tato fada se nuzyvé Leibnizove a jejl soutet je 1 7.
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1 1 n 1 1
log 2 log 3 log 4 log 5

)l —1+3—2+ ... 4 =1

c)
1.3.5.....(2n—3
1.3.5.....(30n—3)
2" . n!

Tato fada je specielni pfipad fady t. zv. binomicke a konverguje k V 2.

Které z uvedenych rad.konverguji absolutn&?

Pfiklad 1,21. Rada

1 n 1 n 1
1.2.3 " 3.4.5 5.6.7

konverguje, nebot je lze pretvolit v alternujici fadu

1/ 1 1 1/ 1 1 1/ 1
2\Tz 33 t2 (; —is)tT3lse—
1.

__)+ .y

+ .. (22)

6.7
kterd konverguje absolutné ’v1z piiklad 1,11).

Cviten| 1,48. Urgete soudet fady (22) podobnym postupem jako
v prikladé 1 11.

Casto byvé4 tfeba, zndsobiti dvé alterniujici fady, které
nejsou absolutné konvergentni. V takovém ptipadé pouii-
vame véty Abelovy pro relativné konvergentni fady.

- <] @
(V. 1,24.) Konverguji-li fady Za,,, Zb,, a jejich soulinovd

n=1 =a=1
fada 3 (@1ba =+ @hp—1 + ... + azb))*), pak soudet soudinové
Fadynj_elsouéinem soulti obou danych fad.
Tak na pf. Leibnizovu fadu pro —} lze umocniti dvéma,
nebof soudinové fada
T4} Zavarky nesmsji byt vypustény.
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o (— 1)n—1 1
5ED (1+§+...+ =)

<1 2n
(v1z cvideni 1,46) konverguje, a to podle véty 1,24 k hodnoté

1 . Tohoto postupu pouZil Nicolaus Bernoulli, aby od-

vodll elementdrni cestou soudet Fady
1 -1 1
¢ =T 5 + £ + ..
r
ktery je e (Viz cvideni 1,35 b.)

,17. O rychlosti konvergence a siitini fad. Soulty kon-
vergentnich fad maji v matematice razny vyznam: jsou to
na pf. obsahy obrazeil, délky kiivek, logaritmy, odmocniny,
dilezité konstanty (éisla =, e) a p. Proto potfebujeme znéti
jejich numerickou hodnotu, t. j. — jak kritce f{kime —
fadu sedisti. PonévadZz soudty Fad byvaji &asto &isla iracio-
nélni, pfipomenime si, jak s témito &isly pocitdme.

Iracionélni ¢&islo, na pf. «, vyjadfujeme — jak bylo Fedeno
v fivodé — v desetinném tvaru s nekoneéné mnoha ,,deci-
malami‘;

@

T = 3,141592 ...,
t. j. vlastnd jako soulet Fady
t=231.1001+4.10"24+1.103 4+ ... (23)

(srovnej cvieni 1,29). PFi poditdni s timto &islem se omezu-
jeme ,na urdity podet desetinngch mist, t. j. iraciondlni
¢islo =, které je soudet nekoneéné Fady, nahrazujeme racio-
ndlnim é&slem, ¢4stednym soudtem této Fady. Na pi.

T 85 == 3,14159.

Polet decimdl — t. j. index &istetného soudtu — se r1d1
pfesnosti, jakou pii vypoétu poZadujeme.
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Podobné tedy pfi numerickych vypoétech mtZeme na-
hradit soudet kazdé konvergentni fady jejim &dstednym
soudtem. Jde o to, kolik ¢lentt mdme sedfsti, abychom se
priblizili souétu Ffady s poZadovanou pfesnosti. Po této
strdnce je zfejmé mezi konvergentnimi fadami velky rozdil.
Vyjadfime-li &islo = na pi. Leibnizovou fadou: :

jr=1—3+4t—4+ .. (24)

bude tfeba nékolika desitek élenii, abychom ,,dostali w na
4 desetinnd mista‘ (t. j. s chybou < 10—'), kdeito pfi fadé
(23) stadily k tomu 4 é&leny. Tento rozdil vyjadfujeme
vyrokem:
Rada (23) konverguje k souttu m rychleji nef fada (24).
Presnou definici rychlejsi resp. pomalejsi konvergence rad
neuvddim. Cten4t ji najde na pf. v knize Knoppové.
Snazime se pochopitelné dostat vidycky rychlé konver-
gujici fadu, t. j. takovou, kde mdlo &lend davd soudet
8 velkqu pfesnosti. Pfesnost méfime chybou, t. j. velikosti
rozdilu mezi skuteénym soudtem a &isteénym souétem.
Plati vztah »
' 8 =8 + Tn,
kde r, je soudet fady

@ni1+ Gnig + @nia + ... (ininf),

kterd podle véty 1,10 konverguje. Cislo r, — t. zv. zbytek po
n-tém CElenu — uddvd chybu. ProtoZe skuteiny soudet s
zpravidla nezndme, odhadujeme chybu

pn =38 — 8y,

t. j. uréujeme pro ni meze.
Jako pfiklad uvddim bez dikazu jedno z &etnych pravidel
pro odhad chyby.

(V. ,25)) Plati-li pro &leny a, absolutné konvergentnt Fddy
od urcitého indexu n = k vatah:
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janl < loa] an—,

kde a je kladné &islo, < 1, pak chyba r, je omezena odhadem:
a
ol < ] -

_'a,'

Priklad 1,22, Pro radu:
1 1 1

c=ortutm

plyne na zdkladé vztahu

n—12
—1—< —I(L) pron > 12

1
+ 57+ (25)

n! = 121'{12
odhad chyby:
1 1 :
|7'12] ~ 12' 1 _<_ 10_9;

t. j. seétenim 13 ¢lent dané Fady dostaneme éislo e piesné
na 9 desetinnych mist. Rada (25) pro &islo e tedy konver-
guje velmi uspokojivé.

Mezi pomalu konvergujici fady patrl zpravidla Fady
alternujici, klesaji-li absolutni hodnoty jejich ¢lenii pomalu
k nule, jako je tomu na pf. u fady Leibnizovy.

Konvergence téchto fad se urychluje ruznyrm ipravami —
t. zv. transformacemi fad.

Cvitenl 1,49. Kolik &lent Fady

o/ 1 1 1 1 1
nzlnn_ Pttt t.

je tieba selisti, abychom dostali soutet s pfesnosti na 3 desetinné
mista? Provedte! — Vyjde 1,29126 4 8.10—" jako soucet 5 tleni.

1,50. Vypoztste |/ (eviteni 1,39) na 3 desetinné mista! Kolik
€lenu je tfeba sedist? — Vyjde 1,64843 + 4.10—8 jako soudet & &lenti
(pro n = 0 az n = 4).

1,18. O potitani s iraciondlnimi  &lsly. Provésti néjaky
pogetni vykon se zvlddtnimi &isly znamens uréiti ¢islo,
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které je jeho vysledkem. Redlné &islo ,,zndme‘‘ — vzpomerite
na to, co bylo fedeno v uvodé — dovedeme-li vypoéisti
libovolnou jeho decimdlu. UkéZi postup tohoto vypodtu
na pifklad® ndsobeni dvou iraciondlnich &isel.

P#iklad 1,23. Jest urditi prvni 3 decimély soudinu er.
Prakticky podtdF by se vyjidiil takto: kolikamistnymi
raciondlnimi &¢fsly mame nahraditi oba &initele, aby souéin
byl uréen pfesné na 3 desetinnd mista?

Polozme: _

e=FE,+ry; 7:=Hn+9m

kde E,, IT, znamenaji &istedné soudty aZ po n-tou decimdlu
(véetné), r,, on zbytky po n-tém &lenu; plati tedy:

ra < 10—"; oo < 10—
Soudin upravime:

er = E,IT, + (Engn + Ilyra + "'nQn) <
< 10—(&, + II, + 10—7). - (26)
Jeito je ’
e = 2,7182818 . ..; 7 = 3,1415926...,

plati nerovniny:
E,<e<28 I,<w<32
t. j. (26) lze upraviti:
en < 1076 + 10—7) < 10—= . 10 = 10—n+1,

M4.li byt tedy zajidténa 3. decimdla, mus{ byt chyba
mend{ neZ 10—4 vzhledem k moZnosti opravy; t.j. n =5
(Gisla e, = nutno nahraditi 5mistnymi raciondlnimi &fsly:

s = 2,71828;  IT, = 3,14139.

Vysledek je pak
emt = 8,539(7) ...

Cvitenl 1,51. Uréete podobnd prvni dvé decimély soutinu ev2—;
V2 = 1,4142135....
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Pfiklad 1,24. Podobné postupu1eme pfi déleni. Cheeme-li
na pr. vypoélsh
1

log,2
na 3 desetinné mista, klademe

loglo 2 =Ly 4 1p; rp < 107

a provedeme odhad chyby

1 1 1 1 o o
- - = = < . (27
I, g2 In Litrs Lilwtra ~L¥ &V

Jezto je

\ log, 2 = 0,3010300 ...,

plati
L, =03,
t. j. z nerovniny (27) plyne:
1 1 ra _ 10—n+2 wre,
L, log,z2 < 0,3 < 9 <107
Dopottéte! Vyjde ! 3= 3210 .
. E10

Podobné miZeme potitati mocniny a odmocniny z iracio-
ndlnich &isel.

Cvitenl 1,52. a) Kolikamistnym raciondlnim &islem musime na-
hraditi &islo e, abycham uréili VE na 3 desetinnd mista?
[Névod: Poutzijte nerovnosti:
Ve =VE, +7, <VE, +Vr,2
b) Vypottdte e se stejnou piesnosti s pouzitim fady ze cviteni
1,49. Co je vyhodnéjsi?
Nékteré vypolty s iraciondlnimi &isly jsou v3ak témito

elementdarnimi cestami neproveditelné. Na pf. najiti Vﬂ:
nebo umocniti 3,25¢; zde je jedind cesta logaritmickd; ale
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ta nevyhovuje, potfebujeme-li vysledek s vétsim poétem
desetinnych mist a nemame-li po ruce tabulky s logaritmy
o dostatedném poétu mist. Ostatné logaritmy samotné nelze
poditati primitivnim zptisobem z definice (jako exponenty);
podobné je tomu s hodnotami goniometrickych funkef.

K FeSeni vSech téchto uloh potfebujeme dobfe konvergu-
jici fady, které by nidm daly vysledek s dostatednou pfes-
nosti jako soudet malého poétu élend. Takovéto Fady pro
poditani odmocnin, logaritmid, hodnot goniometrickych
funkei ‘a p. existuji a odvozuji se z fad, které vyjadiuji
rizné glementdrni funkce. S principem véci a s nékterymi
jednoduchymi piiklady se sezndmi &tendf v 2. &isti této
piirucky.
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