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3 Weyrova teorie charakteristickych cisel

Tato kapitola je vénovana piehlednému shrnuti zadkladnich poznatki Weyrovy
teorie charakteristickych ¢isel, ktera zahrnuje problematiku specidlniho kano-
nického tvaru matice. Pfedstavena je tizka spojitost tohoto tzv. Weyrova kano-
nického tvaru s bézné pouzivanym Jordanovym kanonickym tvarem a dualita
mezi Weyrovou charakteristikou a mnohem znaméjsi charakteristikou Segre-
ovou. Vse je formulovano fe¢i dneSni teorie matic, pripadné pomoci piislus-
nych endomorfismt, coz by mélo prispét k pochopenim partii psanych v jiném,
starsim pojeti.t!4

Nasledujici vyklad je zde podan v ucelené podobé na jediném misté, nebot
vétSina z reakci na Weyrovu teorii navazuje pouze na nékteré jeji vysledky,
které jsou Ctenari postupné predstavovany v pribéhu takika celé monografie.
Z tohoto divodu v nékterych pasazich pripominame jiz uvedena fakta (pasaze
vénované plné pochopenym pojmum tak ¢tenaf muze preskocit ¢ jen letmo
prodist). PredloZeny vyklad vSak obsahuje i partie a vysledky, které v jinych
kapitolach uvedeny nejsou. Jedna se predevsim o vztah Weyrova a Jordanova
kanonického tvaru a také o algoritmus pro vypocet tvaru Weyrova.

V nasledujicich odstavcich nejsou (az na nékolik vyjimek v poznamkéach pod
¢arou) uvedeny historické souvislosti (napt. data publikace vysledki, jména
objevitelt pojmu apod.), které ¢tenar nalezne ve zbyvajicich kapitolach. Sou-
¢asti vykladu jsou v8ak odkazy na alternativni terminy prislusné jednotlivym
pojmiim, které se béhem tady desetileti vyskytly. Véfime, ze i tato skute¢nost
napoméha k ucelenéjsimu obrazu a k rychlejsi orientaci.

K ilustraci pojmu a vysledku prostupuje celou touto partii jeden piiklad
(matice fadu 12), na némz jsou vSechna tvrzeni Weyrovy teorie ukézana. Nej-
prve je vSak v prvni podkapitole uvedeno nékolik poznatki z linearni algebry,
které budou pouzity v dalsim vykladu.

3.1 Pripravna tvrzeni

V celé této kapitole budeme symbolem A rozumét ¢tvercovou matici fadu n
nad polem komplexnich ¢isel C. Budeme vyuzivat vzajemné jednoznacnou ko-
respondenci mezi ¢tvercovymi komplexnimi maticemi fadu n a endomorfismy
prostoru C™: endomorfismu f : C* — C" piifadime jeho matici A vzhledem ke
kanonické bazi prostoru €™ (obrazy vektort kanonické baze pritom piseme do
sloupcit). Vzajemné jednozna¢ny vztah endomorfismu f a matice A je znéazor-
nén schématem
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114 Dikazy vét 5, 12, 13, 16, 17 a konstrukece bézi o, B, gjsou silné inspirovany pfistupem
Jindficha Beévare v ¢lanku Weyrova teorie charakteristickych cisel [Be3|.
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a vyjadfen vzorcem

Yoe " : fu)T = AT,

kde symbol T zna¢i transponovani vektoru, tj. vektor v chapeme jako radek,
vektor vT jako sloupec.

Pri sklddani endomorfismi vektorového prostoru C" se odpovidajici matice
nasobi (ve stejném poradi). Automorfismim odpovidaji matice invertibilni,
tj. regularni. Endomorfismtm, které nejsou automorfismy, odpovidaji matice
singularni.

Obraz endomorfismu f bude znacen Im f, jadro endomorfismu f bude za-
pisovano Ker f. Identita na prostoru C" bude znacena 1gn.

1 Definice. Necht f je endomorfismus vektorového prostoru C". Podpro-
stor V' prostoru C" se nazyva f-invariantni, jestlize pro kazdy vektor v € V
plati f(v) € V, neboli f(V) C V. Jestlize matice A je matici endomorfismu f
(viz vyse) spliwujiciho vztah f(V) C V, miZeme téz fikat, Zze podprostor V je
A-invariantni. Pro kazdy vektor v € V je tedy AvT € V.

V pripadé, ze nemuze dojit k nejasnostem, budeme misto f-invariantni,
resp. A-invariantni podprostory kratce fikat invariantni podprostory.

2 Véta. Necht C" je direktnim souctem sviych podprostori Vi, Vo, ..., Vi,
. C" =V Vo @ ---®V,, a necht B; je libovolné zvolend bdze vektorového
prostoru Vi, i =1,2, ..., u. Potom B= B UByU---UB, je bdze prostoru C™.

Ditkaz véty je trivialni. Staci si uvédomit, ze kazdy vektor v € C™ lze jed-
nozna¢né zapsat jako soucet v = vy + vo + -+ + vy, kde v; € V; pro kazdé
i =1,2, ..., u, a kazdy vektor v; € V; lze jednoznacné napsat jako linearni
kombinaci vektora mnoziny B;.

Vzhledem k vlastnostem matic reprezentujicich endomorfismy plati nasle-
dujici véta.

3 Véta. Necht f : C" — C™ je endomorfismus vektorového prostoru
C'=VieVd oV,
kde podprostory Vi, i =1, 2, ..., u, jsou f-invariantni. Necht B; je baze vekto-

rového prostoru V; a B = ByUByU- - -UB,,. Potom md matice B endomorfismu f
vzhledem k bdzi B tvar

kde na nevyplnénich mistech jsou nulové matice a kde 7dd matice B; je roven
dimV;,i=1,2, ..., u.
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4 Definice. Necht A je komplexni ¢tvercova matice a A jeji vlastni ¢islo. Mno-
Zina GKer (A—\FE) vSech vektorii v, pro které existuje prirozené ¢islo m takové,
7e (A—AE)™vT = o7 se nazyva zobecnéné jadro matice A piislusné vlastnimu
¢islu A. Jestlize matice A odpovida endomorfismu f, potom zobecnéné jadro
matice A prislusné vlastnimu &islu A mtizeme znaéit téz GKer (f — X - 1gn).

Protoze ze vztahii (A —AE)™vl =0T a (A—AE)™20l = 0T plyne rovnost
(A= AE)™(c1v] + covd) = 0T pro m = max {my, mz} a libovolné ¢y, ¢ € C,
je zobecnéné jadro matice A prislusné vlastnimu ¢islu A podprostorem pro-
storu C™.

Vlastni vektory prislugné vlastnimu ¢islu A komplexni matice A Fadu n
spolu s nulovym vektorem jsou pravé takové vektory v, které vyhovuji rovnici
(A — AE)vT = o' Viechna feeni této rovnice tvori podprostor Ker (A — \E)
prostoru C™, tzv. jddro matice A prislusné vlastnimu cislu A. Je ziejmeé, Ze
Ker (A — AE) C GKer (A — A\E) C C™, a proto

0 < dimKer (A — AF) < dim GKer (A — AE) < n.

Cislo dim Ker (A—AE) je tzv. geometrickd ndsobnost vlastniho &isla A, zatimco
¢islo dim GKer (A — AE) je, jak uvidime pozdé&ji, nasobnost vlastniho ¢isla A,
ktera byva nékdy nazyvana ndsobnosti algebraickou.

5 Véta. Necht (A — A1) (A — A2)®2 - (A — \y)® je charakteristicky polynom
matice A Tddu n, kde N1, Mo, ..., A\, jsou jeji navzdajem riznd vlastni éisla, a f
odpovidajici endomorfismus prostoru C™. Potom je

C"=Ker(A—ME)* @ Ker(A—XE)?d - @Ker(A—-\E)%™

direktni rozklad prostoru C" na f-invariantni podprostory.

Tvrzeni dokdZeme nejprve pro u = 2. ProtoZe jsou polynomy (A — A\;)*%!
a (A — A1)°2 nesoudélné, existuji polynomy g1, g2, pro které je

g (AN =)+ 2(A)(A = A2)” = 1.
Dosazenim matice A ziskdme rovnost
g1 (A) (A= ME)* + g2(A)(A — X\ E)” = E.
Pro kazdy vektor v € C" je tedy
[91(A) (A — ME)* 0" + [g2(A)(A — A E)*]oT =0T, (%)
Pritom je

(A —XNoE)*2g)(A)(A — M E)* 0T =0T

(A= ME)" g2(A)(A = N E)*20T = 0T,
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nebot (A — A1)%1 (X — A\2)®2 je charakteristicky (a tedy anulujici) polynom ma-
tice A. Proto
g1 (A)(A — AlE)SlvT € Ker (A — )\2E)S2

92(A)(A — N E)*20T € Ker (A — A\ E)**.

Tedy kazdy vektor v € C™ lze podle (x) psat jako soucet vektoru z prostoru
Ker (A — M\ E)** a vektoru z prostoru Ker (A — Ay F)*2, tj.

C" =Ker (A — M E)* + Ker (A — X\ E)™.

Pokud by v € Ker (A — A\ E)** NKer (A — A2 E)*2, bylo by podle (%) v = o.

Tedy
C" =Ker(A— ME)* @ Ker(A— \E)™.

Protoze pro vektor v € Ker (A — A E)*®! je
(A= M\E)™ AT = A(A - M\ E)*ol = of,

je Ker (A — A\ E)®' f-invariantni. Podobné je pro vektor v € Ker (A — A\ E)*2
(A= XE)2 A0 = A(A — N E)*20T = of,

proto je Ker (A — A2 E)®? rovnéz f-invariantni.

Tim je véta pro u = 2 dokdzana. Indukci zobecnime jeji platnost pro libo-
volné prirozené ¢islo u > 2.

6 Vé&ta. Necht A je ctvercovd komplexni matice. Je-li g jejim s-ndsobnym
vlastnim cislem, je 0 s-ndsobnygm vlastnim cislem matice (A — A E).

Jestlize ma matice A s-nasobné vlastni ¢islo A\, je mozno jeji charakteris-
ticky polynom det(A — AE) napsat ve tvaru
det(A — AE) = (A - 20)* - g(N),
kde g(Ag) # 0. Charakteristicky polynom matice A — A\gE ma tedy tvar
det ((A— MoE) — AE) =det (A — (A+ X\)E) =
= ((A+20) = X0) - g(A+ Xo) = A7 g(N),
kde g(0) = g(Xo) # 0. Matice A — Ao E ma tedy s-nasobné vlastni &islo 0.

K tomuto poznatku lze dospét i jinym zpiisobem. Rovnosti J = B~'AB
aJ—XE =B YA - )\E)B jsou ziejmé ekvivalentni. Z toho plyne, Ze J je
Jordantuv kanonicky tvar matice A pravé tehdy, je-li J — A\gE Jordanuv kano-
nicky tvar matice A — M\ FE. Tedy Ao je s-nasobnym vlastnim ¢islem matice A
pravé tehdy, je-li Ay pravé s-krat na diagonale matice J. To nastane pravé
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tehdy, je-li 0 pravé s-krat na diagonale matice J — A\ E, tj. pravé tehdy, je-1i 0
s-nasobnym vlastnim ¢islem matice A — \gE. Matice A, resp. A — \gE se na
Jordaniiv kanonicky tvar J, resp. J — Ao E transformuji stejnou matici B.'1®

7 Véta. Ctvercovd komplezni matice A Tddu n je nilpotentni (tj. existuje ta-
kové prirozené cislo t, Ze At = O) prdvé tehdy, kdyz md jediné vlastni ¢islo 0.

Vztah At = O plati pravé tehdy, kdyZ je A* anulujicim polynomem matice A,
tj. pravé tehdy, kdyz je 0 jedinym vlastnim &islem matice A.

8 V&ta. Ctvercovd matice, kterd md jediné vlastni ¢islo \g, je souctem skaldrni
matice \ogE a nilpotentni matice.

Jestlize jediné vlastni ¢islo matice A je Ag, potom je 0 jedinym vlast-
nim ¢&islem matice A — \gFE, ktera je dle predchozi véty nilpotentni. Protoze
A= ME+ (A— ME), je dukaz hotov.

3.2 Nulita matice, Weyrova charakteristika
9 Definice. Rozdil fadu n a hodnosti r(A) ¢tvercové matice A nazyvame nulita
matice A a znacime ji nul A, tj.

nul A =n—r(A).

Uvazujme konkrétni vlastni ¢islo A matice A. Protoze je matice (A — AE)
singularni, je jeji nulita vétsi nez 0. Pro libovolné k =0, 1, ... je

nul (A — AE)* < nul (A — AE)* 1,
a existuje prirozené ¢&islo ¢, pro které
0<nul (A-AE) <nul (A-AE)? < ... <nul (A-AE)" = nul (A-\E)T! = ..

Tyto relace umoziuji definovat dva nasledujici pojmy.

10 Definice. Necht A je komplexni ¢tvercova matice a A jeji vlastni &islo.
Potom nejmensi pfirozené ¢islo ¢, pro které

nul (A — AE)" = nul (A — A\E)"™,
se nazyva index matice A prislusng vlastnimu ¢islu .

7 dosud uvedeného je zfejmé, ze

GKer (A — \E) =Ker (A — AE)" (=Ker(f —X-1¢n)Y),

115 Vice o tomto piechodu od obecného vlastniho &isla A k vlastnimu &slu 0 viz podkapi-
tola 3.7 zacinajici na strané 140.
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kde t je index matice A p¥islusny vlastnimu ¢éislu A (a f odpovidajici endomor-
fismus prostoru C").

11 Definice. Necht A je komplexni ¢tvercova matice, A jeji vlastni ¢islo a ¢ in-
dex matice A piislusny vlastnimu ¢islu A. Potom se prirozena ¢isla

m =nul (A — \E),
ne = nul (A — AE)? — nul (A — \E),

ny = nul (A — AE)! —nul (A — AE)!!

nazyvaji charakteristickd c¢isla matice A prislusnd vlastnimu ¢islu \. Posloup-
nost n(A) = (01, N2, - .., ) se nazyva Weyrova charakteristika matice A pfislus-
nd vlastnimu ¢islu \.

Je tedy n1 +m2+ -+ +1; = nul (A— AE)! a charakteristickd &isla p¥islusna
vlastnimu ¢islu A matice A jsou rovna prirtstkim nulit matic

E, A—)\E, (A-)E)? ..., (A-)\E),
resp. rozdilim hodnosti dvou po sobé jdoucich matic v posloupnosti
E, A-)\E, (A-)E)* ..., (A-XE)"

Je-li f endomorfismus vektorového prostoru C", jehoz matici vzhledem ke ka-
nonické bazi tohoto prostoru je matice A, jsou charakteristické ¢isla rovna také
prirtstkim dimenzi jader endomorfismii

Kerlen, Ker(f—X-1gn), Ker(f—X-1¢n)? ..., Ker(f—X-1¢gn)’,

resp. rozdilim dimenzi dvou po sobé jdoucich obrazi endomorfismii v posloup-
nosti

Imlgn, Im(f—X-1gn), Im(f —X-1gn)?, ..., Im(f —X-1cn)
Radéji znovu zdiraznéme, ze

dim GKer (A — AE) =dimKer (f = A-1¢n)f =m1 +m2 + -+ + 1.

12 Véta. Necht A je komplexni ¢tvercovd matice, A jeji s-ndsobné vlastni ¢islo
ani, N2, ..., N prislusnd charakteristickd ¢isla. Potom plati:

m=>n2>...2>n > 0.
7 ptedchoziho plyne, ze proi =1, 2, ..., t je
ni =dim Im (f = X-1¢n)" " —dim Im (f — X - 1¢n)".
Zuzeni endomorfismu (f — A - 1¢gn) zobrazuje podprostor Im (f — X+ 1gn )it

na podprostor Im (f — X - 1gn ). Podle véty o hodnosti a defektu je
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dim Im (f — X 1gn)* "t =
=dim Im (f — X - 1gn)? + dim [Ker(f —A-le)NIm(f = A- 10")1_1],
tj.
m; = dim [Ker (f = A~ len) NTm (f = A~ 1en) ']
Protoze je zfejmé

Ker(f—X-1¢n) 2 Ker(f—A-lgn)NIm(f—A-1gn) D

e D Ker(f7/\~1cn)ﬂlm(ff>v1@n)t71 D0,

je

Na poslednich radcich predchézejiciho ditkkazu jsme si vhodné pomohli pod-
prostory Ker (f —A-1gn) NIm (f —X-1gn)%, i =0, 1, 2, ..., t— 1. Vyuzijme je
nyni efektivné znovu (tentokrat vSe zapisujme v maticové symbolice) ke kon-
strukci baze podprostoru Ker (A — AE) prostoru C”. Sestrojme nejprve bazi
podprostoru Ker (A — AE) N Im (A — AE)!~1, poté ji rozgifme na béazi pod-
prostoru Ker (A — AE) N Im (A — AE)!~2, tu roz8ifme na bazi podprostoru
Ker (A — AE) N Im (A — AE)!=3 a takto postupujme dale, az obdrzime bazi
podprostoru Ker (A — AE).

Konstrukei sledujme na nasledujicim obréazku, v némz X znaci (pro usporu
mista) matici A — AE a symbol v (ze stejného diivodu) sloupcovy vektor v7.
V doprovodném textu v8ak pouzivime plného zapisu.

Postupné ziskdme nasledujici baze:

t-1B={(A=XE)~], (A=XE)"" ], ..., (A= AE)"" 1]}
t—oB= 1B U ;_2C, kde
12C = {(A —AE)2T (A= AB) 2T L, L, (A= AB) 2T } :

MNt—1

t—3B = 2B U ;_3C, kde

Nt—2

1_5C = {(A “AE) 3T (A= AB) TR L, (A= AB) T } :

1B: 28 U 10, kde
1C = {(A — )\E)vg;H, (A— )\E)U,EH, oo (A= /\E)v,i} ,

T T T
OB =B U QO, kde oc = {U7]2+1, Unat2y -+ Upy
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pocet vektoru

v e ([ nt

Tht—1

Nt—2

G ) @) o) Ca) - - G - (o 2
O OO O O 0

Ker (A —AE)NTIm (A — AE)t 1
Ker (A —AE)NTm (A — \E)t—2

Ker (A—AE)NIm (A — \E)

Ker (A — A\E)

Poznamenejme, %e vektory béaze , 1B musi mit tvar (A — AE)!~1o],
i=1,2,..., n,nebot se jedna o bazi prostoru Ker (A —AE)NIm (A —\E)*~1L.
Obdobné musi mit vektory lezici v rozsifeni baze ;1B na béazi ; o8B, tj. v mno-
7ing ;_oC, tvar (A — AE)""20l i = n + 1, m + 2, ..., m_1, atd. Kone¢nd
vektory lezici v rozsifeni baze 558 na béazi 1B, tj. v mnoziné ;C, musi mit tvar
(A= XEWl, i=n3+1,m3+2, ..., n.

Béazi oB prostoru Ker (A — AE) nyni rozgiiime na bazi B prostoru
GKer (A — AE): k vektorim vy, va, ..., vy, pfifadime vSechny nenulové vek-
tory tvaru (A—\E) vl Bazi B budeme konstruovat jako uspofddanou mnozinu
(jeji usporadani lze nahlédnout na predchazejicim obrazku):
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B={(A-AE)""W]; (A= AE)""%]; ...; (A= AE)T; of; ..

)

(A= AE) ol (A—XE) 2oL .5 (A= AE)w] ;s o]

Nt ﬁt;

(A— )\E)t_Qv%;Jrl; (A— )\E)t_?’v%;Jrl; o (A= )\E)v7:;:+1, U%;Jrl; ce

(A= AE)"20T 1 (A— AE)307

MNt—1" Ne—17? °

5 (A= AEWT r

o1 Ungqd =

(A—/\E)UZ;JFI; v,:ngl; cos
(A—)\E)v%;; v%;;

T ..
Vpot1i -5

T

1}771 .

13 Vé&ta. MnoZina B je bdzi prostoru GKer (A — \E).

Je evidentni, Ze vektory mnoziny B patii vektorovému prostoru
Ker (A — AE)! = GKer (A — AE). Z konstrukce i z obrazku plyne, Ze jejich
pocet je N1 +n2+ ... +nq, coZ je rovno dim GKer (A — \E). Staci tedy dokazat,
7e jsou linearné nezéavislé. Dokazeme to sporem. Predpokladejme, ze vektory
mnoziny B jsou linearné zavislé. Potom existuje netrivialni linearni kombinace
nékterych z nich, ktera se rovna nulovému vektoru. Pfedpokladejme, bez tjmy
na obecnosti, ze

clulT + czuzT +---+ Cmuﬁ =o', (%)

kde ul', ul’, ..., ul € Bacy, co, ...,y jsou nenulova cisla. .
Necht j je nejmensi piirozené é&islo, pro které je (A — AE)ul = o pro
kazdé i = 1, 2, ..., m. Nyni rovnost () vyndsobme matici (4 — AE)?~! zleva.

Protoze pro nékteré vektory ul (z j-tého fadku ptedchoziho obrazku) jsou
(A—AE)7~te;ul nenulové vektory (z posledniho fadku piedchoziho schématu),
obdrzeli jsme netrivialni linearni kombinaci linearné nezavislych vektori, ktera
se rovna vektoru nulovému, coz je spor. Vektory mnoziny B jsou tedy linearné

nezévislé a tvoif bazi prostoru GKer (A — AE).

Za ny + m2 + ...+ n, vektorti usporddané baze B pridejme dalsi vektory
tak, abychom ziskali bazi B prostoru C™. Protoze vektory v poslednim fadku
schématu jsou vlastnimi vektory matice A pfislusnymi vlastnimu ¢islu A a zby-
vajici vektory baze B se pii endomorfismu f — A - 1gn (tj. pii nasobeni matici
A — A\E zleva) zobrazi na vektor, ktery mu v bazi B piedchazi, je ziejmé, Ze
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matice endomorfismu f — A - 1gn ma vzhledem k bézi B tvar

(0%)

kde J je Jordanova matice fadu 71 +12+. . .+n; s nulami na diagonale a s 1y Jor-
danovymi buiikami. (Kazdému sloupci z predchoziho obrazku odpovida jedna
buiika.)!*®Matice endomorfimu f ma tedy vzhledem k bazi B tvar

J+AE K
0] L+ \E )’
kde J+ A\FE je Jordanova matice stejného radu a se stejnym poctem bunék jako
matice J, ale na diagonale méa vlastni ¢islo A\. Vzhledem k fadu matice J + \E,

je nésobnost s vlastniho ¢isla A matice A alesponi 71 + 12 + ... + 1y, cOZ je
pfirozené ¢islo vétsi nebo rovno t, tj.

t<m4+n+...+m <s.

Z nerovnosti t < s a z definice indexu matice prislusného vlastnimu &islu A
vyplyva, ze

Ker (A — AE)* = Ker (A — AE)" = GKer (A — \E).

Dosud jsme pracovali s jednim vlastnim ¢islem matice A. Stejné miZeme
postupovat pro kazdé vlastni ¢islo \; nasobnosti s;, i = 1, 2, ..., u. V dalsim
textu necht 1, a,..., “, znadi charakteristickd ¢isla matice A p¥islugna
vlastnimu ¢islu A;, kde t; je index matice A pfislusny tomuto vlastnimu &islu,
a necht B; zna¢i usporddanou bazi prostoru GKer (A — \;E) utvofenou vyse
uvedenym postupem.

14 Vé&ta (o rozkladu prostoru C" na zobecnéna jadra). Necht A je ctver-

covd matice, ty, to, ..., t, indery matice A pFislusné jejim navzdjem rizngm
vlastnim cislim Ay, Ao, ..., Ay a f odpovidajici endomorfismus prostoru C™.
Potom je

C" =Ker(A—-ME)" @Ker (A— XE)2@® - @Ker(A— N\ E) =
=GKer (A—ME)®GKer(A—XE)® - & GKer (A — A\, FE)
direktni rozklad prostoru C" na f-invariantni podprostory.
Véta je primym disledkem Véty 5 a rovnosti

Ker (A - /\ZE)Sl = Ker (A — )\1E/‘)t1 = GKer (A - /\ZE)

116 v dalsi podkapitole zavedeme pro uspofddanou mnozinu vektorti z jednotlivych sloupcii
schématu nazev Jordantiv Tetizek a také v ni podrobnéji vysvétlime souvislost mezi Jorda-
novymi fetizky, Jordanovymi buiikami a bazi zobecnéného jadra.
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15 Véta. Necht A je komplexni ctvercovd matice s navzdjem riuznymi vlast-
nimi ¢isly A1, Aa, ..., Ay. Ddle necht B; jsou bdze prostori GKer (A — \E),
i =1,2,...,u, zkonstruované vyse uvedenym postupem. Potom je mnoZina
By UByU---UDB, bdzi prostoru C".

Véta plyne z Véty 2 a z Véty 14 o rozkladu prostoru C" na zobecnéné jadra.

16 Véta. Necht A je komplexni ¢tvercovd matice, \ jeji s-ndsobné vlastni ¢islo

s e

a i, N2, .., N prislusnd charakteristickd c¢isla. Potom plati:
m+mn2+...+n =s.

Ve vyse uvedenych uvahach jsme dospéli k poznatku, ze ndsobnost s; vlast-
niho ¢&isla \; je rovna nebo prevysSuje soucet vSech charakteristickych ¢isel pii-
slusnych k \;. Tento soucet je dle definice charakteristickych ¢isel roven dimenzi
prostoru GKer (A — \;F). Aplikujeme-li tato tvrzeni na vSechna vlastni ¢isla
matice A, ziskdme pomoci vty o rozkladu prostoru C™ na zobecnéna jadra
néasledujici vztahy:

u

n= Zdim GKer(A — \E) = Z (i +ma + .. +m,) < Z s; =n,
i=1 i=1 i=1

tedy i

u

Z (m 4+ + ... +m,) = Zsz‘,
i=1

i=1
neboli pro kazdé vlastni ¢islo \; je

i771 +i772 +... +i77t.

i

= S;.

17 Véta. Necht A je komplexni ctvercovd matice vddu n s navzdjem riznymi
vlastnimi ¢isly N;, 1 =1, 2, ..., u, nechl B; jsou baze prostori GKer (A— N E),
1= 1,2, ..., u, zkonstruované vyse uvedenym postupem a [ je endomorfis-
mus prostoru C™, jehoZ matici vzhledem ke kanonické bazi je matice A. Potom
endomorfimus f md vzhledem k usporddané bdzi By U By U --- U B, matici

J = : :

kde J; jsou Jordanovy matice. Jinymi slovy, J je Jordaniv kanonicky tvar ma-
tice A.
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Diukaz véty je trividlni. Uvédomme si, Zze vektory béaze Bi, tj. prvnich s;
vektoru baze U?Zl B;, ur¢uji Jordanovu matici J; fadu s; s vlastnim ¢islem \q
na diagonéle, jejiz strukturu jednozna¢né udévaji charakteristicka ¢isla ma-
tice A prislusna vlastnimu ¢islu Ay, vektory baze By, urc¢uji Jordanovu matici Jo
radu s, s vlastnim ¢islem Ao na diagonale, jejiz strukturu jednoznacné udévaji
charakteristicka ¢isla matice A pfislusna vlastnimu ¢islu Ao atd. Konecéné vek-
tory baze By, tj. poslednich s, vektori baze |J;_, B;, urc¢uji Jordanovu matici
Jy, tadu s, s vlastnim ¢islem A, na diagonale, jejiz strukturu jednoznacéné
udévaji charakteristicka ¢isla matice A prislusna vlastnimu ¢islu A,. Vzhledem
k direktnimu rozkladu na zobecnéna jadra jsou na pozicich vné diagonalnich
blokt nulové matice.

18 Véta. Necht A je komplexni c¢tvercovd matice a necht A1, Ao, ..., Ay jsou
jeji navzdjem riznd vlastni ¢isla, jejichZ ndsobnosti jsou po fadé s1, Sa, ..., Sqy-
Potom je matice A podobnd matici

ME+ Ny

N + Ny

kde na nevyplnénijch mistech jsou nulové matice a pro kazdé v = 1,2, ..., u
je N; nilpotentni matice Fdadu s;.

Véta je pfimym dusledkem Véty 17. Lze ji vSak také povazovat za dusledek
Véty 3, Véty 8 a Véty 14.

19 Definice. Necht A1, Ao, ..., A, jsou navzajem ruzna vlastni ¢isla Ctver-
cové komplexni matice A, necht (111, 92, ..., 1) je Weyrova charakteristika
matice A p¥islusna vlastnimu &islu Ay, (291,272, ..., 2nr,) je Weyrova charak-
teristika matice A piislusna vlastnimu ¢&islu Ag atd. az (“ny,“n2, ..., “n,) je
Weyrova charakteristika matice A p¥islusna vlastnimu ¢islu A,. Potom soustavu
prirozenych ¢isel

n(A) = [ me, o "ne)s Con®n2, oo 2y ooy (i iy oo )]

nazyvame Weyrova charakteristika matice A.

20 Véta. Necht A je ctvercovd komplexni matice Fadu n, necht X1, Ao, ..., Ay
jsou jeji navzdjem ruznd vlastni ¢isla a

n(A) = [ nos o M)y Con P02, <o 2ie)s o (e, - )]

je Weyrova charakteristika matice A. Potom soucet véech charakteristickych ¢i-
sel Weyrovy charakteristiky matice A je roven tddu n matice A.
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Dukaz této véty byl v podstaté proveden jiz v dikazu Véty 16. Staci si pouze
uvédomit, ze soucet charakteristickych ¢isel prislusnych vlastnimu ¢&islu A; je ro-
ven nasobnosti s; tohoto vlastniho ¢isla \; a soucet nasobnosti vSech navzajem
ruznych vlastnich ¢isel je roven radu n matice A, tj.

u
n = E Si,
i=1

kde

t1 to 29

E 1 E 2 E u
S1 = 771', So9 = 771'7 ey Sy — 771

=1 =1 =1

Hluboké vysledky jsou zachyceny ve dvou nasledujicich vétach.

21 Véta. Dvé matice jsou podobné prdve tehdy, kdyZ maji stejnd vlastni cisla
a jim prislusné Weyrovy charakteristiky. Viastni ¢isla a charakteristickd cisla
vytvdresi uplny systém invarianti podobnosti matic.

Tvrzeni véty je dusledkem postupu, ktery byl uveden v dikazu Véty 17,
a skutecnosti, ze dvé matice jsou podobné pravé tehdy, kdyz maji stejny Jor-
dantv kanonicky tvar.

22 Véta. Nechl A je ¢tvercova komplexni matice, A1, Ao, ..., Ay jeji navzdjem
riznd vlastni ¢isla a ty, ta, ..., ty po Tadé indexy matice A pFislusné vlastnim
cislim A1, Ao, ..., A\y. Potom polynom

A=) A=A o (A=A

je minimdlnim polynomem matice A.

Musime dokézat, Ze matice
M= (A-ME)"(A—XE)2.. . (A= N\ E)"™

je nulové. K tomu staéi zjistit, ze Mv? = 0T pro kazdy vektor v € C". Vektor v
Ize vyjadrit (viz Véta 14) ve tvaru v = v1 +vg+- - -+, kde v; € Ker (A—\; E)t
pro kazdé i = 1, 2, ..., u. ProtoZe matice (A — \;E)! navzajem komutuji, je
Mvl =0T a tedy MvT = oT. Polynom
A= AD)A =)o (A= A\y)t

je tedy anulujicim polynomem matice A.

Nyni dokazme, Ze je to anulujici polynom nejmensiho stupné. Pokud by mél
minimalni polynom stupen mensi nez t1 +t5+- - - +1,, obsahoval by napf. faktor

(A = A1)¢, kde ¢ < t;1. Zvolime-li vektor v € Ker (A — A\ E) \ Ker (A — A\ E)¢,
je MuvT # 0", a tedy M neni nulova matice.
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Demonstrujme uvedené poznatky na konkrétnim prikladu. Uvazujme matici

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 1 3 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 1 1 -1 2 1 0 -1 0 0 0 0
A -4 4 4 -4 -1 1 1 -4 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0
-4 4 4 -4 -1 -1 1 -2 1 0 0 0
—6 6 6 —6 ) 6 -5 —6 -3 0 0 0
1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -4 1 0
1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -3

Jeji charakteristicka rovnice je (A — 2)7(\ + 3)° = 0, matice A tedy ma sedmi-
nasobné vlastni ¢islo 2 a pétinasobné vlastni ¢islo —3. Vypoctem zjistime, ze

-1 1 0 0O 0 O 0 0 0 0 0 ©0
o 0 0O 1 0 O 0 O 0 0 0 o0
-1 1 1 -1 0 O 0 0 0O 0 0 ©0
o 0o 1 0 0O 0O 0 O 0 0 0 o0
-1 1 1 -1 0 1 0 -1 0 0 0 ©
-4 4 4 -4 -1 -1 1 =4 1 0 0 ©

A=2E = o o o O O O O o0 0 0 0 o]
-4 4 4 -4 -1 -1 1 -4 1 0 0 0
-6 6 6 -6 5 6 -5 —6 -5 0 0 0
1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -6 1 0
1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 =1 -4 0
o 0 o0 0O 0O O 0 O 0 0 0 -5

hodnost této matice je 9, a proto je jeji nulita nul (A — 2F) = 12 — 9 = 3. Dale
vypocitdame matice (A — AE)2, (A — AE)?, ... a jejich hodnosti, resp. nulity.
Dostaneme tyto vysledky:

r(A—2E) = 9, nul(A—-2FE) = 3,
r(A—2E)? = 1, nul (A —2E)? = b,
r(A-2E)? = 6, nul (A —2E)> = 6,
r(A-2E)* = 5, nul (A -2E)* = 7,
r(A—2E)® = 5, nul (A —2E) = 7.

Protoze nul (4 — 2E)* = nul (A — 2E)®, je zbyteéné poéitat vyssi mocniny;
index ¢; matice A pfislusny vlastnimu ¢islu 2 je 4. Vypocitame prirastky nulit
mocnin matice A — 2F, ¢imz ziskdme charakteristicka Cisla matice A pfislusna
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vlastnimu ¢&islu 2:

by = nul(4-2E)=

ny = nul(4-2E)? - nul (A-2E)=5-3=2,
s = nul(A—-2E)3 —nul(4A—-2E)?=6-5=1,
Iy = ml(A-2E) —nul(A-2E)3=7—-6=1.

Skutetné 3 > 2 >1> 1, sy =! m +lny +1n3 +1774 = 7. Weyrova charak-
teristika matice A piislusna vlastnimu é&islu 2 je (3, 2, 1, 1). Zcela analogicky
postupujeme u vlastniho ¢isla —3:

4 1 o o o0 o o o0 0 0 0 O
0 5 0 1 o 0 0 0 0 0 0 0
-1 1 6 -1 o o0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 5 0 0 0 0 0 0 0 O
-1 1 1 -1 5 1 0O -1 0 0 0 O
-4 4 4 —4 -1 4 1 -4 1 0 0 0
Af3E=1"9 09 0o 0o 0o 0o 5 00 0 0 0|
-4 4 4 -4 -1 -1 1 1 1 0 0 0
-6 6 6 -6 5 6 -5 -6 0 0 0 O
1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 0
1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 0
o o o o o o o0 o0 0o o0 0 O
r(A+3E) = 9, nul (A+3E) = 3,
r(A+3E)? = 7, nul (A+3E)? = 5,
r(A+3E)? = 7, nul (A+3E)> = 5.
Tedy to = 2 a charakteristicka ¢isla matice A prislusné vlastnimu ¢islu —3 jsou:
;= nul(A+3E)=3,
Zng = nul(A+3E)? —nul(A+3E)=5-3=2.

Opét plati: 3 > 2, so =21, +%)3 = 5. Weyrova charakteristika matice A p¥islusna
vlastnimu ¢éislu —3 je (3, 2).

Weyrova charakteristika matice A je [(3, 2, 1, 1), (3, 2)] a je splnéna i rov-
nost mezi souctem vsSech jejich charakteristickych ¢isel a fadem matice A:
34+2+1+143+2=12.

Minimalni polynom matice A je (A —2)*(\ + 3)2.

3.3 Jordanova baze, Jordanovy retizky

V piedchazejici podkapitole 3.2 jsme sestrojili bazi [ J;_; B; prostoru C", ktera
byla sloZena z urcitych ,fetizki“ vektora (v jednotlivych disjunktnich podmno-
Zinach). Popisme nyni vztahy mezi vektory této baze podrobnéji a zavedme
prislusnou terminologii.

Pripomenme, Ze jsme komplexni matici A Ffadu n prirfadili odpovidajici
endomorfismus f vektorového prostoru C", matice A je tedy matici endo-
morfismu f vzhledem ke kanonické bazi prostoru C™. Uvazujme Jordantuv
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tvar J matice A. Tyto matice jsou podobné, proto existuje regularni matice G,
pro kterou plati J = G~'AG. Matice G je matici pfechodu od néjaké baze

J ={v1, va, ..., v,} ke kanonické bazi prostoru C".
f
(0 cn
j ]_Cn ].Cn ‘7
Gt f G

Cn Cn

kan. A kan.

baze baze

J=GTAG

Klasickym zpusobem zjistime, Ze Jordantuv kanonicky tvar matice A ma tvar

2 1
2 1
2 1
2
2 1
J = 5 ,
-3 1
-3
-3 1
-3
=]
kde jsou na nevyplnénych mistech nuly. Pro obrazy f(v1), f(va), ..., f(vn)
prvkd vy, vs, ..., v, baze J proto plati
f(vl) = 27}17 f("Ug) = 731}87
f(v2) = 2vg+ 0y, f(vo) = —3uvg+us,
flvs) = 2v3+wo, f(vio) = —3vio,
fva) = 2v4+uws, flvi1) = —3vii+wio,
flvs) = 2us, flvi2) = —3uviz,
flve) = 2vg+vs,
f(’l)7) = 2077
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tj.

(f=2-1¢n)(v1) = o, (f+3-1gn)(vs) = o,
(f 10")(1)2) =, (f+3-1¢n)(vg) vg,
(f=2-1¢n)(vs) = w2, (f+3-1¢n)(vi0) = o,
(f—2 cn)(va) = s, (f+3-1¢n)(v11) = w10,
(f=2-1¢n)(vs) = o, (f+3-1en)(vi2) = o
(f len)(vs) = s,

( 1@71)(”7) = o

Vektory vy, vs a vy jsou vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢&islu 2, vektory
vg, V19 & V12 jsou vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu —3. Vyjadiime-
li vztahy v maticové symbolice, ziskdme soustavy rovnic, z nichz lze vektory
V1, V3, ..., V12 postupné vypocitat:

(A—=2EwT = of, (A+3EWwE = of,
(A—2Ewl = o, (A+3E0d = of,
(A=2E)pl = oI, (A+3EWl, = of,
(A-2Epl = oI, (A+3ENL, = i,
(A=2Ep!l = o, (A+3E)l, = of
(A—2Bpf = of,

(A=2E)pl = o,

Vlastni vektory vy, vs, v7, vs, v19 a v12 ziskdme FeSenim homogennich soustav,
vektor vy feSenim nehomogeni soustavy s matici A — 2F a pravou stranou v{,
vektor vz FeSenim nehomogeni soustavy s matici A — 2F a pravou stranou u2T

atd.

V naSem konkrétnim pfikladu dostavame:

1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0),
0,1,0,1,0,0,0,0,0,0, 0, 0),

(0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0, 0),
(0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0, 0),

1=(1, ) )
2=( ) )
v3:(0 0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0), :(0 0,0,0,0,0,0,0,1, 1,0, 0),
v4=(0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0, 0), v10=(0 0,0,0,0,0,0,0,0,1, 1, 0),
v5=(0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0), v;;=(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1, 1),
v6=(0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0), v2=(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1).

Zapiseme-li tyto vektory do sloupcti matice, ziskdAme matici G z vyse uvedeného
vztahu J = G~1AG:
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23 Definice. Necht A je komplexni ¢tvercova matice fadu n. Usporddana baze
vektorového prostoru C”, jejiz prvky (v témZe poradi) tvori sloupce transfor-
maéni matice G pii pfevodu matice A na Jordantv kanonicky tvar J = G~1AG,
se nazyva Jordanova baze''” prostoru C" prislusnd k matici A.

Endomorfismus f, ktery ma vzhledem ke kanonické bazi prostoru C" ma-
tici A, ma vudi Jordanové bazi prostoru C™ piislusné k matici A Jordanovu
matici J = G~1AG.

Poznamenejme, ze transformadni matice G neni urc¢ena jednoznac¢né. (Re—
Senf soustav rovnic na str. 115 nenf jediné — napiiklad s kazdym vlastnim vek-
torem vypocitanym z homogenni soustavy rovnic je feSenim soustavy také jeho
nasobek apod.) Kazdé takové matici G odpovida néjaka Jordanova baze (tvo-
Fené sloupci matice G), kterou miizeme disjunktné rozdélit na ¢asti korespondu-
jici s jednotlivymi Jordanovymi bloky. Takové rozdéleni J = By U B U - -- U B,
souhlasi s konstrukei baze, které je uvedena v podkapitole 3.2.

Vratme se k vysledkiim nasobeni vektort vy, va, ..., vz, resp. v, vg, ..., V12
matici A — 2F, resp. A + 3F zleva, neboli k obrazim vektora vy, v, ..., vy,
resp. Us, Vg, ..., v12 v endomorfismu (f —2-1gn ), resp. (f +3-1gn). Vektor vy

se zobrazil na vektor vs, vektor v3 na vektor vo, vektor vy na vektor vy a vek-
tor v; na nulovy vektor o; vektor vg na vektor vy a vektor vs na nulovy vektor o;
vektor v7 na nulovy vektor o. Obdobné vazby plati mezi vektory druhé skupiny
prinalezejici vlastnimu ¢&islu —3, tj. mezi vektory vs, vg, ..., v12. Tyto Fetézové
procesy lze jednoduse zobrazit:

M7 S timto terminem (Jordan basis) se setkivame v souasnych zahrani¢nich publikacich
z linearni algebry. U¢ebnice Jindricha Bec¢vare Linedrni algebra |Beb| uvadi nazev Weyrova
béaze. Jedna se totiz o modifikovanou Weyrovu normalni soustavu vektorti. Ponechme termin
Weyrova baze pro mirné pozménény pojem (viz dale).
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24 Definice. Necht A je komplexni ¢tvercova matice a A jeji vlastni ¢islo. Uspo-
fadana mnoZzina nenulovych vektorti {v”, (A — AE)vT, ..., (A= AE)* 1T},

kde (A—AE)kvT = oT a k € IN, se nazyvéa Jordaniv vetizek matice A prislusny
vlastnimu éislu X118

Je zfejmé, ze vektory tvorici Jordanovy fetizky matice A prislusné vlast-
nimu ¢&slu A nalezi zobecnénému jadru GKer (A — AE).

Uvazujme nyni Jordanovy fetizky prislusné vSem riznym vlastnim ¢éislim
A1, A2, ..., Ay 8 nasobnostmi sq, sa, ..., s, dané ¢tvercové matice A fadu n.
Priklad souboru Jordanovych fetizki je na néasledujicim obrazku.

A1 A2 Au

ON@) O
ON@) O
ON@) o -
OO O OO0

s1 vektorn s9 vektoru S, vektori

118 Geské verzi Numerické metody linedrni algebry ucebnice Vydcislitel’'nye metody linej-
noj algebry [Fjl], str. 76, pouzil Miroslav Fiedler, prekladatel této ucebnice, pro Jordanovy
fetizky termin véZe, kterym se od sebe nazorné oddéli vlastni vektory matice prislusné da-
nému vlastnimu &islu (predstavované prizemimi vézi) od vektort kofenového podprostoru,
které nejsou vlastnimi vektory (reprezentované vyssimi patry vézi). Vyska véze je potom
totozna s tzv. vyskou vektoru (viz dale). K terminologii jesté podotknéme, Ze podprostor

GKer (A — AE) nazval Miroslav Fiedler kofenovy podprostor odpovidajici ¢islu .
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Z tvrzeni, ktera byla FeCena pro bazi | J;_, B;, a ze vztahu mezi touto béazi
a Jordanovymi fetizky plyne nésledujici véta.

25 Véta. Ke kazdému vlastnimu ¢islu A matice A existuje soubor Jordanovych
retizki, které obsahuji pravé tolik vektori, kolik je ndsobnost vlastniho ¢isla A.
Tato mnozina vektori je linedrné nezdvisld. Sjednocenti takoviychto mnoZin pro
vSechna vlastni ¢isla matice A je opét linedrné nezavisla mnoZina. Pocet jejich
prvkid je roven Fddu matice A. Je to Jordanova bdze prostoru C" prislusnd
matici A0

3.4 Segreova charakteristika, dualita posloupnosti

26 Definice. Necht A je komplexni ¢tvercova matice fadu n, J jeji Jor-
dantv kanonicky tvar a A nékteré jeji vlastni ¢islo. Nerostouci posloupnost
EN) = (&, &, ..., &) sestavend z Tadu &, i =1, 2, ..., g, vech Jordanovych
bunék matice J, které se vztahuji k vlastnimu ¢&islu A, se nazyva Segreova cha-
rakteristika matice A prislusnd vlastnimu cislu X120

27 Definice. Necht A1, Ao, ..., A, jsou navzajem ruzné vlastni ¢isla komplexni
¢tvercové matice A fadu n, necht (*&y, Y&, ..., 1€,,) je Segreova charakteris-
tika matice A pifslusna vlastnimu &fslu Ay, necht (3¢, 26, ..., 2£,,) je Segreova
charakteristika matice A p¥islusna vlastnimu ¢islu Ag atd. a (“&1, “&a, ..., “&q.,)
Segreova charakteristika matice A p¥islusna vlastnimu &islu A,,. Potom soustava
prirozenych ¢isel

f(A) = [(1617 1527 DRI 15111)7 (2517 2527 sy 2&12)’ ey (u§17 u£27 sy ugqu)]

se nazyva Segreova charakteristika matice A.

Pravé zavedené charakteristika nese jméno italského matematika Corrada
Segre!?! (1863-1924).

119 Jako sjednoceni Jordanovych Fetizki je Jordanova béze také ¢asto definovana.

120 (lanek Daniela Hershkowitze The relation between the Jordan structure of a matriz
and its graph |Hed| pouziva termin Jordan characteristic, monografie Kevina O’Meary,
Johna Clarka a Charlese Vinsonhalera Advanced Topics in Linear Algebra: Weaving Matrix
Problems through the Weyr Form [OCV1| termin Jordan structure.

121 Segre C., Sulla teoria e sulla classificazione delle omografie in uno spazio lineare ad un
numero qualunque di dimensioni [Sgl] z roku 1884. Charakteristika je v uvedeném Segreove
¢lanku zavedena takto (str. 136-137):

Ora il Weierstrass ha dimostrato ... che la condizione necessaria e sufficiente perché
st possa effettuare questa trasformazione & che i divisori elementari del determinante
|aix — obik| coincidano con quelli del determinante |p;i, — 0qir|. Dicendo et el, ..., eﬁhtil)
i gradi (in ordine decrescente di grandezza) dei divisori elementari del determinante
la;k — obik| corrispondenti ad una stessa radice p, e chiamando caratteristica linsieme di
questi gradi cosi raggruppati:

(h1—1) (ha—1) ’ (hyp—1)

1 ) €y )7"'1(67‘761-7"'767"7 )}7

noi divideremo le omografie in classi a seconda dei loro corrispondenti raggruppamenti dei
divisori elementari, vale a dire intenderemo che due omografie siano della stessa classe
quando hanno la stessa caratteristica.

[(61,6’1,...76 7(627el27"'7
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Vratme se k vyge uvedené matici A fadu 12 a odpovézme na dvé dvojice
otéazek:

e Jaké jsou Segreovy charakteristiky matice A pro vlastni ¢isla 2 a —37
Kolik vektord je na obrazku znézornéno v jednotlivych sloupcich (Fetizcich)
pro vlastni ¢isla 2 a —37

Odpovédi na obé otazky jsou shodné: (4, 2, 1) pro vlastni ¢islo 2 a (2, 2, 1)
pro vlastni ¢islo —3.

e Jaké jsou Weyrovy charakteristiky matice A prislusné vlastnim cislim 2
a —37 Kolik vektorii je na obrazku znazornéno v jednotlivych fadcich (zdola)
pro vlastni ¢isla 2 a —37

Odpovédi na obé otazky jsou opét totozné: (3, 2, 1, 1) pro vlastni &slo 2
a (3, 2) pro vlastni ¢islo —3.

Tato shoda neni nadhodné, plati pro vSechny komplexni ¢tvercové matice.
K nalezeni souvislosti mezi uvedenymi posloupnostmi definujme nové pojmy:

28 Definice. Necht o« = (a, ..., ay) je nerostouci posloupnost pfirozenych
¢isel. Uvazujme diagram vytvoreny z t sloupct tecek, z nichZ k-ty sloupec ma
pravé oy, tefek. Prvni (spodni) tecky vSech sloupcti jsou umistény na stejném,
poslednim radku, tecky druhé na predposlednim fadku atd. Takto sestrojené
schéma se nazyva Ferrersiv diagram posloupnosti «. Setkame se v8ak rovnéz
s terminem Youngovo tablo posloupnosti c.'??

Ferrersuv diagram se velmi ¢asto vyskytuje v mirné modifikované formé, kdy
jsou misto tecek zakreslovany jiné objekty. Pouziva se rovnéz ,transponované
verze® diagramu, kdy jsou tecky (objekty) prislusné prvkiam vychozi posloup-

Corrado Segre studoval a pusobil v Turiné. Jiz od mladi hojné publikoval, po dlouha léta
korespondoval s Felixem Kleinem. Zabyval se predevSim geometrickymi invarianty pfi line-
arnich transformacich, algebraickymi k¥ivkami a plochami. Zna¢nou mérou obnovil v Italii
z&jem o geometrii, svym prinosem pro taméjsi geometrickou skolu je Fazen za takovou osob-
nost, kterou byl Antonio Luigi Gaudenzio Giuseppe Cremona (1830-1903).

122 Norman Macleod Ferrers (1829-1903) byl anglicky matematik pochéazejici z dobfe si-
tuované rodiny. Postupné vystudoval matematiku v Cambridge, pravo v Londyné a teologii
v Cambridge. Pravu se, na rozdil od Arthura Cayleyho, nevénoval, knézem se stal v roce 1860,
v jeho kariéfe v8ak zvitézila matematika. Pisobil v Cambridge, v roce 1884 /85 byl rektorem.
Vysledky spojené s dnes nazyvanym Ferrersovym diagramem sam nepublikoval, uéinil tak
Sylvester, s nimz Ferrers korespondoval, v ¢lanku On Mr Cayley’s impromptu demonstration
of the rule for determining at sight the degree of any symmetrical function of the roots of an
equation expressed in terms of the coefficients [Sy7| z roku 1853, v némz napsal:

The number of modes of partitioning (n) into (m) parts is equal to the number of modes
of partitioning (n) into parts, one of which is always m, and the others (m) or less then
(m). This proposition was mentioned to me by Mr N M Ferrers, whose demonstration of it

. 18 so simple and instructive, that I am sure every logician will be delighted to meet with
it here or elsewhere. ([SyP], dil L., str. 597)

Alfred Young (1873-1940) byl anglicky matematik, vikaf a vynalezce né&kolika pristroja
(elektricky motor k &erpani vody, generator pievad&jici mechanickou energii na vysoko-
frekvenéni elektricky proud). Pusobil nap¥. v Cambridge, z matematiky se zabyval predevsim
teorii grup. Pojem dnes nazyvany Youngovo tablo predstavil v roce 1900.
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nosti zaneseny do radki, coz je vzhledem k vzidjemné dualité dvou urcitych
posloupnosti (viz dale) nepodstatna zména.'23

29 Definice. Posloupnost a* nazveme dudlni (téZ konjugovanou) k posloup-
nosti «, jestlize jeji ¢leny zna¢i poCty tecek v jednotlivych Fadcich (¢teno od-
spodu) Ferrersova diagramu posloupnosti a.

Z Ferrersova diagramu posloupnosti « trividlné plyne nésledujici zjisténi.

30 Véta. Je-li posloupnost a* dudlni k posloupnosti a, je posloupnost a dudlni
k posloupnosti o*, tj. o = (a*)*.

Vzhledem k predchozimu poznatku nazyvame posloupnosti « a o* navzdjem
dudlni.

31 Véta. Weyrova a Segreova charakteristika prislusnd k témuz vlastnimu ¢islu
matice jsou navzdjem dudlni posloupnosti.

Pied uvedenim ditkazu této véty demonstrujme vztah charakteristik na kon-
krétnich pfikladech a zminhme postup vypoctu jedné posloupnosti z druhé bez
pomoci Ferrersova diagramu.

Je-li tedy jedna z charakteristik napt. (3, 3, 2, 1, 1), pfislusi ji Ferrerstiv
diagram

a druhé charakteristika je (3, 3, 2, 1, 1)* = (5, 3, 2).
Segreovy charakteristiky (4, 2, 1) a (2, 2, 1) pfislusné obéma vlastnim &is-
lam vyse uvedené matice A fadu 12 jsou znézornény Ferrersovymi diagramy

123 Vyjadiuje-li pocet tecek v jednotlivych sloupcich fady vech Jordanovych bunék (sefa-
zené sestupné) piislusnych urditému vlastnimu ¢&islu dané matice, mluvime téz o Jordanové
diagramu tohoto vlastniho ¢isla. Viz napf. [Scd], str. 172.

Terminologie je v této oblasti zna¢né rozkolisané. Néktefi autofi napf. rozlisuji mezi Ferrer-
sovym diagramem a Youngovym tablem podle toho, zda ve schématu pouzivame tecky ¢i ¢tve-
re¢ky. Pokud se jedné o pouhé tecky, resp. prazdné ¢tverecky, mluvi o Ferrersové diagramu,
resp. Youngové tablu, v pfipadé nahrazeni tecek, resp. vyplnéni ¢tvereckt konkrétnimi sym-
boly (napf¥. nazvy vektort) o Youngové diagramu. Nékdy se vSak nazev Ferrersiiv diagram
pouziva i pro oznaceni schématu, v némz jsou doplnény misto tecek konkrétni symboly apod.
V této praci budeme pouzivat pro vSechny zminénéné varianty termin Ferrerstiv diagram.

120



Weyrovy charakteristiky pfislusné obéma vlastnim ¢islim matice A odpovidaji
poctu tecek v Fadeich (Eteno odspodu), jsou proto (3, 2,1, 1) a (3, 2), coz
odpovida vypocitanym hodnotam.

Pomoci této vizualni pomicky je napiiklad zifejmé, ze prvni ¢len Segreovy,
resp. Weyrovy charakteristiky je vzdy roven poctu ¢lent charakteristiky Wey-
rovy, resp. Segreovy. Souvislost mezi pojmy je vSak podstatné hlubsi. Mnoho
vztaht 1ze snadno vy¢ist pravé z Ferrersovych diagrami, které jsou v této pro-
blematice neocenitelnou pomuckou. Podotknéme, ze v pripadé, kdy mame zada-
nou jednu z charakteristik a potfebujeme rychle ziskat charakteristiku druhou,
Ize ji urcit i bez tohoto diagramu. Prvni &islo hledané posloupnosti je totiz
rovno po¢tu prvki dané, tj. dualni posloupnosti, které jsou vétsi nebo rovny 1,
druhé ¢&islo hledané posloupnosti je rovno po¢tu prvki dané posloupnosti, které
jsou vétsi nebo rovny 2 atd. Tento postup je vyhodny piredevsim u charakte-
ristik, kde soucet jejich prvku ,neni maly“ a znazoriiovani tecek by zabralo
munoho ¢asu. Je-li naptiklad jedna charakteristika (9, 6, 5, 5, 2), je k ni dualni
charakteristikou posloupnost (5, 5, 4, 4, 4, 2, 1, 1, 1).

Uvédomime-li si tuto vlastnost navzajem dualnich posloupnosti, neni ob-
tizné dokazat vétu o dualité Segreovy a Weyrovy charakteristiky, které prislusi
témuz vlastnimu ¢islu matice A.

Uvazujme Jordantv kanonicky tvar J matice A, ktery je blokovou matici
s Jordanovymi bloky J;, 7 =1, 2, ..., u, pfisluSnymi jednotlivym s;-nédsobnym
vlastnim ¢islim \; matice A. Jim piislusné Segreovy charakteristiky necht maji
q; prvki. Od jednotlivych Jordanovych blokti odecteme prislusné skalarni ma-
tice \;F a dale tak budene v ditkazu pracovat pouze s nilpotentnimi mati-
cemi Nj.

Operujme dale, bez tjmy na obecnosti, napiiklad s nilpotentni matici Nj.
Nulita matice N7 je pravé tolik, kolik ma Jordanovych bunék, tj. ¢;. Matice Ny
ma totiz pravé q; nulovych sloupci; jednicky mé pouze na s; — ¢ mistech, a to
v linii tésné nad hlavni diagonéalou, na ostatnich mistech jsou nuly. Vypocitame-
li matici N2, linie jedni¢ek se posune ,,0 jedno misto smérem k pravému hornimu
rohu“. Jedna jednic¢ka v kazdé Jordanové buiice tedy pfi umocnéni ,,vymizi“ —
to vS8ak nastane pouze tehdy, pokud mé Jordanova buiika rad alespon 2. Tedy
nulita matice N7 p¥evysi nulitu matice Ny pravé o tolik, kolik ma matice N;
bunék, jejichz fady jsou rovny nebo pfevysuji ¢islo dva. Dale vypocitdme ma-
tici Ni. Jeji nulita pievysi nulitu matice N7 pravé o tolik, kolik ma matice Ny
bunék, jejichz rady jsou rovny nebo prevysuji ¢islo tii. Takto postupujeme dale
a7 dospéjeme k matici N{. Jeji nulita pfevysi nulitu matice Nf_l pravé o to-
lik, kolik ma matice N7 bunék, jejichz Ffady jsou rovny nebo prevysuji ¢islo ¢.
Weyrova a Segreova charateristika matice N7 prislusné vlastnimu ¢islu 0, a tedy
i Weyrova a Segreova charateristika matice JJ; piislusné vlastnimu ¢islu A1, jsou
duélnimi posloupnostmi.

32 Definice. Necht A je komplexni ¢tvercova matice, A jeji vlastni ¢islo a necht

v € GKer (A — AE) je nenulovy vektor. Nejmensi pfirozené ¢islo k, pro které
(A — AE)kvT = o' nazveme wvijse vektoru v prislusnd vlastnimu ¢islu A\ ma-
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tice A.*2* Nulovému vektoru piifazujeme vysi 0.

Podivejme se dale, co vSe Ferrersuv diagram Segreovy, resp. Weyrovy cha-
rakteristiky pfislusné vlastnimu ¢islu A matice A ,,vypovidd“ o vlastnostech
¢isla A. Uvazujme komplexni ¢tvercovou matici A, jeji s-nasobné vlastni ¢islo A
a Segreovu charakteristiku prislusnou tomuto vlastnimu &islu. Ferrersuv dia-
gram této Segreovy charakteristiky je pravé diagram uvedeny na strané 106.
Pro ¢tenarovo pohodli jej uvadime znovu, tentokrate v méné podrobné verzi,
coz by mélo prispét k vétsi prehlednosti schématu. Pro jednoduchost opét zna-
¢ime X = A — AE a vektory chapeme jako sloupce.

pocet vektoru

@ ces Uny Tt
CXW)"'(X%D @ Ne—1

o) (Xon) Gon) - Gvay) - - - M2

DD T ) -
@LIUD-.-@L%MD @t%f; 6 U"t XU"3+1 Xy . @ n

V poslednim fadku Ferrersova diagramu je tedy uvedeno 7, vektora, které
jsou vlastnimi vektory p¥islusnymi vlastnimu é&islu A,'?° nad sebou maji své
wvzory“, tj. vektory, které se na né ,zobrazi“ pii nasobeni matici X = A — \FE
zleva. Celkovy pocet uvedenych nenulovych vektort je roven nésobnosti s vlast-
niho ¢isla A a tyto vektory jsou linedrné nezavislé. Vektory vytvareji Jordanovy
tetizky, kazdy z nich odpovida pravé jedné Jordanové buiice. Vyse vektoru sto-

jiciho na prvni pozici shora v kazdém Fetizku (budeme téz fikat délka Jordanova
Tetizku) je rovna odpovidajicimu prvku Segreovy charakteristiky (ve stejném

124 Pouziva se téz termin 7#dd vektoru. Viz napt. ucebnice Otakara Bortuvky Zdklady teorie
matic [Bo8| z roku 1971.
125 Poget téchto vektorti je tedy roven geometrické nasobnosti vlastniho Gisla .
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poradi), délka Jordanova fetizku je tedy rovna fadu pfislusné Jordanovy bunky
Jordanova kanonického tvaru matice A. V diagramu je

u vektori vyse t,

ne—1 —ne vektort vyse t—1,
N2 — N3 vektori vyse 2
N — N2 vektori vyse 1,

neboli ¢ast Jordanova kanonického tvaru J matice A, ktera prislusi vlastnimu
¢islu A, obsahuje prave

i Jordanovych bunék fadu ¢,

n—1 —n¢ Jordanovych bunék fadu ¢ — 1,
Ny — 13 Jordanovych bunék fadu
N — N2 Jordanovych bunék fadu 1.

Ve Ferrersové diagramu je tedy znézornéno s vektora

UV11y « -y Ul,n”

V215 ooy U2.mys V2,415 o5 U2y

U31ly -« o5 U3y U3me41s -+ -5 U3my_1s Uime_a+1s -+ -5 U3y _o)

Uty «oos Uty Vtge+ly - ooy Vtmy_1s Vtme_14+1s <o o5 Utip_oy -+ -y Uty

pro které plati vztahy

(A—/\E)v,{m:vgﬂym pro k=1,2, ...,t—1, m=1,2, ..., i—g+1,
(A= AEWwL =0T pro m=1,2,..., 1.

Tyto vztahy jsou ekvivalentni rovnostem

Avam:)\vngrvaJer pro k=1,2,...,t—1, m=1,2, ..., \—pt1,

Avl =X vl pro m=1,2, ..., .

Odtud je zifejmé, ze vektory znazornéné ve stejném sloupci diagramu generuji
podprostor prostoru C", ktery je f-invariantni. Dimenze tohoto podprostoru
je rovna po¢tu vektort v daném sloupci.
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Napiiklad vektory v prvnim sloupci tvoii bazi podprostoru 'V dimenze t
a plati pro né vztahy

fv11) = Avir + var,
fva1) = Avar + van,
flve—1,1) = Ave_11 + vp1,
f(Uﬂ) = )\Utl.

Téchto invariantnich podprostorii je stejné mnoho jako sloupci ve sché-
matu, jejich pocet je proto roven nejvétsimu z charakteristickych ¢isel pfislus-
nych vlastnimu ¢islu A matice A. Jsou-li charakteristicka ¢isla ny, n2, ..., 7y
prislusna vlastnimu ¢islu A srovnana podle velikosti, je timto nejvétsim charak-

teristickym ¢islem &islo 1. Mezi 7; podprostory je presn&!'?6

Nt podprostori dimenze t,
Ni—1 —n¢ podprostort dimenze t— 1,
N2 — 13 podprostori dimenze 2.
m — 12 podprostori dimenze 1.

Pomoci schematického Ferrersova diagramu lze tento vysledek znazornit
nasledujicim obrazkem (velmi obdobnym zptisobem lze zobrazit pocet Jorda-
novych bunék uréitého fadu, resp. pocet vektoru Jordanovy baze, které maji
urcitou vysi).

n  vektord

M — NMk+1 Ppodprostori

vektoru .
M+ dimenze k

N vektora

12 vektori

m  vektora

71 podprostora

126 Upozornéme, Ze v piipadé n; = n;+1 podprostory dimenze i chybi.
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Pro vyse uvedenou konkrétni matici A a jeji vlastni ¢islo 2 existuje

1 Jordanova bunka radu 4,
resp. vektor Jordanovy baze vyse 4,
resp. invariantni podprostor dimenze 4,

0 Jordanovych bunék radu 3,
resp. vektord Jordanovy baze vyse 3,
resp. invariantnich podprostori dimenze 3,

1 Jordanova buika fadu 2,
resp. vektor Jordanovy béaze vySe 2,
resp. invariantni podprostor dimenze 2,

1 Jordanova bunika radu 1,
resp. vektor Jordanovy baze vyse 1,
resp. invariantni podprostor dimenze 1,

pro vlastni ¢islo —3 existuji

2 Jordanovy buinky fadu 2,
resp. vektory Jordanovy béze vyse 2,
resp. invariantni podprostory dimenze 2,

1 Jordanova buiika rfadu 1,
resp. vektor Jordanovy baze vyse 1,
resp. invariantni podprostor dimenze 1.

Mezi obéma charakteristikami prislusnymi témuz vlastnimu ¢islu lze tedy
snadno prechazet, jejich prvky (nebo rozdily po sobé jdoucich prvki) udavaji
dalsi zajimavé vztahy a vlastnosti. Shriime vyznam prvka obou charakteristik
do tabulky, specidlni pozornost vénujme interpretaci prvnich prvki obou po-
sloupnosti.

33 Tabulka. Necht A je komplexni ¢tvercova matice fadu n, A jeji s-nasobné
vlastni ¢islo, (&1, &2, ..., &,) Segreova, resp. (m1, 12, - .., n:) Weyrova charakte-
ristika matice A ptislusna vlastnimu ¢islu A\, necht Ferrersuv diagram Segreovy
charakteristiky pfislusi vlastnimu ¢islu A a jeho tecky odpovidaji vektortim,
které jsou ve sloupcich Ferrersova diagramu uspoiddany tak, aby vytvarely
Jordanovy Fetizky. Necht f je endomorfismus vektorového prostoru C", jehoZ
matici vzhledem ke kanonické bazi prostoru C" je matice A, a kone¢né 1gn je
identita na C™. Potom uvedené prirozena ¢isla maji tyto vyznamy:
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&1

e pocet prvkit Weyrovy charakteristiky

e index ¢t matice A prislusny vlastnimu ¢islu A

e ad nejvetsi Jordanovy buiiky piislusné vlastnimu
¢islu A

e 1nejvetsi z dimenzi v8ech invariantnich podprostorta
generovanych vektory ve sloupcich Ferrersova dia-
gramu

e nejvétsi z vysi vSech vektorta obsazenych ve Ferrer-
sové diagramu

e nasobnost A jako kofene minimélniho polynomu
matice A

e pocet fadkt Ferrersova diagramu

Uit

e pocet prvki Segreovy charakteristiky

e nul (A — AE), nebolin —r (A — \E)

e dim Ker (f—X\-1¢n), neboli n—dim Im (f —A-1¢gn)
e pocet Jordanovych bunék pfislusnych vlastnimu
¢islu A

e pocet ,nezavislych“ Jordanovych retizki prislus-
nych vlastnimu ¢islu A

e pocet invariantnich podprostort generovanych vek-
tory ve sloupcich Ferrersova diagramu

e maximalni pocet linearné nezéavislych vlastnich
vektort prislusnych vlastnimu ¢éislu A

e pocet sloupcti Ferrersova diagramu

oy
=

Il

—
N
<

e pocet prvki Weyrovy charakteristiky, které jsou
vétsi nebo rovny k

3|
o
I
l—‘
N
~

e pocet prvkiu Segreovy charakteristiky, které jsou
vétsi nebo rovny k

e nul (A — AE)* —nul (A — AE)F!

o7 (A—-AE)F1 —r(A—-\E)

e dim Ker (f — X - 1¢n)¥ — dim Ker (f — A~ 1¢n)*7 1,
kde dim Ker (f — A -1¢2)? =0

e dim Im (f —\-1gn )~ —dim Im (f — A 1¢n)¥, kde
dim Im (f — X 1¢n)? =n

Ne — Mk+1
k=1,2,...,t

My1 =0

e pocet Jordanovych bunék piislusnych vlastnimu
¢islu A, jejichz fad je k

e pocet ,nezavislych“ Jordanovych fetizkt pfislus-
nych vlastnimu ¢&islu A, jejichz délka je k

e pocet podprostortu generovanych vektory ve sloup-
cich Ferrersova diagramu, jejichz dimenze je k

e soucet vSech prvku Segreovy charakteristiky

e soucet vSech prvka Weyrovy charakteristiky

e stupen A jakozto kofene charakteristického poly-
nomu matice A
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Pro nasi konkrétni matici fadu dvanact jsme jiz vypocitali souradnice dva-
nécti vektori, které tvoii Jordanovu bazi J vektorového prostoru C'2. Radéji
zduraznéme, ze tato baze je usporddané. V nasem piikladu je

J = {v1, va, v3, V4, Vs, Vs, VU7, Us, Vg, V1o, V11, Vi2} -

Jordanovy tetizky piislusné vlastnimu ¢islu 2 tvori vektory vy az vy, vg az vs
a samostatny vektor vz, Jordanovy fetizky pfislusné vlastnimu ¢&islu —3 tvori
vektory vg az vs, v11 aZ vyp a samostatny vektor vie. Vytvoime nyni novou
bazi J' tak, Ze provedeme pouze permutaci vektort v bazi 7, pri¢emz bereme
pofadi vektord v ramci téhoz Jordanova Tetizku (resp. vektory odpovidajici
téze Jordanové buiice) v opa¢ném poradi, sled Jordanovych retizkt (resp. Jor-
danovym bunék) ponechame, tj. postupujeme zleva doprava:

®
@
@@ @ | @

1 @1@1@ 1@ @

S

Takto pozménéna baze je tedy
U
j - {U4a U3, V2, V1, Vg, U5, VU7 , Vg, Ug, V11, V10, V12 } .
———— e T e N

Zduraznéme, 7%e Jordanovy fetizky se nezménily (nezménila se totiZz matice A,
resp. ji prislusny endomorfismus f), vektor v, se i nadale nasobenim ma-
tici A — 2F zleva ,zobrazi“ na vektor vs, ten na vektor vo atd. NapiSme matici
J' = G''AG’ endomorfismu f vzhledem k nové bazi J’ (matice G’ je matici
piechodu od béze J' ke kanonické bazi prostoru C'2). Sestavit matici J' lze
i zpaméti, jestliZe si uvédomime, na jakém misté nové baze J' se nachéazeji vek-
tory puvodni baze J a také pokud urcime novou pozici obrazu téchto vektori
v endomorfismu f. Nebo lze vektory béaze J' preznalit, napt. vy = v}, vz = v}
atd., neboli

! / ! i ! ! ! A / / / / !
J' = {v1, vy, v, vy, Vs, Vg, V7, Vg, Vg, Vig, Vi1, Vi)
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prepsat vztahy mezi vektory v novém oznaceni

flv1) = 29 = flvy) = 2v
fv2) 209 + 11 f(vh) 204 + vl
flvs) = 2v3+wve = f(vh) = 205+,
flog) = 244wy = fv)) = 20] +vh,
flus) = 2uvs = flvg) = 2vg
floe) = 2we+vs = f(vy) = 2v5+vg,
fluz) = 2v = f(vz) = 2ug,
flvg) = —3uvg = flvg) = —3vy,
flvg) = —Bvg+uvs = f(vg) = —3vg+wy,
f(vio) = =3vio = flvi1) = =3,
flor) = =3dviitvie = f(vg) = —3vjp+oiy,
flviz) = —3vi2 = f(viy) = —3viy,

a poté je napsani hledané matice J’ trivialni (na nevyplnénych pozicich figuruji
nuly):

— DN
= DN

J' =

3]
Dostali jsme tedy druhy z pouzivanych typi Jordanova kanonického tvaru
matice A, ktery je k pivodnimu Jordanovu tvaru (s jedni¢kami v linii nad dia-

gonalou) transponovany, jednicky ma v linii pod diagonalou.

34 Vé&ta. Necht A je ctvercovd komplexni matice #dadu n, necht X1, Ao, ..., Ay
jsou jeji navzdjem riznd vlastni ¢isla,

€(A) = [(L17 L2y - vy L(I1)7 (Hh R2, - vy qu)a R (/Lla 2y -y :U’(Iu)]

je jeji Segreova charakteristika a

j = {Uh sy Uiy Uil oovy Uigags ooy Un—uqu-i-lv LR Un}
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je Jordanova baze prostoru C" prislusnd k matici A, uvaZujeme-li Jordaniv
kanonicky tvar J, ktery md Jordanovy bunky tvaru

>
—
o
o

0 0 0
0 0 Al
0 0 0 A
Potom
j/ = {?}Ll, ceey U1, ”UL1+L2, ey ’UL1+1, ceey Upy o ovy ’Un_#qu+1}

je Jordanova bdze prislusnd kmatici A, uvazujeme-li Jordantiv kanonicksyj tvar J',
ktery md Jordanovy buriky tvaru

A0 0 O
1 A 0 O
0 0 A0
0 0 1 A

Provedeme-li tedy tuto zménu, budou Jordanovy kanonické tvary navzajem
transponované.

Provedeme-li permutaci baze J tak, ze ponechame poradi vektori v ramci
jednotlivych fetizkt, ale zménime poradi celych skupin vektord piislusnych
témuz Jordanovu Fetizku (neboli poradi Jordanovych Fetizki), dostaneme Jor-
daniiv kanonicky tvar J” matice A s pozménénym poradim Jordanovych bungk.
Nové poradi Jordanovych bunék pfesné odpovida zménam v poradi skupin vek-
tort.

Zcela analogicky vySe uvedenému postupu bychom odvodili, Ze naptiklad
permutaci vektori baze

j - {Ula V2, V3, V4, U5, Vg, U7, Ug, V9, V10, V11, UlQ}

naSeho konkrétniho piikladu na béazi
"
J" = q vs, Vg, V1, V2, U3, Vg, V7 , V12, V10, V11, Us, Vg
T ———— T Y—— = —

ziskdime odpovidajici Jordaniv kanonicky tvar J” matice A v nasledujici po-
dobé (na nevyplnénych pozicich jsou opét nuly):
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DN =
DN —

DN =

JH

-3 1

-3 1
-3
V dalsim textu, nebude-li fe¢eno jinak, budeme uvazovat tvar J s jednic-
kami nad diagonalou a piislusnou (usporadanou) Jordanovu béazi znacit 7.
Sestrojme nyni jinou permutaci Jordanovy béze
\7 - {Ula V2, U3, V4, Us, Vg, U7, Ug, V9, V10, V11, ’UIQ} .

Vektory v Jordanovych fetizcich budeme uvazovat v takovém pofadi, v jakém
se vyskytuji ve Ferrersové diagramu v fadcich, a to shora dolt:

OO |

TN
606 ‘606

Nové baze vektorového prostoru C'2, kterou ozna¢ime W', ma tvar

/
W' = {va, vs, va, vs, V1, Us, V7, Vg, V11, Us, V10, V12} -

Napisme op&t matici endomorfismu f, tentokrat vzhledem k bazi WW’'. Pokud
preznacime vektory této baze nasledujicim zpiisobem, tj.

!/ / ! / A ! ! ! ! ! / ! !
W' = {wy, ws, W3, Wy, Wy, Wg, Wy, Wg, Wy, W1g, Wiy, wia},

plati mezi vektory tyto vztahy:
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flo) = 2y = flwg) = 2wy,

flva) = 2v+v = f(wy) = 2wz+ws,
flus) = 2v3+vy = flwy) = 2w+ ws,
flug) = 2vw+wvz = flw) = 2w +ws,
flvs) = 2u3 = flwg) = 2w,

flog) = 2vs+vs = flw)) = 2w+ wg,
flor) = 2ur = flwy) = 2wy,

flvs) = —3ug = flw)y) = 3wy
flvg) = =3vg+wvs = flws) = =—3ws+wiy,
f(vig) = —3vio = f(w};) = —3wi,
fvi1) = =3vii+vie = f(wy) = —3wi+wi,
flviz) = —3viz = flw) = —3wl,,

a pomoci nich snadno ziskdme ,,novy* kanonicky tvar matice A:

2]

112

W' =

Presné k této matici jsme dospéli v 2. kapitole, kdyZ jsme sestrojovali typicky
tvar matice A rekurentnim zpusobem, ktery predstavil v 19. stoleti Eduard
Weyr. Tento tvar budeme nazyvat Weyrtav kanonicky tvar matice. V dnesni
dobé se vSak spiSe pouzivad v mirné pozménéné podobé (viz nasledujici ¢ast).

3.5 Weyrtv blok, Weyrav kanonicky tvar

Symbolem ;x;E, 7 > j, ozna¢me matici typu ¢ x j, jejiz prvnich j fadki vytvari
jednotkovou matici a zbyvajicich ¢ — j fadki jsou nulové vektory.

10 ... 0
0 1 0
--------------- ]

wgE=100 ... 1
00 0
............... i—j
00 0
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35 Definice. Necht A je ¢tvercova komplexni matice, A je jeji vlastni ¢islo
an(A) =0, n2, ..., n) je Weyrova charakteristika matice A piislusné vlast-
nimu &slu A. Ctvercové skalarni matice, jejiz prvky na diagonale jsou A a je-
jiz Tad je roven nékterému z charakteristickych ¢isel n;, se nazyva Weyrova
burika matice A prislusnd vlastnimu cislu A. Ctvercovéa blokova matice, jejiz
diagonélni bloky jsou vSechny Weyrovy buiky piislusné vlastnimu ¢&islu A po
radé radu n1, 12, ..., N, blokové matice v linii nad diagonalou jsou matice
mixm byt =1,2,...,t—1, a ostatni bloky jsou nulové matice, se nazyva
Weyriv blok prislusny vlastnimu ¢islu .

Rad Weyrova bloku piislusného vlastnimu ¢islu A je roven nasobnosti tohoto
vlastniho ¢isla.

A0 0
0 A 0
771><772E O )
0
0 0 A
A0 0
0 A 0
@) , -0 0
: 0
0 0 A
A0 0
0 A 0
O (@) . 0]
: 0
0 0 A
7h71><77tE
A0 0
0 A 0
O @] @) .
: 0
0 0 A

36 Definice. Necht A je ¢tvercova komplexni matice. Blokové diagonalni ma-
tice sestavena z Weyrovych bloku piislusnych v8em vlastnim ¢islim matice A
se nazyva Weyriv kanonicky tvar matice A.

V naSem piikladu je Weyrtv kanonicky tvar néasledujici (nulové prvky jsou
op&t vynechany):
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-3
-3

Pozastavme se jesté u dvou specialnich pfipadi. Pokud ma matice n-tého
rfadu n riznych vlastnich &isel, je Weyrovym kanonickym tvarem diagonélni
matice s n riznymi prvky na hlavni diagonale. Je-li pro kazdé vlastni ¢islo A
matice A nulita matice A — \FE rovna jeho nasobnosti, mé kazdy Weyrtav blok
jedinou Weyrovu buitku (Weyrtv blok a Weyrova buiika prislusné témuz vlast-
nimu ¢islu matice A splyvaji) a Weyriv kanonicky tvar je opét diagonalni ma-
tici, vlastni ¢islo A se na diagonale vyskytuje tolikréat, kolik je jeho nasobnost.

3.6 Souvislost Jordanova a Weyrova kanonického tvaru

Naskyta se piirozené otézka, zda i pro Weyrtiv kanonicky tvar existuje baze W
vektorového prostoru C'2 takova, ze W je matici endomorfismu f vzhledem
k této bazi. Odpovéd je kladna. Na nasledujicim postupu lze vidét blizkou
a elegantni propojenost Jordanova a Weyrova kanonického tvaru. K ziskani
béaze VW opét postaci pouze permutovat prvky Jordanovy béaze

j - {Ulv V2, U3, V4, Vs, Vg, U7, Ug, V9, V10, V11, UlQ};

vektory nyni bereme po ,fadcich® Jordanovych Fetizkii, a to odspodu nahoru:

|

O+O+E+O |
©+©

@y

O+©

O

OX
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Hledané baze je
W = {v1, vs, vz, va, V6, V3, V4, Vg, V10, V12, V9, V11 } -
Pokud vektory béaze preznac¢ime na
W = {w1, wa, w3, wg, ws, we, Wwr, ws, Wy, W10, W11, Wiz},

plati nasledujici vztahy, z nichz je vySe uvedeny tvar W matice A zfejmy:

flvr) = 2 = flw) = 2w,

flva) = 2vm+v = flwy) = 2wy+w,
flus) = 2v3+wve = flws) = 2we+wy,
flva) = 2vwu+vs = flwy) = 2wr+ws,
flvs) = 2u = flw2) = 2uwo,

fluve) = 2ws+vs = flws) = 2ws+ws,
flur) = 27 = flws) = 2uws,

flvg) = —3us = flwg) = —3uws,
flvg) = —Bvg+wvg = flw) = —3wi +ws,
f(vio) = —3vio = flwg) = —3wy,
flor) = =Bvn+ve = flwiz) = —3wia+wo,
flviz) = —3viz = flww) = —3wip.

Z dosud vyiceného trividlné plyne nasledujici véta.

37 Véta. Ke kazdé ctvercové matict nad télesem komplexnich cisel existuje
Weyriv kanonicky tvar. AZ na potadi Weyrovijch bloki je urcen jednoznacné
a je dané matici podobny.

Opét mizeme pracovat s mirné pozménénymi verzemi Weyrova kanonického
tvaru (viz napf. originalni Weyrav typicky tvar). Uvédomme si v8ak, Ze nelze
pfehazovat Weyrovy builky, nebot potom by pro matice ;. ;£ nemusela byt za-
chovéna podminka ¢ > j. Pfemistovat lze pouze celé Weyrovy bloky piislusné
riznym vlastnim ¢islim. V dal$im textu, nebude-li feceno jinak, budeme pod
terminem Weyriv kanonicky tvar matice rozumét tvar z vyse uvedené definice,
nikoli originalni tvar Eduarda Weyra.

38 Definice. Necht A je komplexni ¢tvercova matice fadu n, W je jeji Wey-
ruv kanonicky tvar. Potom usporadanéd mnozina vektoru, které tvori sloupce
matice H ze vztahu W = H~'AH, se nazyva Weyrova bdze vektorového pros-
toru C" prislusnd k matici A.

Vztah duality tedy plati nejen mezi Weyrovou a Segreovou charakteristikou,
ale i mezi Weyrovou a Jordanovou béazi, a tedy i mezi Weyrovym a Jordano-
vym kanonickym tvarem téze matice. Mezi obéma tvary lze snadno pfechazet.
Uvedme na jednom misté vizuélni srovnani obou kanonickych tvari na vyse
uvedené matici A fadu 12 (presnéji kvili aspofe mista jen na ¢asti kanonickych
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tvart pifslusné vlastnimu &islu 2), znazornény jsou i dalsi dvé zminéné verze
obou kanonickych tvaria. Konkrétné se jedna o Jordantuv kanonicky tvar J s jed-
nickami nad diagonalou, Jordantv kanonicky tvar .J’ s jedni¢kami pod diagona-
lou, Weyruv kanonicky tvar W s nenulovymi bloky nad diagonalou a originalni
Weyrtv kanonicky tvar W', ktery ma nenulové bloky pod diagonélou.

— N
— DN
DN

o =
— DN

Zméme-li Jordanav, resp. Weyrav kanonicky tvar matice A a chceme-li zjis-
tit Weyriv, resp. Jordaniv kanonicky tvar, uréime pouhym pohledem (dle fadu
Jordanovych, resp. Weyrovych bunék) Segreovu, resp. Weyrovu charakteristiku
matice A, dale napiiklad pomoci Ferrersovych diagrami zjistime k ni dualni
charakteristiku (pro jednotliva vlastni ¢isla), tj. Weyrovu, resp. Segreovu cha-
rakteristiku, a pomoci ni snadno napiSeme Weyrtv, resp. Jordantuv kanonicky
tvar matice A.

MiuZeme pouZit i jinou metodu — piechod pies Weyrovu a Jordanovu bazi,
tedy zpusob, ktery jsme nékolikrat demonstrovali, napt. pri prechodu od Jorda-
nova tvaru na oba typy Weyrova kanonického tvaru. Je-li znaAmym kanonickym
tvarem tvar Weyriiv, postupujeme zcela analogicky. Princip si kratce shrneme:
uvazujme bazi vektorového prostoru a obrazy jejich vektori, coz jsou sloupce
jednoho z kanonickych tvari (ktery je matici endomorfismu f vzhledem k uva-
Zované bazi), vyjadiime vztahy mezi témito vektory (tj. uréime, ktery vektor je
obrazem ¢ vzorem jiného vektoru pfi endomorfismu (f — X - 1gn)), sestrojime
Jordanovy fetizky, pozménime poradi prvka baze danym zpusobem a sestro-
jime matici endomorfismu f vzhledem k nové usporadané bazi.

P1i hledani vztaht mezi vektory a sestrojovani fetizki si mizeme pomoci
néasledujici, velmi trivialni pomuckou (popiSeme ji pro jednoduchost opét
pro c¢ast kanonického tvaru prislusnou jedinému vlastnimu ¢&islu, obdobné
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postupujeme u dalsich vlastnich ¢isel), vyhneme se tak zdlouhavému zapisovani
nékolika rovnosti:

Zname-li kanonicky tvar matice s jednickami pod, resp. nad diagonélou
(tj. tvar J', W', resp. J, W), uvazujeme prvni, resp. posledni prvek hlavni di-
agonaly, v némz zapo¢ne pomyslné Sipka. Posuneme se v témze sloupci dolu,
resp. nahoru na mfisto, kde je prvek 1, odtud se vratime po radku doprava,
resp. doleva na hlavni diagonélu a postup opakujeme dokud nejsme ve sloupci
bez prvku 1. Poté vezmeme prvni dosud neprojity prvek hlavni diagonaly od-
shora, resp. odspodu a algoritmus zopakujeme.

Lomené 8ipky urcuji poradi sloupcti (vektorii béaze), které se nachazeji ve
stejném Jordanové fetizku, smér Sipky potom poradi vektori v fetizku (sloup-
covy vektor, v némz Sipka zacin, je vektorem s nejvétsi vysi, sloupcovy vektor,
v némZ Sipka kondi, je vlastnim vektorem). Nakonec fetizky odpovidajici $ip-
kam sefadime podle délky.

S

o
Y

He

!
g

V nasem konkrétnim piikladu se napr. u Weyrova kanonického tvaru W
zobrazi pii nasobeni matici A — 2F v poradi 7. vektor pfislusné usporadéané
béze W na 6. vektor, ten se zobrazi na 4. vektor a ten na 1. vektor; 5. vektor se
zobrazi na 2. vektor, 3. vektor je vlastni vektor. Stejné postupujeme pro dalsi
typy kanonickych tvart.

Pii permutovani prvka bazi ndm muze pomoci nasledujici obrazek. Na ném

jsou prehledné uvedeny zptisoby permutaci bazi pi pfechodu mezi kanonickymi
tvary (JKT, resp. WKT znaci Jordaniv, resp. Weyrav kanonicky tvar matice).
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JKT J — JKT J'
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:
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WKT W WKT W’
w = w’

Jsou-li Jordanovy fetizky Fazeny (pro jednotliva vlastni ¢isla) zleva doprava
od nejdelsich po nejkratsi, potom symboly

Hy I

—_— N

- -—
— —_
—_— —_—

—

schematicky znaci usporadéavani vektorta v Jordanovych fetizcich pti konstrukei
piislusné béaze. Jedna se po fadé o toto razeni:

e vektory bereme po jednotlivych fetizcich, v ramci téhoz fetizku odspodu na-
horu, Fetizky zleva doprava,

e vektory bereme po jednotlivych Fetizcich, v ramci téhoz fetizku shora dolq,
fetizky zleva doprava,

e vektory bereme po ,Fadcich® Fetizki (tj. po vektorech o stejné vysi pro jed-
notliva vlastni ¢isla), v ramci téhoz ,fadku“ zleva doprava, ,fadky“ odspodu
nahoru,

e vektory bereme po ,Fadcich® fetizki (tj. po vektorech o stejné vysi pro jed-
notliva vlastni ¢isla), v ramci téhoz ,fadku® zleva doprava, ,,Fadky* shora dola.

Dalsi, tfeti moznosti pfechodu mezi Jordanovym a Weyrovym kanonickym

tvarem je metoda vyuzivajici skutecnosti, ze J, J', W, W’ jsou matice navzajem
podobné, jsou maticemi téhoz endomorfismu f, ale vzhledem k rtznym bézim

137



vektorového prostoru V= C™.

f
A/lcn kan. baze kan. baze lon
" . C" s Q cn
I ) ! N/ 7
I~ @t / J =G lAG \ g -7
We / J =G AC \ H _— "
Wis _H'"} W= HAH N W
W' = H'~ AR’

Uvazujme permutacni matici P, tj. matici, kterd ma v kazdém radku a v kaz-
dém sloupci pravé jednou prvek 1 a na ostatnich mistech nuly. Necht je jeji
rad totozny s fadem dané matice X. Nasobenim matice X permutacni ma-
tici P zprava se pouze zméni poradi sloupct matice X, jejich nové poradi
je uréeno rozmisténim jedni¢ek v permutaéni matici P.'?7 Analogicky néso-
beni matice X permutacni matici P zleva se pouze permutuji fadky matice.
JelikoZ je znamo, Ze pro permutacéni matici P plati P~ = PT, odpovida sou-
¢inu P7'XP = PTXP (nebo téz PXP~! = PXPT) simultanni permutace
radkd a sloupcti matice X (vyménime-li pofadi k-tého a m-tého sloupce, vy-
ménime i poradi k-tého a m-tého Ffadku a naopak).

Uvazujme dvojici kanonickych tvart matice A, Jordantuv kanonicky tvar J
s odpovidajici transformaé¢ni matici G a Weyruv kanonicky tvar W s odpovi-
dajici transformaé¢ni matici H, tj.

J=G 'AG, W =H'AH.
Proto
A=GJG™Y, A=HWH!,

z ¢ehoz plyne rovnost
GJG™'=HWH™".

Protoze matice G a H se lisi pouze poradim sloupct, je jedna souc¢inem druhé
s permutacni matici zprava. Necht napt. H = GP. Potom postupné dostaneme

GJG™' =GPW(GP)™!,
GJG™ ' =GPWP G,
J=PWPpP

127 Sloupce budou sefazeny v pofadi, které je shodné s poradim Fadkt permuta¢ni matice,
v nichz je prvek 1 v 1., 2., ..., n-tém sloupci.
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Zcela stejnym zptisobem bychom dokazali obdobné vztahy mezi viemi riznymi
dvojicemi kanonickych tvara J, J', W, W’. Mezi vSemi kanonickymi tvary lze
tedy prechazet pouhymi simultdnnimi permutacemi sloupcu a fadki, tyto per-
mutace se pritom presné shoduji s permutacemi vektort bazi J, J', W, W’
(a ty snadno zjistime napf. pomoci vySe uvedeného obrazku).

UkaZeme postup opét na nasem konkrétnim piikladu. Necht napriklad zname
Weyrtav kanonicky tvar W matice A, jemu prislusnou bézi

W= {Ulv U5, U7, V2, Vg, U3, V4, U8, V10, V12, V9, Ull}
a necht jsme nékterym zptsobem urcili, Ze Jordanova baze je
J = {v1, v2, v3, v4, V5, V6, V7, Vg, Vg, V10, V11, Vi2} -

Vektory béze J jsou po fadé 1., 4., 6., 7., 2., 5., 3., 8, 11., 9., 12. a 10. vek-
torem béaze W, napiSeme tedy nejprve'?® napiiklad matici, jejiz rfadky jsou
1.,4.,6.,7.,2.,5.,3.,8.,11., 9., 12. a 10. fadkem Weyrova kanonického tvaru

2 1
2 1
2
2 1
2
2|1
W = 5 ,
-3 1
-3 1
-3
-3
-3
tj. matici
20 0 1 0 0O 0 0 0 0 0
0002010 0 0 0 0 0
0 000 O0 21 0 0 0 0 0
00000 O0 2 0 0 0 0 0
0200100 0 0 0 0 0
0000200 0 0 0 0 0
002 000 O0 0 0 0 0 0
0000 OO0 0 =3 0 0 1 0
0000 O0O0OTO 0 0 0 -3 0
0000 O0O0O 0 -3 0 0 1
000 O0O0O0 O 0 0 0 0 -3
0 00OO OO0 O 0 0 -3 0 0

128 Protoze je nasobeni matic asociativni, je lhostejné, zda nejprve pracujeme s fadky matice
(n&sobeni permuta¢ni matici zleva), nebo se sloupci matice (nasobeni permutaéni matici
zprava).
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Nakonec sestavime matici, jejiz sloupce jsou 1., 4., 6., 7., 2., 5., 3., 8., 11.,9., 12.
a 10. sloupcem praveé sestavené matice, tedy matici

2 1
2 1
2 1
2

-3 1

-3 1
-3

3]
coz je Jordanuv kanonicky tvar J matice A.

Vidime, Ze problematika souvislost{ Jordanova a Weyrova kanonického tvaru
je ptivabné, poutavé a lze na ni nahlizet z vice stran, pomoci aparatu nékolika
oblasti linearni algebry.

3.7 0Od obecného vlastniho ¢isla k vlastnimu ¢&islu 0

Cely vyklad mohl byt veden modifikovanym zptisobem,'?? ktery je zaloZen na
nasledujici véteé.

39 Véta. Necht A je ctvercovd komplexni matice a necht \g je jejim s-ndsobnym
vlastnim c¢islem, tj. 0 je s-ndsobnym vlastnim cislem matice A — A E. Jorda-
novy Tetizky matice A prislusné vlastnimu c¢islu Ao se shoduji s Jordanovymi
retizky matice A — Ao E prislusngmi vlastnimu ¢islu 0.

Uvazujme Jordanuv fetizek vy, vs, ..., v; matice A prislusny vlastnimu
¢islu A\g. Je tedy

Avl = Mool +0f, coz odpovida vztahtim (A= X E)wT =T,
AvT = Xovd + 0T, (A= XNE)v; =3,
Avl = v/, (A= AoE)of = ol

129 Vig napt. Weyrova prace O theorii forem bilinearngch [Wel2|, Boriivkova ucebnice
Zdklady teorie matic [Bo8| ¢i velké mnozstvi zahraniénich ¢lankd, které jsou uvedeny v pod-
kapitole 6.3.

140



Ozna¢me nyni X = A — \gE. Potom je

Xol =0l = 00l +0F, neboli (X —0E)v! =T,
Xol = ol = 0] 4 o7, (X — 0Bl =T,
Xvl' = ol = 0!, (X —0E)v]l =of

Jordanovy ftetizky matice A prislugné vlastnimu ¢&islu Ay jsou tedy shodné
s Jordanovymi fetizky matice A — \gFE pfislusnymi vlastnimu ¢islu 0.

Uvazujme opét vySe uvedenou matici A fadu 12 s vlastnimi ¢isly 2 a —3.
Jordantuv kanonicky tvar J — 2F matice A — 2FE je

0 1
0 1
0

1
0

-5 1

-5 1
—5

odpovidajici endomorfismus g = f — 2 - 1g» se chova takto:

glvi) = (f—2-1en)(n1) = o,
glva) = (f—=2-1gn)(v2) = w1,
g(vz) = (f—=2-1gn)(vz) = w2,
g(v4) (f—2-1¢n)(va) = ws,
g(vs) = (f—2-1gn)(vs) = o,
gve) = (f—2-1¢n)(ve) = ws,
glvr) = (f=2-1en)(v7) = o

Jordanovy Tetizky vy, vs, va, v1; Vg, Vs, v7 zUstaly zachovany.
Pro zajimavost se podivejme na obrazy ostatnich vektort. Zde se Jordanovy
Fetizky porusily.

glvg) = (f—2-1¢n)(vg) = —bug,

9(vo) (f=2-1en)(ve) = —Huvg+us,
g(vio) = (f—2-1¢n)(vio) = —dvio,
g(vi1) = (f—2-1en)(vn1) = —bdvir + vio,
g(viz) = (f—2-1¢n)(vi2) = —bvra.
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Analogicky postupujeme u matice

5 1
5 1
5 1
5

J+3E =

O =

- [9]

a endomorfismu h = f + 3 - 1gn prislusného matici A + 3E:

h(vi) = (f+3-1gn)(v1) = 5oy,
h(UQ) = (f -+ 3 . 1@”)(”2) = 5’[12 -+ (%
h(vs) = (f+3-1gn)(v3) = buz+wva,
h(v4) = (f +3 1Cn)(v4) = buy + vs,
h(vs) = (f+3-1¢n)(vs) = 5us,
h(ve) = (f+3-1en)(vs) = bve+vs,
h(vr) = (f+3-1en)(v7) = by,
h(vs) = (f+3-1lgn)(vs) = o,

h(vg) = (f+3-1cn)(ve) = s,
h(vio) = (f+3-1gn)(vie) = o,

h(viy) = (f+3-1¢n)(vi1) = w10,
h(vi2) = (f+3-1¢n)(vi2) = o.

Jordanovy tetizky vg, vs; v11, v10; V12 se zachovaly. Predchozi Fetizky, které
odpovidaji vlastnimu ¢islu 2, se zménily.

Na zékladé v8ech téchto shod lze problematiku Weyrovy teorie vylozit na
matici A, o niZz pfedpokladame, Ze méa s-nésobné vlastni ¢islo 0, kde s > 1.
Pro tuto matici se definuji potfebné pojmy (napf. vyse vektoru v € V jako
nejmensi ¢, pro které A'v”T = o™ apod.), v jejichz nazvech chybi slova ,,piislusny
vlastnimu ¢&islu A“, a teprve na zavér se pojmy prenesou na obecné vlastni
¢isla: predpoklada se libovolna ¢tvercova matice A s navzajem ruznymi vlast-
nimi ¢isly A1, A2, ..., Ay 0 nasobnostech s, sa, ..., s,. Potom matice A—\{ FE
ma si-nasobné vlastni ¢islo 0, matice A — Ao mé so-nasobné vlastni ¢islo 0
atd., ¢imz jsou definované pojmy zobecnény a do termind se pfidaji slova
Lprislusny vlastnimu ¢islu Ay, Ao atd.“ Misto vySetfovani matice A s vlast-
nimi &isly Ay, Ag, ..., Ay se studuji pouze bloky matic A— M\ E, A— X\ FE, ...,
A — M\ E, které odpovidaji vlastnimu &islu 0.139

130 Vice je tento postup naznafen v podkapitole 5.2 Maticovy pocet a Otakar Borivka,

pouzit i v zahrani¢i pii studiu souvislosti Weyrovy teorie a teorie grafu (viz dale ¢ast 6.4
Charakteristiky teorie grafii — odbornd &dst).
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3.8 Algoritmus pro vypocet Weyrova kanonického tvaru

Weyrtv kanonicky tvar ¢tvercové komplexni matice s navzajem riznymi vlast-
nimi ¢isly Ay, Ao, ..., Ay lze ziskat i bez pfimého vypocétu nulit mocnin matic
A—-NE,i=1,2,..., u. Jestlize je komplexni matice A nilpotentni, je algorit-
mus pro vypocet jejtho Weyrova kanonického tvaru pomérné rychly. Je zalozen
na dvou nize uvedenych tvrzenich. Pted jejich uvedenim si uvédomme, Ze pro
nilpotentni matici A ¥fadu n (ktera ma jediné vlastni ¢islo 0) je nul A = 7, kde
n1 je prvni charakteristické ¢islo ve Weyrové charakteristice

n(A) =n(0) = (n1, m2, -+, M)

Matice A je podobna matici, jejiz prvnich 77 sloupci je nulovych. Nebudeme-li
uvazovat trivialni pripad, kdy A je nulova matice, je matice A podobna matici

O A, ’
kde Ai5 je matice typu n; x (n — 11) a matice Ay je ¢tvercova matice radu

n—mn;. (Podotknéme, Ze pro komplexni matici lze k tomuto tvaru dospét pomoci
unitarni podobné transformace.) Protoze r(A) = n — 11, ma matice

(%)

31

linearné nezavislé sloupce.

Nyni se vratme ke slibenym vétam.!

40 Vé&ta. Necht

_( On Aw
A= ( O A
je ctvercovd komplexnt nilpotentni matice Tadu n, kde Oy, je nulovd ctvercovd

matice Tadu 1, = nul A, Ay je ctvercovd matice Tadu n — 1y, Ao je matice
typu m X (n —n1) a O je nulovd matice typu (n — 1) X n1. Ddle necht

_( B
=1 ).

kde By je ctvercovd matice T¥ddu 11 a Bs je matice typu (n —n1) X 1. Potom
pro kazdé prirozené cislo k je A¥B = O prdvé tehdy, kdyz Ag_lBg =0.

131 Tyrzeni vét je zaloZeno na vysledcich uvedenych v &lanku, ktery roku 1966 publikovala
ruskd matematicka Vera Nikolajevna Kublanovskaja (1920-2012). Obvykle neni referovan
rusky original textu, ale jeho anglicky preklad nazvany On a method of solving the complete
eigenvalue problem for a degenerate matriz [Kbl].
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Matematickou indukci snadno dokazeme, ze

[ O ApAbTt
A‘(o A )

Tedy

kn_ [ O 141214126_1 By \ A12A§_1Bz (A k-1
AB_(O AB B, )=\ AiB =\ a, (4B

Protoze matice
Aiz
Az
ma linearné nezavislé sloupce, je

( i122 > ( AS_IBQ ):O
pravé tehdy, kdyz

AS7'B, = 0,
a tedy i A*B = O pravé tehdy, kdyz A5~'B, = O.
41 Véta. Necht A je étvercovd nilpotentni komplexni matice vdadu n, jejiz in-

dex t prislusny jedinému vlastnimu ¢islu 0 je alespori dva (matice je tedy nutné
nenulovd). Nechl ddle Weyrova charakteristika matice A (pFislusnd vlastnimu

éislu 0) je n(A) =n(0) = (m, n2, ..., nt) a necht matice A md tvar
On, A
O Ay )’
kde Oy, je nulovd ctvercovd matice Tddu n1 = nul A, Ay je ctvercovd ma-

tice Tadu n — 1, A2 je matice typu n1 X (n —m) a O je nulovd matice
typu (n —m) x m1. Potom Weyrova charakteristika matice Ay je

n(Az) = (112, m3, -5 M)
Dle pfedchozi véty plati nul A* = n; 4 nul Ag_l. Proto
nul A§_1 —nul AS_Z =nul A* —n; — (nul A*1 — ) =nul A* —nul AF" 1=y,
a tedy 1(Az) = (12, m3, -, ).
Uvedme pro zajimavost, Ze nyni lze jednoduSe a v Fedi matic dokéazat, Ze

Weyrova charakteristika piislusna vlastnimu ¢islu 0 nilpotentni matice je ne-
rostouci posloupnost.!3? (Jiny diikaz jiz byl proveden na strané 104.) Protoze

132 P§i pouziti pfechodu od obecného vlastniho &isla k vlastnimu &islu 0 dikaz plati také pro
Weyrovu charakteristiku pfislusnou obecnému vlastnimu ¢éislu ne nutné nilpotentni matice.
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jiste r(A) < r(A2) +r(A2), 7(A) =n—m ar(As) = (n—m) —nul Ay, dosta-
vame po dosazeni vztah nul Ay < r(Ajs). Protoze nul Ay =19 a r(A412) < 1,
dostavame 1, < ;. JelikoZ matici Ay mizeme upravit do tvaru

_ [ On Az
A2—(o A3>’

_ [ Ony Ass
= (%)

atd. az nakonec matici A;_; do tvaru

O A
Atfl = ( 7571 tOLt > )

je miv1 < m; pro viechna i =23, ..., t— 1.

matici Az do tvaru

Snizovani fadi matic v posloupnosti A, Ay, As, ... je vyuZito v algoritmu
pro vypocet Weyrova kanonického tvaru. Pro nilpotentni matici dospé&jeme
v uvedené posloupnosti k matici A;, kterda je nulovia. V obecném piipadé je
nejdrFive nutné zjistit vSechna vlastni ¢isla A1, As, ..., A, dané matice A fadu n,
pomoci podobnych transformaci provést jeji prevod na blokové diagonalni ma-
tici, v niz kazdy z u blokt odpovida jednomu vlastnimu ¢islu \;, i =1, 2, ..., u,
(a prislugnému invariantnimu podprostoru GKer (A — \; E) prostoru C") a dale
odecist od kazdého bloku na zobecnéné diagonéle skalarni matici A\;F. Tim
dostaneme u nilpotentnich matic a vySe uvedenou vétu vyuzijeme k ziskani
jejich Weyrovych kanonickych tvara Wy, s =1, 2, ..., u. Weyrovy bloky W,
i = 1,2,..., u, piisludné jednotlivym vlastnim ¢islim matice A jsou
Wi, = M E + Wy, a Weyrtuv kanonicky tvar matice A je blokovou diagonalni
matici, jejiz bloky na zobecnéné diagonale jsou matice Wy,. Uvedme nyni
exaktné cely postup urcéeni Weyrova kanonického tvaru ¢tvercové matice; jed-
notlivé kroky algoritmu jsou demonstrovany na konkrétni, nam znamé matici A
fadu dvanact.'33

1. krok: Vypocitame charakteristicky polynom matice A.

2. krok: Uré¢ime vlastni ¢isla A1, Ao, ..., Ay, dané matice A a jim p¥islusné
nasobnosti s1, So, ..., Sy.

3. krok: Ur¢ime vektory, které generuji jednotlivé podprostory GKer(A—\; E),
tj. pro kazdé i = 1, 2, ..., u vypocitame matici (A — A\;E)® a nalezneme béazi
munoZziny viech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic s matici (A—\; E)*.

133 Pasaz algoritmu pro nilpotentni matice (tj. 6. az 13. krok) je z velké &asti prevzata
z monografie Kevina O’Meary, Johna Clarka a Charlese Vinsonhalera Advanced Topics in
Linear Algebra: Weaving Matriz Problems through the Weyr Form [OCV1].
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7 téchto bazi sestavime matici P, jeji sloupce jsou fesenimi jednotlivych homo-
gennich soustav rovnic s maticemi (A — \; F)%. Vypo&itame matici P~1.

(Pfipomenime, Ze se snazime ziskat Weyrtv kanonicky tvar matice bez sta-
noveni nulit mocnin matic A — X\, E, i =1, 2, ..., u. Pokud bychom je pocitali,
tak bychom znali rovnéz indexy t¢; matic A — \; E prislusné vlastnim ¢éislum \;
a vzhledem k rovnosti GKer(A — N, E) = Ker(4 — \;E)% = Ker(A — \,E)* by
stacilo misto matic (A—\; E)® vypocitat matice (A—\;E)" a fesit homogenni
soustavy rovnic s témito maticemi.)

4. krok: Vypo¢itame matici P! AP, ¢im# dostaneme blokovou diagonalni ma-
tici, jejiz w blokt na zobecnéné diagonale piislusi jednotlivym vlastnim ¢is-
lam N\, i =1,2, ..., u.

5. krok: Kazdy blok vyjadiime jako soucet \;E + ;N skalarni matice \;FE
a nilpotentni matice ; IV (toto vzdy lze — viz Véta 8 na strané 103).

6. krok: Uvazujme nyni pouze jednu ze étvercovych nilpotentnich matic ; /N.
Zvolme napiiklad tu, ktera odpovida vlastnimu ¢islu Ay s nadsobnosti s;, a oznadc-
me ji pro jednoduchost Nj.

Radgji vyslovné upozornéme, ze pokud je zadand matice A nilpotentni,
zaCiné algoritmus az timto 6. krokem. Pfedchoz{ kroky vedly pouze k ziskani
nilpotentnich matic.

7. krok: Jestlize je matice N1 nulova, je jeji Weyrav kanonicky tvar také nu-
lova matice a algoritmus je u konce. Jestlize je matice N; nenulova, urc¢ime
bazi mnoziny viech feSeni soustavy Niv? = o (jedna se tedy o linearné ne-
zavislé vlastni vektory matice Ny piislusné jejimu jedinému vlastnimu ¢islu 0)
a tuto mnozinu rozsifime (nejradéji pomoci vektort kanonické baze) na bazi
prostoru C®'. V bazi jsou pritom na prvnich mistech nalezené vlastni vektory.

8. krok: Sestavime matici Py, jejiz sloupce jsou vektory nalezené baze pro-
storu C*!. Stanovime matici P; .

9. krok: Vypocitame matici Pl_lNlPl, jez je (vzhledem k vlastnostem vyse
uvedené baze) matici tvaru

_ O | M.
P11N1P1:<O N22>7

kde pocet prvnich nulovych sloupcii je nul N7 a matice Ny je ¢tvercova Ffadu
s1 —nul Ny.

10. krok: Je-li matice Ny nenulova, opakujeme pro ni 7. az 9. krok. Ziskame
takovou ¢tvercovou matici P, fadu s; — nul Ny, ze

_ O | M.
P21N2P2:<O N;)’
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kde pocet prvnich nulovych sloupct je nul No a matice N3 je tedy ¢tvercova
fadu s; —nul Ny —nul Ns. Takto postupujeme déle az pomoci matic Ps, Py, ...
dospé&jeme k matici s nulovym pravym dolnim blokem N;. Nyni lze z predcho-
zich kroki vy¢ist Weyrovu charakteristiku matice Ny, ktera je

n(N1) = (1, n2, ..., ne) = (nul Ny, nul No, ..., nul Vy).
11. krok: Na matici N7 provedeme podobnou transformaci s ptislusnou matici
Py diag(E, Py)diag(E, P3)---diag(E, P;_1), tj. vypoc¢itame matici
(diag(E, P,—1))~! (diag(E, Pi—2)) "'+ (diag(E, P2))~'P; ' - Ny-
Py dlag(Ea P2) dlag(Ea P3) T dlag(E’ Pt—l)v
kde jednotlivi ¢initelé jsou maticemi fadu s; a E jsou jednotkové matice pii-

slusnych fadi. Uvédomme si rovnéz, ze (diag(E, P;))~! = diag(E, P, 1).
Vysledné matice je blokovou matici s ¢ ¢tvercovymi nulovymi bloky radu 7;,

i=1,2,...,t, na zobecnéné diagonale:

O Xip X3 Xuu ... X1 Xue

O Xog Xou  Xoy1 Xy

O Xsi o X301 Xy

X = . .
@) X1t

0]

Lze dokazat, ze blokové matice X; ;1,1 = 1,2, ..., ¢t — 1, stojici ihned nad

zobecnénou diagonalou maji linedrné nezavislé sloupce.

12. krok: K matici X;_1; typu 7,—1 X 7 nalezneme takovou ¢tvercovou inver-
tibilnf matici Y, fadu n;_1, aby

_ E
Y*tfllXt—lyt = 77t—1><7]1,E - ( O ) )

kde F je jednotkova matice fadu 7; a O je nulova matice typu (n.—1 — ) X 1.
Jestlize je matice X;_;; ¢tvercova, je matice Ytjll matici k ni inverzni
a matice ,, ,xn, E je jednotkova matice fadu n,—1 = n; (nulové fadky neob-
sahuje). Na matici X provedeme podobnou transformaci s pfislusnou matici
Zy = diag(E, E, ..., Y;_1,E). Tim z matice X;_;; ziskdme matici ,, , xn, E
a soucasné zustane zachovana struktura matice X. Na nové vzniklou matici
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vyuzijeme podobnou transformaci prislusnou vhodné matici Ry, a tim vynu-
lujeme v8echny bloky nad matici ,,_, x,, £. VyuZivime pfitom pravé tohoto
bloku ,, , xy, £. Tvar matice Ry lze explicitné vyjadfit vztahem

O --- O Xu 10
o -+ 0O Xy O
R, =E+ : S : 7
O -+ 0 Xy 9; O
o --- 0 0] 0]
o --- 0 0] 0]
kde X, =1, 2, ..., t—2, jsou matice X;; doplnéné n,_; —n, nulovymi sloupci.

Tato operace opét zachovava strukturu matice X.

13. krok: Opakujme 12. krok na zobecnény ¢ — 1 sloupec. Blok na pozici
t —2, t — 1 pfevedeme vhodnou podobnou transformaci s matici Z, fadu s; na
matici ,, ,xy,_, £ a poté pomoci podobné transformace odpovidajici vhodné
matici Ry vynulujeme vSechny bloky nad matici na pozici t —2, ¢t — 1. Tato ope-
race neméni posledni zobecnény sloupec a zachovava strukturu matice X. S vy-
uzitim podobnych transformaci s maticemi Z3, R3, ..., Zy_o, Ry_o, Z;_1 po-
stupujeme obdobné s dalsimi bloky ve sloupcich na pozicich t—2, t—3, ..., 3, 2.
Ziskdme matici Wy, , ktera je Weyrovym blokem piislusnym vlastnimu ¢islu 0
matice N7 a zaroven jejim Weyrovym kanonickym tvarem.
Matice

C = Py diag(E, P;)diag(E, P3)---diag(E, P,_1)Z1R1Z2 - Ry 27 1
je invertibilni matici fadu s1, pro kterou WM =C-IN,C.

14. krok: K Weyrovu bloku WM pri¢teme skaldrni matici A\ E, ¢imz ziskame
Weyrav kanonicky tvar matice A\; E + Nj.

15. krok: Kroky 6 az 14 analogicky zopakujeme pro vSechny zbyvajici nilpo-
tentni matice ; N, ziskdme tak pfislusné Weyrovy bloky Wy,, i =2, 3, ..., u.

16. krok: Sestavime Weyrtuv kanonicky tvar W matice A, ktery je blokovou
diagonalni matici, jejiz bloky na zobecnéné diagonale jsou matice W),
i = ]., 2, ey Uy tj. W = diag(WAl, W)\Q, ey W)\u).

Provedme jednotlivé kroky algoritmu na matici A fadu 12 (zadani viz
str. 112).

V predchozich tvahach jsme jiz uréili, ze charakteristicky polynom matice A
je (A —2)7(A+3)5, a tedy 2 je sedmindsobné a —3 je pétinasobné vlastni &islo
matice A. Vyfesime homogenn{ soustavu linearnich rovnic s matici (4 — 2E)7
(ta je ekvivalentni soustavé s matici (A —2E)?%, nebot index matice A p¥islugny
vlastnimu ¢&islu 2 je 4). Resen{ tvoif podprostor prostoru €2 generovany vek-
tory
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Cis

0 0 O

0 0 0 0O
0 00 0O
0 00 0O
-1 0 0 0 O
00 0 0O
0 0 0 0O
-1 0 0 0 O
100 00
11
000 1O
00 0 01

000 0 O0O0O
00 0 0 0 O0O0
00 0 0 0 0 O
010 0 0 0 O
001 00 O0O0
00 0 0 0 O0O0
101 0 0 0 O
1 01 0 0 0
00 0 01 0O
00 0 O0O0T1O0
00 0 0 O0O01

0

0

0

1 0

1

0

-1

0

0

0

-1 0 0 0 0 0 O
0
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0 0
0 0
0 0
0 0
-1 1
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0

-1
-1
-1

-1

-1

1

Matice, jejiz sloupce jsou nalezené vektory, méa tedy tvar

a k nf inverzni matici je matice



0

0

0

1
-3

0
—4
-1

1
1
0

201 000 0|0

02000100

012000 0|0
000 2 00 0O

0000 2 0 0[O0

000 002 0|0

0001 00 2|0
000 0 O0O0 03
000 O0O0TO0OTO0O|O0

Tim jsme provedli 1. az 3. krok algoritmu. Dale vypocitame matici

000 O0O0O0 0O

000 O0O0O0 O0|O0

000 0 O0O0O0|O0

PtAP

ktera je blokova diagonalni se dvéma C¢tvercovymi bloky na zobecnéné diago-
nale (4. krok). Levy horni odpovida vlastnimu ¢islu 2, pravy dolni vlastnimu

et skalarni matice a nilpotentni matice (5. krok):

Zime je na sou

Iu —3. Rozlo

Cis

~

2E 4+ 1N =

20 0 0 0 0 O

020 0000
00 20000
000 2 000
00 0 0 2 00
000 00 20
0000 0 O0 2

0 0 00

1

0
0200010

0120000
000 2 000
000 0 2 00
00000 20
0001 0 0 2

2

001 00 O0O0
00 0 0 O01O0
01 00 0 0O
00 00 O0O0O0 [,
00 0 0 0 0 O
00 0 0 O0 0O
000 1 00O

|

[
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(Charakteristické polynomy matic 1 N a o N jsou A7 a A%, ob& matice tedy maji
jediné vlastni ¢islo 0, a jsou proto skuteéné nilpotentni.)

Nasleduje 6. krok, v némz budeme uvazovat jedinou ze dvou uvedenych nil-
potentnich matic. Zvolme nejprve tu, ktera prinalezi vlastnimu ¢islu 2 matice A
a oznac¢me ji Ny, tj.

Ny

I
coococoo
coor~roo
coococor

—ocoococoocoo
coocococoo
coocor~o
coococoo

0 0 O

V 7. kroku nejprve nalezneme bazi mnoziny viech feSeni soustavy Nijv’ = o
tj. naptiklad vektory

(1,0,0,0,0,0,0),
(0,0,0,0,1,0,0),
(0,0,0,0,0,0, 1),
k nimz pridame ¢tyti vektory kanonické béaze
(0,1,0,0,0,0,0),
(0,0,1,0,0,0,0),
(0,0,0,1,0,0,0),
(0,0,0,0,0,1,0),
abychom ziskali bazi prostoru C7. Z nalezenych vektorii (jako sloupcii) utvorime
matici
1 0 00 0 0O
0 001 0 O0O
0 00jO0O 1 O00O0
P=]10000010 ],
01 0[O0 O OO
0 00OjJO OO0 1
0 01|00 O0O0
k niz je inverzni matici matice
10 0 0 0 0O
0 00O 1 0O
0 000 0 01
Pf'=]10100000
001 00 0O
00010 O0O0
0 00O O 1 O0

Pomoci matice P; prejdeme od matice N7 k podobné matici
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00 0[O0 100
00 0[0O0O0O
00 0[0O0 10
PI'NyPL=]|0 0 0[0 0 0 1
00 0[100O0
00 0/00O0O0
00 0[0O0O0O

Tim jsme postupné provedli 8. a 9. krok algoritmu a miuZeme pristoupit
k 10. kroku. Jelikoz pravy dolni blok

o = O

N, =

O O OO
OO OO
SO O

0

neni nulova matice, hledame dale matici P;. Jeji prvni sloupce tvoifi bazi mno-
7iny viech fedeni soustavy NovT = o7, tj. jsou to vlastni vektory matice No
piislusné vlastnimu ¢&islu 0:

(0,1, 0,0),
(07 07 17 0)'

Rozsifime-li tuto mnozinu dvou vektord naptiklad o vektory

0 0|1 0
1 0] 0 O
=109 1]0 0|
0 0|0 1
Vypocitame matici
01 0 0
1 0 0 1 0
B= 1 0 0 O
0 0 0 1
a nasledné i matici
Py Ny Py =
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Pravy dolni blok

0 1
N3:<0 o)

neni nulova matice, proto hledame matici Ps. Snadno nahlédneme, Ze matice Ps
je jednotkova, a proto

_ 0] 1
P31N3P3:N3:<0 0 >
Pravy dolni blok
Ny=(0)

matice P5 L N3P; je nulova matice, proto index ¢t; matice Ny pifslusny vlast-
nimu &slu 0 je 4 a n(Ny) = (3,2, 1, 1).

Pristupme k 11. kroku algoritmu. Vypocitdme matici
X = (diag(E, P3))~ ! (diag(E, P,))~* P !Ny P, diag(E, P,) diag(E, Ps) =

= E diag(E, Py') P[NP, diag(E, P») E =

_ o OO oo

I
SO OO oo o
OO O oo OO
oo oo oo
O OO oo O
O OO o= O O
O‘ Ol — © OO

=]

Ziskali jsme tak blokovou matici X, jez ma na zobecnéné diagonale ¢tyfi ¢tver-
cové nulové matice fadu 9y =3, 12 =2, n3 =1 a 1y = 1. Bloky Xi2, Xo3, X34
nad hlavni zobecnénou diagonélou maji linearné nezavislé sloupce.

V nasledujicim, 12. kroku se snazime prevést matici X34 na matici 1«1 F
a poté vynulovat bloky stojici nad ni. Jelikoz v8ak jiz po 11. kroku je X34 = 151 F
a bloky Xo4 a X4 jsou nulové matice, je Y5 ' (a tedy i Z;) jednotkova matice
a také R, je jednotkova matice.

Jelikoz rovnéz bloky Xo3 a Xi3 jsou v pozadovaném tvaru, jsou Zs a Ro
jednotkové matice, ¢imz je ulehcen 13. krok algoritmu. K jeho dokonéeni je
nutné prevést matici

X =

o O =
= o O
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3x2l

Snadno zjistime, ze napiiklad pro matici

na matici

je

o - O

o~ -

— O O

)

],

0 0 00 00[0]

110 000

1 0 0/0 00O
0 0

0 1-1j0 000
0 0 01 0100
0 0 0(0 1100

0 0 00 0[L]0
0 000 00[L]

100 0 0 0 O
0110000
01 00 00O
0001 00O
00001 00
0000 O0T1O0
000 0O0O01
0 0 0|1 000
0 0 0j0 100
0 0 0|0 00O
0 0 0(0 0|10
0 0 0(0 0|00
0 0 00 0/0|1
154

[
N

-1 _
3 =

Z
3

diag(Y1, E, E, E)
Z

Z3
dostavame

Protoze
Protoze

je



coz je hledany Weyriv kanonicky tvar W,\l pro vlastni ¢islo \; = 2 nilpotentni
matice N;. Matice

C= P1 dlag(E, Pg) dlag(E, P3) ZlR1Z2RQZ?, =

10 00000
00 00010
00 01000
= Py diag(E, P,)EEEEEZs=| 0 0 0 0 1 0 0
00 10000
00 00001
01 =100 0 0

je matici, pro kterou WM =C7IN,C, kde )\, = 2.

Ve 14. kroku k matici WAI pri¢teme skalarni matici 2F sedmého Fadu, ¢imz
ziskdime Weyrtv kanonicky tvar W), matice 2E 4+ Ni:

2 0 0|1 000

0 2 0j0 100

0 0 20 000

Wy, = 0 0 0(2 0|10

0 0 0(0 2|00

0 0 00 0|21

0 0 00 O Oﬂ

Kroky 6 az 14 zopakujeme analogicky pro matici 3 N odpovidajici vlastnimu
¢islu Ay = —3 matice A. Znacme ji N7, tj.

0 1 0 0 0
00 00O
N=|01 -1 10
01 -1 1 0
00 00O

Vypocitame bazi mnoziny viech feseni soustavy Niv? = o7, tj. vlastni vektory
matice Ny piislusné vlastnimu ¢islu 0. Mnozina vSech feSeni je podprostorem
prostoru C° generovaného vektory

(0,0,0,0,1).

Priddme-li k této mnoziné generatoru napiiklad vektory
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ziskdme bazi prostoru C°, jejiz vektory jsou sloupce matice

10000
00010
PP=]0 10|00
01 0|01
00 1]0 0
Matice
10 000
00 100
Ppet=]l00 00 1],
01 00 0
00 —1 10
a tedy
00010
00011
PINiPF= 0 0 00 0
0 00[00
00 0[00

Pravy dolni blok N3 je nulovy, 10. krok algoritmu tedy pro matici Ny
vynechame. Je vidét, Ze to = 2, nul Nj* = 3, nul NJ = 2, a proto n(N7) = (3, 2).

Rovnéz 11. krok je trivialni, nebot matici X = Pl*_lNl* Py jsme jiz vyjadrili.
Nyni staci blok

1 0
Xs=111
0 0
transformovat na matici 3xoF, coZ se nam podafi pomoci matice
1 00
viil=|( -1 1 0
0 0 1
1 0 0 1 0 1 0
-1 1 0 1 1 )=1]101
0 0 1 0 0 0 0
Protoze
1 0
Yr=(1 1 0 |,
0 1
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je

1 0 0|0 O
11 0/0 0
Z7 = diag(Yy", E) = 0 0 1{0 O
0 0 01 O
0 0 00 1
Odtud
10 0 00
-1 1 0 0 0
Zi = 00100
00 0 10
00 0 01
a Weyruv kanonicky tvar ﬁ//,\27 Ao = —3, nilpotentni matice Ny je
0 0 0|1 O
0 0 0j0 1
Zi'Xz: =110 0 0[0 0
0 0 0[O0 O
0 0 0(0 O
Matice
10 0 0 0
000 10
C*=PZf=]111 0 0 0
1 1.0 0 1
001 00

je matici ze vztahu WAQ = C*INFC.

Matici WAQ secteme se skalarni matici —3F péatého fadu a dostaneme Wey-
riv kanonicky tvar Wy, matice —3E + N7, tj. matici

=3 0 0] 1 0
0 -3 o0l 0 1
Wy, = 0 0 -3/ 0 0
0 0 0/-3 0
0 0 o0l 0 -3

V zavéreéném, 16. kroku sestavime Weyrav kanonicky tvar matice A jako blo-
kovou diagonalni matici, jejiz bloky na diagonéle jsou matice Wy, a W), pro
vlastni ¢isla A\ = 2, Ay = —3. Dospéli jsme tak k Weyrovu kanonickému tvaru
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matice A, ktery je uveden na strané 133.
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