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7. kapitola

VYZNAM VICEROZMERNYCH
PROSTORYU

Geometrie vicerozmérnych euklidovskych prostori md
v matematice zna¢né uplatnéni. Jeji souvislost s algebrou
jsme neustdle sledovali na pfedchazejicich strankach;
v z4véru predchazejici kapitoly pfi odhadu poctu vrcholi
n-rozmérné krychle jsme poznali i jeji bezprostfedni vztah
k aritmetice dvojkové soustavy. Kdybychom vS$ak chtéli
ptistoupit k pfimé interpretaci euklidovskych prostort na
jinych ptfikladech z matematiky, potfebovali bychom
oviem dalsi vyklady z téchto partii matematiky. Euklidov-
ské prostory nam tedy ve skuteCnosti jen pomohly k za-
kladni orientaci ve vicerozmérné geometrii, ale pravé svou
jednoduchosti ndm vyborné pomohly. Neni jisté tfeba
zdurazﬁovat, Ze kdybychom méfeni v _prostoru provadé]j
2,1, (3,1), (4,1) a (5, 1) byl by vyklad sloZit&j§i. Pro prvm
orientaci nasich tendfd ve vicerozmérné geometrii slouZi
tedy Euklidova geometrie ne)lepe, proto jsme ji zde zvo-
lili. Pokud viak sledujeme piimé aplikace vicerozmérnych
prostord v geometrii, nachizime sice nékteré jednoduché
modely vicerozmérnych prostori, ale ty nejsou euklidov-
ské. UkédZeme si je v této kapitole, ale Ctenaf nesmi byt
zklamdn, kdyZ v nich nepujde o méfeni ve smyslu Eukli-
dovy geometrie. I tak fada pojmi i zpasob mySleni z pfed-
chazejicich kapitol se ndm zde vyplati. 'V nékterych pfi-
kladech ptijde dokonce o geometrii, v niZ viibec Zddné mé-
feni vzdalenosti neprovidime — o tzv. geometrii projektiv-
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ni. Ale poskytne ndm to konkrétni pfedstavy nadrovin
i jinych pojmu, s nimiZ jsme se dfive setkali.

Ruku v ruce s vytvofenim polmu vicerozmérného pro-
storu doslo v minulém stoleti k rozsifeni pojmu soufadnic.
Soufadnice” znamenaly pivodné &iselné wdaje, které cha-
rakterizovaly polohu bodu v roviné nebo v prostoru. Ale
nejen body, nybrZ i jiné geometrické utvary lze charakte-
rizovat Ciselnymi tdaji. Zkoumejme napfiklad mnoZinu
viech kruZnic v roviné. Jak jednotlivé kruZnice mezi sebou
rozli§ime ? Naskyta se tu nékolik moZnosti. Zvolme nej-
jednodussi z nich, zaloZenou na tom, Ze kaZdd kruZnice
v roviné je déna svym stfedem S a polomérem r > 0.
Polohu stfedu S vysthneme v roviné jeho soufadnicemi
$15 S, jak to zndme z kapitoly 2. Volbou déisel s, 5, a 7 je
tedy v roviné stanovena jedind kruZnice a obracené, kazdé
kruZnici v roviné je timto zplsobem pfifazena jedind
trojice téchto &isel. Pfitom riznym kruZnicim odpovidaji
rizné trojice Cisel sy, 55, 7, a tato Cisla miiZzeme volit neza-
visle na sobé. Je vidét, Ze tato tfi Cisla maji pro uréeni
kruZnice v roviné stejny vyznam, jaky maji soufadnice pro
urCeni bodu, a proto jim miZeme dit nazev soufadnice
kruznice.

Tim dévame slovu soufadnice $irSi vyznam, neZ jaky mél
na mysli R. Descartes, ktery mluvil jen o soufadnicich
bodu. Nikterak pfi tom nevadi, Ze jsme v naSem piipadé
pfi volbé tfeti soufadnice kruZnice omezeni podminkou
r > 0, i tak probihd tato soufadnice nekonecn¢ mnoho
redlnych Cisel. Uvidime za chvili, Ze ani toto omezeni neni
nutné, ale neZ k tomu pfikro¢ime, uvédomime si uZ ted,
¥e vSechny krugnice v roviné rvofi trojrozmérny prostor. To
je v souhlase s tim, Ze kaZda takova kruZnice mé tfi sou-
fadnice. Slovem prostor zde tedy nazyvime mnoZinu viech
kruZnic v roviné a kaZdou jednotlivou kruZnici bodem toho
prostoru. Mame tak novy konkrétni pfiklad trojrozmérného
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prostoru; protoZe viak v ném prozatim nemluvime o mé-
feni vzddlenosti, nemiZeme fici, zdali je to prostor eukli-
dovsky nebo ne.

+ a

Obr. 9

Je zfejmé, Ze jménem prostor nebo bod toho prostoru
oznatujeme zde néco docela jiného, neZ si nezasvé&cenci
pod témito nazvy pfedstavuji. Matematikové si uz divno
zobecnili tyto pojmy Cisté pro své Gcely a divaji dnes jméno
prostor nejruznéj$im souborum vielijakych ttvari, jeZ pak
nazyvaji body takového prostoru.

Pravé naznaeny vztah kruZnic v roviné k bodum troj-
rozmérného prostoru vede k zajimavé a dulezité metodé,
kterou lze kruZnice v roviné zobrazit do bodt euklidovské-
ho trojrozmérného prostoru E,. Ma-li kruZnice a vySe po-
psané soufadnice s,, s,, ¥, miZeme sestrojit v prostoru E,
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bod 4 (a,; a,; a,) tak, Ze a, = s,, a, = 8y, ay = r. Ziejmé
dvéma riznym kruZnicim a, & jsou timto pfedpisem pfi-
fazeny dva razné body A4, B v prostoru E,. Toto zobrazeni
si snadno pfedstavime na obr. 9a), b). Ve stfedu S kruZnice
a sestrojime kolmici k roviné této kruZnice a naneseme na
ni od bodu S délku AS = r; tim je poloha bodu A urdena.
MiuZeme také fici, Ze bod A je vrcholem rotatni kuZelové
plochy, kterda danou kruZnici @ prochazi, a jejiZ povrchové
pfimky sviraji s rovinou této kruZnice thel 45°. Vyznam
tohoto zobrazeni je zfejmy; rizné tlohy o kruZnicich v ro-
viné€ daji se tak feSit pomoci t&chto rotanich kuZelovych
ploch. KaZda 1uloha z geometrie kruZnic v roviné pfevadi se
touto cestou na ulohu z geometrie bodl v trojrozmérném
prostoru E;. Stava se, Ze tato prostorova tloha se snize
fedi neZ sama tloha o kruZnicich v roviné. Prostorové feseni
zobrazime nakonec zpét do geometrie kruZnic v rovin&, Pro
tplnost feSeni se vSak musi brat zfetel i na ty body A4
v _prostoru, jejichZ treti soufadnice neni kladni. To se do-
ciluje tim, Ze zavadime pojem orientovanych kruZnic v ro-
vin€, Kladné orientovanou kruZnici rozumime kruZnici
s kladnym polomérem a zdporné orientovanou kruZnici se
zdpornym polomérem. Kladné orientovanou kruZnici si
¢asto zndzorfiujeme tim, Ze ji probihame proti pohybu
hodinovych rudifek, zipornou kruznici probihdme tak jako
hodinové rudicky. Pfiddme-li k tomu jesté vSechny body
v roviné jakoZto kruZnice s polomérem rovnym nule, mame
dplné zobrazeni vSech bodi v prostoru E, do orientovanych
kruZnic v roving€; tfeti soufadnice r neni pak omezena
Zidnou podminkou a probihd i zde mnoZinu viech reilnych
Cisel.

Orientovana kruZnice se nazyva strucné cyk/ a pravé po-
psané zobrazeni cykli roviny do bodd trojrozmérného
prostoru se nazyva cyklografie. Vyplati se pfitom za ,,vzda-
lenost® dvou takovych cykli poloZit délku jejich spolecné
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teny, tim rozumime vzdilenost bodd dotyku spole¢né
te¢ny obou cyklll. Jde pak ve skuteCnosti o studium jiného
trojrozmérného prostoru neZ je prostor euklidovsky.
Cyklografie spada svou povahou do deskriptivni geometrie
a médme o ni v ¢e$tiné p&€knou kniZku od profesora brnénské
university dr. L. Seiferta (viz seznam literatury vzadu).

Podobné, jakd jsme hovofili o kruZnicich v roving, mi-
Zeme hovofit o plochdch kulovych nebo jednoduse o koulich
v prostoru. Obdobu cyklografie mame i zde. Kazda koule
ma viak Ctyfi soufadnice. Je totiZ urCena svym stfedem S
a polomérem r. Poloha stfedu S je v prostoru E, charakte-
rizovéna tfemni kartézskymi soufadnicemi s,, s,, 55 a polomér

je Ctvrty c1selny udaj charakterizujici kaZdou kouli.
Rekneme tedy Ctvefici Cisel s,, 5y, 53, 7 OpEt souFadnice koule
a mnoina viech kouli v trojrozmérném prostoru E, je tak
pronim naSim konkrétnim p¥ikladem CtyFrozmérného pro-
storu. Zavedeme-li i zde orientované koule tak, Ze kladné
orientovani koule ma kladny polomér a zdporné oriento-
vand zdporny polomér, a pfiddme-li k tomu i obyCejné
body jako koule s nulovym polomérem, miZeme kaZdou
kouli a o soufadnicich s,, s, $§5, r zobrazit do bodu
A(ay; ay; ay5 a,) pfedpisem a, = §,,a, = $p,a53 = S350, = 1.
Tim dostaneme vzdjemné jednoznalné zobrazeni kouli
prostoru trojrozmérného do bodu Ctyfrozmérného prosto-
ru, které je obdobou cyklografie. Pojmy, které jsme ve 4. ka-
pitole zavedli, miZeme si zde podepfit konkrétni predsta-
vou. Tak vSechny koule o témZe poloméru, napf. r = 2,
vytvafeji nadrovinu v tomto Ctyfrozmérném prostoru.
Skutené rovnice r = 2 je linedrni a ur¢uje tedy nadro-
vino. UkaZme si i piiklad roviny v tomto Ctyfrozmérném
prostoru viech kouli. Podle vykladu v kapitole 4 je rovina
ve ctyrrozmérnem prostoru urena dvéma linedrnimi
rovnicemi, zde tedy napf. rovnicemi*)

*) Nezapomenme, Ze proménné soufadnice ted znadime s,, $y, S35 7.
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s3=0,r=.2. (7,1)

Tato mnoZina je tedy tvofena témi koulemi v prostoru Eg,
jejichZ stfedy leZi v roviné x, = 0 a jejichZ polomér je
r = 2. Zkoumejme dale ty koule, jejichZ stfedy leZi na ose
soufadné x; v naSem daném prostoru E;. Ma-li takovy
stfed S leZet na této souradné ose, plati pro jeho kartézské
soufadnice v prostoru E, rovnice

51=0,5,=0. - (1,2)

Ve Ctyfrozmérném prostoru znamenaji tyto dvé lineirni
rovnice opét rovinu. Celkem tedy mame v rovaicich
(7,1) a (7,2) ptiklady dvou rovin ve Ctyfrozmérném prosto-
ru. Prvni z nich si pfedstavime jako mnoZinu vSech kouli
téhoZ poloméru r = 2, jejichZ stfedy leZi v néjaké roviné
a v E;, druhou si pfedstavime jako mnozinu viech kouli,
jejichZ stiedy leZi na pfimce a kolmé k roviné a v prostoru
E;. ]e zre)mé ]edma koule, jez vyhovuje obéma témto pred-
stavdm; jeji stfed je v priseCiku pfimky a s rovinou a a jeji
polomér ma velikost 2. To souhlasi s tim, %e ve étyfrozmér-
ném prostoru dvé roviny (7,1) a (7,2)se protinaji v jednom
bodé&. Zde je to bod M (0; 0; 0; 2), ktery je obrazem koule
z prostoru E,, jez ma stfed v poCatku a polomér 2. Tak
bychom mohli pokracovat dile, nebudeme to vsak roz-
vadét. Spokojime se upozornénim, Ze studium geometrie
kouli v obyCejném prostoru, zaloZené na myslence zobra-
zeni kouli do bodd prostoru étyfrozmérného, je zdkladem
tzv. kulové geomerrie.

Uvedme si jesté dalsi ptiklad Ctyfrozmérného prostoru.
Mysleme si v obylejném trojrozmérném prostoru E, né-
jakou pfimku p a zvolme si rovinu a, ktera s pfimkou p
neni rovnobéina (viz obr. 10). Pfimka p protini rovinu «
v bodé& A. Vedle toho zvolme v prostoru bod S, ktery ne-
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leZi v rovin& a. Bodem S lze vést pravé jednu rovnobézku
s pfimkou p, oznatme ji p’. Pfimka p’ protina rovinu «
v bodé¢ A’. Jsou-li rovina a i bod S pevné zvoleny, jsou
timto zpisobem pfimce p jednoznalné prifazeny dva body

A, A’ v roviné a. Zavedeme-li v roviné a soustavu sou-
fadnic tak, jak jsme to ucinili v kapitole 2, ma kazdy z bodu
A, A’ dvé soufadnice. Soufadnice bodu A oznatme jako
obvykle a,, a,, soufadnice bodu A’ podobré q,’, a,’. Tim
jsme pfimce p pfifadili prostfednictvim bodd A, A’ {tve-
fici Cisel ay, a,, a,’, a,’. Cely postup viak 1ze obratit. Jsou-li
déna Ctyfi Cisla a,, a,, a,’, a,, sestrojime nejdiiv v roviné «
body A4 (a;; a,) a 4’ (a,’; ay), pak sestrojime pfimku p’
spojujici body 4’, S a nakonec vedeme bodem A pfimku p
rovnobéZnou s piimkou p’. Tim jsme Ctvefici Cisel a,, a,,
a,’, a,’ ptifadili jedinou pfimku p v prostoru. Na zdkla-
dé toho miizeme ¢isla a,, a,, a,’, a,’ prohlasit za soufadni-
ce ptimky p. Rikime, %e mnofina viech primek leZicich
v obyéejném trojrozmérném prostoru je prostor CtyFroz-
mérny. Budeme ji struné fikat pifimkovy prostor.

K tomu je tfeba pfipojit nékolik poznamek.

Na&s pfiklad s pfimkovym prostorem je ponékud chou-
lostivéjsi neZ byl prve pfiklad prostoru viech kouli. Stano-
veni naSich soufadnic pfimky p selZe v tom pfipadé, kdyZz
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piimka p je s rovinou « rovnobézna. To vSak neni podstat-
né, protoZe piimek rovnob&Znych s rovinou ¢ je ,,tak malo*,
Ze v otazce poltu rozmért piimkového prostoru nehraji
roli. Odstranéni této vady je ostatné moZné tim zpisobem,
Ze k roviné « pfidime tzv. body nevlastni (body v ,,neko-
nefnu‘) a Zze zavedeme v rovin¢ takové soufadnice, jimiZ
Ize i tyto body zvladnout.

V pFimkové geometrii (to je obor, ktery studuje ptimkovy
prostor) se obvykle zavadéji jiné soufadnice pfimky neZ ty,
které jsme zde zvolili my. NaSe uivahy nejsou vSak novinkou
pro toho, kdo v deskriptivni geometrii uZ poznal zdklady
perspektivy nebo stfedového promitini vabec. Skute¢né,
je-li rovina a v obr. 10 primétna a bod § stfed promitani,
je bod A stopnikem pfimky p a bod A4’ jejim ub&Znikem.
Svym stopnikem a wUbéZnikem je pfimka jednoznalné
urcena, a na tom byl zaloZen na$ pfiklad.

Naznacme si je$té jednu problematiku, s niZ se tu setkd-
vame. Ctyfrozmé&rny prostor nim zprostfedkuje bezd&né
pribuznost mezi pfimkovou a kulovou geometrii. Je jisté,
e kazdé geometrické vlastnosti nebo konstrukci ve Ctyi-
rozmérném prostoru odpovida patfi¢nd vlastnost v pfimko-
vé geometrii a rovnéZ tak v kulové geometrii. Je v8ak docela
dobte myslitelné, Ze poméry v pfimkové geometrii jsou nd-
zornéjsi nez v kulové, a e tedy pfimkové tutvary byly
hlavng dfiv lépe prostudovany neZ utvary kulové. Pienese-
me-li takovou zndmou vlastnost pfimkovych utvard do
pfisluSného Ctyfrozmérného prostoru, muZeme je ob-
dobou cyklografie zobrazit d4l na kulové utvary. Nejednou
se stalo, Ze touto cestou byly skute¢né objeveny nové za-
kony v kulové geometrii.

Uplatnéni vicerozmérnych prostori je samozfejmeé
znalné a neni vdzdno jen na euklidovské prostory, o nich
jsme hovofili. V n&kterych prostorech nemd vyznam mé-
feni podle vzorce (5,1), ktery jsme uvedli zde. Dotkli jsme
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se toho u cyklografie. Je dokonce celé odvétvi geometrie,
tzv. projekuvni geometrie, kde méfeni nezavidime vibec,
kde studujeme jen otdzky protindni ¢ar, ploch a nadploch,
spojovani bodl apod. V tom pfipadé mluvime o projekriv-
nich prostorech.

Byly studovany i prostory s nekoneéné mnoha rozméry
a uplatnily se i ve fyzice. Pfi jejich studiu v3ak uZ nevysta-
¢ime s algebrou a musime vzit na pomoc matematickou
analyzu.

Rovné? uZiti- geometrie tyfrozmérného prostoru ve fy-
zice je zcela pfirozené. Fyzika totiZ, aby charakterizovala
néjaky jev, udava misto jevu i ¢as, v némz jev nastal. Totéz
déla i d&jepis, jenZe pritom nehovofi o Ctyfech rozmérech;
ulime se napfiklad, Ze Karel IV. zaloZil v Praze universitu
roku 1348. V t&chto slovech je obsaZeno mistni i Casové
ureni udélosti. Fyzik sleduje zase napfiklad zablesknuti
Zarovky ve své pracovné. To je fyzikalni jev, jehoZ misto je
dano polohou Zirovky a lze je stanovit tfemi délkovymi
soufadnicemi x, y, 2, tfeba vzdilenostmi Zirovky od dvou
sousednich stén a od podlahy mistnosti. JenZe celd mist-
nost leti vesmirem, soustava téchto soufadnic x, y, 2 nema
v prostoru pevnou polohu, fyzik se nema o co opfit. V jiné
chvili pfijde jiné zablesknuti téZe Zdrovky s tymiZ soufad-
nicemi x, y, 2, a pfece to uZ bude jiny fyzikdlni jev nez
prvni zablesknuti. Aby fyzik oba tyto jevy rozlisil, pfipoji
Casovy udaj. Jev, ktery ho zajima, nastane v ¢ase ¢ a on tedy
pro jeho charakterizaci uZil ¢tyf Eisel x, y, z, £. Nikterak mu
nevadi, ¥e prvni tfi z téchto Cisel se méfi délkovou mirou
a Ctvrté na hodinkdch. Ale fyzika na rozdil od déjepisu
uZiva velmi hojn¢ matematickych metod. V relativistické
fyzice se pak uvedend Ctyfi Cisla x, y, 2z, t vyskytuji v roli
proménnych veliin; je proto pochopitelné, Ze fyzikové na
né aplikovali my3lenku proménnych soufadnic a vyuZitko-
vali znalosti matematikt o prostoru ¢tyfrozmérném.
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Zakonfeme vyrokem italského matematika T. Levi-
Civity (1873—1941), ktery vyborné vystihuje vyznam vice-
rozmérnych prostori: ,,Je dobfe znimo, Ze kazdé vété
z algebry nebo z analyzy da se pfifadit geometrickd véta
v podstaté stejného vyznamu, jestlize pfisluSné proménné
interpretujeme jako soufadnice bodu v jakémsi — obycejné
vicerozmérném — prostoru. Pfitom nejen Ze tyto geo-
metrické véty se daji ¢asto jednoduSeji formulovat neZ
odpovidajici jim tvrzeni analytickd, ale jsou také jasné&jsi
a nézornéjsi; nezfidka se dokonce stiva, Ze lecktery pro-
blém se dé snaze FeSit v geometrickém podéni, takZe tento
zpisob geometrické feli neni jen vyraznou metodou vy-
kladu, ale pfedstavuje i daleZity prostfedek badani.
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