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3. kapitola

ZBYTKOVE TRIDY PODLE MODULU m.
UPLNE A REDUKOVANE SOUSTAVY
ZBYTKU PODLE MODULU m

V této kapitole budeme studovat zivislost nejmensfho
neziporného zbytku celého éisla a pfi délenf pfirozenym
éislem m na zménach &isla a. PondvadZz budeme &asto
pracovat soudasné s nékolika riznymi moduly, budeme
tento ncjmens{ nezdporny zbytek znadit symbolem r,(a).

Podle véty 1 existuje ke kazdému celému é&islu a a
pfirozenému éislu m privé jedna dvojice celych &isel =
a rn(a) tak, Ze soudasnd plati

a = mz + ry(a), (23)

0 = rula) <m. (24)

Je-li pfirozené ¢islo m ddno pevné, miZeme ke kaz-

dému celému ¢&islu e prifadit podle (23) a (24) pravé

jedno celé ¢&islo r,(a), které nabyvd nékteré z hodnot

0,1,2,...,m— 1. Ze vztahu (23) a definic 2 a 4 plyne,

Ze

a = ry,(a) mod m. (25)

Definice 6. Necht m je dané pfirozené &islo a necht

k je ndkteré z &lsel 0,1, 2, ... , m — 1. Sestrojme m mnoZin

AP, AP, AP, L, A tak, Ze do mnofiny A™ ddme

véechna celd &isla, kterd jsou kongruentni s éislem k podle

modulu m. Tyto mnoZiny budeme nazyjvat zbytkovymi
titdami podle modulu m.

Pifklad 11. Sestrojte zbytkové tiidy podle modulu
m = b,
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Reseni. Podle definice 6 bude

AP ={..., —25, —20, —15, —10, —5, 0, 5, 10, 15,
20, 25, ...},
AP ={..., —24,—19, —14, —9, —4, 1, 6, 11, 18, 21,
26, ...},
AP ={..., —23, —18, —13, —8, —3, 2, 7, 12, 17, 22,
27, ...}
AP ={..., —22, —17, —12, —7, —2, 3, 8, 13, 18, 23,
‘ 28, ...},
AP ={..., —21, —16, —11, —6, —1, 4, 9, 14, 19, 24,
29, ...}

Abychom mohli vySetfit nékteré vlastnosti zbytko-
vych tiid, dokdZeme nejprve.

vitu 14. BudiZ m pfirozené éislo a necht kaidé z &isel
k a k nabyjvd nékteré z hodnot 0, 1, 2, ..., m — 1. Potom
k = k mod m prdvé tehdy, je-li b = k.

Dakaz. Je-li b = k, je h — k& = 0, takie podle véty 2
je m|(h — k), tj. B = k mod m.

JestliZe » # k, miZzeme ptredpokladat, Ze je napf.
h>k, takie 0 <k <h <matedy 0 <h — k <m.
Kdyby bylo # = k mod m, bylo by m|(h — k). To viak
neni mozné, nebot podle dlohy 2* by pak muselo byt
h — k = m. Proto plati » # k mod m, &imZ je véta 14
dokazana.

Podle véty 14 jsou tedy kterikoliv dvé raznd d&isla
ze systému O, 1, 2, ... , m — 1 inkongruentni podle
modulu m.

Vita 15. Necht m je pfirozené &islo. Potom celd éisla a
a b leZl ve stejné zbytkové tFidé podle modulu m prdvé
tehdy, je-li a = b mod m.
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Ditkaz. Necht celd &isla a a b jsou obd ze zbytkové
tiidy 4™ podle modulu m. Podle definice 6 je a =k
mod m a b =k mod m, takZe podle (11) jei a =05
mod m.

Necht obridcend a =b mod m a necht &slo a je ze
zbytkové tifdy A™ a &islo b ze zbytkové tfidy AM™
podle modulu m. Podle definice 6 je a =% mod m a
b = k mod m, takZe podle (11) je opét » = k mod m.
Poneva,dz vSak h a k jsou obé ze systému d&fsel 0, 1,
2, — 1, plyne z véty 14, %e h = k. Cisla @ a b
lexi tedy v téze zbytkové tiidé podle modulu m, coZ
jsme chtéli dokézat.

Ponévad? pro kazdé celé &slo a plati, Ze a = a mod m,
plyne z véty 15, Ze Zidné celé ¢islo a nemiZe leZet
soudasné ve dvou riznych zbytkovych tiiddch podle
daného modulu m. Ke kaZzdému celému ¢&islu lze tedy
najit privé jednu zbytkovou tfidu podle modulu m,
ve které toto ¢&islo lezi. Z vty 15 ddle vidime, Ze ktera-
koliv ze zbytkovych t¥id podle modulu m je zcela uréena,
zname-li alespon jeden jeji prvek. Kaidy dalsi prvek
této zbytkové tiidy je pak s uvedenym prvkem kon-
gruentni podle modulu m. VSechno to, co jsme si privé
ukdzali, nds opraviiuje k nasledujicf

definici 7. Kterykoliv z proka dané zbytkové t¥idy podle
modulu m nazjvdme reprezentantem této tiidy. Proky
z téZe zbytkové tiidy podle daného modulu nazjvime té%
ekvivalentnimi.

Definice 8. BudiZ m pfirozené &islo. Jakoukoliv soustavu
m celyjch &isel, kterou obdriime, vezmeme-li z kasdé zbyt-
kové tiidy A™, A™, A, ..., Am | podle modulu m po
Jednom prvku, budeme nazjvat dplnou soustavou zbytkd
podle modulu m.

23



Priklad 12. Utvorte alespofi tfemi zptsoby tplnou
soustavu zbytka podle modulu 7.

Reseni. Z definico 8 snadno zjistime, e napt. {0, 1, 2,
3, 4,5, 6}, {(—3,—2,—1,0,1,2, 3} a{—10, 5,13, —17,
8, 23, —32} jsou 1uplné soustavy zbytka podle modulu 7.

Véta 16. Libovolny systém m po sobé jdouclch celych
&tsel tvofi wplnou soustavu zbytkt podle modulu m.

Dikaz. VySetfme systém m po sobd jdoucich celych
bisela,a +1,a +2,...,a +m—1. Abychom doka-
zali, Ze tato é&fsla tvof{ uplnou soustavu zbytkil podle
modulu m, bude s ohledem na definici 8 tfeba ukizat,
Ze patif do vzdjemné raznych tfid podle tohoto modulu.
Podle véty 15 to viak bude splnéno, budou-li kterakoliv
dvé ruzna disla této soustavy podle modulu m inkon-
gruentni. Budte tedy a + %# a a + k libovolnd dvé
¢isla této soustavy, kterd jsou vzajemné riznd, takie
h # k, ptidemz kazdé z &isel & a k nabyva nékteré z hod-
not 0,1, 2, ..., m — 1. Kdyby platiloa + 2 =a 4+ k
mod m, dostali bychom podle (13) téz A = k mod m,
takZe podle véty 14 bychom méli, Ze & = k. To viak je
proti predpokladu o d&islech 4 a k. Proto musi byt
a + h # a 4+ k mod m, co jsme méli dokizat.

Abychom pochopili, jaky je prakticky vyznam pojmi
zbytkovych tfid a dplné soustavy zbytkid podle modulu
m, zobecnime si jedté vétu 9.

Vita 17. Budte m, q, n,, 0y, ..., 7, pfirozend &sla.
Necht dile
Qy1y Qrgy - - -y Qyu;; au, Az, - - -, a/in.;
Q315 Aoy - - -y Dan,s as, s, - .., An,;
@G> Gogs - - -» Bangs Bars Gazs - - > Bamg
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jsou celd &isla a nech? pro kaidou dvojici indexd i a j
1=:1=¢;1 £5 £n) platt

ay = aiy mod m. (26)
Necht koneéné
Ay - - - Qe + B8 - .- Gon, + -« + Gl - .. Ggay =
= 0 mod m. (27)
Potom je
@iz .. Gin, + G103 - .. Goa, + ... + Qg - - - Ggny, =
= 0 mod m. (28)

Dikaz. Zvolme nejprve pevné index ¢ (1 <1 < g).
Z kongruencf
ay, = aj, mod m,

ay, = ai; mod m,

Qin; = Qi mod ™
dostaneme opakovanym pouZitim vztahu (17)
Aylis - .. Qiny = GGy . . . Gip mod m.

Vezmeme-li za ¢ postupné éisla 1, 2, ..., ¢, mdme tedy

R Y | ’
AGyp - - - Gy, = 011012 . . . G1a, Mod m,
’ ’ ’
Gy oy - - . Oon, = G5,Q323 . . . Gz, mod m,
ot " ’
Aoy - - - Bapy = 1803 - - - Gany mod m.

Sedtenim téchto kongruenci [tj. opakovanym pouZitim
vztahu (15)] dostaneme

Ay - - Oy, + Gppllgy - .. Gya, + o+ Al - - - Bgny =
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=auts ... Gin, + C01G22 .. . Gza, + . .. +a&1a{,2...a{,.¢
mod m.

Z poslednf kongruence a z kongruence (27) pak podle
(11) plyne kongruence (28), coz jsme chtéli dokazat.

V dikazu, ktery jsme pravé provedli, jsme dvakrit
mléky uZili matematické indukce. Poprvé to bylo pii
rozdifovani platnosti vztahu (17) pro libovolny podet
dinitela, podruhé pak pii rozdifovani vztahu (15) pro
libovolny podet séitanci. Podrobné provedeni téchto
kroki si étendf maZe snadno udélat sdm.

Cisla a; a aj (1 <i<¢; 1 £j <n) nemusi byt
vzadjemné ruzna. Proto vyskytne-li se v néjaké kongru-
enci pfirozena mocnina celého &isla, miiZeme ji rozepsat
ve tvaru patiiéného soucinu. Z toho vidime, Ze vSechny
kongruence, které jsme dosud poznali, 1ze psit ve tva-
ru (27).

Vztahy (26) znamenaji, Ze kterykoliv prvek aj je
ekvivalentni s odpovidajicim prvkem @y Vétu 17 mi-
Zeme tedy formulovat strudné tak, Ze v kazdé kon-
gruenci podle modulu m lze libovolny jejf prvek nahradit
prvkem, ktery je s ptivodnim ekvivalentnf podle modulu
m, aniZ by tim byla poruSena spravnost kongruence.

Dasledkem toho je, Zc pii vySetfovani jakékoliv kon-
gruence podle modulu m nemusime brat v dvahu viechna
cela &isla, nybrZ se miZeme omezit pouze na m celych
¢isel, ktera tvoii Gplnou soustavu zbytkd podle modulu
m. Takovouto dplnou soustavu zbytkd mtZeme utvorit
neomezené mnoha zptsoby. My si viak nyni mtZeme
ze viech moZnych soustav vybrat priavé tu, se kterou se
nim bude nejlépe a nejpohodlnéji pracovat. Zpravidla
to}b_y’rvé. soustava {0,1,2, ..., m — 1} nebo {1,2,3, ...,
m}.

26



Dosud jsme se zabyvali kongruencemi, jejichz modul
byl pevné zvolen. Nynf obratime pozornost ke kongruen-
cim, jejichZ modul se bude ménit.

Vita 18. Budte m a m, pfirozend isla a necht m,|m.
Necht jedté a = b mod m. Potom té a =b mod m, .

Dikaz. Ponévadi ¢ =b mod m, bude m|(a — b).
Ze vztahit m|(a — b) a m,|m podle definice 2 plyne, Ze
existuji celd &isla z a y tak, e a — b = mz a m = my.
Z téchto rovnost{ dostavame ddle, Ze existuje celé &islo
z = zy tak, Ze a — b = m,(xy) = mz. Podle definice 2
je tedy m,|(a —b), tj. @ =b mod m,, coZ bylo tieba
dokazat.

Véta 19. Budte m, a m, pfirozend &sla a necht (m,,
m,) = 1. Nechf koneéné x probihd dplnou soustavou 2bytks
podle modulu m, a y uplnou soustavou zbytkd podle mo-
dulu m,. Potom vjraz z = myx + m,y probihd iplnou
soustavou zbytki podle modulu m = m,m,.

Dikaz. Ponévadz &islo x nabyvéd m, hodnot vzdjemnd
inkongruentnich podle modulu m,; a nezavisle na tom
&islo y pak m, hodnot vzajemné inkongruentnich podle
modulu m,, bude vyraz z = m,z + m;y nabyvat pro
tato  a y celkem m = m;m, hodnot. Podle definice 8
a véty 15 staéi dokdzat, Ze tyto hodnoty jsou vzajemné
inkongruentni podle modulu .

Predpokladejme, Ze tomu tak neni. Potom existuji
disla z, o, y, y' tak, Ze

mx + myy = myz’ + myy’ mod m, (29)

pridemz neplati soudasné z = =" mod m, a y = ¥’ mod m,.
Ponévadi m,|m i m,|m, plyne z kongruence (29) podle
véty 18, Ze soudasné platf
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myx + my = mx’ + my mod m,,
mx + my = mx’ + my’ mod m,.
Zjednodusenim téchto kongruenci dostaneme déle

myxr = m,x’ mod m,,
my = my' mod m,.

Cisla m, a m, jsou viak nesoudélnd, takZe podle véty 11
muzZeme prvni z kongruenci kratit ¢éfslem m, a druhou
¢islem m,. Dostaneme tedy, Ze musi soudasné platit
z =2 mod m, a y =y mod m,, coZ odporuje pied-
pokladu o é&fslech z, 2/, y a . Tim je véta dokazand.

Na zakladé véty, kterou jsme pravé dokizali, maZeme
nyn{ rozsifit platnost véty 18.

Véta 20. Budte m, a m, pFirozend &isla, (m,, m,) = 1
a m = mm,. Polom a =0bmod m plati prdvé tehdy,
plati-li souéasné a =bmod m, a ¢ = b mod m,.

Diikaz. Necht a = b mod m. Ponévadi m,|m i m,|m,
bude podle véty 18 soudasné a =b mod mia=>b
mod m,. N

Obracené, necht ]e soudasné @ = b mod maa=5b
mod m,. Potom sisla 2 — b G b)m2 i a,—b =

2 m,
_ a—bm mb)m‘ budou celd, takZe bude souéasné pla,tlt

am, = bm, mod m,
am, = bm, mod m.

Odtud dostaneme pro libovolnou dvojici celych é&fsel &
a 7 podle (14)
am,& = bm,& mod m,

am,n = bmyy mod m,
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z ¢ehoZ podle (15) obdrZime kone&né
a(my,& + mm) = b(m,¢& + mm) mod m. (30)

Podle piedpokladu véty je (m,, m,) = 1. Proto ne-
chdme-li probifhat &islo # néjakou libovolné zvolenou
dplnou soustavou zbytkd podle modulu m, a éislo y
obdobné iplnou soustavou zbytkid podle modulu m,,
bude podle véty 19 vyraz m,x + m,y probfhat dplnou
soustavou zbytki podle modulu m. MiZeme tudiZz
ve zvolenych tplnych soustavich zbytkd najit &isla
& a 7 takova, Ze vyraz m,§ + myn bude ze zbytkové
tiidy A{™. To vSak znamend, Ze m,& + m;n = 1 mod m.
Odtud a ze vztahu (30) dostaneme podle véty 17, Ze
@ = b mod m.

Polozme si nyn{ kol urdit vSechna celad &isla, kterd
jsou nesoudélna s danym piirozenym é&islem m > 1.

- Yéta 21. Obsahuje-li zbytkovd tFida A{™ podle modulu
m Cislo, které je nesoudélné s m, jsou vdechna &isla z této
2bytkové t¥idy nesoudélnd s m.

Dikaz. Necht &islo a je ze zbytkové tiidy 4™, pfi-
¢emZ (a, m) = 1. Podle véty 15 plati pro kterykoliv
prvek b této zbytkové tiidy vztah a = b mod m. Pred-
poklidejme, Ze (b, m) =d > 1. PonévadZ d|m, bude
podle véty 18 téZ a = b mod d. PonévadZ viak téZ d|b,
bude 5 =0 mod d. Ze vztaht a =56 modd a b =0
mod d plyne podle (11), Ze @ = 0 mod d neboli d|a.
Cislo d > 1 je tedy délitelem ¢&isla a i &fsla m, co¥
odporuje piedpokladu o nesoudélnosti téchto éisel. Bude
proto (b, m) = 1, coZ jsme méli dokdzat.

Z véty 21 vyplyva, Ze tlohu formulovanou vySe mi-
Zeme pfevést na ulohu najit viechny zbytkové tiidy
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podle modulu m, které obsahuji &isla nesoudélnd s m.
Avsak podle definice 6 obsahuje zbytkova trida A{™
dislo k. Podle véty 21 tedy stadi urdit, ktera z &isel 0, 1,
2, ..., m — 1 jsou nesoudélnd s &islem m.

Presto, 7e se nam podafilo puvodni idlohu takto
zjednodusit, nedovedeme jeji feSeni pro obecné dané
ptirozené ¢&islo m > 1 jednoduse napsat. Pfi konkrétné
daném m dovedeme v3ak vsechna é&fisla nesoudélna
8 ¢islem m rovnéz konkrétné urdit.

Piiklad 13. Urdete, ktera z éisel 0, 1, 2, ..., m —1
jsou nesoudélns s dislem m, je-li

a) m = 28,
b)m = 24,
c) m = 13.

Regen{. Snadno zjistime, Ze

8) pro m — 28 jsou to &sla 1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19,
23, 25, 27;

b) pro m = 24 jsou to &isla 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23;

¢) pro m = 13 jsou to ¢&isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12.

Ponékud snazif, bude tloha uréit podet zbytkovych
tfid podle modulu m, které obsahuji pouze &isla nesou-
délna s m. Jak uz vime, bude tento poéet zbytkovych
tfid rovny poétu ¢&isel z dplné soustavy zbytka 0, 1,
2, ..., m — 1, ktera jsou nesoudélna s &islem m.

Definiee 9. Budif m prirozené &tslo. Polet éisel z splné
soustavy zbytkw, 0, 1, 2, ..., m — 1, kterd jsou nesoudéind
8 Cislem m, budeme znabit symbolem @(m). Funkci p(m)
definovanou pro vdechna pfirozend &isla budeme naziyvat
Eulerovou funkci.
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Priklad 14. (1) = 1, ¢(28) = 12, p(24) = 8, ¢(13) = 12
(viz piiklad 13).

Vezméme nyni zcela libovolnou ftplnou soustavu
zbytkii podle modulu m. Z pfedchozich Gvah u% vime,
Ze mezi témito &isly je pravé ¢(m) téch, kterd jsou ne-
soudélnd s m.

Definice 10. BudiZ m prirozené é&islo. Redukovanou
soustavou zbytkd podle modulu m nazveme soustavu
p(m) Eisel, kterd dostaneme, vybereme-li z libovolné dané
uplné soustavy zbytkd podle modulu m vdechna Eisla ne-
soudélnd s Cislem m.

Z definic 10 a 8 a véty 15 ihned plyne, Ze Zddné dva
dleny redukované soustavy zbytkd podle modulu m
nejsou spolu podle tohoto modulu kongruentnf.

V pfikladu 13 jsme nalezli redukované soustavy zbyt-
ki podle modulii 28, 24 a 13.

Pii vytvafeni zbytkovych tfid podle daného modulu
jsme si mohli povSimnout jisté periodidnosti celého
systému (viz piiklad 11). Této periodi¢nosti lze nékdy
vyuzit i v praxi.

Priklad 15. Prifadme jednotlivym dndim v tydnu
celd ¢isla takto:

Nedsle .. 0 Ctvrtek .. 4
Pondéli o1 Patek ... 5
Utery 2 Sobota ... 6
Streda ... 3

Dostdvame tak prakticky pouZitelny model tplné
soustavy zbytkd podle modulu 7. Zbytkovymi tfidami
jsou zde ,,v8echny nedéle*, ,,vS§echny pondélky*, ,,v8ech-
ny uterky‘ atd. Pii tomto pfifazeni pfedstavujf pracovni
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dny normilniho tydne model redukované soustavy
zbytkid podle modulu 7.

Obdobné mutZeme pfifadit jednotlivym mésicim
v roce jejich poradova é&isla 1, 2, ..., 12.

Uvedenych modelt se da vyuZit k rychlému urden{
dne v tydnu, na ktery pfipada dané datum (tzv. véiny
kalendar). Odvozovani vzored, pomoci kterych se tato
dloha Fesi, je vSak znaéné komplikované, nebot je tfeba
do nich zahrnout nestejnou délku mésfcti, ,,prestup-
nost‘ roki a dal§i nepravidelnosti kalendére.

Vratme se nynf ke studiu nékterych vlastnosti redu-
kovanych soustav zbytkd podle daného modulu.

Véta 22. Budte m, a m, pfirozend &isla a necht (m,, m,) =
= 1. Necht ddle x a y jsou celd élsla. PoloZme jesté m =
=mm,az = m,x + my. Polom (z, m) = 1 prdvé tehdy,

je-li soucasné (x, m,) =1 a (y, m,) = 1.

Dikaz. Necht (z, m) = 1. Kdyby bylo napt. (x, m,) =
=d > 1, bylo by d|z a d|m,, takZe podle véty 3 by téz
bylo d|(m.x + my) a d|mm,, tj. d|z a d|m. To viak
odporuje pfedpokladu o nesoudélnosti &isel z a m. Musi
byt proto (z,m,) = 1. Obdobné se dokaze, Ze i (y, m,) = 1.

Necht obricené (z, m) =d > 1. Potom djz i d|m,
takie plati z =0 mod d a m =0 mod d. Ponévadz
d > 1, existuje prvoéislo p takové, Ze p|d. Podle véty 18
bude tedy z = 0 mod p a m = 0 mod p, takZe po do-
sazenf za z a za m mame m,x + my =0 mod p a
mym, = 0 mod p. Podle véty 13 plyne z kongruence
m;m, = 0 mod p, Zc budto m, = 0 mod p, nebo m, =
= 0 mod p. Necht napf. m, = 0 mod p, tj. p|m,. Poné-
vadZz predpokladame, 7e (m,, m,) = 1, plati p + m,, tj.
(m,, p) = 1. Z kongruence m,x + m,y = 0 mod p plyne
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dile m,z =0 mod p a ponévadi (m,, p) =1, bude
podle véty 11 & = 0 mod p. Plati tedy, Ze p|z a p|m,,
takze (z, m;) = p > 1. Proto nemizZe v tomto pfipadé
platit soudasné (z, m,) = 1 a (y, m,) = 1, ¢imZ je véta 22
dokazana,

Véta 23. Budle m, a m, pfirozend &lsla a necht (m,,
m,) = 1. Potom, probihd-li z redukovanou soustavou
2bytkt podle modulu m, a y redukovanou soustavou 2bytks
podle modulu m,, probihd vijraz 2 = mx + my redukova-
nou soustavou zbytkd podle modulu m = mym,.

Dikaz. Zvolme si libovolnou dplnou soustavu zbytka
podle modulu m, a libovolnou tplnou soustavu zbytki
podle modulu m, a sestrojme k témto soustavim pii-
slusné redukované soustavy zbytkid. Probiha-li z zvo-
lenou dplnou soustavou zbytké podle modulu m, a y
dplnou soustavou zbytkd podle modulu m, probiha
podle véty 19 vyraz z = m,x 4+ m,y Gplnou soustavou
zbytki podle modulu m = mm,. Z této Gplné soustavy
zbytkd dostaneme redukovanou soustavu zbytkd podle
modulu m tak, Ze z nf vybereme vsechna ¢&fsla z nesou-
délnd s m. AvSak podle véty 22 dostavime takovito z
pravé tehdy, kdyz pro odpovidajicf &fsla z a y plati
(x, m;) = (y, m,) = 1, tj. kdyZ z )e z dané redukované
soustavy zbytkd podle modulu m, a ¥ z dané reduko-
vané soustavy zbytki podle modulu m,.

Dusledkem véty, kterou jsme pravé dokazali, je

véta 24. Jsou-li m, a m, nesoudéing ptirozend Cisla,
plati p(mym;) = (m,) g(ms,).

Dikaz. Cislo z z predchoz{ véty nabyva ¢(m,) hodnot
vzéjemné inkongruentnich podle modulu m, a nezivisle
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na tom &islo y pak ¢(m,) hodnot vzdjemné inkongruent-
nich podle modulu m,, takie vyraz z = m,x + m,y na-
byva celkem ¢(m,) ¢(m,) hodnot vzajemnd inkongruent-
nich podle modulu m,m,. Na druhé strané, ponévadz
z probfha redukovanou soustavou zbytka podle modulu
my;m,, nabyva toto z celkem @(m,m,) hodnot vzijemné
inkongruentnich podle modulu- mm,, takie skutetné
platf p(m;m,) = @(m,) p(m,).

Véta 25. Necht m = popis . o p), kde py,p,, - . -,

Dr—1, Pv» jSOU vzajgmne riznd prvoczsla G oy, Ky, ey
ay—1, o PFirozend Cisla. Potom

p(m) = pa—ips—t .. pl T pS T (p,— 1) (p,—1) ...

: (Pv—l— 1) (p,—1). (31)
Pro prvoéislo p je specidlné
p(p) =p—1. (32)

Dikaz. Nejprve dokdzeme, %e plati
ppypg - - Pp,) = 907) 9(Pg) - -

- o@7) (@) (33)
Ponévadz prvodisla p,, p,, - .., Py, Py jsOu vzijemné
riiznd, bude (p&,p%, ..., pirt, p.’) = 1. Podle véty 24
je tedy
o@Dy - B7IP) = e(rpg - 277 (D)

Ponévadz jsme pfi dikazu tohoto &isteéného vysledku
nedinili Zadné predpoklady o pottu zde vystupujicich
mocnin prvodisel, miZeme jej aplikovat postupné na
soudin dvou, tfi atd. &initeld, ¢imz dostaneme
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PP2PH) = p(p2) P(P2),
p(pop3p3t) = p(plpd) @(P3),

(p(ptih:p;: . 1-1 d,) — ‘P(p?'p L '—1) (p(pav)

Z téchto rovnosti pak postupnym dosazovdnim dosta-
neme vztah (33).

Nyni vypoéteme pro prvoéislo p a prirozené &islo- a
hodnotu ¢(p*). V dplné soustavé zbytkia 0, 1, 2, ...,
2*— 1 nejsou nesoudélna s éislem p jen ta &sla, kter4
jsou délitelnd prvodislem p. Jsou to tedy ¢&isla 0.p,
1.p,2.p,3.p, ..., (p1—1). p. Téchto ¢&isel je pa—1.
Ostatni &isla této soustavy, kterych je p* — p*—2, jsou
tedy nesoudélna s &islem p*, takze je ¢(p*) =p*— p*—1 =
= p*~(p — 1). Pro a = 1 dostaneme ihned (32).

Bude tedy ¢(pi%) = p5 '(pi—1) (i = 1,2,...,9—1,
v), coZ dosazeno do (33) d4 dokazovany vztah (31).

Nyni dokdZeme nékolik vét zdsadni dileZitosti, jichz
budeme v dal§ich kapitolich asto uZivat.

Véta 26. Budte a a b celd éisla a m pFirozené éEislo.
Necht jesté (a, m) = 1. Potom, probikd-li x dplnou
soustavou zbytka podle modulu m, probikd vyraz ax 4+ b
rovnéZ dplnou soustavou zbytki podle modulu m.

Dikaz. Probiha-li  dplnou soustavou zbytkid podle
modulu m, nabyva vyraz ax + b celkem m rdznych
hodnot. Podle definice 8 a véty 15 staéi dokazat, Ze
tyto hodnoty jsou vzdjemné inkongruentni podle mo-
dulu m. Necht = a z’ jsou dvé ¢isla z dané tiplné soustavy
zbytkd podle modulu m a nechf pro tato &fsla plati
axr + b = az’ + b mod m. Odtud podle (13) dostaneme
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ax = ax’ mod m. PonévadZ je (@, m) = 1, plyne z po-
sledni kongruence podle véty 11, Ze z =2’ mod m.
Cisla z a ' tedy leZi ve stejné zbytkové ti{ds podle
modulu m a protoZe uplna soustava zbytkid podle mo-
dulu m obsahuje z kazdé zbytkové tiidy podle tohoto
modulu jediny prvek, musf byt £ = ', coZ jsme méli
dokdzat.

Yéta 27. Budle a celé a m prirozené &islo. Necht ddle
(a, m) = 1. Potom, probiki-Ii z redukovanou soustavou
zbytkt podle modulu m, probikd i vyjraz ax redukovanou
soustavou zbytka podle modulu m.

Ditkaz. Vyraz ax nabyva celkem ¢(m) hodnot, o nich%
z véty 26 vime, Ze jsou vzdjemné inkongruentni podle
modulu m. Stadéi tedy dokazat, Ze pro kazdé z z reduko-
vané soustavy zbytki podle modulu m je &islo axz ne-
soudélné s ¢islem m. Necht tedy pro nékteré ze zminé-
nych &iscl x plati (ax, m) = d > 1. Potom ax = 0 mod d
a m =0 mod d. Protoze d>1, existuje prvodislo p
takové, Ze p|d. Podle véty 18 tedy bude az = 0 mod p
a m = 0 mod p. Ponévadi je (a, m) =1 a p|m, musf
platit p + a, takZe je (a, p) = 1. Z kongruence ar = 0
mod p pak pndle vity 11 dostaneme, e 2 = 0 mod p.
Mime tedy p|z a p|m, takZe (z, m) = p >1. To viak
nenf mozné, nebot é&islo z jsme zvolili z redukované
soustavy zbytkd podle modulu m. Musi- proto byt
(az, m) = 1 a to jsme chtéli dokazat.

Piiklad 16. Ovéime si vétu 27 na numerickém pii-
kladé proa = 5 am = 42,

Z 1ip!né soustavy zbytkd 0, 1, 2, ..., 41 podle modu-
lu 42 vybereme p(42) = ¢(2).¢(3).¢(7) = 1.2.6 = 12&-
sel, kterd jsou nesoudélnd s &islem 42. Dostaneme tak
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redukovanou soustavu zbytkua {1, 5, 11, 13, 17, 19, 23,
25, 29, 31, 37, 41} podle modulu 42. Uréime-li z kon-
gruence 5z = r(x) mod 42 &fsla r(x) tak, Ze 0 < r(r) <42,
dostaneme pro r(z) postupné {5, 25, 13, 23, 1, 11, 31,
41, 19, 29, 17, 37}. Vidime, Ze oba systémy &isel se lisf
pouze poradim.

Poznatek, ktery jsme v piikladu 16 uéinili, m4 vSak
obecnou platnost. Postupu, jehoZ jsme v tomto pifkladu
uZili, pouzijeme v dilkazu nasledujici véty.

Véta 28. Budif m prirozené islo. Potom pro kazdé celé
éislo a nesoudélné s m plati

a*™ = 1 mod m. (34)
Dikaz. Z Gplné soustavy zbytkda 0,1, 2, ..., m — 1
podle modulu m vybereme é&isla r,, 7,, ..., rom, kterad

jsou nesoudélna s ¢islem m. Tim dostaneme redukovanou
soustavu zbytkd podle modulu m. Podle véty 27 tvoii
&sla ar,, ar,, ..., argm rovnéi redukovanou soustavu
zbytkd podle modulu m. MiZcme tedy definovat ¢&isla
1, 72, . « -5 Toemy VZtahy

ar; = ry mod m, (35)
0<ri<m (36)
t=12, ..., ¢(m)]. Cisla ry, 4, ..., 7om takto defino-

vand tvoff opét redukovanou soustavu zbytkid podle
modulu m. Z nerovnosti (36) vidime, Ze tato redukovana
soustava zbytkd je rovnéi tvoiena d&isly vybranymi
z tplné soustavy zbytku 0, 1, 2, ..., m — 1 podle mo-
dulu m. Proto obé soustavy {r, 7y, ..., om} 8 {r1, 73,

.« » Tym} jSOu vytvoreny ze stejnych ¢&isel a lisf se pouze
pofadim, takie plati

Py .. Tom = TiTe.. .- Tom = C. (37)
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Z vé&ty 27 dale plyne, Ze soudin dvou &fsel nesoudélnych
8 ¢islem m je opét dislo nesoudélné s m. Snadno nahléd-
neme, zZe toto tvrzeni lze rozsifit na libovolny podet
¢initela. Ponévadz é&isla 7, 7,, ..., 7om jsOu vesmés
nesoudélns s &islem m, bude i éislo ¢ definované vztahem
(37) nesoudélné s m. Podle (35) muzeme dale psit

ar, = ry mod m ,
ar, = r; mod m ,

-
UTgm) = Tom mod m.

Vynasobime-li navzijem vSech téchto ¢(m) kongruenci,
dostaneme vzhledem k (37) kongruenci

a*™ ¢ = ¢ mod m .

PonévadZ je (¢, m) = 1, plyne z poslednf kongruence
podle véty 11 vztah (34), ktery jsme méli dokazat.

Viimnéme si je§té jednoho specidlniho pfipadu véty
28, kdy modulem bude prvoéislo p. Podle (32) je ¢(p) =
= p — 1. JestliZe tedy p + a, bude mit vztah (34) tvar

a1 =1 mod p. (38)

Vztah (38) je v teorii &isel nazyvan malou vétou Fer-
matovou, ktery ji poprvé formuloval v roce 1640 v do-
pise svému priteli Freniclu de Bessy. V dopise té% tvrdil,
Ze znd jeji dakaz, avSak tento dikaz se nezachoval.
Prvni znamy dikaz malé Fermatovy véty podal Leib-
niz, ktery dokazal, Ze pro libovolné celé ¢&islo a plati

a* =a mod p . (39)

Vztahy (38) a (39) jsou zfejmé ekvivalentni, nebof pro
pla jea = 0 mod p a tedy 1 a® =.0 mod p, takZe vzhle-
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dem k (11) plati (39). Jestlize v8ak p + a, dostaneme
nasobenim kongruence (38) é&islem a kongruenci (39)
a obricené kracenim kongruence (39) ¢islem @& kon-
gruenci (38).

Véta 28 byva ¢asto nazyvana vétou Eulerovou, ktery
ji dokazal v roce 1760 zobecnénim malé Fermatovy
véty. Neni bez zajimavosti, Ze Leonard Euler, ktery Zil
v letech 1707—1783, ui s kongruencemi pracoval,
aviak do matematiky je zavedl teprve o 70 let mladsi
Karl Friedrich Gauss (1777—1855). Od Gausse pochdzi
té% dnesni terminologie a oznadeni v teorii kongruenci.
Ve svém latinsky napsaném dile Disquisitiones arithme-
ticae shrnul Gauss tehdy zndmé vysledky z teorie &isel,
které budto sam objevil, nebo které znali uz jeho
predchudeci.

Zavérem této kapitoly si poloZme tlohu najit pro celé
&islo @ nesoudélné s pfirozenym ¢&islem m prirozend
&isla k, pro ktera plati

a* =1 mod m. (40)

Z véty 28 plyne, ze takovéto k vidycky existuje, nebof
stadf polozit k = @(m). Podle véty 10 miZeme dokonce
za k zvolit libovolny pfirozeny nasobek &isla ¢(m.) Nas
viak bude vice zajimat, jaké bude nejmensf prirozené
¢islo %, které spliuje kongruenci (40).

Piiklad 17. Uréete nejmensi pfirozené é&islo k, pro
které plati a* = 1 mod 54, jestlize

a)a = 5;
b)a = 17;
c)a =19.

Reseni. Uloha m4 smysl, nebot ka*dé z &isel 5, 17
a 19 je nesoudélné s éislem 54. Bude jisté k < ¢(54) =
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= @(2.3% = 18. Abychom nemuseli pracovat s ptilis
velkymi &isly, omezime se na redukovanou soustavu
zbytkl podle modulu 54, ktera vznikne z Gplné soustavy
zbytka {—26, —25, —24, ..., 24, 25, 26, 27). Ui-
vajice stale vztahu (17) a (11) dostaneme postupnym
nasobenim:

a)5 = 5 mod 54; 519 = — 5 mod 54;
52 = 25 mod 54; 511 = —25 mod 54;
5% = 17 mod 54; 512 = —17 mod 54;
5t = —23 mod 54; 513 = 23 mod 54;
5% = — 7 mod 54; bl = 7 mod 54;
5% = 19 mod 54; 515 = —19 mod 54;
57 = —13 mod 54; 51 = 13 mod 54;
5% = —11 mod 54; 617 = 11 mod 54;
5% = — 1 mod 54; 518 = 1 mod 54;

b) 17 = 17 mod 54; 174 = —17 mod 54;
172 = 19 mod 54; 175 = —19 mod 54;
178 = —1 mod 54; 178 = 1 mod 54;

¢) 19 = 19 mod 54;
192 = —17 mod 54;
19% = 1 mod 54.

Hledané pfirozené &islo je tedy v pripadé a) &k = 18,
v ptipadé b) k = 6 a v piipadé ¢) k = 3.

Z uvedeného ptikladu je zfejmé, Ze pravdépodobné
nebudeme umét jednoduchym zpisobem v obecném
piipadé &islo %k stanovit. V pfipadé a) jsme dokonce
vidéli, Ze mhZe nastat situace, kdy k = p(m). MiZeme
si v3ak povSimnout, Ze ve viech tfech piipadech je
¢islo k& délitelem é&isla ¢(54) = 18. UkaZeme si, Ze tato
skute&nost plati obecné.

Véta 29. Necht celé ¢islo a je nesoudélné s piirozenym
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éislem m. Necht ddle k je nejmendi pfirozené &islo, pro
které plati

a* =1 mod m. (40)
Potom k|p(m).

Dukaz. Z véty 28 plyne, Ze k < ¢(m). K danym
éislim ¢(m) a k¥ muZeme nynf podle véty 1 najit celd
tisla n a r tak, Ze plati vztahy

pm) =kn +r, 0=r <k.

Bude tedy a*™ = a™*r = (a*)*.a". Ponévadi plati
vztah (40), bude podle (18) téZ (¢*)» = 1 mod m, takZe
podle (14) dostaneme a®™ = ar mod m. Jeito viak je
a*™ = 1 mod m, bude podle (11) i a* = 1 mod m.
Ponévadz k je nejmens{ prirozené &islo, pro které platf
vztah (40), a ponévadi 0 <r <k, musi byt r = 0.
Bude tedy ¢(m) = kn, coZ podle definice 2 znamenj,
Ze k|p(m).

Ulohy
7. Dokaite, ze plati:

a) Druhd mocnina lichého &isla lez{ ve zbytkové tiids A,

b) Druhd4 mocnina ¢&isla, které neni délitelno tfemi, leZi
ve zbytkové tiidsé A",

8. Necht a probihd redukovanou soustavou zbytkt podle
modulu m. Urdete pro kazdé a z této redukované soustavy
nejmensi pfirozené &islo %k, pro které plati (40), jestliZze

a) m = 18;
b) m = 42.

9*. Necht m je sloZené &islo, m > 4. Dokaite Ze

(m — 1)1 = 0 mod m.
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10. Budiz p prvoéislo. UZitim vztahu (39) dokeZte, Ze ¢&fslo
=11...122...233...3 ... 99...9 — 123456789
Nt — ———. o — s, p— e e
pecifer pcifer pcifer p cifer

je ddlitelné prvodislem p.
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