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X. KAPITOLA

JESTE NEKOLIK ULOH

Uloha 16. Kolika zpasoby miidete z tabulky

TA
EMAMET
MATEMATAME
MATEMATITAMETAM .
MATEMATIKITAMETAM
MATEMATIKAKITAMETAM

prebist ndzev svého nejoblibenéjstho konika ?

Redent. Pokud nenf vadfm nejoblibendjsim konftkem
matematika, je hledany polet roven 0. Pokud ano,
jisté si vsimnete, Ze jednotlivé zplsoby si vzajemné
jednoznaéné odpovidaji s lomenymi éarami, které vedou
z pismen M na ramenech trojthelnika do pismene A ve
sttedu zdkladny a sméfujf vidy bud dold nebo doprava
(u cest zadinajicich na levém rameni) & doleva (u cest
zadinajfcich na pravém rameni). Pro kaZdé z obou kraj-
nfch M v i-tém fadku zdola tak dostaneme pravé

[ii 1] zpusobu (srv, cvideni 1.11). Celkem dostaneme
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( )+2’=0[ ] 25:0(";]—1:2.29—1:210-—1:

= 1023
zplsobil,

Uloha 17. Najdéte véechny tddky Pascalova trojihel-
nika, ve kteryjch jsou jen lichd &isla.

Redent. Nejprve ukdZeme, e pro kazdé celé nezéporné
&slo k se 2x-ty fddek Pascalova trojihelnika sklddé jen
z lichych ¢fsel. V tomto Fadku jsou kombinadn{ &fsla

o (71)- B

Vzhledem k tomu, Ze pro kazda dve pi‘lrozené, ¢isla
n <k, rje 28 —r délitelno &islem 2», pravé kdyz je r
d8litelno &slem 27, je v rozkladech titatele i jmenovatele
kombina&niho sla (35) na prvodinitele prvoéislo 2 ve
stejné mocniné a &islo (35) je tedy liché.

Jesté ukdzeme, Ze kaidy jiny fadek Pascalova troj-
thelnika obsahu]e sudé é&fslo. To plyne z toho, Ze pokud
vty fadek obsahuje sams lichi &isla, je uprostfed
(v 4 1)-tého Ffadku v — 1 sudych ¢&isel, kterd vznikla
jako soudty sousednich &isel »-tého i'é,dku, uprostied
(v 4+ 2)-tého fadku je v — 2 sudych &fsel pochazejicich
ze sudych d&isel (v — 1)-tého tadku, atd. Tento klin
sudych éisel zasahuje a% do (2v — 1)-tého tidku, kde je
uprostfed sudé &slo. Vidime, Ze jsou-li ve v-tém Fadku
jen lich4 &fsla, pak prvni dalsi tddek, kde to miZe opét
nastat, je aZ 2v-ty fadek.

Uloha 18. V kocourkovském generdlntm $tdbu je 13
generdla. Rozhodli se, Ze si na tajné materidly poidt trezor,
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ktery pajde otevfit, prdvé kdyf bude pritomna nadpoloviéni
vét$ina generdla. Jaky je nejmen$t moiny polet zdmka,
které budou na trezoru? Jaky je nejmendi moZny polet
kliéa, které s sebou bude nosit kocourkovsky generdl ?

Redeni. Predpoklidejme, %e existuje systém zdmkid
a klfdd, ktery splituje poZadavky tlohy. Sejde-li se jen
6 generdli, trezor neoteviou. Pro kazdou Sestici generali
tedy existuje zdmek, od kterého nemé #idny z nich klig,
Pro riizné Sestice jsou tyto zdmky mizné. Kdyby toti
dvé rizné Sestice generdlii nedokézaly oteviit tenty:
zémek, nedokizali %y to ani generdlové ze sjednocent
obou BSestic, jich% je alespoii 7 a tvoff tedy nadpoloviéni
vétéinu, ooZ odporuje poZzadavkim ilohy. Vidime, Ze na

trezoru je alespofi ( 163] zémki,

K tomu, aby jakékoliv sedmice generilui oteviela
viechny zdmky, je nutné, aby kaZdy generil mél pro
kaZdou Sestici generald kli¢ od zdmku, ktery témto
Sesti generdlim schazi. Kaidy general ma tedy alespon

12 .
[ : ]kliéu.

UkéaZeme, Ze vice nez ( 13] zamkid potieba nebude.

, 6
KaZdé sedmici generila pfifadme jeden zamek tak, aby
riznym sedmicim byly pfifazeny rizné zdmky, a déjme
pravé jim od ného po klidi. Je hned vidét, Ze sejde-li se
pak méné nez 7 generdli, existuje zdmek, ke kterému
nemaji kli¥, totiZ zdmek ' pfifazeny nékteré sedmici
z ostatnich generdli. Sejde-li se 7 generili, oteviou
kterykoliv zdmek. Kdyby se jim to totiz u nékterého
zamku nepodafilo, znamenalo by to, %e je pfifazen
néjaké sedmici z ostatnich generdld. Ostatnich generald
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je viak jen 6. Systém tedy spliiuje podminky dlohy a pfi-
tom je na trezoru pravé [ ;73] = [ 1:] = 1716 zdmkd.
KaZdy general dostal pravé tolik kli¢#, kolika sedmic je

12
&lenem, tedy( 6 ] = 964 klidu.

Uloha 19. Dfevénou krychli natFeli na erveno a pak ji
rozrezali na n® stejné velkych krychlilek. Kolika zpiisoby
je motno z krychlibek sloit éervenou krychli piwodnich
rozméri ? '

Refent. K tomu, aby byl povrch sloZené krychle cely
terveny, je nutné a stadi, aby se pro Zddnou krychlitku
nedostala p¥i sklddani dervend sténa dovnitf. Tak tomu
bude, pravé kdyZ se 8 krychlidek se tfemi Servenymi
sténami dostane do vrchold sklddané krychle, 12(n — 2)
krychlidek s priv®é dvéma dervenymi sténami na ostatni
mista na hrandch, 6(n — 2)® krychlidek s jedinou derve-
nou sténou na zbyld mista na sténich a (n — 2)? bez-
barvych krychlidek pfijde dovnit¥. Krychli miZeme tedy
sloZit privé

81[12(n — 2)] ! [6(n — 2)*] ! [(n — 2)*] !

zpisoby, pokud nerozliSujeme zpisoby, které se lisi jen
riznymi polohami krychlidky na stejném misté. Pokud
bychom takové zpisoby rozlifovali, dostali bychom
vzhledem k tomu, Ze podet poloh, pfi nichZ jsou véechny
dervené stény na povrchu, je u krychli¢ek 1. druhu 3,
u 2. druhu 2, u 3. druhu 4 a u 4. druhu 24,

38012(n—2) 48(n—2)% 94(n—2)3
-krat vice zptsobi.
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Na druhé strané neni nepfirozené nerozlifovat zpd-
soby, pfi nichZ krychle sloZend jednim zptsobem se
dostane z krychle sloZené jinym zpisobem zménou
polohy celé sloZené krychle. Pak bychom museli podet
zpisobl vydélit dislem 24.

Uloha 20. Je ddno prvotislo p > 2 a pFirozené slo n.
Kolika zpisoby lze obarvit vrcholy pravidelného p-ihelnika
pomoci n barev? Zpisoby, pFi nich se po otofent p-ithel-
ntka barvy shoduji, nepokldddme za riazné.

Reseni. Netekneme-li nic jiného, budeme poklidat za
rizné i zpisoby, u nichZ je to v textu vdlohy vyloudeno.
Dostaneme tak n? obarvenf. MnoZinu véech n* — n obar-
ven{ alespoi dvéma barvami oznadme M. MnoZinu
véech obarveni alespoii dvéma barvami riznych podle
dlohy ozna¢me M’. Otddenim p-iihelnike obarveného
alesponi dvéma barvami dostaneme pravé p — 1 dalsich
riznych obarven{. Pokud by totiz po otodenf o nenulovy
thel obarven{ splynula, snadno bychom ukdizali, Ze p
neni prvoéislo. Kazdému prvku o e M’ tedy odpovida
p-prvkovi podmnoZina mnoZiny M sloZend ze viech
obarveni, ktera nejsou ve smyslu tlohy rizna od o.
Riznym prvkim mnoziny M’ piitom odpovidaji dis-
junktni podmnoZiny a kaidy prvek mnoZiny M do
nékteré z nich patii. Je tedy

M n® —mn
oy M _w—n
p P
Ptipodteme-li je§té » obarveni jedinou barvou, dojde-
me k vysledku
n—n

P

4+ n
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(V&imnéte si, Ze jsme. vlastnd dokézali Fermatovu vétu,
o které byla zminka na str. 57.) .

Uloha 21. Je ddno piirozené &islo n > 2 a mno¥ina M,
jejtt proky jsou slova slofend z pismen X a Y, pFilemZ
kaZdé slovo md prdvé n pismen a jakdkoliv dvé riiznd slova
se li8t alespoti na tiech mistech. Dokate nerovnost

2u
M| = n 41

Redeni. Oznaéme |M| =m. Pro kazdé i€{l, 2, ...
..., m} sestrojme mnozinu M;, jeji prvky budou t-té
slovo z mnoZiny M a viechna slova, kterad z ného vznik-
nou-zménou jediného pismene. Pro kazdé i €{l, 2, ...
..., m}je tedy |M;| = n 4 1. MnozZiny M,, M,, ..., M,,
jsou disjunktni, nebot libovolna. dvé slova patfici do
riznych z téchto mroZin se liff alespon na jednom misté.
Uvédomime-li si, Ze existuje privé 2» slov délky = slo-
Zenych ze dvou pfsmen, dostdvéime

=2 |M, UM, U ... UM, =|M]|+ M|+
+ ..+ | Ma| =mn 4+ 1)

9n
m = P »
Uloha 22. UvaZujme vdechna slova slofend z n plsmen
X a n pismen Y. Diferenci slova budeme rozumét éislo,
které uddvd, kolikrdt v ném jsou vedle sebe riznd pismena.
Dokazte, Ze pro kaidé ke{l, 2, ..., n— 1} je polet slov
8 diferenct n — k roven poltu slov s diferenct n + k. -

¢ili

Redeni. Budeme se zabyvat jen slovy slofenymi z n
pismen X a n pismen Y. V kazdém slové se stf¥idaji bloky
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plsmen X s bloky pismen Y. Podet slov, kters se sklé-
daji z = bloki X a y bloki Y a zadinajf pismenem
X, je [n 1] [n 1 , nebot kaidému takovému
z—1 y—1

slovu pfirozenym zpisobem odpovida vzijemné jedno-
zna&né rozdélen{ » pismen X na x blokt a n pismen ¥ na
y bloki. Stejny je polet slov, ktera zaéinajf pismenem Y.

Déle uréime, kolik slov ma diferenci d. Je-li d liché
éislo, d = 2¢ + 1, sklada se kazdé takové slovoz ¢ + 1
blokii X a ¢ + 1 blokd Y. Celkem je jich tedy pravé

—_ 2
2™ 1] . Je-li d sudé, d = 2c, skladé se kazdé slovo

s diferenci d z ¢ + 1 bloki poditeéniho pismene a z ¢
blokt druhého pismene. V tomto ptipadé tedy existuje

- n—1)(n—'1
pravé 2[0—1]( c ]slov.

Cisla n — k, n + k maji stejnou paritu, nebot se lisi
o 2k. Jsou-li licha, existuje pravé
( n— 1 W 2
2|ln—k—1
L 2 J
slov s diferenci » — k a pravé
s n—1 W 2
2|ln+k—1
L 2 J
slov s diferenci # + k. Oba tyto podty j jsou stejné, proto-
Ze podle vzorce (2) je

n—1 _ n—1
- [n—k—l]_[n+k.—l]'
2 2
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Jsou-li ¢isla n — k, n + k sud4, existuje pravé
( n—1 W (n—lw
21 n—k 1 n—=k
2 U 9 )

slov s diferenci n — &k a pravé

9 n—1 r’n-——lw
- n+k ; Tn+k
U 2 = ) L 2 J

slov s diferenci n + k. I v tomto pfipadé jsou oba poéty
stejné, protoZe podle (2) je

n—1 n—1
) )
2 2

n—1 n—1
[n—k] - [n+k _1] :
2 2

Uloha 23. Je ddno prirozené islo n > 2. Uvafujme
vdechna slova slozend z n pismen X a n pismen Y. Slovam,
kterd nelze rozdélit na dv€ slova, z nichi kaZdé obsahuje
stejné X © Y, budeme Fikat slova 1. druhu. Slovim, kterd
lze takto rozdélst jedinym zphsobem, budeme ¥ikat slova

2. drubu. Dokafte, Ze slov 2. druhu je dvakrdt tolik neZ
slov 1. druhu.

Redeni. MnoZina viech slov 1. druhu se rozpada na
dvé disjunktn{ podmnoZiny podle toho, kterym pisme-
nem zad&fnaji. Ob& tyto podmnoZiny zfejm& maji stejny
podet prvki. MnoZina viech slov 2. druhu se rozpada
na ¢tyti disjunktni podmnoZiny podle toho, kterym

96



pismenem zaéind prvni dast a kterym druhd &ist. Viech-
ny étyfi podmnoziny maji zfejmé stejny podet prvki.
Stadf tedy dokizat, ze polet viech slov 1. druhu zaéina-
jicich pismenem X (nazveme je slova typu A) je roven
pottu vSech slov 2. druhu, v nichZ obé d&asti zadinaji
pismenem X (slova typu B). Provedeme to tak, Ze
sestrojime vzdjemné jednozna,éné zobrazeni mnoZiny
viech slov typu B na mnozinu v3ech slov typu 4.

Kazdému slovu typu 4 a B pfitadme uspofidanou

2n-tici pFirozenych &fsel, ve které je pro kazdé i e{l, 2,

, 2n} na i-tém mistd rozdil poétu prvkia X a poétu
prvkt’l Y na prvnich ¢ mistech slova. Této pomocné
2n-tici budeme fikat charakteristika slova. Pro kazdé
slovo typu A a B zadfni zfejmé charakteristika &islem 1
& kondf éfslem 0, je sloZena z celych nezapornych é&isel
a sousedn{ &isla se lisi o 1. Podle definice typt A a B
se v charakteristice slova kromsé koncové uZ Zadna jinad
0 nevyskytuje, pravé kdyZ jde o slovo typu 4, a vysky-
tuje se na jediném jiném misté, privé kdyz jde o slovo
typu B.

Definujme na mnoziné vsech slov typu B zobrazent z
jako pfesunuti prvniho pfsmene (X) druhé &isti slova
na zadatek slova. Bylo-li pfesunuté pismeno na p-tém
misté a mélo-li pivodni slovo s charakteristiku

(c1sCqy -+, C2n)
(takZe ¢,_, = 0), bude mit obraz 2(s) charakteristiku
(Liey+Lea+ 1, 00,60+ 1,64, .-, C2n).

Vidime, %e v nf je nula jen na poslednim misté a slovo
2(s) je tedy typu 4. Snadno zjistime, Ze zobrazeni z je
prosté, tj. Ze réznym vzorim pfifazuje vidy rizné
obrazy. Zbyvé jesté ukiazat, %e zobrazeni z zobrazuje
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mnoZinu viech slov typu B na mnoZinu véech slov typu
A, tj. %e ka#dé slovo typu A je obrazem nékterého slova
typu B. Zvolme libovolné slovo ¢ typu A. Jeho charakte-
ristika je (d,, d, ..., dss). Necht » > 1 jo nejmensi
index, pro ktery je d, = 1. Ze slova ¢ utvofme slovo #
tak, Ze prvnf pismeno (X) pfesuneme mezi r-té a (r + 1)-
-té pismeno slova ¢. Slovo ¢’ bude mit charakteristiku

ds—1,dy—1,...,dey—1,0,1,dpsy, ..., d3).
Vidime, Ze slovo ¢’ je typu B a pfitom 2(¢') = ¢.

Uloha 24. Je ddno pfirozené &islo n. Pro kolik pofadi
(P Pas - -» Pu) Clsel 1, 2, ..., n nabgvd soudet

|pr— 1]+ |po—2[+ ... + |pn —n|

maximdini hodnoty ?

Redeni. Nahradime-li pro ka?dé je{l, 2, ..., n} &len
|p; — j| rozdilem p; — j nebo j — p; podle toho, ktery

z nich je nezdporny, dostuneme pro kazdé pofadi soudet
2n stitanci

(36) 1,1,2,2, ..., 0,mn,

pfitemZ pravé u n z nich bude znaménko minus. Upra-
vime-li tento soudet na tvar

1+14+24+2+...+n+n+ 2=
=a(n + 1) 4 22,
kde z je soudet zminénych n zdpornych séitancd, vidi-
me, e je maximalni privé kdyZ zdporné znaménko je

u prvnich n s¢ftanct (36) — pokud to vSak pro néjaké
pofadi nastane. Pro poiadf (n,» — 1, ..., 1) to tak sku-
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tedné je. Snadno zjistime, Ze pro lichd n je maximalni
nt—1 s M
g apro suda n je — » C0Z miiZeme

2
souhrnné vyjadfit jako [—1;—] .

soudet roven

My viak mame uréit, pro kolik ze viech n! pofadf p¥-
sluény soudet tohoto maxima nabyvi. Budeme uvazo-
vat zvlast pro sudd a liché =.

Je-li n = 2k, maximum se nabyva pravé pro vsechna
pofadi, kterym odpovidaji souéty, v nich? jsou zipornéd
znaménka u séftanca 1, 1, 2, 2, » k, k. UkdZeme, Ze
to jsou pravé viechna poradi pro kters j je

PP -} ={k+ 1L, k+2...,2k,
(37) {Prsrs Prozs - P} = {1,2, ..., k}.

Kdyby totiZ pro néjaké re{k 4+ 1,k + 2, ..., 2k} bylo
p, > k, dostalo by se ze &lenu |p, — r| do soudtu bud
P, nebo r se zdpornym znaménkem a soudet by pak ne-
byl maximélnf. Aby byl soudet maximéini, musi tedy
platit (37). Pro ka%dé potadi, které vyhovuje podmince
(37), viak soudet zfejmé maximalni je. Dostivame tak
pravé (k!)? pofadi.

V piipadén = 2k - 1 je soudet maximélni, prévé kdyz
zdporna znaménka jsou u séftanci

1,1,2,2,...,kk k+ 1.

Analogicky jako v pfedeSlém piipadé zjistime, %e nutnd
podminka pro maximalitu soudtu je

{Prsws Desar - > P} C{1, 2, ..., k + 1}
Aby byl soudet maximalnf, musf tedy platit



Py Pos v pena} =+ 26 43,..., 26+ 13 U {9},

{Pkny Pi+3s ---,sz.n} ={l’ 2) ’k+ 1}—{0}’
kdeve{l,2, ...,k 4 1}.

VysSetfime kaZzdouz k& 4 1 dm]unktnich skupin pofadi,
kterd spliiuji (38). Ne]]ed.noduséi situace je pro v =
= k + 1. Je totiZ zfejmé, Ze pro kaidé pofadi, pro néz

PPy - P} =+ L, k+ 2, ..., 2k+ 1},

{Pk+21 Pi+as - - -» P2k+l} = {1, 2,..., k}
a kterych je pravé kl(k 4 1)!, je soudet maximalni.

Déle pfedpokladejme, Ze v < k& + 1. Aby byl soudet
maximélni, musi byt p;,; = v. Jinak by totiZz bylo » =
= p; pro nékteré j {1, 2, , k} a z dlenu |p; — 4| =

= |v — j| by se do souttu dostalo bud v nebo j j 8 kladnym
zna.ménkem tak¥e by soudet nebyl maximélni. Nutna
podminka pro maximalitu je v tomto p¥ipads tedy

(Do Dy D) =fk+2,k+3,...,2+ 1},
Pryr = U,
{Praes Drsas s P} = {1, 2, ..., k + 1} —{v}.

Thned je v3ak vidét, Ze tato podminka je pro maximalitu
také postadujici. Pro kaZdé ve{l, 2, ..., k} tak dosté-
vame privé (k!)? pofadi.
Zjistili jsme, Ze pro liché » je soudet maximaln{ pravé
pro - :
Bl + 1)! + k(k))® = (2k + 1) (k)2 —

potadi.
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Uloha 25. DokaZte, %e pro kadé pFirozené éislo n platt

. L. n—1 4.n
an—-2 -
A Py

Reseni. Podle vzorci (2), (3) a (6) postupnd dostévime

et — (14 1yt = E n_1)=2”il[4n71]+
=0 ) j=0 2j

+ 5 ()= Bl )+ (550
Jil 29'4: 1 ]Zi[ 4¢4: 1]*2,(4(1» —47; —i)+ 1]
_Eo(4l+1]+:=o[47+1] 251%?1]

Uloha 26. Rekneme, %e systém & podmmo¥in néjaké
mmnotiny je dokonaly, jestlize pro Zddné dvé po«hnnoiiny
Ae¥, Be ¥ neplati A C B. Jakij je nejvétst moiny polet
podmm)zm tvoficich dokonaly systém podmnoZin n-prvko-
vé mnofiny ?

Eedeni. Budeme mluvit jen o podmnoZinidch dané
n-prvkové mnoZiny. Pro kazdé piirozené k < » je zfejmé
systém vsech k-prvkovych podmnoZin dokonaly. Vzhle-

dem k tomu, %e z kombinaénich d&isel [:] je nejvatsi

n n n
n n+1] [n—l] .
[—E] pro sudé n a [ 3 ] = 5 pro liché n

(viz cvié. 2.9), existuje dokonaly systém podmnofin,
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n

n+1
2

n
ktery se skladi z [12"-} , resp. [ ] podmnoZin

n

(souhrnné fedeno z [[—;L]] podmnozin).  UkéZeme, Ze
vétdi dokonalé systémy neexistuji.

Piedpoklidejme, %e & je dokonaly systém podmnoZin
a nejvétsf jeho podmnoZina je & + 1-prvkové. Vynechme
z ného viechny k& + 1-prvkové podmnotiny (jejich podet
oznadme ¢) a nahradme je véemi jejich k-prvkovymi pod-
mnoZinami (jejich podet oznatme #’). Dostaneme tak
systém &', o némzZ se snadno ptesvédéime, Ze jeo také do-
konaly. Z kazdé z t podmnoZin k 4 1-prvkovych vznikne
pravé k + 1 podmno#in k-prvkovych. Kaida z téchto
k-prvkovych podmnoZin pfitom miiZe vzniknout nej-
vySe z n — k podmnoZin & + 1-prvkovych. Plati tedy

y o K+
U= T t.
Vidime, Ze pro k 4+ 1 = ntl lati ¢’ =t a ted
P 5— P y
|| = |<]; prok+ 1 > n-;— ! plati dokonce |&’| >

> ||
Analogickou tivahu provedeme pro nejmensf podmno-
#iny. Necht jsou m — 1-prvkové a je jich s. Nahradime-li
je vBemi jejich m-prvkovymi nadmnoZinami, jejich%
podet oznadime s’, bude platit
n—m-+1

=z — 23,
m
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nebot z kazdé m — 1-prvkové podmnoZiny vznikne pra-
vé » — m + 1 nadmnoZin m-prvkovych a kaZd4 z nich
takto vznikne nejvys z m podmnozin # — 1-prvkovych.

Prom—1< n;l

o ; 1 dokonce 8’ > s.
Z nerovnost{, které jsme pravé odvodili, ihned vyply-
va: Obsahuje-li dokonaly systém & p-prvkovou pod-

bude pak platit 8 = s a pro

m—1<

mnozinu, kde p > ntl nebo p < e , existuje

2 2
dokonaly systém ', ktery se sklidd z vétifho podtu
podmnozin nez . Je-li tedy » sudé, je nejvétsi dokona.ljr

systém urden jednoznaéné a je to systém vsech —-prv-
kovych podmnozin. Pro liché = plati, Ze ka.id'y ne]vétii

dokonaly systém se sklidd jen =z -prvkovyoh

a2 1 -prvkovych podmnoZin a #4dny z nich neobsa-
huje vice podmnoZin ne% systém véech + -prvko-’
vych podmnozin nebo systém véech -prvkovych

podmnoZin.

Tim je tloha vyfeSena. Prozkoumejme viak jestd
podrobnégji p¥ipad lichého n a ptejme se, existuji-li
kromé zmfinénych dvou jest8 jiné nejvétsi dokonalé
systémy. Takovy systém & by, jak vime, obsahoval

nenulovy podet n— -prvkovych mnoZin, ale ne
viechny. K tomu, aby se pfi popsaném pfechodu od
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n—1
2

1 ool
-prvkovym mnoZindm

n—l—lr
2

pod-

--prvkovych k —|2_

jejich podet nezvétsil, je nutné, aby kazda nova

n—+1
2
mno#in — 3 - -prvkovyoch. Vezméme dvé n 3
kové podmnoziny M, a M,, z nichz jedna leZi v systému
& & druhd ne. Oznaéme M prinik obou mnoZin (mize
byt i prazdny). MnoZinu M, mieme z mnoZiny M,
dostat tak, Ze postupné zaméihujeme prvky mmnoZiny
M, — M jeden po druhém za prvky mnoZiny M, — M.
n—1
2
mnozin, z nichz kaidé dvé sousedni se lii v jediném
n+ 1
2 .
V této posloupnosti zfejmé existuji dvé sousednf mno-
Ziny, z nichZ jedna patfi do systému & a druhd ne,
takZe jejich sjednoceni nemiiZe p¥i diive zminéném
prechodu vzniknout z druhé mnoZiny. Pfechodem se
proto podet mnozin zvétsi. Zjistili jsme, %e v _piipadé
lichého 7 existuji pravé dva nejvétsi dokonalé systémy.

-prvkova mnoZina vznikla ze viech svych

-prv-

Tak vznikme koneéni posloupnost

-prvkovych

pi'vku, tj. jejich sjednoceni je -prvkové mnoZina.

Jiné redeni. Necht dokonaly systém podmnoZin n-prv-
kové mnoZiny se sklada z s podmnoZin. Podty prvku
téchto podmno#in oznaéme ¢,, %3, ..., .. Uvaiujme
viechna pofadi » prvka, kterda maji na poéateénich ¢,
mistech prvky r-té podmnoZiny — téch je i,!(n — i,)!.
Vzhledem k tomu, %e jde o dokonaly systém podmno-
%in, nemd Zadné takové pofadi na poéiteénich mistech
viechny prvky jiné z podmnozin systému, takze

104



tdn— i) il —a)! 4+ ... 4l — 1) Sal,

nebof v soudtu vlevo neni %idné potadi zapodteno
vickrét nez jednou. To muZeme piepsat

(’%—]+é—]+ -

Pondvadi ze viech kombinadnich &sel (’;] (’1"] L ["]

n
n -
je nejvéts [[%I], je

8

<1
n
3]
7]
a tedy
n
n
8 = [[—2—'] .
Uloha 27. Jsou ddna redlnd &isla x,, 2,, . . ., &, takovd,
Ze ;) =1 pro Icafdé i €{l1, 2, , n}, G lzbovolné redlné

&islo r Dokalte, Ze v otevreném mtervahc (r, r + 2) nelei

n
vic nef [[%]] bisel tvaru 3 ey, kde prokadéi €{l1, 2, . ..
im]
. n}jee = 1 neboe; = —1.

Redeni. Uvazujme dvé n-tice (e, €, . . ., €,) 8 (€], €5, ...,
.., €,) & dva pFHsludné soudty s, s’. Oznadme M mno-
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Zinu viech 1 €{l1, 2, ... n}, pro kterd maji &sla ¢;, x; stej-
ni znaménka. Analogicky definujeme mnoZinu indext
M. Jestlite M C M', je

§—s=2 3 lxil =2
teM'—-M

a tedy v intervalu (r, r 4+ 2) lezf nanejvys jeden ze soud-
ti s, 8'. Jsou-li tedy s,, 85, ..., 8 vSechny soudty uvaZo-
vaného tvaru, které padnou do intervalu (r, r 4+ 2),
tvoli piislusné. mnoZiny M,, M, ..., M; dokonaly
systém podmnoZin mnoZiny {1, 2, ..., n}. Podle tdlohy

n
26 je k < [[%]]

Poznamenejme jestd, Ze napi. prox, =z, = ... =,

jsou vSechny souéty, v nichZ je pravé l %] koeficienti e

n
rovno +1, stejné, takZe hranici [[l;-]] dal zmensit ne-

miiZeme.
Uloha 28. DokaZte, Ze pro ka#dé prvotislo p je &islo
) (@ + V5P — 2
délitelné &islem p. (Hranaté zadvorky oznaduji celou &4st.)
Bedeni. Z binomickych rozvoj vidime, Ze é&slo
V5 +2p — (5 —2p
je celé, a protoze ’
o< (5s—2r<i,
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je

[2+ Byl =@+ 8y — (5 —2p =

= 2[2v+ [5]2-'-2.5+ e (pil]zj’_Tl].

Je tedy

(@ +VEr—2r = (G)e+ (et -+, )eon

kde ¢,, ¢, ..., ¢,_, jsou piirozena ¢isla. Ted u% stadi
jen dokézat pomocnou vétu, kterd je zajimavd a
uZitednd sama o sobd: Je-li p prvodislo a j < p piiro-

zené Gislo, je Gislo ( ;”) délitelné Gslem p. Kombinatni islo

PE—1 - =7+ D o510 celé a tedy ! 8t dslo

gt

p(p—1)...(p—7j + 1). ProtoZe p > j, je prvoéislo p
nesoudélné s j! a tedy j! déli (p—1)... (p—j + 1).
Diilkaz je proveden.

Uloha 29. DokaZte, e pro libovolnd dvé prirozend &isla
m, n platt .

n n n 28 m . ke nkmn
(0]+lm]+[2m]+“' —%—kglcos o 08— —.

(Na levé strané je soudet kombinaénich &fsel (k,,:n) , kde
se séita pres k, dokud km < n.)

Regent. Dvéma zpiisoby setteme
A=Q0Q+elr+ ... + 1+ e
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kde ¢, €., ..., e, jsou komplexni jednotky

2k . . 2km
+131n—7n—.

€ = CO8

VyuZijeme pfitom apariatu komplexnich ¢&isel, zejména

Moivreovy véty.
I. Podle binomické véty je

4 =§0[:’] e+ ... +e)
a dile
e+ ... +e, =€+ ... +erUr 1.
Odtud vidime, Ze je-li » délitelné m, je
- e+ ... + e, =m,
a neni-li r délitelno m, je ef # 1 a

T— ()™  1—e™ _

1 —ef 1—e,
Je tedy

=) 1) (2 )

. IL. Pro ka%dé pFirozené k je

efi+ ... + e, =

2k .. 2k
(1+ek)=1+cosTﬂ +131n—m£_=-

kr .. kn)
=1 +(cos—+1sm ——] =
km ., ke km ., km
= 2 2 __ 2 2 _ "
cos -+ sin + cos sin +
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+ 2i"cos£ﬂ—sink—ﬂ = 2 cos E-(cos k—n + isin L—ﬂ]
: om m m m m
a tedy
A =.2"'chos" kx [cos nkn + isin nkn ]
k=1 m m

Podle I je A redlné éislo a tedy

A =2"'2».‘.cos"k—ﬂcos nkn .
' k=1 m m

Porovnéme-li obd vyjadieni pro 4, dostaneme dokazo-
vany vzorec.
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