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Il. PF¥ipravné dlohy I. kola
1. KATEGORIE A

1. Budte a, b, ¢ tfi kladna cisla, pro néz plati
a® + b" = ¢,
kde 7 je pfirozené Cislo vétsi nez 1. Pak existuje trojuhel-
nik, jehoZ strany maji délky a, b, c. DokaZte.

RESENT{. Dané &islo ¢ je vétsi nez dani &isla a i b.
Proto je
a-+c>b,
b+c>a
a stali dokizat, Ze také
a+b>c.
Podle binomické véty plati

(@ +b)" = a" + (';)a»_l b+...+ (n " 1) ab™-14-b".

ProtoZze n > 1, je na pravé strané kromé clent a™ a b
alespoii jeden dalsi ¢len. VSechny Cleny jsou kladné, takze
(a + b)" > a™ + b" = ",

tedy také
a+b>c.

Tim je tvrzeni dokdzéano.

2. Je din obdélnik ABCD, jehoZ strany maji délky
AB = a, AD = b. Trojuhelnik XYZ je vepsin obdél-
niku ABCD tak, Ze vrcholy X, Y naleZeji strané AB,
vrchol Z strané CD.

a) DokaZte, Ze polomér r kruZnice opsané trojuhelniku
XYZ spliiuje nerovnosti
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b a® + b*

b) Dokazte, Ze kazdé Cislo r spliiujici nerovnosti (1)

je polomérem kruZnice opsané nékterému z takovych
trojuhelnikit XYZ.

D 2 c
Z
b
P
A —x———7F 5
Obr. 1

RESENI (obr. 1). a) Zvolme oznadeni vrchola A XYZ
tak, aby bylo AX < AY a oznatme AX = x, AY =y,
DZ = z.

Pro vypocet poloméru r uZijeme znamého vzorce

XY.YZ.ZX
r = ——H)— 5 (2)

kde P je obsah A XYZ.
Vyjadfime
XY=y—x YZ=|PF+(y— 23
ZX = ]/b2 + (x — 2)%

. —2b—(y ~ ). 3)
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Dosadime z (3) do (2); po tpravé vyjde
r=2—1b~l/b2+(y—z)2.]/b2+(x—z)2. (4)

Ztejmé je
b=BC<=YZ<BD-=|a {8,
b=AD < ZX < AC = |la* + 8.

Z geometrického vyznamu plyne, Ze nemuze soucasné
platit

YZ=0b, ZX = b,

YZ = a® + 82, ZX=|a*+ b*. 5)
Spojenim (3), (4) a (5) vyjde
berc@t¥
2 2

coZ jsou nerovnosti (1).
b) Abychom dokazali, Ze polomér r nabyva kazdé
hodnoty z intervalu (1), rozli$ime tfi pfipady.

: : 8 sl
I. (obr. 2a). Necht ]eO§x<§,_y— P E=5

z c D -
Obr. 2a Obr. 2b
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Pak je

_ 1 2 a )2
T—'zz.b. b+(x—§ . (43)
Pak r nabyva podle (4a) viech hodnot z intervalu

b 1 1 g g @ = Llfs  at

2
D Cmz (62)
A=X <Y» 2
Obr. 2¢
II. (obr. 2b). Necht je x = 0, y = % % <z<a.

Pak je

L a

2
2 _— 2 2
5 /e + (z 2) VFEFE. (b
Pak r nabyvé podle (4b) vSech hodnot z intervalu

il/z a_ 1 2 @ Ll/z a?
5 b+4—2b.b.Vb+4=r§2b B+
e+ a2 (6b)

III. (obr. 2c). Necht je x =0, 0 <y < %, z=a.

r—
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Pak je

1
=B+ —aF.Je + 5. (40)
Pak r nabyvé podle (4c) vSech hodnot z intervalu

;be2+—Vb2 a2<r<2bl/b2 2. Bt @ =

B a2 _+_ b2
=5 (6¢)

Spojime-li (6a), (6b), (6¢), zjistime, %e r nabyva viech
hodnot z intervalu (1).

3. Urdite vSetky komplexné Cisla 2, ktoré vyhovuji
rovnici

(14122 —iz +1—i=0. (1)

RIESENIE. Plati |22| = |2|2 = 22. Rovnica (1) mi

potom tvar
14+id2—izz+1—i=0. (2)

Ak do (2) dosadime 2 = x + yi, 2 = x — yi (x, y redlne
Cisla), dostaneme:
(14 1) (** — 3 + 2x91) — i(x* + ") + 1 —i=0. (3)
Z rovnice (3) vyplyva, Ze redlna aj imagindrna Cast
Tavej strany sa rovnd nule, t.j.

_y _‘2xy+l——03 (43)
y2+2xy——(x2+y2)—1=0. (4b)

Rovnicu (4b) upravime na tvar
2xy — 292 —1=0. (5)
S¢itanim rovnic (4a), (5) dostaneme x? — 3y% = 0 (iZe
x=¢|3y, kde e =+ 1. (6)
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Po dosadeni zo (6) do (5) vyjde 2y%e)/3 — 1) = 1.
PretoZe y musi byt redlne, je 2y > 0 a preto je ¢ = 1
Maime teda

N
Zo vztahov (7) a (6) dostaneme

_NF1 L _a 13
s e 2 > M 2 5

\ 1 __14—V§' ™

y
Vo= V1 Xp = —Xp.
Danej rovnici mézu teda vyhovovat len Cisla
2y=2%+yi, 2a=2x+yi=—2.

Skuskou sa lahko presved¢ime, Ze tieto Cisla rovnici (1)
skuto¢ne vyhovuju.

4. Budte a, b, ¢, d délky stran konvexniho Ctyfuhelnika,
u, v délky jeho uhlopficek, P jeho obsah.
Pak plati
4uPv? = 16P? + (a® + ¢ — b* — d?)?.
Dokazte. y

C =[0wu]

D-E'zi
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RESEN{. Zvolme soustavu Kkartézskych soufadnic
podle obr. 3. Pak plati podle vzorce pro vzdalenost dvou
bodi

a® = xi + 1,

b = xi + (31 — )P, : @)
@ =x3 + (v, — w)p?,
d? = x; + y:.
Dale je podle téhoZ vzorce
v = (%, — %)* + (31 — ¥2)%. 3)

Podle vzorce pro obsah trojuhelnika je
1 1
P = 2 u(lxe| + |xo]) = 5 “ (%1 — x2), 4

nebot je x; >0, x, < 0. Z druhé a tfeti rovnosti (2)
dostaneme
b — ¢ = xi — x3 + 31 — ¥ — 2u(y: — 1),

neboli vzhledem k prvni a ¢tvrté rovnosti (2)

2uy; —y5) = a* + & — b — d*. ©)
Z (4) a (5) dosadime do (3); vyjde

4uPv® = 16P? + (a® + ¢* — b* — d?)?,

coZ je rovnost (1).

2. KATEGORIE B

1. a) Najdéte vSechny dvojice (x,y) celych kladnych
Cisel, pro které plati

22 — 10Y] < 5.
b) Je-li p kladné ¢islo, pak nerovnice
22 — 10| < p

mé v oboru dvojic celych kladnych cisel (x,y) bud
konecné feSeni, nebo je nefeSitelnd. DokaZte.
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RESENT. a) DokaZme nejprve, e nerovnice 22— 10¥| <
= 5nemad feSeni x = y. Je totiZ |27 — 10%| = 107 — 2% =
= (10 —2)N = 8N =8, kde N je pfirozené (islo.
ProtoZe mocniny Cisla 2 rostou ,,pomaleji‘‘ nez mocniny
Cisla 10, napadne nds, Ze predchozi oddvodnéni by se

v

mohlo rozsifit i na pfipad x = y. Skutecné je pro x < y
|22 — 10Y| =27 |1 — 2Y-2 ,5Y| =22 (V% . 5V — 1) =
=2.56—1)=2.4=28.
ReSeni nerovnice z tlohy a) mtizeme hledat jen mezi
dvojicemi x, v, pro néz plati x > y. Pak plati
|27 — 10Y| = 2v |2*¥Y — 5Y| < 5,
tj.
v — < 5
nebot y = 1. Je tedy [2-¥ — 5% = 0 nebo 1 nebo 2.
Ptipady 0; 2 jsou vylouceny, nebot Cislo 5¥ je liché, Cisla
2%2-Y; 03 2 jsou suda. Je tedy bud
59 41 =2%"Y, (1a)

59 —1=2%v, (1b)
Dekadické vyjadreni Cisla 5¢ kon¢i dvojéislim 05 nebo 25;
proto dekadické vyjadreni Cisla 5Y 4 1 konci bud dvoj-
Cislim 06, nebo 26. Je proto 5Y + 1 délitelné jen mocninou
24, 1. 2* Y =2, x —y= 1. Z (la) pak plyne 5¢ = 1,
coZ je nemozné, nebot y je pfirozené Cislo.
Rovnici (1b) rozfeSime pomoci rozkladu
5 — 1 =5V — 1¥ =4 (1454 ...45Y-245¢-1). (2)
Mai-li byt ¢islo 5 — 1 mocninou dvou, musi mnohoclen
v zévorkich (2) byt roven bud 1, nebo byt ¢islo sudé, tj.
musi obsahovat sudy pocet ¢lentl. V poslednim pfipadé

seskupime ¢leny ve dvojice a pouZijeme vzorce 5% 4
+ 51 — 5kK(1 + 5) = 6. 5. To znamena: jsou-li v zd-

nebo
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vorkich (2) aspoini dva cleny, je Cislo na pravé strané (2)
nasobkem tfi a neni mocninou dvou. V uvahu pfichazi
tedy jen pfipad y = 1. Z (1b) dostaneme x — y = 2,
tj. x = 3.

b) Tvrzeni dokdZeme sporem. Budeme predpokladat,
Ze pro nékteré pfirozené Cislo p ma nerovnice [2% — 10Y| =
= p nekone¢né mnoho feSeni. Mezi témito feSenimi lze
vybrat takové dvojice [x;, y;] a oCislovat je tak, Ze x;, x,,
X3y . .- Y15 Vo y3 budou dvé posloupnosti pfirozenych
Cisel, ktera stale porostou. Tyto posloupnosti nemohou
byt totiz obé omezené (pfedpokladime, Ze nerovnice ma
nekone¢né mnoho feSeni); také neni moZné, aby jedna
posloupnost byla omezena a druha neomezena, protoze
(27 —10"] = p.

Muzeme tedy najit takové prirozené Cislo n, Ze je
27 > p, 54 >p. (3)

Je-li x, = y,, pocitame s pouzitim (3) takto:

|20 — 10V7| = 2% |1 — 2vn=en 5Un| > p|5 — 1| = 4p,
Tg je spor s danou nerovnici; [x,, v,] neni tedy jejim
feSenim. .

Je-li x,, > y,, pocitame s pouZitim (3) takto:

lzxn I 101[11! J— 21/n lzwn—yn o 51]:1] >p . N g P’
kde N je pfirozené Cislo. Také tato dvojice [x,, y,] neni
feSenim dané nerovnice. Tim je dokidzano, Ze nerovnice
nemd nekonecné mnoho feSeni.

Obrat, kterého jsme pouzili, je typicky v discipling,
zvané matematickd analyza.
2. Plati-li zdroven
sinx + siny -+ sinz =0, (1)
cos x + cosy + cosz =0, 2)
pak je také



sin 2x + sin 2y + sin 2z = 0, (3)
cos 2x + cos 2y + cos 2z = 0. (4)

Dokazte.

RESENI. Upravime

sin 2x 4+ sin2y + sin2z = sin 2x + sin 2y +
+ 2sin 2cos 2 = sin2x + sin2y + 2(sin x -+ siny)
(cos x + cosy) = 2sin 2x + 2sin 2y + 2sin (x + y) =
=4sin(x + y)cos(x — y) + 2sin(x + y) =
= 2sin(x + y)[2cos (x — y) + 1] = 0.

Nyni vyjadiime z (1) a (2) sin 2, cos 2, dosadime do
formule sin%z + cos®z = 1; po upravé dostaneme
2 cos (x — y) + 1 = 0. Plati tedy (3).

Obdobné pocitime

cos 2x + cos 2y - cos 22 = cos 2x + cos 2y + cos? z —
—sin? 2 = cos 2x + cos 2y + (cos x + cos y)*> — (sin x +}
+ siny)> = 2 cos 2x + 2cos 2y + 2cos (x + y) =
= 4cos(x+y).cos(x —y) + 2cos(x +y) =
=2cos(x +y)[2cos(x —y) + 1] = 0.

ProtoZe je 2 cos (x — y) + 1 = 0, plati i (4).

3. V rovine je dany duty uhol MON, vntutorny bod P
polpriamky opacnej k polpriamke OM a vnutorny bod
QO dutého uhla NOP. Dalej je dany $§tvorec so stranou d.
Bodom Q vedte priamku p, ktora pretina polpriamky
OM, ON v uvedenom poradi v bodoch X, Y tak, aby
trojuholnik OXY a dany Stvorec mali rovnaky obsah.

RIESENIE. Rozbor. Predpokladajme, %e sme zostrojili
priamku p ziadanych vlastnosti (obr. 4). Bodom Q
vedme priamku ¢ || ON. Priamka ¢ leZi v polrovine NOP.
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Obr. 4

S polpriamkou OM je roznobeznd, z coho vyplyva, Ze
pretina polpriamku OP v jej vontitornom bode. Oznacme
ho R. Oznalme dalej x velkost usecky OX, r velkost
useCky RO, v velkost vysky trojuholnika OXY prisla-
chajucej k strane OX a w velkost vy$ky trojuholnika
RXQ prislachajucej k strane RX.

Podla vety (uu) je \ OXY ~ A RXQ, z ¢oho vy-

Ijva, e = — —° &ize
Pva, 2 T T«
wx
Z textu ulohy vyplyva, Ze % vx = d? Cize
2d?
V= —x" . (2)
; : wx  2d? .
Zo vztahov (1), (2) vyplyva S ¢ z Coho po

uprave
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wx? — 2d%x — 2d*r = 0.

RieSenim tejto kvadratickej rovnice a dalSou upravou
dostaneme:

_2d% + 4d* 4 8drw  2d% 4 2d |/d®+ 2rw _
= 2w - 2w
_ dd+ | 2rw)

w

Pretoze |/d*> + 2rw > |/d®> = d a x mé byt &islo kladné,
vyhovuje ulohe len prvy koren, t. j.
T2 L Dyeyy
x:dw+Vd+wm‘ )
w
Usecka velkosti d je dan4, useky velkosti r, w médZeme
zostrojit a useCku velkosti x dostaneme konStrukciou
algebraického vyrazu (3).
Konstrukcia (obr. 5a, b).
1. Bodom Q vedieme priamku ¢ || ON a jej priesecnik

Obr. 5a
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v J

2r w
Obr. 5b

s polpriamkou OP oznacime R, a priamku 2 | OM a jej
priese¢nik s priamkou OM oznacime H. Velkosti useciek
RO a QH v uvedenom poradi oznacime r, w (obr. 5a).

2. Zostrojime usecku velkosti y, pre ktord plati:
y2 = 2rw. Jej konStrukciu moZno previest napriklad na
zéklade Euklidovej vety o vy$ke (obr. 5b). Na zéklade
Pytagorovej vety zostrojime usecku velkosti z, pre ktoru

z = |/d® + y* a potom na ziklade podobnosti skontru-
ujeme useCku velkosti x, pre ktoru x = 4(—‘1;—3) .

3. Na polpriamke OM zostrojime bod X, pre ktory
plati OX = x. PrieseCnik priamky p = QX s polpriam-
kou ON je bod Y.

Dékaz. Z konstrukcie vyplyva, Ze B
1 )aq7-

w
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A OXY ~ A RXO. (5)
w

r+x

Zo vztahu (5) vyplyva, Ze %: , z Coho v =

== Zj_ . Po dosadeni zo vztahu (4) do tohto vztahu do-
staneme
wd (d + |/d®+ 2rw)
B w _ wd(d + & + 2rw)
y dd+)d* + 2rw) ro+ @ +dlE+ 2w
W

Obsah P trojuholnika OXY je
1 1 dd+ |d®+ 2rw)
=XV = - .
2 2 w
. wd(d + Va® + 2rw) _
rw + d2 + d |/d* + 2rw
1 2d2(d2 + d) @+ 2rw + rw)
2 @rd)a+2rw 4 rw
Diskusia. Z rozboru vyplyva, Ze tseCka velkosti x je
jednoznacne urcend. Na polpriamke OM existuje jediny

bod X, pre ktory OX = x, z ¢oho vyplyva, Ze tloha mi
prave jedno riesenie.

P:

= d*.

4. Jsou dany roviny p | o', jejichZ vzdalenost je v > 0
V roviné p lezi Ctverec ABCD o strané d a stiedu S,
v roviné ¢’ s nim shodny ctverec 4'B'C’'D’ o stiedu S’.
Pritom je SS” | p, odchylka pfimek S4, S'4’ je «, kde
0° =< o =< 90°, a polopfimka SX souhlasné rovnobézna
s polopfimkou S'A4’ ma s useCkou AB spoletny bod.
Vypoctéte objem télesa, které omezuji Ctverce ABCD,
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A'B'C'D’ a trojuhelniky AA'B, A'BB’, BB'C, B'CC’,
CC'D, C'DD’, DD'A, D'AA'.

RESENI. Roviny A4'BB’, B'CC’, C'DD’, D'AA’
protinaji rovinu p v primkach, které omezuji Ctverec
EFGH; oznaceni volme tak, aby EF | A'B’ a aby body
A, B, C, D lezely po fadé na stranach HE, EF, FG, GH
(obr. 6).

Protoze S'A’' | SX, je < ASX = «. Oznaéme M

Obr. 6
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prusecik polopfimky SX s polopfimkou AE. Vzhledem
k A'D' | HE je <X AMS = <. D'A’'S’ = 45°. Protoze
X SAB = 45°, v trojuhelniku AMS vypoclitime
XL MAS = 180° — (o + 45°) = 135° — «. Je tedy
<X MAB = 135° — o — 45° = 90° — «. Potom <t ABE
= << BCF =« a BE =d.cos o, BF = dsin «, takZe
EF = d. (sin a + cos «).

Popsané téleso vznikne, jestlize od komolého jehlanu
s podstavami EFGH, A'B'C'D’ a s vy$kou v odetneme
¢tyti shodné jehiany AEBA’, BFCB', CGDC'y, DHAD',
jejichZ podstavy jsou pravouhlé trojihelniky s odvésnami
d.sin «, d.cos « a jejichz vyska je v. Jeho objem je

2
V= d?v [1 + (sin « + cos ) -+ (sin & + cos «)?] —

2 1 2
_%.(wg—cgs—g: %2(2+sinoc+cosa) =

2 -
= 1133 [2 + |/2sin (« 4 45°)].

POZNAMKA. Pro « = 0° a « = 90° vznikne
pravidelny Ctyrboky hranol ABCDA'B'C'D’, popf.
ABCDD'A’B’C’ o objemu V = d%v; pro « = 45° mame

2 e
V= d—39 2 + |/2) = 1,138 . d%, co? je zfejmé maxi-
mum.
3. KATEGORIE C

1. Dva chodci jdou stalymi rychlostmi pod¢l Zelezni¢ni
trati v témze sméru. V témZz sméru jede po trati vlak.
Lokomotiva pfedjede prvniho chodce 7 minut poté, co
predjela druhého chodce. Prvniho chodce mine vlak
za t, vtefin, druhého chodce, ktery jde rychleji, za ¢,
vtefin. Za kolik minut dohoni druhy chodec prvniho?
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RESEN{. Prvniho chodce, ktery jde pomaleji, mine
vlak za krat$i dobu nez druhého chodce, tj.

n<t. (1)

Predstavme si, Ze v tloze popsany déj sledujeme z uve-
deného jedouciho vlaku. Oznacme d jeho délku v met-
rech. Potom se ndm zda, Ze se chodci pohybuji kolem
nas v obraceném pofadi pozpatku, a to prvni chodec
rychlosti

d
U = ?1‘ @)
a druhy chodec rychlosti
d
7)2 S5 t—z_ . (3)

Rychlosti v, a v, jsou ve vztazich (2) a (3) udény v m/s.
Vzhledem k nerovnosti (1) plati

4.4
hoot’
tj. podle (2) a (3)

Z posledni nerovnosti plyne, Ze z vlaku se zd4, Ze prvni
chodec je rychlejsi a dohani druhého.

PopiSme nyni, jak vypadd z hlediska pozorovatele
ve vlaku predjizdéni chodct. Jako prvni se objevi u pfed-
ku lokomotivy druhy chodec. V okamziku, kdy se octne
druhy chodec u zadi lokomotivy (z jeho hlediska ho
lokomotiva predjela), je od ného prvni chodec vzdélen

60.7.9,
metrd (obr. 7). Z vlaku se nam zda, Ze se chodci k sobé
priblizuji s rychlosti
‘2)1 — Dy
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1. chodec 607v, 2. chodec

-

—0- -0

T
\lokomotiva !

J

d
<———— smys! chize a jizdy pro pozorovalele stvjiclho u Tralt

——> smysl pohybu choded pro pozorovafele z viaku
Obr. 7

metrd za sekundu. Od okamZiku, kdy lokomotiva pfed-
jela druhého chodce, se oba chodci setkaji za

1 6070, 194

t:@.vl_vz_vl_vz (4)
minut. Dosadime-li z (2) a (3) do (4), mdme
. T . t2
t= P 5)

Vztah (5) uddva polet minut, ktery potfeboval druhy
chodec v okamziku, kdyZ ho pfedjela lokomotiva, k dosti-
Zeni prvniho chodce.

POZNAMKA. Samoziejmé Ize uddvat polet minut i od
jiného okamzZiku, neZ kterého jsme uZili. Musi byt ovSem
zajisténo, Ze v tomto okamziku jsou uz chodci v pohybu
a ze druhy chodec jesté neni pfed prvnim. U okamziku,
jenZ jsme vyse zvolili, je toto zfejmé podle textu ulohy.
Podobné je tomu, pocitdme-li Cas potfebny k dostiZeni
prvniho chodce druhym od okamziku, kdy lokomotiva
pfedjela prvniho chodce.

Dostavame s uZitim vztahu (5)

g Teh _T.h

Iy —14 I, — 1
minut.
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2. V rovine je dand priamka p a bod A vzdialeny od
priamky p o a > 0. Dalej je dané kladné Cislo ¢. Urcite
geometrické miesto vrcholu D vSetkych pravouholnikov
ABCD, ktorych plo$ny obsah je ¢ a ktorych vrchol B
lezi na priamke p.

|
|
|
|
1
T,

p H B8 K\
Obr. 8

RIESENIE. Nech H je pita kolmice spustenej
z bodu A4 na priamku p (obr. 8). Nech ABCD je jeden
z pravouholnikov vyhovujtcich podmienkam tlohy. Preto-
Ze priamka AB je zrejme rdznobezna s priamkou p, je tieZ
priamka CD s priamkou p rdznobeZni a existuje preto
priese¢nik K priamok p a CD. Podobne existuje priesec¢-
nik M priamky CD s rovnobeZzkou s priamkou p vedenou
bodom A. Pravouholnik ABCD a rovnobeinik ABKM
maju spolo¢nu stranu AB a rovnaku vy$ku na fiu (je to
dizka AD), preto st rovnoploché. Plosny obsah pravouhol-
nika sa podla textu ulohy rovnd ¢ a plo$ny obsah pravo-
uholnika sa zrejme rovna stcinu dizok AM a AH. Preto¥e
Cisla ¢ a AH = a nezavisia na volbe pravouholnika ABCD,
je tiez dizka Gise¢ky AM = ¢: a na tejto volbe nezavisl4.
Existuju prave dva body vzdialené od bodu Aoc:a ale-
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Ziace na rovnobezke s priamkou p vedenej bodom A.
Jeden z tychto bodov sme oznacili M, druhy oznaéme
M’'. Z toho vyplyva podla Thaletovej vety, ze vrchol D
lezi na niektorej z kruznic %, resp. &’ opisanej nad useckou
AM, resp. AM’ ako priemerom.

Hladané geometrické miesto vrcholu D je dvojica
kruZnic £ a &' bez bodu A. Posledné tvrdenie dokdzeme.
Ukazali sme uz, Ze vrchol D lezi nutne bud na kruZnici k&,
alebo &'. Je zrejmé z textu ulohy, ze D # A.

Nech teraz D = A je bod kruZnice k alebo %’. Bodmi
D a A a tym, Zze bod B lezi na priamke p je pravouholnik
ABCD jednoznacne urceny. Dokaz, Ze jeho plosny obsah
je ¢ sa prevedie rovnako ako v predchdadzajucej uvahe.
Tym je dokaz prevedeny.

3. Sportovy krazok $koly m4 79 &lenov. Z nich pestuje
45 futbal, 30 volejbal, 36 basketbal, 28 hokej, 25 plavanie
a 34 lahku atletiku. Kazdy ¢len krazku pestuje aspori dva
$porty a najvacsi pocet $portov pestuje 40 ¢lenov kruzku.
Kolko ¢lenov kruzku pestuje prave dva Sporty, prave tri
$porty, atd.?

RIESENIE. Ozname x; polet ¢lenov krizku, ktorf
pestuju prave i §portov, 1 = 2, 3, .. ., k, pricom x; = 40.
V pocte 45 + 30 + 36 + 28 + 25 + 34 = 198 je kazdy
¢len kruzku pocitany tolkokrat, kolko rdznych Sportov
pestuje. Preto plati

2xy + 3x3 + ... + kxp = 198 (1
a kedZe ¢lenov kruzku je 79, plati
Xo+ %3+ ... Fxx=179. @)

Vyludenim x, z rovnic (1) a (2) dostaneme
X3+ 2x4 + ...+ (B — 2)x; = 40.
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KedZe x; = 40, musi byt k2 = 3, pretoZe inak by lava
strana bola vicSia neZz 40. Potom rovnicu (2) mdZeme
zapisat v tvare
x2 + xs = 79 3
skadial po dosadeni x; = 40 dostaneme x, = 39.
Dva Sporty pestuje teda 39 Clenov a tri Sporty 40
¢lenov kruzku.

4. Sestrojte lichob&inik ABCD, jehoZ uhloptitky
jsou k sobé kolmé, je-li ddna délka jeho ramene AD =
= d, délka jeho thlopficky AC = e a pomér obou
zékladen AB:DC = 5:3.

*R
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RESENI. Ozna¢me L pruseéik uhlopti¢ek AC a BD,
K prusecik ramen AD a BC. Z podobnosti trojahelniki
(obr. 9)

AKAB ~ AKDC a NABL ~ ANCDL

plyne
AK:DK = 5:3, AL: CL = BL: DL = AB:DC =
=5:3aAL=%AC.

Ponévadz je AC | BD, lezi bod L na Thaletové
kruznici sestrojené nad pramérem AD.
Konstrukce (provedena na obr. 9 v poloroviné ADR):

1. Nad tuseCkou AD jako nad prumérem opiSeme
kruznici k.

5

3. Urcime prusecik L = k . [ lezici v poloroviné ADR.

4. Na polopfimku AL naneseme od A usecku délky
AC = e.

5. Sestrojime AB | DC; B lezi na DL.

Diikaz. Z provedené konstrukce plyne, Ze DL | AL,
tj. uhlopricky jsou k sobé kolmé. Ponévadz je AC: AL =
8:5,je AL: LC=5:3a AB:DC =5:3.

Diskuse. Uloha m4 feSeni, a to jediné (v poloroviné

2. Sestrojime kruznici /= (4

ADR), kdyZ % e < d. (Dalsi feseni v poloroviné opacné
k poloroviné ADR by bylo soumérné podle pfimky 4D.)
4. KATEGORIA D

1. Rozpoditali, Ze stavebny materidl odvezie auto za

x dni, kde x > 3. KedZe odvoz bolo treba urychlit, zacali
na $tvrty den odvazat material eSte dal$imi dvoma autami.
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Vykon prvého pomocného auta bol % vykonu pévod-

ného auta, vykon druhého pomocného auta bol 1,5
vykonu pdvodného auta. Vsetky tri autd dokoncili odvoz
za y dni.

a) Vyjadrite y pomocou x.

b) Pre ktoré celé Cisla x << 50 je y celé &islo?

RIESENIE. Prvé auto odviezlo za jeden deii % mnoz-

« 1 ey . 1
stva vsetkého materidlu, Cize celkom odviezlo (y + 3) S

. , . . .1 5
materidlu. Druhé auto odviezlo za jeden deii s
Y v 1 . 5y
mnozstva vSetkého materidlu a celkom teda o ma-

., . . . ! "
teridlu. Tretie auto odviezlo za jeden den S 1,5 mnoz-

_ . Yy k) .
stva vSetkého materidlu, Cize celkom % materialu.

VSetky tri autd spolu odviezli vSetok materidl, preto plati
y+3, %%, 3y _
T 6x T L
z ¢oho dostaneme
3

Cislo y je zrejme kladné, pretofe x > 3. Ak je &islo y
celé, potom kladné ¢islo x — 3 je ndsobkom C¢isla 10, t.j.
x — 3 = 10k, kde % je Cislo prirodzené. Pre prirodzené
¢islo x mame teda vztah
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x =34 10%,
Cize x € {13, 23, 33, 43, 53, .. .}.

Ak je x < 50, potom prichddzaju do tvahy ¢&isla 13,
23,33 a 43.

2. Urlete vSecky dvojice pfirozenych Cisel x, y, pro
které , plati
8x3 — y3 = 387. (1)

RESENI{. Plati 8x% — y3 = (2x) — 3% =
= (2x — y) (4x* 4+ 2xy + y*), tj. rovnice (1) zni
(2x — y)(4x® + 2xy + y?) = 387.
Ziejmé je 4x® + 2xy + y> >0, 2x —y >0, 2x > y.
Rozlozime <¢&islo 387 v soulin prvodinitela: 387 =
= 3.3 .43. Sestavime tabulku:

2x — 1| 3| 43| o9f 129 387
4% + 2xy + y? 387 [ 129 | 9| 43 3 1
@x — y)? 1| 91849 | 81 | 1292 >3 | 3872 >1

4x% + 2xy + y? — 386 | 120 za- | za-

— (2x — y)* = 6xy porné|porné| Z24porné | zéporné

neni _ —
xy celé | 20| — -
x — 4 — — - -
y - 50 —| — - -
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Rozlozime ¢islo 20 v soucin dvou Cinitelti: 20 = 1. 20 =
2.10 = 4. 5; kladné rozdily 2x — y jsou 2.20 — 1 =
=39, 2.10—2=18, 2.5—4=6, 2.4—5=23.
Vyhovuje jen posledni; proto do tabulky (sloupec 2)
doplnime x = 4,y = 5. Skutecné je 8x* — y® = 8 .64 —
— 125 = 512 — 125 = 387.

JINE RESENI. Polozime-li 2x = z, dostdvame
2% — y3 =387, (1)

13=1 tj. ulohu: naleznéte takova dvé
28 =28 pfirozena Cisla z a y, pfiCemZ 2 je
33 = 27 sudé, aby rozdil jejich tfetich moc-
4% = 64 nin byl 387.
5% =125 Z rovnice (1) plyne, Ze pro sudé
63 = 216 Cislo z plati
7 = 343 23 > 387,
8% =512 takze z tabulky tfetich mocnin
93 = 729 pfirozenych cisel snadno zjistime,
10® = 1000 Ze
113 = 1331 z2=8. (2)
123 = 1728 Z této tabulky lze také odhadnout,
13% = 2197 Ze sudé Cislo z nemuZe byt vétsi
nez 10, tj. musi byt

143 = 2744
. z=10. (3)
Odecteme-li totiZ od tfeti mocniny
libovolného sudého cisla z > 10
tieti mocninu nejvétsiho Cisla, které pfichazi v uvahu
jako cislo y, tj. tfeti mocninu Cisla 2 — 1, potom, jak
se zdd z tabulky, dostaneme vidy dCislo vétéi nez 387.
Pravdivost tohoto odhadu snadno dokdzeme. Kazdé sudé
piirozené Cislo z > 10 lze psat ve tvaru 12 + n, kde n
je celé nezaporné Cislo. Plati:
(12 +n)P — [(12+n) — 1P = (12 +n)® — (12 + n)® +
+3(12 4 n)> — 3(12 4+ n) + 1 =397 + n> + 69n > 387.
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Ze vztahu (2) a (3) plyne, Ze sudé Cislo 2 je bud
8, nebo 10. Z tabulky tfetich mocnin zjistime, Ze tloha
md jediné feSeni 2 =8 a y =5,tj.x =4 ay=>5.

3. St dané body A4, B, C, D, z ktorych Ziadne tri
nelezia v priamke. Zostrojte bod E tak, aby bolo AE | BD,
DE | AB a bod F tak, aby bolo AF | CD a DF | AC.
Dokazte, ze EF — BC.

RIESENIE. Obrazec ABDE je rovnobeznik, pretoze
body A, B, D nelezia v priamke. Priese¢nik jeho uhlo-
prieok ozna¢me S (obr. 10). Potom AS = DS, BS =
= ES. Obrazec ACDF je taktiez rovnobeznik, pretoZe
ani body A4, C, D neleZia v priamke. Jeho uhloprieCky sa
taktiez pretinaji v bode S, pretoZe uhloprieCka AD je
spolo¢nd pre oba rovnobeZniky. Preto plati tiez CS = FS.
Z podmienok BS = ES, CS = FS vyplyva EF = BC,
pretoze body B, E a C, F tvoria dve dvojice bodov st-
merne zdruzenych podla stredu S.
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4. Je déan &tverec ABCD, jehoZ strana m4 délku a; K je
stted strany AD, L je bod poloptimky BA, pro ktery
plati BL = % a. Oznaéme o n&akou takovou pFimku
prochézejici bodem D, Ze usecka XY soumérné sdruzend
s KL podle osy o leZi celd ve ¢tverci ABCD.

Jaky ttvar vyplni vSechny takto vytvofené useCky
XY? Narysujte obrazek a vysSrafujte tento utvar.

RESENI. Danou situaci znazorfiuje obr. 11. ProtoZe
body K, X jsou soumérné sdruZeny podle osy o, ktera
prochdzi vrcholem D, plati

DK = DX .
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Bod X lezi tedy na kruZnici %, se stfedem D a polomé&rem
DK = %; ovsem jenom na tom oblouku kruZnice A,

ktery lezi ve ctverci ABCD (je to Ctvrtkruznice KM).

Protoze body L, Y jsou soumérné sdruZeny podle osy o,
ktera prochézi vrcholem D, plati

DL = DY .
Bod Y lezi tedy na kruZnici %, se stfedem D a polomérem

DL = % V§: jak snadno vypocteme podle Pythagorovy

véty z trojuhelnika ADL. KruZnice k, prochézi stfedem
G strany BC; bod Y leZi ovSsem jen na tom oblouku
kruznice k,, ktery lezi ve ¢tverci ABCD. Tento oblouk
je omezen stfedy E, G stran AB, BC.

Budiz Y libovolny bod oblouku EG; dokazeme, Ze
vznikne jako soumérné sdruzeny bod s bodem L podle
vhodné osy o prochdzejici vrcholem D. Tuto osu o
sestrojime jako osu tuseCky LY; urCime prusecik Z
pfimek o0, KL a déle prisecik X prlmky YZ s obloukem
KM kruznice k,. Usecka XY je soumérné sdruzend s KI,
podle osy o. Je-li Y = G, je X = F. Proménnd usecka
XY vyplni vySrafovanou ¢ast mezikruzi (k,, k,) omezenou
obloukem EG kruZnice k,, obloukem KF kruznice k;
a useCkami KE, FG.
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