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Résumé. - Sont étudides les courbes planes caraclérisées par la propriété d’ étre coupdes par
toute droite d’un faisceau de droites en au moins deux poinis et de telle fagcon que les
tangentes de la courbe, dans les différenits points d’ initersection, sont muiuellement pa-
ralléles. L’ étude est basée sur les notions empruntdes de la théorie des équations diffé.
renticlles linéaires ordinaires du deuxiéme ordre. Il 8’ agit des matiéres dans le domaine
réel et de caractére global.

J. - Introduction.

1. - Le présent Mémoire est consacré a 1’étude de certaines questions
gravitant antour des notions de phases et de dispersions centrales des équa-
tions différentielles linéaires du deuxiéme ordre. Ces notions, rappelons-le,
interviennent dans la théorie des transformations des équations en question
en tant que base d’un instrument efficace permettant de traiter de probldmes
de caractére global, problémes qui étaient souvent, nous parait-il, inattaqua-
bles jusque-la. Indiquons, & titre d’exemple, la détermination de toutes les
équations différentielles linéaires oscillatoires du deuxiéme ordre dont les
intégrales s’annulent dans les mémes points ([3], [4]).

Le point de départ et, en méme temps, l’objet principal de nos recher-
ches consiste en questions concernant les courbes douées de certaines pro-
priétés centro-affines de caractére global et définies par les équations diffé-
rentielles en question. C’est précisément 1’étude de notions de la théorie
des équations différentielles considérées, et, dans la plupart, I’étude des phases
et des dispersions cenirales, en relation avec les questions géométriques en-
visagées, qu’'on trouve dans ce Mémoire.

II. - Position du probléme.

2. - Nous allons commencer par définir une classe des courbes planes,
courbes que nous appelons les courbes ().

Etant donné un faisceau des droites, F', nous appelons courbe (F') toufe
courbe plane qui est liée an faisceau F de la manidre suivante:

Chaque droite du faisceau F coupe la courbe en au moins deux points
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et de telle fagon que, les tangentes de la courbe, dans les différents points
d’intersection, sont mutuellement paralléles.

Pour la commodité de langage, une courbe (F) est dite allachée au fai-
sceaw F. Sous le péle d’une courbe (F) nous entendons le centre du faisceaun F.

En vue des méthodes appliquées dans la suite, nous ne considérons que
les courbes (F) réguliéres c'est-a-dire localement convexes ef sans points
d’inflexion. Nous supposons de plus que, toute courbe (F) peut étre déter-
minée par des coordonnées paramétriques, U, V, les fonctions U, V apparte-
nant & la classe C, dans un intervalle ouvert, J.

Figurent parmi les courbes (F): les éllipses, dont chacune est attachée
au faisceau des droites passant par son centre; les spirales logarithmiques,
qui possédent la m8&me propriété par rapport aux poles correspondants.

3. - Soit & une courbe (F) définie par les coordonnées paramétriques,
U, V, dans Pintervalle J.

D’abord, il est évident, en vertu de la définition méme des courbes (F),
que les fonctions U, V sont linéairement indépendantes. Cela entraine qu’il
existe une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre,

(A) Y+ AY' + BY=0,

4 coefficients A, B continus et pour laquelle les fonctions U, V forment un
systéme d’intégrales.

De plus, on voit que, les propriétés de définition des courbes (#), indi-
quées ci-dessus, sont invariantes du point de vue de la géométrie centro-af-
fine, c’est-a-dire invariantes par rapport aux transformations centro-affines
et anx changements du parameétre de la courbe. Il en résulte, en particulier,
que l’é6quation différentielle (A) est une équation de définition de la courbe
&R, les courbes intégrales de cette équation déterminant la courbe & a des
déplacements centro-affins prés. Quant aux changemenfs du paraméfre, on
en peut choisir pour réduire ’é6quation (A) & la forme jacobienne

(q) y' =qlty,

le coefficient ¢ étant continu dans un intervalle ouvert j=(a, b) (borné
oun non).

On voit, en définitive, que la courbe &, rapportée & un paramédtre con-
vonable, ¢, peut &tre définie, & des déplacements centro-affins prés, par une
équation jacobienne (q).

Nous appelons, naturellement, ’équation (q) Péquation de définition de
la courbe &R.

4. - Convenons d’appeler fonction (F) toute fonction réelle, ¢, définie et
continue dans un intervalle ouvert, j=1(a, b), ef qui jouit de la propriété
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que I’6quation différentielle correspondante, (q), est une équation de défini-
tion d’une courbe (F).

Cela étant, on peut énoncer le probléme traité dans ce Mémoire de la
facon suivante:

Caractériser les fonctions (F) par des notions empruniées de la théorie
des équations différeniielles (ordinaires) du deuxiéme ordre. Déterminer toutes
les fonctions (F) par des expressions expliciles. Eludier les invariants ceniro-
affins des courbes (F) el indiquer les équations finies de ces courbes.

Il s’agit, manifestement, de questions concernant le domaine de la géo-
métrie différentielle centro-affine reéelle et globale.

III. - Préliminaires.

5. - Dans la suite nous aurons & considérer des équations différentielles
linéaires ordinaires du deuxiéme ordre et de la forme jacobienne,

(q) Yy’ = q(b)y,

dont les coefficients ¢ sont définis et continus dans des intervalles ouverts,
bornés ou non.

C’est pour la commodité du lecteur, que nous allons commencer par
indiquer rapidement, en revue, quelques notions fondamentales et leurs
propriétés envisagées dans la théorie des équations (q), en tant qu’elles nous
seront utiles dans nos raisonnements.

6. - AMPLITUDES ET FHASES.

Considérons une équation (q) dans un intervalle j= (a, b).

Soit #, v une base de I’équation (q). c’est-a-dire un couple ordonné
d’intégrales (linéairement) indépendantes de I’6quation (q), et désignons par
w (= uv' — u'v) le wronskien correspondant.

On appelle la premiére resp. la deuxiéme amplitude de la base u, v la
fonction, r resp. s, définie et constamment positive dans l'intervalle j:

r=Vu +0v}, s=Vu*4"

On appelle premiére resp. deuxiéme phase de la base u, v, toute fonction,
« resp. B, qui est continue dans Dl'intervalle 5 et vérifie, dans cet intervalle,
a 'exception des zéros de la fonction v resp. ¢/, la relation:
u’

u
(1) lgo. = v’ tgf = o
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En considérant les deuxidmes phases de la base u, v, on suppose que
les zéros de la fonction ¢’ sont isolés. Cette supposition se trouve réalisée
si, par ex., la fonction ¢ est toujours différente de zéro.

Il y a précisément un systétme dénombrable de premidres et de méme
de deuxiémes phases de la base u, v, et les fonctions de chaque systéme
ne différent ’'une de ’autre que par des multiples entiers de .

Soit « resp. § une premiére resp. deuxiéme phase de la base u, v.

Ces fonctions jouissent, dans ’intervalle j, des propriétés suivantes:
(2) xa€C,, a0 pour tej, BeC,
et satisfont, en particulier, aux relations

’ ’ (_ w) - )
3) w="r p==0C9
8
On se rend compte facilement que, les intégrales u, v et leurs dérivées,
u/, v/, s’expriment, dans l'intervalle j, par les formules

sino COSa

u=e\/|w|v|a,|, ”=EVT"’_|\/|a'|’

V plo =¢V]wg| -sinB; V|f'|v'=¢V|wg

« cos B,

e, ¢ étant &= 1, suivant le choix des phases «, j.
Ces formules entrainent, & leur tour,

reg.sin (f — a) = ee'(— w).

On voit que les phases a, B satisfont, dans l’intervalle j, aux inégalités

4) ne<B—oa<@m+ N,

n étant un nombre entier convenable qui est pair ou impair suivant que
ee’' (—w) >0 ou <O0.
Finalement, subsiste, dans V’intervalle j, la relation

G) — fa, t, — &%) = q(t),

{@, &; étant la dérivée schwarzienne de la fonction a au point ¢:

al”(t) 3 “"2 (t)
1) 4 o)

1
{“7 t}=§
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Remarquons, que la formule (5) peuf &tre écrite dans la forme plus
condensée:

(6) — {tg a, &} = q(f).

7. - Nous avons considéré jusqu’ici des amplitudes et des phases déter-
minées par une base de 1’équation (q) et c’est ainsi que nous avons parlé
d’amplitudes et de phases d’une base de I’équation (q).

Sous amplitude on phase (soit 1-ére soit 2-idme) de ’équation (q), nous
entendons une amplitude on phase d’une base quelconque de P’é6quation (q).
Deux phases «, §, de cette équation, appartenant & la méme base, u, v, de
(q), sont dites (mutuellement) associées.

Subsistent, par conséquent pour deux phases associées quelconques, c,
B, inégalités telles que (4).

8. - NOMBRES CONJUGUES DE 1-ERE ET DE 2-IEME ESPICE.

Considérons une équation (q) dans Vintervalle y = (a, b).

Etant donné un nombre f(€j, on dit qu’un nombre zej, z3=¢, est
conjugué de 1-ére espéce avec ¢, si ce nombre 2 est un zéro d’une (et alors
de toute) intégrale y de l’équation (q) s’annulant en ¢{. Plus précisément, z
est dit le m-iéme nombre conjugué de 1-ére espéce avec t & droite resp. a
gauche, 8’il est le n-idme zéro de l’intégrale y, supérieur resp. inférieur a
t(m=1, 2, ...).

Si 2 est le n-idme nombre conjugué de 1-ére espdce avec ¢ & droite
resp. & gauche alors ¢ est le n-iéme nombre conjugué de 1-ére espéce avec
z & gauche resp. & droite.

On définie d’une maniére analogue des nombres conjugués de 2-iéme espéce
avec £:

On dit qu’un nombre 2'€j, &' = ¢, est conjugué de 2-iéme espéce avec ¢,
si ce nombre 2 est un zéro de la dérivée ¥y d’une (et alors de toute) inté-
grale y de ’équation (q) dont la dérivée s’annule en {. Plus précisément, 2’
est dit le n—iéme nombre conjugué de 2-iéme espéce avec t & droite resp. a
gauche, 8'il est le n-idme zéro de la fonction y’, supérieur resp. inférieur a ¢
n=1, 2, ..).

Si 2’ est le n-idme nombre conjugué de 2-idme espdce avec ¢ & droite
resp. & gauche alors ¢ est le n-idme nombre conjugué de 2-idéme espéce
avec 2z & gauche resp. & droite.

9. - DISPERSIONS CENTRALES DE 1-ERE ET DE 2-IEME ESPICE.

Continuons & considérer une équation (q) dans lintervalle j =(a, ).
Soit (=1, 2, ..) un nombre arbitraire.
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En premier lieu, supposons qu’il y a, dans l’intervalle j, des nombres
admettant les n-idmes nombres conjugués de 1-ére espéce & droite resp. &
gauche. Alors, il y a aussi des nombres admettant les n-iémes nombres
conjugués de 1-ére espéce & gauche resp. & droite. I’ensemble formé par les
nombres admettant les n-iémes nombres conjugués de 1-ére espédce a droite
resp. 4 gauche est un intervalle ouvert, i, <j, resp. i_, <j, dont la limite
gauehe resp. droite coincide avec a resp. b. Il est facile de voir que, pour
v=1, ..,n il y a dans Pintervalle j des nombres admettant les v-idmes nom-
bres conjugués de 1-ére espdce a droite, ef, en méme temps, de tels qui
admettent les v-idémes nombres conjugués de 1-8re espéce a gauche, et qu’on
a les relations:

i”Ci”_lc...ci‘ cj; i—”ci_”_l_lcno‘ci_lcj.

Cela étant, soit v==czt1, ...,Z=% un nombre quelconque.

Définissons, dans l'intervalle ¢,, la fonction ¢, de maniére que, pour
chaque nombre ¢{€¢’, la valeur ¢/f) est le |v|-idme nombre conjugué de
1-ére espdce avec £, & droite ou bien & gaunche, suivant que v >0 ou bien
v < 0. En d’autres termes, si ’on considére une intégrale de ’équation (q),
9, ¥annulant en ¢, alors la valeur ¢,{) représent le |v -idme zéro de cette
intégrale y, supérieur ou bien inférieur a 7.

La fonction ¢, s’appelle la dispersion cenirale de 1-ére espéce d’indice v.
En particulier, ¢, est la dispersion (centrale) fondamentale de 1-ére espéce
de ’6quation (q). On écrif, pour simplifier, ¢ aun lieu de ¢, et on pose &
Poccasion, pour te€jf: ¢ (f)="¢.

Ces définitions étant rappelées, indiquons quelques propriétés des fon-
ctions en question.

Soit ¢, une dispersion centrale de 1-ére espéce quelconque (v=0,
+1, .., =n).

Il est facile de voir que la fonction ¢, admet la fonction inverse, ¢, ',
qui se confond avec ¢_,. On a par conséquent, dans Il’intervalle 7_,, la
relation ¢_, (£)= @, ().

La fonction 9, se déduit de la dispersion fondamentale ¢ par des com-
positions successives appliquées & la fonction ¢ ou bien ¢—* suivant la formule:

(7 P(t) = ¢0X¢),

L4
i

le symbole dans le second membre désignant la fonction ¢o ... ¢ (f) oun

¢ 9~ ... ¢~ (¢) ou enfin ¢, d’aprés le cas v >0 ou v <0 ou bien v =6.
La fonction ¢, posséde dans l’intervalle i, les propriétés suivantes:

(8) L ¢u8) > ov—if). 2. ¢,€ 0y, 3. (0) > 0.
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En second lieu, supposons qu’il y a, dans Dintervalle j, des nombres
admettant les n-iémes nombres conjugués de 2-idme espdce & droite resp. a
gauche. Nous nous bornons au cas: g(f) < 0 pour {€j.

Dans ce cas on a une situation analogue & celle que nous venons d’exa-
miner. En particulier, on a pour tout nombre v=1, ..., », dans lintervalle
J, des nombres admettant les v-iémes nombres conjugués de 2-idme espéce
a droite ef, en méme temps, de tels qui admettent les v-iémes nombres
conjugués de 2-idme espéce & gauche, et subsistent, pour les intervalles ¢,,
i_, correspondants les relations:

ihCip,c..Cficj; i,cCi,C..Ci,C4.

Soit alors v===1, ..., =% un nombre quelconque.

On définit, dans lintervalle 4;, la fonction ¢, de manidre que, pour
chaque nombre ¢{e€id,, la valeur ¢,(f) est le |v|-idme nombre conjugnué de
2-idme espéce avec £, & droite ou bien & gauche, suivant que v>0 ou
bien v < 0.

La fonction ¢, s’appelle la dispersion cenirale de 2-iéme espéce d’indice v .
En paticulier, ¢, est la dispersion (centrale) fondameniale de 2-iéme espéce
de l’équation (q). On écrit, pour simplifier, ¢ an lieu de ¢, et on pose, &
Poccasion, pour f€j: ¢ (f)="1¢.

Quant aux propriétés de la fonction ¢, nous nous bornons d’indiquer
que la fonction en question posséde dans LDintervalle i, les propriétés
suivantes:

9) 1. $t) > by—i(2), 2. v, eC,, 3. 4y(t) > 0.

10. = RELATIONS ABELIENNES.

Subsiste pour toute 1-ére phase de l’équation (q), «, et pour les fon-
ctions ¢,, en tant qu’il en existe, dans les intervalles correspondants %,, la
relation abelienne:

(10) ap,(t) = a(f) + vr-sgn o'
De méme, on a, en supposant que la fonction ¢ est constamment négative,

(10') Bdy(£) = B(¢) + vm-sgn B

pour tei;.
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IV. - Fonctions polaires.

11. - NOTION DES FONCTIONS POLAIRES.

Dans la théorie qui nous occupe, les fonctions appelées polaires et
associées aux équations (q) jouent un rodle important.
Nous allons introduire la théorie en question par le

THEOREME. - Pour que deux fonctions, a, B, définies dans un intervalle
(owvert), j, et jouissant des propriélés (2), soient des phases associées d’une
équation (q) dans Uintervalle §, il faul el il suffit qu'elles satisfassent & la
relation

1117 .
(11) B(£) — a(t) = Arc cotg 9 [m] ’ (tey)

Arc cotg élant une branche convenable de la fonction en question.

Démonstration a. - Soient o, § deux phases associées et appartenant a
la base 4, v d’une équation (q) définie dans l'intervalle j,

Les fonctions «, B jouissent alors des propriétés (2) et subsistent les
formules telles que (1), (4).

Or, on a, évidemment,

(12) ootg B —a)= —

relations qui donnent, en vertu de (3), la formule (11).

b. - Soient a, § d’arbitraires fonctions définies dans un intervalle j
et jouissant des propriétés (2), (11).
Définissons, dans l’intervalle § et d’aprés la formule (5), la fonction gq.
Alors, les fonctions

(13) u = o2 sin «, v=|a/]":z cos

forment une base de l’équation (q). La fonotion o« constitue, évidemment,
une l-ére phase de la base u, v.
Or, les formules (13) entratnent

’

W= e[a’l; (cos a 4~ ;(;,) sin a), V= el“'];’ (—sina 4 ;(;,)’ CcO8 )
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et, a fortiori, en vertu de (1),

w_ 14+tga. col;g([i—oc)_t B
W —tga + cotg(B—a) 8P
ce qui achéve la démonstration.

Considérons une équation (q) dans l’intervalle j.

Soit #, v une base de 1'équation (q) et «, § d’arbitraires phases associ¢es
et appartenant & la base en question.

La fonction

(14) ) = ) — «(t),

définie dans Vintervalle j, s’appelle forction polaire de la base wu, v. Les
phases «, §, & leur tour, sont dites la 1-ére et la 2-iéme composante de J.

On voit qu’il y a précisément un systéme dénombrable de fonctions
polaires de la base en question et que les fonctions de ce systéme différent
lune de Vautre par des multiples entiers de =. Il en résulte, en particulier,
que la fonction cotg ¥(¢), qui se présentera fréquemment dans nos recherches,
ne dépend point du choix des phases «, B de la base u, v et se trouve par
cette dernidre complétement déterminée.

Les formmles (2), (4) montrent que, toute fonction polaire ¥ de la base
u, v jouit dans l'intervalle j des propriétés smivantes:

(15) yel, nn<¥<(n+ I)xn (n entier).

Quant & la détermination univoque de cotg ¥ par la base u, v, subsiste,
d’aprés (11), pour la 1-ére composante de & et, plus généralement, pour
toute 1-ére phase, «, de chaque base cu, cv (¢ = const. 3= 0) la formule:

(16) cotg & = ;( 1,)

% /.

Nous disons que la fonction polaire ¥ est engendrée par sa premidre
camposante ¢«.

Finalement remarquons, qu’on entend sous une fonction polaire de
Péquation (q) une fonction polaire de n’importe quelle base de 1’équation (q).

(2. - Soit ¥ une fonction polaire de la base u, v de I’é6quation (q). Choi-
sissons un nombre /,€s quelconque. Nous appliquerons, d’habitude, 1’indice o
pour désigner les valeurs des fonctions considérées aun point ¢,, par ex. ¥, = ¥{¢,.)

Soit r Pamplitude et « une ]-¢re phase de la hase u, v.
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Subsistent, dans P'intervalle j, les formules suivantes:

t

r{f) =1r, -exp f o'(a)« cotg Ho)da,

ty

17)

t
a'(t) = ag <0Xp (— 2fa'(o) «cotg Ho)do).
t

[}
En effet, on a d’aprés (12), (3):

’

rr' = — w.cotg ¥,
r
;=a'-00tg '8',

d’ou vient la premiére formule (17). La seconde est alors évidente, en vertu

de (3).

13. - FONOTIONS POLAIRES NORMEES.

Dans la théorie des fonctions polaires le choix de la variable indépen-
dante des fonctions polaires joue un role inportant. On peut rapporter une
fonction polaire ¥ soit & une de ses composantes a«, B soit au paramétre,
dit radonien, £ =a 4+ . La fonction polaire ¥, rapportée respectivement a
la variable indépendante «, § ou bien &, s’appelle normée de premiére, deux-
iéme ou bien froisiéme espéce. Dans la suite nous nous bornerons aux fon-
ctions polaires normées de premidre espéce et c’est de cette raison que
nous parlerons, simplement, de fonctions polaires normées.

Cela étant, considérons une fonction polaire § = — « de la base u, v.

Soit {,€j un nombre arbitraire et désignons par J lintervalle formé
par les valeurs de la fonction « dans Yintervalle j: J=a(j). On a, par
conséquent, a’€J.

Comme la fonction o va constamment en croissant ou bien en décrois-
sant, elle admet la fonction inverse, «a—'(«), définie, 6vidlemment, dans l’inter-
valle J. Cette fonction «—?, elle aussi, va constamment en croissant ou bien
en décroissant.

Soit H la fonction & rapportée a la variable indépendante «. On a,
manifestemment, la formule
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—

{(ef), a(€dJ) étant d’arbitraires points homologues, c’est-a-dire liés l'un a
Pautre par les formules: a =a(t), { = a—(«)

En appliquant les formules (15), (2) on voit que, la fonction H jouit
dans l'intervalle J des propriétés suivantes:

(19) HeC,nr<H<Mm-+ )m (n entier).

Dans la suite nous employons Paccent * pour désigner la dérivée par
rapport a «.

Les formules (17) entrainent, évidemment, pour deux valeurs homologues
ted, a€y guelconques:

a

r(l) =1, expfcotg Hp)dp,

%y

(20)

a

a'(£) = e exXp(— 2feotg H(p)dp.

%o
Il en résulte pour la fonction inverse par rapport & «(f), { = {(a).

a

(21) £ (@)= : rexp 2 f cotg H(p)dp,

]

%y

relation qui conduit & I’expression suivante pour la fonction #(«):

(22) to) =t¢, + :, f (exp 2 J. cotg H(o)dp)ds.

%o

En appliquant les formules (5), (20), (21) on trouve par un calcul 6lé-
mentaire que, le coefficient ¢ de I’6quation (q) s’exprime a 1’aide de la fon-
ction H par la formule

@

H
—q()=oa, WH(:; sexp (— 4fcotg H(p)dp).

%y

(23)

valable pour d’arbitraires valeurs homologues t€j, xed.
On voit en particulier qu’il subsiste pour un nombre f€j quelconque
la relation ¢(!) <O oum bien ¢(f) > 0 ou bien ¢({)=0 suivant que la valeur



176 M. O. BorUVEA: Sur une application géométrique, etc.

H'(a) de la fonction H' pour le nombre homologue ze€dJ est > —1 ou bien
< —1 ou bien = —1.

14. - Nous allons maintenant examiner la question, jusqu’a quelle me-
sure l’équation (q) se trouve déterminée par une fonction polaire normée
donnée d’avance.

Subsiste & ce sujet le

THEOREME. - Soit H une fonction definie et jouissant des propriétés (19)
dans un intervalle ouvert, J, et soient t,, a,€dJ, a)(== 0) des nombres arbitraires.
Alors il existe précisément une équation différentielle (q), définie dans
un intervalle ouvert j, i, € §, qué admet une premiére phase, o, & valeurs initiales

(24) a(ty) = a,, “'(to) = “;

et qui est telle, qu’'une fonction polaire normée de U'équation (q), engendrée par
la phase o, est précisément la fonction H.

Démonstration. - Admettons d’abord l'existence d’une équation (q) satisfai-
sant aux conditions du théordme. Alors, la formule (22) montre que la fon-
ction inverse A la phase «, #(«), définie dans Yintervalle J, se trouve bien
déterminée par les données du théordme en questicn. Il en résulte le méme
pour la fonction «. On voit, par conséquent, en vertu de (23), que I’équation
(q) est unique.

Nous voyons qu’il y a au plus une équation (q) satisfaisant aux condi-
tions du théoréme.

Cela étant, partons des données du théoréme et définissons, dans 'inter-
valle J et conformément avec la formule (22), la fonction ¢{ = ¢{(«). On a, évi-
demment, #(a,) =¢,. La fonction ¢ appartient, en vertu de (19), & la classe
C,, et on voit, d’aprés (21), que sa dérivée, ¢', est constamment positive ou

négative.

Soit j 'intervalle formé par les valeurs de la fonction ¢ dans l'intervalle
J: j=1{(J). On a, évidemment, {,€5. Soit a =«(/) la fonction inverse par
rapport & f(«) et définie, naturellement, dans lintervalle j. On a a(f)= a,.
La fonction « appartient, elle aussi, & la classe C, et sa dérivée, o', est
constamment positive ou négative. On a en particulier «'(¢,)=2;. La fon-
ction «, & valeurs initiales (24), est par conséquent une 1-ére phase d’une
équation différentielle, (q), définie dans l’intervalle j et dont le coefficient
est donné par la formule (5). En faisant le calcul on trouve la formule (23),
valable pour deux valeurs homologues arbitraires, {e€j, a €.

En se servant de la formule (20), on trouve

1V
(25) ;(m) = cotg H(ac) .
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Or, soit ¥(¢) la fonction polaire de I’équation (q), engendrée par la 1-ére

phase « et contenue dans l'intervalle (nm, n -+ 1n). Subsiste alors la formule
(11) et on a, en comparant avec (25): H(a) = ¥¢). Cela achéve la démonstration.

Choisissons, a titre d’example, H(x) =g (mod =w). La formule (23) donne:

q(t)= — «;. Il en résulte la proposition:

Les équations (q) & coefficients ¢ constants et négatifs sont caractérisées
par la propriété d’admettre des fonctions polaires & valeurs constantes égales

A ; (mod ). Etant donnée I’équation
y'=—FKy (tei

a coefficient — k* constant et négatif, il passe par chaque point (¢,, «,),
t,€f, précisément deux 1-éres phases de l’é6quation (— k?), dans les direc-
tions @g=1F% et = — k, qui engendrent les fonctions polaires de valeurs

constantes g (mod ).

15. - DISPERSIONS CENTRALES DE 1-BERE ESPECE EN RELATION AVEC LES
FONCTIONS POLAIRES NORMEES.

Revenons, & présent, & la situation envisagée au No 13. Nous considé-
rons, par conséquent une équation (q) dans Vintervalle j = — (@, b), et une
fonction polaire ¥(f) = H(x) de cette équation, engendrée par une 1-ére phase
«(t) de (q). Subsistent alors les formules (18) — (23).

Supposons maintenant que 1’équation (q) admet, dans un intervalle ¢ <,
la dispersion centrale fondamentale de 1-ére espéce, ¢(¢). On a alors (i) <j.
On voit d’aprés (10) que, t€j, a€J étant d’arbitraires valeurs homologues,
les valeurs ¢(f), « + ew (e =s8gna’) le sont aussi. Il en résulte que linter-
valle ag(é) (= J) formé par les valeurs homologues aux différentes valeurs
t € p(i) s’obtient par la translation de em & partir de Vintervalle «(7).

Si par exemple, ’équation (q) est oscillatoire (ce qui veut dire que ses
intégrales s’annulent infiniment de fois vers les deux limites @, b de linter-
valle §), on a ¢= ¢(i) = 4. Dans ce cas la phase a résulte infériurement et
supérienrement non-bornée et on a, par conséquent, «(f)= ap(i)= a(j)=
= J= (— oo, OO).

Appliquons la formule (22) aux nombres ¢(¢), « + e, (f€j).

Nous avons, évidemment

ag

a—tem 7
26) w=to+ [ (exp 2[cote Hi)pdo.
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Cette formule peut s’écrire:

a-tem a
@) w=t+,[ 2 [eote BP0

-2

On en déduit par différentiation

atem
(28) 9'({) = exp 2 j cotg H(p)dp.

o

Cette formule conduit, & son tour, & la relation suivante:

o

% = 20, [cotg H(x + ex) — cotg H(x)] -exp (— 2fcotg H (p)dp).

THEOREME. - St la dispersion centrale fondameniale de 1-ére espéce de
UVéquation (q), est linéaire dans son intervalle de definition, i:

o) =ct + k (c > 0, k= const.),

el dans ce cas seulement, toule fonction polaire normée de léquation (q), en-
gendrée par une phase o de (q), résulle périodique de période wn dans Vin-
tervalle I = a().

16. - FONOCTIONS POLAIRES NORMEES PERIODIQUES DES EQUATIONS OSCIL-
LATOIRES.

Supposons, & présent, que 1’équation (q) est oscillatoire. Nous désignons
son intervalle de définition, comme d’habitude, par j = (a, b).

La supposition en question entraine que, toutes les fonctions polaires
normées de I’6quation (q) sont définies dans lintervalle J=(— oo, o). On
sait aussi que les dispersions centrales de 1-&re espéce de tous les indices,
v, existent dans l'intervalle j tout entier,

Supposons d’avantage, que les fonctions polaires normées de 1’équation
(q) soient périodiques de période =.

Alors, d’aprés le théoréme précédent, la dispersion centrale fondamentale
¢ résulte linéaire:

(29) p(l)=ct + k (¢ > 0, k= const.)
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Soit {,€j un nombre arbitraire et H une fonction polaire normée de
I'équation (q), engendrée par une phase « & valeurs initiales a, =0, a;=1,
et satisfaisant aux inégalités 0 < H < =,

On a alors d’aprés (23),

14+ H(a)

(30) — g0 = ) exp (— 4 cotg Hipp),

formule valable pour d’arbitraires valeurs homologues ¢ €j, a € J,

(31) t=¢, +f(exp 2fcotg H(p)dp)ds.

0

Les coefficients ¢, &k de la fonction ¢, & leur tour, sont donnés, d’aprds
(29), (28), (22), par les formules

T

¢ = exp 2jcotg H(p)dp,
0

g

E=(1—exp 2 f cotg H (p)dp)t, + f (exp 2 f cotg H(p)dp)ds .

0

Rappelons, que la fonction H est définie dans ’intervalle J = (— oo, o0)
et jouit des proriétés suivantes:

(32) 1° HeC,, 2 O<H< =, 3" H(e+ wn)= H(a).

Subsiste, é6videmment, la relation ¢>1 ou ¢ <1 ou bien ¢=1 suivant
TT

que le nombrefcotg H(p)dp est positif ou négatif on bien nul.

0
Considérons la dispersion ¢, & Pindice v(=0, =1, =4=2, ...) arbitraire

et appliquons les formules (7), (29).
Nous obtenons:

cp,,(t)=c"t+kccv:11 ou bien ¢,()=1¢ 4 vk,

suivant le cas ¢3=1 ou bien ¢c=1.
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Cela étant, les inégalités a << ¢,({) <b conduisent, pour v —=oco, au
résultant suivant:

Dans le cas c>1 ona: b=oc,a=—k: (c—1);
c<l1 : b=k: (1 —c¢), a = —ooc;
c=1 : a=—oco,b=00; k>0.

Nous voild arrivés & la conclusion que, l'infervalle de définition de
Péquation (q), §, @ la forme (@, oo) ou (— oo, b) ou bien (— oo, oo) suivant
que ¢ est supérieur ou inférieur ou bien égal & 1. Ici, naturellement, les a,
b désignent des nombres finis.

17. = EQUATIONS OSCILLATOIRES AUX INTEGRALES AVEC ZEROS EN DI-
STANCES EGALES.

Insistons pour un moment sur le cas, oi I'équation (q) définie et oscil-
latoire dans lintervalle j = (— oo, oo) admet la dispersion fondamentale ¢
de la forme

e)=¢t+k (const. =k > 0).

L’équation (q) jouit alors de la propriété que, deux zéros consécutifs de
ses intégrales ont toujours la méme distance mutuelle qui est égale a £.

On retombe de cette facon & une classe des équations (q) qui a 6té ré-
cemment 'objet d’6tudes de plusieurs auteurs *).

Les résultats précédents conduisent & la conclusion suivante:

Toutes les équations (q), définies et oscillatoires dans Vintervalle j=
(— oo, oo) et dont les intégrales jouissent de la propriété d’avoir deux zéros
conséculifs quelconques placés & la méme distance égale & k ( > 0) sont données
par les formules (30), (31). La fonction H correspondante est définie dans
Pintervalle (— oo, o0) el satisfait oulre (32), aux relations suivantes:

fcotg H(p)de =0, f(eXp 2fcotg H(p)do = k.

(1} 0

Remarquons qu’on peut prendre, manifestement, ¢{, = 0.

() On consultera & ce sujet les indications données dans l’article [3].
J
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V. - Etude des courbes (F').

18. - PRELIMINAIRES.

Nous allons commencer I’étude en question par considérer une équation
(qQ) quelconque, définie dans un intervalle j = (a, b).

Soit & une courbe intégrale de I’é6quation (q), courbe donnée par les
coordonnées paramétriques u(f), v(¢), rapportées 4 un systéme de coordonnées
ayant pour l’origine le point O. Les fonctions w, v constituent par consé-
quent une base de I’équation (q) et le wronskien w = uv’ — u'v est différent
de zéro.

D’abord il est facile & montrer que la courbe & est régulidre (locale-
ment convexe et sans points d’inflexion) alors et alors seulement, si la fon-
ction ¢ est toujours différente de zéro: ¢(¢{) =0 pour f€j. En effet, pour
que la courbe & jouisse de la propriété en question il faut et il suffit qu’on
ait pour toute valeur £ej: w'(H)v"() — w'(e)W' () F= 0 (v. [1], p. 9, Vinégalité qui
g’exprime, évidemment, par q(¢!) O.

En second lien, désignons par P({), t€j, le point de la courbe & déter-
miné par la valeur ¢/ du parameétre et de méme par t(f) la tangente de la
courbe & au point P(¢).

Nous allons démontrer la proposition suivante:

Deux points P(t,), P(t,) de la courbe R, délerminés par de différentes
valeurs t,, t, du parameétre, sont situés sur la méme droite passant par le
point O alors et alors seulement, si les valeurs ¢, , ¢, sont mutuellement conju-
guées de 1-ére espéce.

Deux tangentes <(t,), t(¢,) de la courbe R, déterminédes par de différentes
valeurs ¢,, t, du parametre, sont paralléles U'une a Uauire alors et alors
seulement, si les valeurs t,, ¢, sont mutuellement conjuguées de 2-iéme espéce.

En effet, deux points P(¢,), P({;) de la courbe &, ¢, =¢,, sont situés
sur la méme droite passant par O alors et alors seulement, si u(¢,)v(¢,) —
— u(t,)v(t,) =0, et cette relation, & son tour, exprime une condition nécés-
saire et suffisante pour que les valeurs ¢,, ¢, soient mutuellement conju-
guées de 1-ére espéce (v.[2], p. 204).

De méme, deux tangentds t(¢,), t(¢,) de la courbe &, ¢, &= ¢,, sont paral-
ldles l'une & l’autre alors et alors seulement, si w'(¢,)v'(¢,) — w/(,)0'(¢,) =0, et
cette relation, & son tour, exprime une condition nécéssaire et suffisante
pour que les valeurs {,, ¢, soient mutuellement conjuguées de 2-idme espace
(v. [2], p. 204).

La proposition se trouve démontrée.

On en tire la
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CoNCLUSION. — Pour que les tangentes (¢,), t(¢,) de la courbe &, ¢, +1¢,,
en deux points d’intersection P((,), P(¢,) de la courbe R avec une droite passant
par O résultent paralléles Uune & Vaulre, il faul et il suffit que les valeurs
t,, t, soient mutuellement conjugudes de 1-ére el de 2-iéme espéce en méme
temps.

19. - CARACTERISATION DES FONCTIONS (F).

Soit, & présent, & une courbe (F) 4 coordonnées paramétriques wu(¢), v(¢)
rapportées & un systéme de coordonnées d’origine O.

Soit (q) I’équation de définition de la courbe &, {€4. La fonction ¢ est
par conséquent une fonction (F').

D’abord, la courbe & étant réguliére, on a ¢(¢) 3= 0 pour ¢e€j.

En second lieu, considérons un nombre arbitraire, ¢, €4, et soit P(¢,) le
point correspondant de la courbe &. D’aprés la définition méme des courbes
(F') la droite OP(¢,) coupe la courbe & en au moins un point P(¢,) qui est
différent de P(f,. On a par conséquent ¢, = ¢, et on voit que le mombre ¢,
est conjugué de 1-ére espéce avec ¢,. Par conséquent, l’équation (q) jouit
de la propriété d’admettre pour toute valeur ¢, €5 des valeurs conjuguées de
1-ére espéce. Cela entraine que toute intégrale de 1’équation (q) a au moins
deux zéros.

Nous voild arrivés & la conclusion que l’équation (q) est de type au
moins 3, ce qui veut dire qu’elle admet d’intégrales s’annulant dans linter-
valle j au moins trois fois (le nombre de zéros pouvant étre infini). Il en
résulte, d’'une part, que la fonction ¢ est constamment négative et, d’autre
part, que l’équation (q) admet les dispersions centrales fondamentales de
1-ére et de 2-idme espéce o, ¢, fonctions existant dans certains intervalles
i<y, i<y,

Soit { €4 un nombre quelconque. Comme le nombre ¢(¢f) est conjugué de
1-ére espéce avec ¢, les points P(¢{), P[¢(f)] se trouvent situé sur la méme
droite passant par O. La courbe & étant une courbe (F'), les tangentes t(f),
t[¢(¢)] sont mutuellement paralldles et cela entraine que le nombre ¢(f) est
conjugué de 2-idéme espéce avec (. On a par conséquent: ¢({)=¢,(f) avec
un indice convenable v(=1, 2, ...). Or, cette relation entraine ’existence
d’une intégrale de I’éyuation (q), y, dont la dérivée, 3, s’annule pour les va-
leurs ¢, 3({) et, en ountre, pour certaines valeurs .,, ..., «,_, sitnées entre ¢
et ¢(¢). D’autre part, comme la fonction ¢ est constamment négative, il y a
dans chaque intervalle (¢, ), ..., (€,—., ¢({) précisément un zéro de l’inté-
grale y. Il y a par conséquent v zéros de y situés entre ¢ et ¢({). On en
conclut v =1 et, a fortiori, ¢(¢{) = ¢(¢{). Nous voyons que l’équation (q) jouit
de la propriété d’avoir les deux dispersions fondamentales ¢ et ¢ confondues:

() = ¢(¢) pour tei (=7).
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En définitive, la fonction ¢ est constamment négative et telle que 1’équa-
tion (q) résulte de type an moins 3 et & dispersions centrales fondamentales
¢, ¢ confondues.

On se rend compte facilement que la réciproque est vraie: Toute équation
(q) jouissant de ces propriétés définit une courbe ().

En modifiant 16gérement le langage on peut résumer ces résultats dans le

THREOREME. — Toules les fonclions (') sont précisément les fonctions con-
tinues, constamment négatives de type au moins 3 el a dispersions centrales
fondamenlales ¢, $ confondues.

20. - DETERMINATION DES FONCTIONS (F') PAR DES EXPRESSIONS EXPLI-
CITES.

Nous allons démontrer le

THEOREME. — Pour qu’une fonction continue, q, qui est constamment
négative et admet les dispersions cenlirales fondamentales ¢ et ¢, ait ces
fonctions confondues, il faut et il suffit que les fonctions polaires mormées de
Véquation (q) soient périodiques de période .

Démonstration. — Soit ¢ une fonction continue dans un intervalle (ouvert),
J, constamment négative, et admettant, dans un intervalle ¢ < j, les dispersions
centrales fondamentales ¢ et ¢. Les formules (3) montrent que, dans ces
conditions, deux phases associées quelconques de l’équation (q), «, B, vont
toutes les deux constamment en croissant ou bien en décroissant. Subsistent,
en outre, les relations abeliennes (10), (10) dans lesquelles e = sgn &’ = sgn .

Soit ¥(¢() une fonction polaire de (q) & composantes a(f), B(¢), et H(a),
« €J, sa forme normée, et désignons a(t) = I(< J).

a. — Soit ¢ =1¢ pour €.
Subsistent, évidemment, dans ’intervalle ¢, les relations suivantes:

H{(o(t) + en) = H(ap(t)) = 39(¢) = Bop(t) — ap(t) =

= B(¢) + em — a(t) + enx = ¥(¢) = Ho(l).

b. - Soit H(e + en)= H(x) pour a € I.
On a alors

Be(l) = ag(t) + Hap() = a(t) + en + H(a(l) + em) =
= a(t) + v + Ha(l) = B(f) + em = B(¢),

d’ou vient: ¢(¢) = @(¢) et cela achéve la démonstration.



184 M. O. BorUVEA: Sur une application géométrique, etc.

THEOREME. — Pour qu’une fonction continue, q, soit une fonction (F'), il
faut et il suffit qu'elle soit constamment négative, de type au moins 3 el &
fonctions polaires mormées périodiques de période w.

Toutes les fonclions (F), q, sont données par la formule telle que (30),
dans laquelle H est une fonction quelconque, définie dans un inlervalle J de
longueur > 2 el jouissant des propriétés suivantes:

1° HeC,, 2 O0<H<m, 3° H(@e+ n)= H(z) pour «, a4 med,

(33)
4 H%a)>—1 pour ze€l.

La formule en question est valable pour d’arbitraires valeurs homologues
teg, a €d, définies par la formule (31).

21. = I’ARC CENTRO-AFFIN DES COURBES (F').

Les courbes (F') jouissent d’une propriété remarquable que nous allons

établir.
Soit & une courbe (F') définie par les coordonnées paramétriques u(¢),

v(t), t€j. Nous reprenons les notations précédentes.
Remarquons d’abord que, la longueur cenftro-affine, s(¢,|¢,), d’'un arc
P¢,)P(t,) quelconque de la courbe &R (¢,, ¢, €j) est donnée par la formule

t!
S(t,|t2)=lf‘/|u(°)v (c)—u(c)'v(c)| do |
ti

u(o)v'(a) — u'(s)v(o)

ou bien, évidemment, par
t?
s(t, |¢,) = lj\/— g(o)do .
tl

Cela étant, envisageons les formules (30), (28). On en tire, pour (€,

— g ()= — q(®),
relation qui entraine, évidemment,

s(‘\o(ti) I CF(tz)) = s(tl I tz) .

Or, les valeurs ¢,, ¢(¢,) étant conjuguées de I1-ére espéce l'une avec
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Pautre, les points P(¢,), Pp(¢{,) sont situés sur la méme droite OP(f,) et, une
sitnation analogue a lieu pour les points P({,), P(¢({,) qui se trouvent sur
la droite OP(¢,).

On voit par conséquent que, les arcs P(¢,)P(t,) et P(p(¢)P(p(t,) de la
courbe R, découpés par deux droites quelconques OP(t,)), OP(t,) du faisceau (F'),
ont la méme longueur ceniro-affine.

22. - EQUATIONS FINIES DES COURBES (F') DANS LE CAS OSCILLATOIRE.

Les équations oscillatoires (q) & dispersions centrales fondamentales, ¢,
¢, confondues ont 6t6 étudiées pour la premidre fois par M. M. LAIiTocH
([6])). Le résultat principal & ce sujet trouvé par M. LAITOCH consiste en ceci
que les équations en question sont caractérisées par la linéarité de la fon-
ction ¢. Un cas particulier intéressant de ces équations, en relation avec les
courbes appelées courbes de J. RADON, a é6té étudié par M. J. CHRASTINA ([6]).

Nous allons terminer nos considérations am sujet des courbes (F') par
déduire les équations finies de ces courbes en coordonnées polaires. Pour
fixer les idées nous nous bornerons précisément au cas caractérisé par les
équations (q) oscillaloires.

Soit alors & une courbe (F') définie par une équation (q) oscillatoire et
soient u(¢), v(!) ses coordonnées paramétriques. L’6quation (q) est alors défi-
nie dans un intervalle y non-borné, soit (— oo, b) soit (@, oc) soit enfin (— oo,
oo). Nous reprenons d’ailleurs les notations précédentes.

D’aprés (20) nous avons la formule

(]

3y oy =r,eexp [ cotg Hip)p,

la fonction H étant définie dans l’intervalle J = (— oo, c0) et jouissant dans
cet intervalle des propriétés (33).
La formule en question entraine

o7
re(t) = r,-exXp f cotg H (d)dp,

]

et, a fortiori,
r(e() = Ve -n(t),

c(>0) étant le coefficient de ¢ dans la fonction linéaire ¢(¢) = ct 4 k.
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Or, il est évident, que la fonction

1

g(t) = 0"

se change par Ja substitution ¢— ¢(¢!) de la méme maniére que la fonction
r({). On en conclut que la fonction

f@&)y=r(t): g(t)
reste, par rapport & la dite substitution, invariante:

Fe)=r(y.

En terme de la fonction f la formule (34) s’exprime dans la forme

(35) )= C40.f(t) (C=om)

Soit F(x) (> 0) la fonction définie dans lintervalle (—oo, oo) par la
formule

fl)= F(a),

tej et o €(— oo, o) étant des valeurs homologues arbitraires.
En comparant les formules (34), (35) on trouve

(36) F(a)=r,- C—*-exp J cotg H (p)de .

Cette formule montre, en particulier, que la fonction F' appartient & la
classe C, et résulte périodique de période . De plus, la formule (36) entraine

H = arc cotg (Z + log O),

37)
FFw — F*?

H=— F*+(F + F-log O’

arc cotg étant cette branche de la fonction en question qui est contenue
entre 0 ef .
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En résumé, la fonction F jouit dans son intervalle de définition (— oo,
oc) des propriétés smivantes:

1* F>0, 2 FeC,, 3 F(a+m) =F(«),
(38)
o BT _FT L EC :

Nous voila arrivés & la conclusion que I’équation finie de la courbe &R,
en coordonnées polaires, est donnée par la formule

(39) r= Ce*. F(a),

C(>0) étant une constante et F une fonction dans l’intervalle (— oo, o)
jouissant des propriétés (38).

Inversement, on se rend compte facilement que, si ’'on prend une con-
stante arbitraire, C(>0), et une fonction F(a) dans lintervalle (— oo, o0),
jouissant des propriétés (38), alors la fonction H(z) définie par la formule
(87) représente une fonction polaire normée satisfaisant aux conditions (33).
L’équation (q) est alors oscillatoire et définit une courbe (F').

Nous avons ainsi démontré le

THEOREME. - Toules les courbes (F'), définies par les équations (q) oscilla-
toires, sont données, en coordonnées polaires, précisément par la formule (39),
dans laquelle C(>0) désigne une constante et F une fonction définie dans l'in-
tervalle (— oo, oo) et jouissant des propriétés (38).
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