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SUR QUELQUES PROPRIETES DE STRUCTURE
DU GROUPE DES PHASES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU DEUXIEME ORDRE

PAR

0. BORUVKA
(Brno)

Dans le groupe des phases des équations différentielles linéaires du deuxiéme
ordre, &, le centre du sous-groupe formé par les phases-éléments du sous-groupe
fondamental qui sont croissantes est un groupe monogéne. On étudie les proprié-
tés de structure du groupe & en relation avec le centre en question.

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires linéaires
et oscillatoires du deuxiéme ordre d’importantes notions d’origine ana-
Iytique interviennent en relation avec des figures de caracteére algébrique.
La composante algébrique de la théorie en question concerne les proprié-
tés de structure du groupe des phases des équations envisagées. Rappelons
qu’on considére les équations en question sous forme jacobienne (q) ¥’ =
= ¢q(l)y, le porteur ¢(t) étant continu pour { € (— oo, o0). Le groupe des
phases, &, est formé par les (premiéres) phases de toutes les équations
(q). Parmi les figures de structure de & une place privilégiée occupe
le sous-groupe de &, €, appelé fondamental, consistant en toutes les phases
de I’équation (—1). Son importance s’attache i ceci que, toute classe-
élément de la décomposition & droite &/, est formée par les phases
précisément d’'une équation (q) bien déterminée.

Dans le présent article on étudie des notions qui s'attachent au
centre du sous-groupe de & formé par les éléments croissants de €. On
démontre que ce centre, 3, est le groupe monogéne engendré par la fonc-
tion ¢(t) =t + . On trouve que différents éléments de la théorie,
de nature apparemment distincte, représentent en réalité des figures
dérivées du centre 3.

REV. ROUM. MATH. PURES ET APPL., TOME XV, NO 9, P. 134513856, BUCAREST, 1970
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L’article consiste en deux parties dont la premiére est concue de
maniére & fournir la base algébrique pour la théorie analytique qui fait
Pobjet de la seconde partie.

1. Généralités. Soit & un groupe (abstrait) quelconque, z, a, b, ... &
des éléments, (0F) X, A, B, ...C® des sous-ensembles et X, %, B, ...CG
des sous-groupes de &

La relation

-1

™ 'ax = b

s’exprime en termes que 1’élément x transforme a en b; ou bien que
I’élément b est transformé de @ par x; ou bien, finalement, que I’élément
b est conjugué de a par z.

On exprime en termes analogues les relations
x'Ax = B, 7' Ax = B.
2. Transformations des groupes monogénes. Considérons dans &
deux sous-groupes monogenes (supposés existants)

3. ={..,a%a1,a,0% ...},8, ={..,07%0°Y 1, b, b2 ...};
le groupe 3, est par conséquent engendré par a ou bien a~?, tandls que
le groupe 3, par b ou bien b~'. Rappelons que les &léments a, ' sont
les deux générateurs du groupe 8 tandis que b, b~' sont ceux de J,.

THEOREME. Pour qu’un élément xe® transforme le sous-groupe 3,
en 3,, il faut et il suffit qu’il transforme Vun des générateurs a, a=' de
3. en un générateur b, b=* de 3,.

Démonstration. a. Admettons qu’on ait
(1) m—l 80 r — 80‘
Omn a alors, p, v (— 0, +1, + 2, ...) étant des entiers convenables,

z'axr =0, xo'a*x =0>b.

I1 en résulte
zrlax — x"ta™ o,

py — 1,

de sorte qu’'on a . — v=1 ou bien p = v = —1.

Dans le premier cas 1’élément z transforme a en b et, en méme
temps, a~*' en b '; dans le second cas l’élément x transforme @ en b
et, en méme temps, a~! en b.

h. Admettons que 1’élément z transforme le générateur a° du
groupe 3, en générateur b" de J, (¢, — + 1).
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On a alors
™! atc = b"
et puis
™! a* g = p¢
pour p — 0, +1, 42, ... . Subsiste, par conséquent, la formule (1),

ce qui achéve la démonstration.
On voit par conséquent que la relation z=*' 3, # = 3, a lieu si et
seulement si I’une des formules suivantes se trouve vérifiée :

-1

x 'axr b, x7!

a ez —b, v7lax =07, zlatx — b7

I1 est évident qu’il suffit de considérer les deux premiéres formules.
Dans le premier cas on a x~'a* z — b¥, tandis que dans le second
z'a v b (v 0,41, £2,...).

3. Transformations d’un groupe monogéne en lui-méme. Considérons
a présent le cas particulier ou le groupe 3, coincide avec 3,: 3, = 3..
Pour simplifier 1’écriture nous écrivons 3 au lieu de 3,..

On a alors la proposition suivante :

Pour qu’'un élément xe ® transforme le sous-groupe 3 en lui-méme

il faut et il suffit qu’il transforme le générateur a ou bien son inverse
a~! en a.

Dans le premier cas on a
' = a° (v=0, 41, +2, ...).

Cette formule entraine que I’élément x soit échangeable avec tout
élément a3 et se trouve par conséquent contenu dans le centralisateur,
A, du sous-groupe 3.

Dans le second cas on a

-1

" a YV x =a'

de sorte que, ’élément = est inversement échangeable avec tout élément
a’e B :za* = a"¥ . Dans ce cas x se trouve contenu dans l'inverteur, I,
du sous-groupe 8. Nous appelons inverteur d’un sous-groupe BC G 'en-
semble formé par les éléments x € ® qui sont inversement échangeables
avec tout élément de B.

On a, évidemment,

AN I =4.
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Le normalisateur du sous-groupe 3 dans %, R, consiste, rappelons-le,
en tous les éléments # € @, qui transforment le sous-groupe 3 en lui-méme.
N est le plus grand sous-groupe de & dans lequel 3 résulte invariant.

Les résultats précédents démontrent la formule
(2) N=AVI

On se rend facilement compte que, le centralisateur A est un
sous-groupe invariant de N et d’indice 2. Le groupe-quotient N/A consiste
par conséquent en les deux classes U, I.

Convenons d’écrire pour xzeN: sgn 2’ =1 (sgn &' = —1) si
xe A (xeI). On a alors pour des éléments quelconques z, y € N la formule

(3) sgn (zy)' = sgn a4’ . sgn y'.
Avec cette écriture et en vertu de (2) on trouve pour € N la formule
(4) z7la" x = a¥ oY (v=20, 41, 42, ...).

4. Transformations des sous-groupes de 3. Il est bien connu que
les sous-groupes de 3 sont précisément les groupes monogénes engendrés
par les différents éléments (~1) de €. Pour un entier non nul quelconque,
n, nous désignons par 3, le sous-groupe de 3 engendré par 1’élément a” :

3.={-,aa"1,a", a®, ...}

On a, évidemment, 3_, = 3, ce qui permet de supposer n > 0.
En vertu des considérations précédentes subsiste la proposition

suivante :

Pour qu'un élément x € & transforme le sous-groupe 3, en 3, (m, n >0)
il faut et il suffit que Vune des formules se trouve vérifiée

(5) z e =a* z'a "z =a".

Dans le premier cas on a 2~ !'a™ & = a™ tandis que dans l'autre
zla™ o =a"(v=0, +1, +2, ...).

En ce qui concerne les transformations du sous-groupe 3, en lui-méme
on voit qu'un élément x e ® réalise cette transformation alors et seu-
lement alors s’il se trouve contenu dans le centralisateur ou bien dans

Iinverteur de 3,.
Si 'on désigne par N, A, I, le normalisateur resp. centralisateur,

inverteur de 3, dans & on a les formules
mn = QIIVI’!’ g[nnIn = g

et de plus
%" ON, ADA, I,DI.
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Subsiste, naturellement, pour deux éléments quelconques z, yeN,
une formule telle que (3).

II

9. Introduction. Dans cette partie nous allons appliquer les con-
sidérations précédentes dans la théorie des équations différentielles ordi-
naires linéaires et oscillatoires du deuxiéme ordre. Nous supposons les
équations en question sous forme jacobienne

(q) ¥y’ =q(t)y,

le coefficient ¢, appelé par occasion porteur de 1’équation (q), étant une
fonction continue dans 'intervalle j = (—oo, 00) : g (t) e CY.

Remarquons qu’une équation (q) s’appelle oscillatoire si toute
intégrale de (q) admet infiniment beaucoup de zéros vers les deux
extrémités de l’intervalle j. On sait qu’une équation (q) résulte oscilla-
toire si et seulement si ses (premieres) phases sont inférieurement et su-
périeurement non bornées. On entend sous une (premieére) phase de 1’équa-
tion (q) toute fonction continue « (¢), tej, satisfaisant en dehors des zéros
de la fonction »(f) & la relation tg « (f) = u (¢) : v (t), 4, v étant une base
de I’équation (q), c’est-a-dire un couple ordonné d’intégrales linéairement
indépendantes de (q).

Rappelons qu’une phase « (t) de (q) s’appelle élémentaire si elle
satisfait a la relation « (! + n) = a () + wsgn «'.

On appelle fonction-phase toute fonction « (¢f) définie dans l’inter-
valle j et vérifiant dans cet intervalle les conditions suivantes :

1. (t)eC); 2. (t)5<0; 3. lim () =cocosgn &' (¢ = + 1).

{->t

poee

On sait que toute phase d’une équation (q) est une fonction-
phase et inversement, toute fonction-phase o« (tf) représente une phase de
I'équation (q) dont le porteur est donné par la formule

(6) q(t) = — {o, 1} — a2 ();

le symbole {«, #} désigne, naturellement, la dérivée schwarzienne de la
fonction « au point ¢

g — L& _3 a0
2 o' (1) 4 «2()

En vertu de cette propriété des fonctions-phases on parle souvent des
phases au lieu des fonctions-phases.
Dans la théorie qui nous occupe la notion fondamentale est celle

du groupe des phases.
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On appelle groupe des phases, &, le groupe formé par toutes les
fonctions-phases et dont la multiplication est donnée par la composition
de fonctions. On constate facilement que, la figure en question repré-
sente, en effet, un groupe dont I’élément neutre estla fonction-phase t.

Rappelons les faits suivants qui interviennent dans nos considéra-
tions ultérieures.

Les fonctions-phases qui sont croissantes forment un sous-groupe
de ®, ®,, qui résulte invariant dans & et dont l’indice est 2. L’autre classe-
élément du groupe-quotient &/, §, consiste en fonctions-phases dé-
croissantes.

Les phases de ’équation (—1), c’est-a-dire de I’équation y”* —uy,
forment un sous-groupe de &, €, appelé le sous-groupe fondamental. Son
importance s’attache a ceci: Pour toute équation (q), les phases de (q)
forment précisément une classe-élément de la décomposition & droite
®/,& et, inversement, les fonctions-phases contenues dans une telle
classe représentent les phases précisément d’une équation (q) qui est
déterminée par une formule telle que (6), « (¢) étant n’importe quel élément
de la classe en question.

Les phases élémentaires des différentes équations (q) constituent un
sous-groupe de &, §, appelé groupe des phases élémentaires. On a H DC.

6. Détermination du centre 3 du groupe ®,NE. Nous allons dé-
montrer le

THEOREME. Le centre 3 du groupe G ,NC€ est le groupe monogéne
engendré par la fonction-phase ¢ (t) =t + =

3—{..4t—2m t —mt,t+ = t+2xn, ...}

Démonstration. Considérons deux éléments quelconques ¢ (t), ¢ (f) e
e®, N €. Comme ces éléments appartiennent au sous-groupe €, ils

constituent, d’apres (6) (g(f) = —1), des solutions de 1’équation de
Kummer
(—1, —1) —{X, 8} — X2 (t) = —1

et transforment, par conséquent, toute intégrale de I’équation (—1) encore
en une intégrale de cette équation ([1], p. 188).

Nous considérons en particulier les intégrales sin £, cos ¢ et désignons
par ¢ (t) le vecteur défini par ces composantes :

i(t) = (sm ;) Comme les fonctions ¢ (), { (t) appartiennent & ®,, leurs
cos

dérivées €', ' sont toujours positives et nous avons les formules

1
() A40))

{e,.), (2,,) représentent des matrices réelles d’ordre 2 & déterminants
égaux a1: det (¢,) = 1, det (2,,) = 1. Inversement, sil’on choisit arbitrai-

i [e ()] = (e,) 2 (2), 1 [E (1] = (2,) i(t) 5

1
Ve()
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rement des matrices (e,), (2,,) jouissant des propriétés en question, il
leur correspondent des fonctions-phases ¢ (t), & (f) € &, N € vérifiant les
formules (7).

Or, les formules (7) entrainent

(8)

P (]1=(e,) (22) § (0 i (L (0] = (2,,) (e,2) § (1)

1
Vg (0] VIZe()]

Soit maintenant ¢ (¢) € . L’élément { () est par conséquent échan-
geable avec tout élément ¢ (f) e ¥, N € et 'on a, d’apreés (8),

(6”) (zjk) = (znc) (eﬂ:)‘

Cette relation s’exprime par quatre relations portant sur les nom-
bres e,, z,, relations, qui se réduisent aux trois suivantes :

€12 %91 = %33 €91y
€12 (211 — Z23) = 215 (617 — €33),

€2 (21 — 232) = 25 (€3 — €3,).

Si nous choisissons e;; = €y, = 1, ;5 = 0, ¢, = 1 et puis e;;=e,,=1,
€, =1, ¢, = 0 nous avons

211 = 293 (F0), 2, =25 = 0,

Cela entraine, d’aprés la seconde formule (7)

tg C(t) = tgt
et puis

(9) Ct) =t + v,

v étant un entier convenable indépendant, évidemment, de t.

Il reste & montrer que, pour tout entier v, la phase telle que (9)
Teprésente un élément de 3.

Dans ce but choigissons arbitrairement un entier v et posons (¢" (f) =)
¢, (t) =t 4 vrm. Soit alors ¢(f)e &, N € une phase quelconque. Cette
phase étant élémentaire et croissante nous avons e(f + n) = ¢(f) + =
et il en résulte (¢t + vrn) = () + v=, c’est-a-dire ¢, (t) = ¢, €(t). Nous
avons par conséquent ¢,(tf)e 8 ce qui achéve la démonstration.

8—c. 5668
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Dans la suite nous conservons la signification des symboles
c(t) (=t + =n),e, (=¢"), v(=0,+1, 4+ 2, ...) en posant, en particulier,
¢ = =1, ¢, = c¢. Nous avons alors

3={...,e_qC4,1,¢,0, ...}.

De méme, nous conservons pour le groupe actuel 3 la signification
des symboles 9, A, I introduits dans le N° 3 et, plus généralement,
celle des symboles 3,, %,, A,, I, considérés dans le N° 4 (n > 1 entier).

7. Figures de structure du groupe & attachées au centre 3. Nous
allons indiquer, dans ce N°, quelques figures de structure du groupe des
phases qui sont étroitement liées au centre 3.

1. Le systéme formé par les phases d’une base u, v d'une équation (q)
est la classe-élément Ba de la décomposition & droite &/,8, a étant une
phase arbitraire de w, v. Inversement, toute classe-élément de la décom-
position en question, Ja, constitue le systéme des phases de la base u (1) =
=sina(t): VI« (1)], v(t)=cosa(l): ]| «' ()] de Véquation (q) déterminée
par la formule telle que (6).

On démontre cette proposition en se rappelant que, le systéme
formé par les phases d’une base #, v d’une équation (q) consiste en phases
a(t) + vn (= c,x(t)), « étant une phase arbitraire de w, v.

2. Le groupe monogéne formé par les dispersions centrales (de pre-
miére espéce) o,(t) dune équation (q) est le groupe conjugué du centre 8
par une phase arbitraire « de Véquation en question.

En effet, ¢,() étant la dispersion centrale d’indice v d’une équa-
tion (q) admettant la phase «, on a la relation abelienne ao,(?) = «(t) 4
+ vr 8gn a' (= €,.4na () qui, & son tour, caractérise la fonction
¢y ([1], p. 119). On a par conséquent ¢, () = a™" €, ;.00 %(t), ce qui dé-
montre la proposition.

3. Le groupe des phases élémentaires est précisément le normalisa-
teur de 3.

En effet, « € @ étant une phase élémentaire, on a (1) «(t + «) =
= «(t) + wsgn &', Cest-a-dire (2) ac(l) = ¢ o «(f). On a, par consé-
quent, xe ¥ ou bien ael suivant que sgn «’ =1 ou bien = —1. In-
versement, toute phase « €N satisfait & la relation (2), c’est-a-dire & (1),
ce qui montre qu’elle résulte élémentaire.

8. Forme canonique des éléments de N . Nous allons démontrer la

proposition suivante :

Pour qu'une fonction-phase ye® soit contenue dans N, il faut et
il suffit qu’'elle puisse étre mise sous la forme

(10) Y() =te + G, (D),
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¢ étant 41, et G, (t) une fonction de classe C;, périodique avec nw et
telle que

(11) sgnfe + G.(t)] =¢  (te))

OnayeN, ou yelI,, suitant que ¢ =1 ¢u ¢ = — 1.

Démonstration. Admettons d’abord qu’un élément ye® ait la
forme (10). Nous avons alors

Y¢+nr) = (t + nr) ¢ + G, (¢ + nrx) = te + G, (t +nx) +nne=
=y () +nxe.

Il en résulte ye A, ou bien yeI, suivant que e =1oue = — 1.
En second lieu soit ye N, et, par conséquent,

(12) Y(t+mnm) =y () +nwe, sgny’(f) = ¢,
e étant 1 ou —1, suivant que ye A, ou yel,.
Choisissons une fonction-phase quelconque y,(t) € N, telle que sgn

Yo(t) = €. On peut prendre, par exemple, v,(f) = te. La fonction y,(?)
vérifiant une relation telle que (12), nous avons

Y@+ nw) — vt + nm) =y (t) — vo(?).
La fonction
G, (1) = y(t) — vo(?)

jouit, évidemment, des propriétés ci-dessus: G, (t)e C}, G, (t + nx) =
=@,(t), et 'on a

(13) Y(t) = volt) + G, (V) (te))
et encore
(14) sgn [yo(?) + Ga(1)] = e.

Avec le choix v,(t) = tc les formules (13), (14) deviennent (10),
(11), ce qui achéve la démonstration.
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9. Transformations du sous-groupe 3, sur 3,. Soient m, n>1 d’ar-
bitraires entiers.

Nous allons & présent déterminer quelques propriétés caractéris-
tiques de ces fonctions-phases qui transforment le sous-groupe 3, sur 3..

1. Toutes les fonctions-phases qui transforment le sous-groupe 3, sur 3,
sont précisément les phases des équations (q) dont la dispersion centrale

?.(t) a la forme
(15) Pu(t) =1 + nm.

Démonstration. Si une fonction-phase £e® transforme le sous-
groupe 3, sur 3, on a

(16) E(t 4+ nm) = E(t) + mnsgn & = Equ (1)

et il en résulte (15).

Inversement, 8’il subsiste, pour une équation (q) la formule (15) et
que £ représente une phase de cette équation on a encore des relations
telles que (16) et par conséquent &-'c,. .. .~& =c, ce qui achéve Ila

démonstration.
Le résultat que nous venons d’obtenir peut étre étendu de facon

4 caractériser les équations (q) admettant les intégrales périodiques.

2. Toutes les fonctions-phases qui transforment le sous-groupe 3,
sur 3, constituent les phases des équations (q) dont les intégrales sont
périodiques avec nr ou 2nw suivant que m est pair ou tmpair.

Si les intégrales d'une équation (q) sont périodiques avec nw, la dis-
persion centrale ¢, de (q), d’indice pair convenable, m, résulte de la

Jorme (15).

Démonstration. Soit (q) une équation d’espéce considérée et u, v
d’arbitraires intégrales de (q), linéairement indépendantes.

a. Si une fonction-phase £ € & transforme le sous-groupe 3, sur 3,,
subsiste une formule telle que (15) et ’on a ([1], p. 114)

w(t +nw) =% g, () = (—1)"Von(d) - w(t) = (—1)" u(t).
On observe que lintégrale % résulte périodique avec nw ou 2n=

suivant que m est pair ou impair.
b. Si les intégrales %, v sont périodiques avec nr et si £ est une

phase de la base %, v on a
u(t +nr) =u(t), v 4+ nrw) = v(t)
et puis : tg £(t + nx) = tg £(1). Il en résulte
E(t 4+ mnmn) = E() + mn-sgn &' = Eo,(l), ¢,(t) =¢ +nm,

m étant un entier convenable nécessairement pair (d’aprés a).
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Les résultats précédents permettent de déterminer de fagon ex-
plicite toutes les fonctions-phases transformant le sous-groupe 3, sur 3..

3. Pour qu’une fonction-phase £ ® transforme le sous-groupe 3,
sur 3., il faut et il suffit qu’elle puisse étre mise sous la forme

(17) E(l) == y(t),
n

v(t) étant un élément du normalisateur N, : y(t)eN,.

Démonstration. Soit £ @ une fonction-phase.
a. Admettons que £ ait la forme (17).
On a alors

Ee, = E(t+nm) =" y(t+nm) =~ [y(t) + nrsgny'] =

Y() +mrsgny’ = E(t) +mmsgn & = €, yqws

m
n

et par conséquent: £ l¢, .. & =¢,.
b. Si £ transforme le sous-groupe 3, sur 3, on a

E(t +n=w) =E(t) + mmsgn &'.

z E(t + n7) = d E(t) + n=x Sgn(ﬁ 5)'
m m m

et puis, si 1'on pose (m:m)E(t) =y(t), y(t +nx) = y(t)+ nrsgn y'.
Ce dernier résultat entraine, en vertu de la proposition du N° 8,
le théoreme suivant :

4. Pour qu'une fonction-phase £ ® transforme le sous-groupe 3,
sur 3,, il faut et il suffit qu'elle puisse étre mise sous la forme

(18) E(f) =2t + 2@, (1),
n n

e ftant + 1 et G,(t) une fonction de classe C3, périodique avec nw et
telle que

(19) sgn [ + Gi(1)] = «.
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Nous savons que toute fonction-phase §(¢) représente une phase
de P’équation (q) dont le porteur est donné par une formule telle que (6).
On a par conséquent, en vertu de 4, le théoréme suivant :

Toutes les fonctions-phases qui transforment le sous-groupe 8, sur 3,
sont précisément les phases des équations (q) définies par la formule

__1erm 3 &
(20) gq(t) = 2 ¢+ @) 4 (e 4 G, (1))*

— (e + @,
n

€ étant +-1 et G, (1) une fonction de classe C;, périodique avec nw et
vérifiant la relation (19).

Remarquons que, pour m=n =1 la formule (20) entraine un résultat
connu [2].

Regu le 3 avril 1970
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