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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. - MATHEMATICA XXXI, 1975) 

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE 
MATHEMATICA XXXI - 1975 

SUR LA S T R U C T U R E ALGÉBRIQUE DE LA THÉORIE 

DES T R A N S F O R M A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 

D U DEUXIÈME O R D R E 

O. B O R U V K A , Brno 

Discours prononcé Je 28 août 1972 dans la séance plénière de la CZECHOSLO-
VAK CONFERENCE ON DIFFERENTIAL EQUATIONS AND THEIR APPLICA­
TIONS (EQUADIFF III) tenue a Brno, Tchécoslovaquie, 28-8 - 1-9 1972. 
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I. P r é l i m i n a i r e s 

1. Dans la présente conférence je me propose de donner un 
aperçu de la structure algébrique de la théorie des transformations 
des équations différentielles ordinaires l inéaires et homogènes du 
deuxième ordre dans le champ rée l et de développer un modèle -
algébrique abstrait de cette théorie. Nous considérons les équa­
tions en question dans la forme jacobienne 

(q) y" - q(Oy 

et nous supposons que le coefficient q, appelé par occasion le por­
teur de l'équation (q), est une fonction continue dans un intervalle 
considéré, j : q 6 C°. Qu'il me soit permis d'indiquer et de sou­
ligner dès le commencement que, pour de bonnes raisons dont je 
parlerai plus tard, nous nous bornons aux équations (q) définies 
et oscillatoires dans l'intervalle j = (- oo, o«). On appelle une 
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équation (q) oscillatoire dans l'intervalle j s i toute in tégra le de 
(q) admet infiniment beaucoup de z é r o s vers les deux e x t r é m i t é s 
de j . Un prototype de ces équations oscillatoires est é v i d e m m e n t 
l ' é q u a t i o n (-1) y" = -y dans l'intervalle j = (- ©o, c*>). 

A la base de notre théor ie figurent deux notions importantes, 
à savoir celles des ( p r e m i è r e s ) phases et des dispersions cen­
trales (de la p r e m i è r e e s p è c e ) . Nous allons d'abord rappeler 
leurs définit ions et quelques propr i é t é s en tant qu'elles nous se­
ront utiles dans la suite. 

Pour a b r é g e r des notations u l t é r i e u r e s introduissons dès mai-
tenant les s y s t è m e s denombrables suivants 

I = {. . A-2JC ,t-jC ,t,UX,U2X,. . .} , jQ = {...tt-2Jl,t,U2X,.} 

et d é s i g n o n s , pour n=0, *1, *2,. . . , t € j : 

c ( t ) = t + nJC . 
n 

On a, é v i d e m m e n t , } = }Q V Zx; % = {c 2 n } , = {c 2 n t l } . 

2. Phases. Soit (q) une équation jacobienne et B = [ y ] une 
base de (q), les composantes u, v étant, par conséquent , des in­
t é g r a l e s l i n é a i r e m e n t indépendantes de (q). Le wronskien w 
(=uv'- u'v) est alors une constante non nulle. On appelle phase 
de B toute fonction 06 qui est continue dans j et qui satisfait dans 
cet intervalle j , en dehors des z é r o s de v, à l ' é q u a t i o n tgo(/(0

 a 

u(t) : v(t). On démontre que les phases de B forment un s y s t è m e 
dénombrable («O qui est p r é c i s é m e n t (06) - J>«6 ; eC dés igne 
une phase quelconque de B et on applique la notation £ « 6 = {. . . 
. . , «C -2JC, vC-X , «6 > JL JU+2X, . . .} . 

II est bien connu que chaque phase «c de 6 jouit dans j des pro­
p r i é t é s suivantes: 

(1) l . c G 6 C 3 ; 2. dit 0; 3. l im ,6 CO = G>«*> sgn«6' (#«±0 
3 t -*6o» 

dont la 3 " l e m e c a r a c t é r i s e les équations (q) oscillatoires. On 
a en outre la formule 
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( 2 ) q ( t ) = - t ) - gG 2CO ( t - C j ) 

{«6# t} é t a n t l a d é r i v é e s c h w a r z i e n n e de 06 au poin t t . 

I n t r o d u i s s o n s , pou r s i m p l i f i e r l e s no t a t i ons , l a base de l ' é q u a -

tlon C-l) : KO -[îStl-
A l ' a i d e de toute phase oO € («6) l a base B s ' e x p r i m e e n c o o r d o n ­

n é e s p o l a i r e s de l a f a ç o n s u i v a n t e 

es) B = 0 I T H " y=p i* (o-*o 

L a phase oO s ' a p p e l l e p r o p r e ou b i e n i m p r o p r e s u i v a n t que G = 1 
ou b i e n G • - 1 . L e s phases p r o p r e s , p a r e x e m p l e , f o r m e n t un 
s o u s - s y s t è m e de (c6), ( « 6 ) 0 ; «o é t a n t une phase p r o p r e o n a : («0o= 

A c o t é de l a no t ion des phases d ' u n e base de (q) on i n t r o d u i t l a 
n o t i o n des phases de l ' é q u a t i o n ( q ) e l l e - m ê m e : Sous une phase de 
l ' é q u a t i o n ( q ) on entend une phase d ' u n e base que lconque de ( q ) . 

P o u r a l l e r p lus l o i n appe lons f o n c t i o n - p h a s e toute f o n c t i o n 06 
d é f i n i e dans l ' i n t e r v a l l e j et j o u i s s a n t e dans ce t i n t e r v a l l e des 
p r o p r i é t é s ( l ) . P a r la^ f o n c t i o n - p h a s e 06 se t r o u v e b i e n d é t e r m i -
n n é e , d ' a p r è s ( 2 ) , une é q u a t i o n o s c i l l a t o i r e ("q). O n v é r i f i e que 
06 e s t une phase de ( q ) . L e s b a s e s de ( q ) admet tan t l a phase 06 
f o r m e n t u n s y s t è m e des ba se s p r o p o r t i o n n e l l e s , Ë : ( j i I<C: |/iê£T}, 
c o n s t - 0. 

L a f onc t i on -phase <?c s ' a p p e l l e é l é m e n t a i r e s i e l l e v é r i f i e , dans 
j , l a r e l a t i o n su ivan te 

( 4 ) oo(uft) - «6(0 • # . s g n «G'. 

C e t t e f o r m u l e e n t r a î n e l a r e l a t i o n p lu s g é n é r a l e 

(5 ) * c n ( t ) = c „ o r T r W,°°(0 ( n = 0 . ± l , t 2 , . . J 
n n . sgnoC 

S u b s i s t e n t , p a r c o n s é q u e n t , l e s f o r m u l e s 
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(6) 

3. Dispersions centrales. On entend sous la dispersion centrale 
d'indice n (=0, *1, *2, . . .) de l'équation (q) la fonction fn dé­
finie dans j de manière que, pour chaque nombre t € j , la valeur 
!f nCO est le n ~ * e m e nombre conjugué avec t et situé à droite ou 
à gauche de t suivant que n > 0 ou n < 0. En particulier, la fonc­
tion Y\ s'appelle la dispersion fondamentale. Quant à la fonction 
¥ Q t on pose pour t 6 j : 5&(0 = t. 

On sait que chaque fonction fPn est une fonction-phase qui est 
constamment croissante et satisfait pour t 6 j â l ' inégal i té 

Rappelons finalement qu'on entend sous la fonction-distance de 
l'équation (q) la fonction d définie dans j par la formule 

d(0 - SPiCt) - t. 

Au sujet de cette fonction d, dont la signification est évidente, con­
tentons-nous de mentionner le résultat suivant: Pour que la fonc-
tion-distance.d soit périodique avec 3tt il faut et i l suffit que la 
dispersion fondamentale ZP^ soit élémentaire. 

II. F o n d a m e n t s de la t h é o r i e des t r a n s f o r m a t i o n s 
des é q u a t i o n s j a c o b i e n n e s 

1. On sait depuis une quatre-vingtaine d'années que toute trans­
formation biunivoque du plan (T, Y) sur le plan (t,y), telle que 
T = X(t), y = f(t. Y) et qui transforme les intégrales de chaque 
équation jacobienne (Q) dans celles d'une autre, (q), a la forme 
suivante 

(X) T = X(t), y = , ° Y (0 i c - const.); 
f l X ' C O I 

on suppose, sans parler de certaines propriétés d' inversibi l i té et 
de différentiabilité de la fonction f, que X est une fonction-phase. 
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Dans l a suite nous prenons, pour s impli f ier les formules, c=l 

2. Transformations des bases. Soient (Q) une équation jaco-
biennë^ B R ( T ) une base de ( Q ) admettant la phase propre R et 
W le wronskien correspondant. Subsiste alors une formule telle 
que (3) éc r i t e en lettres majuscules (3=0. Appliquons la trans­
formation (x) aux composantes de B p , Nous avons 

C7) BBCr).-2-* |flwf
 1 inx(t). 

O r , la fonction «G(t) = flX(t) étant une fonction-phase, elle 
d é t e r m i n e , d ' a p r è s (2), une équation oscil latoire (q) , qui admet 
l a phase «0 . En faisant le calcul on trouve le porteur correspon­
dant q: 

(Qq) - { X . t } • Q ( X ) X ' 2 ( t ) = q( t ) . 

On voit que le second membre de (7) est une base de (q) , , 
admettant l a phase oO. P a r m i les bases proportionnelles de (q) 
qui admettent la phase oC, la base B ^ se trouve bien d é t e r m i ­
née par cec i que, son wronskien a l a valeur W. sgn X ' et l a fonc­
tion oC/ est une phase propre de B ^ . Remarquons que l a base 
t r a n s f o r m é e B„c ne dépend point.du choix de la phase R € ( R ) 0 . 

L ' équa t i on (Qq) s'appelle l ' équa t ion de Kummer. Les fonc­
tions Q, q étant données, les solutions X de cette équation sont 
p r é c i s é m e n t les fonctions-phases qui r é a l i s e n t les transforma­
tions ( X ) des bases de (Q) dans celles de ( q ) . Ces solutions s ' . 
appelent les dispersions géné ra l e s des équations (Q) , (q) et leur 
ensemble est nommé lè complexe de Kummer, - K Q q . Dans le 
cas Q=q on parle des dispersions et du complexe dé Kummer de 
l ' é q u a t i o n ( q ) , . K Q . 

Envisageons la transformation cons idé rée en tant qu'une o p é r a ­
t ion faisant associer à toute base B R de (Q) et à toute fonction-
phase X , l a base B ^ de (q); désignons cette opéra t ion par o de 
sorte que B^, = B Q O X . On trouve i l l u s t r é le processus menant 
des données B f i , X au r é s u l t a t B f l o X de l ' o p é r a t i o n en question 
dans le s chème a la p. ; i l y est ma rqué par les f l èches . On 
a dés igné par L Q , Lq les espaces vectoriels l i n é a i r e s fo rmés 
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des intégrales des équations (Q), (q) et par ^ l'ensemble de 
toutes les fonctions-phases. 

3. Transformations des intégrales . Il reste à dire quelques 
mots au sujet des transformations (X) de différentes intégrales 
de (Q) dans celles de (q). Y(T) étant une intégrale de CQ) on a, 
évidemment, 

(8) Y(T) = CTV fi) B f l ( T ) . 

^1» 2̂ ^~ c o n s t « ) étant les coordonnées de Y par rapport a la 
base Bp . L'intégrale transformée, y(t), est alors 

(9) y(t) - Oj. gr2) (B f l oX(t)X 

On démontre que l ' intégrale y de (q) ne dépend pas du choix de la 
base Bp . 

III. L ' A l g è b r e des phases 

1. Le groupe des phases, . Revenons à la notation ei-dessus 
et désignons par ^ l'ensemble formé par les fonctions-phases. 
Il est clair que les fonctions inverses et de même les fonctions 
composées des fonctions-phases sont encore des fonctions-phases. 
Par conséquent, si l'on introduit dans l 'opération binaire, dite 
la multiplication et consistant en composition des fonctions, ^ d e ­
vient un groupe. Nous appelons ^ le groupe des phases et ses é l é ­
ments, occasionnellement, les phases. L'élément neutre de ^ 
est, évidemment, la fonction y o(t) • t. 

Remarquons à cette ocasion que, notre supposition faite dès le 
commencement, à savoir qu'il s'agisse des équations (q) définies 
et oscillatoires dans l'intervalle j = C-°°, °*0, est tout-à-fait 
esentielle pour nos raisonnements. En effet, les équations (q) 
étant oscillatoires, les valeurs des éléments du groupe ^ re­
couvrent l'intervalle j qui est précisément le domaine de défini­
tion de ces é léments . Cela entraîné que le groupe ^ est bien dé­
terminé. 
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Les fonctions-phases croissantes forment un sous-groupe de 
qui est invariant dans et dont l ' ind ice égale à 2. L ' au t r e 

é lément du groupe-facteur *tyf t]Qt G\, consiste en fonctions-
phases d é c r o i s s a n t e s . 

2. Le sous-groupe fondamental $ . Soit %• l 'ensemble des 
phases de l ' équa t ion (-1) : y " • -y . On démont re , en se servant 
de (2), que l 'ensemble % consiste p r é c i s é m e n t en solutions de 
l ' é q u a t i o n de Kummer (-1, - l ) et q u ' i l forme un sous-groupe de 
*ty ï £ C Nous appelons £ le sous-groupe fondamental de Hjjf, 
plus b r ièvement : le groupe fondamental. 

Les sys t èmes \ et ^o sont, év idemment , des sous-groupes 
monogènes du groupe $ 0 , aux g é n é r a t e u r s c i , c _ i et C2» c_2 
respectivement. On pose ^ Q = %• n 4fQl E i = % C\ G j . 

On démontre que toute phase £ £ £ est é l é m e n t a i r e . Subsiste, 
par conséquent , une relation telle que (5) ( < J O s £ ) ; donc, l a phase 
£# est échangeable ou bien inversement échangeable avec chaque 
é lément c n € , suivant que £ € % 0 ou bien £ € E j . I l en r é ­
sulte que le groupe \ fait partie du centre du groupe ^ 0 et on 
démont re que \ est le centre m ê m e de $ Q . D ' a p r è s (6) les 
groupes £ , | - 0 sont invariants dans % . Les groupes-facteurs 

» ^/3- 0 vér if ient , év idemment , l a relation ^ £/ J , Q 

et on démontre que, tout é lément de %fy est la réun ion exacte­
ment de deux é léments de % / ^ 0 . 

Une autre p ropr ié té importante de groupe £ consiste en ceci , 
que ce groupe £ coïncide avec le complexe de Kummer de l ' é q u a ­
tion (-1), K _ i . Donc, £ € £ étant un é lément arbi t ra i re , la trans< 
formation ( £ ) fait passer la base l ( t ) de l ' équa t ion (-1) dans 
une base de l a même équation ( - l ) . On a, par conséquent . 

l f l£ ' ( t ) l 
l £ ( t ) - X £ l ( t ) 

2€€ étant une matrice r é g u l i è r e 2x2 sur le corps des nombres 
r é e l s , R . On démontre que la correspondance 2 £ : £ - • # £ est un 
homomorphisme du groupe % sur le groupe IX fo rmé des matri­
ces unimodulaires 2x2 sur R. 

Indiquons finalement la suivante p rop r i é t é du groupe : Le 
normalisateur de £ dans , yt ^ , se confond avec $ : 7*£* 
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3. L a décomposi t ion *^ / d • L ' importance du groupe ^ 
pour l a théo r i e qui nous occupe tient à cec i : Les s y s t è m e s des 
phases de différentes équations (q) sont p r é c i s é m e n t les é l émen t s 
de l a décomposi t ion du groupe en classes l a t é r a l e s à droite, 

* / d f • L . 
A tout é lément a £ **J7d r s e trouvent biunivoquement asso­

c i é s : 
D ' abord , une équation (q) dont les phases forment p r é c i s é m e n t 

l ' é l é m e n t â. Ce.tte équation (q) est bien dé t e rminée par une for ­
mule telle que ( 2 ) / 06 étant un arbi t raire é lément de S; 

puis, le complexe de Kummer de l ' équa t ion (q), K q . Ce com­
plexe Kq est bien dé t e rminé par l a formule 

K = «G 1 

tO étant encore un arbi traire é lément de â. P a r conséquent , K q 
est le groupe conjugué avec $ par rapport aux é léments de â; 

finalement, l 'espace vector ie l l inéa i re formé par les i n t é g r a ­
les de l ' équa t i on (q) , L q . 

Et vo ic i encore une c a r a c t é r i s a t i o n a lgébr ique du complexe de 
Kummer, K Q q: Le complexe K Q q consiste p r é c i s é m e n t en fonc­
tions-phases X qui transforment le complexe K Q sur K q suivant la 
formule: 

K K„X — K . 
Q q 
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4 . R e m a r q u e . L e t e m p s prévu p o u r m a c o n f é r e n c e me ne p e r ­
me t pas d ' i n s i s t e r s u r l a na tu re a l g é b r i q u e de c e r t a i n e s no t ions 
i m p o r t a n t e s , d ' o r i g i n e a n a l y t i q u e , q u i i n t e r v i e n n e n t dans l a t h é o ­
r i e c o n s i d é r é e . C e l a c o n c e r n e s u r t o u t l e s d i s p e r s i o n s c e n t r a l e s 
des équa t ions ( q ) , l e s f o n c t i o n s - p h a s e s é l é m e n t a i r e s , des é q u a ­
t i o n s ( q ) , ( q ) m u t u e l l e m e n t i n v e r s e s et l e s équat ions ( q ) aux 
f o n c t i o n s - d i s t a n c e s p é r i o d i q u e s . A u sujet des équa t ions m u t u e l l e ­
men t i n v e r s e s et c e l l e s dont l e s f o n c t i o n s - d i s t a n c e s sont p é r i o ­
d iques on a r é c e m m e n t t rouvé des r é s u l t a t s , m e p a r a î t - i l , b i e n 
i n t é r e s s a n t s . F i g u r e n t p a r m i ce s d e r n i è r e s équat ions l e s é q u a ­
t i o n s (q) aux p o r t e u r s q p é r i o d i q u e s . R e m a r q u o n s que , l e p o r t e u r 
q d ' u n e équat ion j a c o b i e n n e r é s u l t e pé r iod ique avec 3t, s i et s e u ­
l e m e n t s i l e g roupe K g con t i en t l e c e n t r e \ \ K q } V . à ce 
su je t m o n a r t i c l e sous p r e s s e q u i v a p a r a î t r e -dans l e V o l u m e d é ­
dié à M . A . K a w a g u c h i p o u r s o n 7 0 " * e m e a n n i v e r s a i r e . 

I V . L e m o d è l e a l g é b r i q u e a b s t r a i t d e l a t h é o r i e 
e n q u e s t i o n 

N o u s vo i l à a r r i v é s à l a p r é s e n t a t i o n d ' u n m o d è l e a l g é b r i q u e 
a b s t r a i t de l a t h é o r i e c o n s i d é r é e . L ' e x p o s é p r é c é d e n t ayant é t é 
c o n p u de m a n i è r e à f a i r e a p p a r a î t r e , e n g r a n d e s l i g n e s , l a s t r u c ­
t u r e l o g i q u e de ce m o d è l e , nous s o m m e s e n m e s u r e d ' a b o r d e r l a 
q u e s t i o n r a p i d e m e n t et s ans aucune e s p è c e de d i f f i c u l t é s . 

N o u s dé s ignons e n c o r e p a r VU l e g roupe des m a t r i c e s u n i m o -
d u l a i r e s 2x2 s u r l e c o r p s R et nous posons E = [Q . 

L e m o d è l e e n q u e s t i o n c o n s i s t e e n é l é m e n t s s u i v a n t s : 
1. L e g r o u p e des p h a s e s , ; 
2 . l e s e s p a c e s v e c t o r i e l s l i n é a i r e s L â a s s o c i e s aux é l é m e n t s 

3 . l e s q u a s i n o r m e s des b a s e s des e s p a c e s L â ; 
4 . l e s t r a n s f o r m a t i o n s k u m m e r i e n n e s des b a s e s et des é l é m e n t s 

des e s p a c e s L â . 

1. L e g roupe des p h a s e s , fy, e s t u n g roupe a b s t r a i t s a t i s f a i ­
san t aux p r o p o s i t i o n s s u i v a n t e s : 

A . con t i en t u n s o u s - g r o u p e d ' i n d i c e 2 , 
C e l a e n t r a î n e que l e g r o u p e - f a c t e u r ^ / c o n s i s t e e n deux 

é l é m e n t s « t t Q , G j . P o u r a € ^ nous posons s g n a ' = 1 ou b i e n 
s g n a ' « - I s u i v a n t que a £ ou b i e n a e G j . S u b s i s t e 
a l o r s , p o u r a , b £ *f , l a f o r m u l e : s g n ( a b ) ' = s g n a " , s g n b ' . 
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B . contient un sous-groupe % , appelé le sous-groupe fon­
damental, jouissant des p rop r i é t é s suivantes: 

a/ Le centre y de £ n est un groupe monogène = 
= le 1 1 } dont les é léments vérif ient pour e € $ la relation 
e e n = c n - s g n e ' e (n=0, i l , ! 2 , . . . ; c ° = l ) . 

b / I l existe un homomorphisme X de $ sur tel que ( i ) 
det Xe - sgn e' pour e ef; ( i i ) # c n = ( - l ) n E , les c 2 n 

étant les seuls é léments de p qui se r e p r é s e n t sur E . 
c / Le normalisateur de dans se confond avec $ : = 

D ' a p r è s a . , les groupes ^ = {c 1 1} , = { c 2 n } sont inva­
riants dans p . Tout é lément de ^ / est la réunion de deux 
é léments de p / D ' a p r è s b . , le noyau de est £ 0 . Donc, 
d ' a p r è s le premier t h é o r è m e d' isomorphisme pour les groupes, 
i l existe un isomorphisme fi. de %>l ^Q sur VL . Cet i somor-
phisme est de sorte que, les images de deux é léments ê^, ë 2 6. 
6 ^ Q dont la réunion est un é lément de £ / ^ diffèrent exac-
temant en signe: 5̂  ë j - - è"2» 

2. Les espaces vectoriels l i néa i r e s Lâ assoc iée aux é léments 
a € ^ / ç j . On suppose qu' à tout é lément à £ ^ / d ^ s e 

trouve biunivoquement a s soc ié un espace vectoriel l inéa i re à deux 
dimensions, L S , dont les bases sont dans certaines relations avec 
les é léments de â. 

Soit a £ â un é lément arbi t ra i re . On a alors â = ^ a . Les 
groupes $ / £ # ^ / £ o induisent les décomposi t ions de â, 
â / d * = Wl') a * 5 / d î'o = Cf /> 0 ) a - C e l l e s - c i ne dépendent 
pas du choix de a € â. Tout é lément de â/^}» est la réunion de 
deux é léments d e _ â / c j 

Désignons par B le sy s t ème des bases de Lâ provenant de la 
base B par la multiplication de B par les nombres positifs. 

Les relations en question sont les suivantes: 
a/ A tout é lément x € â correspond un s y s t è m e B x bien d é ­

t e r m i n é . 
b / Ë e x = ^ e . B x , pour x £ â, e £ ^ . 
c / B = B x ; x , y t â, en t ra îne y = c n x, n étant un entier 

convenable. 
D ' a p r è s b . , c . i l existe une correspondance biunivoque entre 

l 'ensemble des s y s t è m e s Ë et la décomposi t ion a/^ J Q : B —• c 
en t ra îne B = B x pour x € c (e â / ^ ^ Q ) . Toute base B de La 
se trouve contenue, év idemment , dans un sys t ème B bien d é t e r ­
miné et l ' o n a B —*• C]_ , - B —• c 2 , c^ V c 2 £ Les é léments 
de l 'ensemble cj resp. c 2 s'appelent les phases propres resp. 
impropres de la base B . 
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3 . L e s quasinormes des bases des espaces Là . On suppose 
qu ' à toute base B de L a se t rouve assoc ié un nombre r é e l non 
nul , | | B | | , appelé la quasinorme (wronskien) de B , de manière 
que 

a / sgn IIBII = - sgn a; pour B € B g . 
b / llMBH = det M . IlBll , pour toute ma t r i ce régul iè re 2x2 

sur R . 

4. L e s t ransformat ions kummeriennes des bases et des é l é ­ 
ments des espaces L a . 

Une t r ans format ion kummerienne des bases fait cor respondre 
à toute base B de Là et tout élément x £ ^ la base B o x de l ' e s 
pace L 6 , d ' a p r è s la formule 

- , abs IIBII m  

B c X ' abs HBjjll ^ e ' B b • 

i c i l a s igni f ica t ion de différents symboles est l a suivante: ax € E € 
€ ty\A f'» l e s éléments b € b et B b £ ^ ont été cho is i s 
a r b i t r a i r e m e n t , et, f inalement, e £ £ est l a solut ion de l ' é q u a ­
t ion ax = eb. 

Une t r ans format ion kummerienne des vecteurs fait c o r r e s p o n ­
dre à tout vecteur Y € L a et tout élément x £ ^ le vecteur 
Y o x t e l que 

Y = O l ' Y2) B ' . Y c x = (^i, / 2 ) ( B o x ) O j . = const .) ; 

B désigne une base de L a cho i s ie a rb i t r a i r emen t . 

Voi là le modèle algébrique abstra i t de l a théorie des t r ans fo r ­
mations des équations jacobiennes o s c i l l a t o i r e s dans l ' i n t e r v a l l e 
j = ( - 00 , 0 0 ) . Tous les éléments de l a théorie en question, tels 
que le complexe de K u m m e r , K Q ^, c e l u i K , les d ispers ions 
cen t ra l e s , les phases é lémenta i res , e t c . , admettent des analo­
gues abst ra i ts b ien évidents. A i n s i , par exemple , le complexe 
de K u m m e r , K q , se manifeste en tant que le groupe conjugué 
avec le groupe ^ par rapport aux éléments d 'une c lasse â £ 
€ . i , e tc . 
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V. P r o b l è m e s ouver t s 

Je me permets de terminer ma conférence par indiquer quel­
ques problèmes ouverts qui s'attachent à l ' exposé précédent. 

,1. On appelle deux équations (q),(q) mutuellement inverses si 
elles admettent des phases «6 , qui sont des fonctions inver­
ses: = àif Il s'agit d'étudier la géométrie centro-affine des 
courbes intégrales des équations (q), (q) mutuellement inverses. 

2. Soient (Q), (q) des équations dont les porteurs diffèrent 
l'un de l'autre d'une constante - *2 f Q = - A 2 + q, et dont les 
dispersions centrales <f)m, ^ n résultent confondues : < J ) m = fn. 
On sait que, dans ces conditions, les fonctions Q, q sont périodiques 
avec co(> 0) et les dispersions en question sont de la forme: 
^m^*) = ^ n ^ = * + t o * 1 1 s ' a 6 i t d e déterminer toutes les équa­
tions (Q), (q) jouissant de ces propriétés . 

3. Appliquer la théorie des transformations considérée aux 
équations (q) aux porteurs périodiques. Etudier la théorie de Flo-
quet en relation avec le modèle algébrique abstrait de ci-dessus. 

4. Développer la composante numérique de la théorie considérée . 
Il s'agit surtout des méthodes effectives du calcul des phases et 
des dispersions centrales. Payer attention aux équations spéc ia ­
les intervenantes dans les applications techniques. 

5. Récemment, M. F . Neuman a développé une théorie géométr i ­
que des transformations des équations différentielles ordinaires 
l inéaires et homogènes du n ~ * e m e ordre (sous presse). Il s'agit 
d'étudier cette théorie du point de vue algébrique. 
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na 1972 na k o n f e r e n c i E Q U A D I F F III v B r n ë . P f e d n â â k a o b s a h o v a l a p o p i s p o s t u -
pu vedoucfho od p r v n l c h z a ë â t k u a n a l y t i c k é t e o r i e K u m m e r o v ^ c h t r a n s f o r m a c i 
o s c i l a t o r i c k y c h d i f e r e n c i â l n f c h r o v n i c y " • q ( t ) . y , q ( t ) € Cjm _ ( o o # •<,) » k a b -
s t r a k t n ï m u , na a l g e b r a i c k y c h p o j m e c h a x i o m a t i c k y z a l o z e n é m u mode l u t é t o t e o ­
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J e d n o t l i v é k a p i t o l y p r e d l o z e n é h o c l â n k u m a j i ten to o b s a h : I . Û v o d , II . Z â k l a d y 
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P e a D M e 

A j r e C p a n M e c K a H c T p y K T y p a TeopHH jMHei lHHX  

AMJ4>epeHunajibHHX TpaHC(j)opMai|Hft B T o p o r o nopfl,mca 

0. BOPyBKA 

Ilpe^MeTOM 3 T O H C T a T b M HBJifleTCfl c o A e p x a H M e njieHapHoft jieicijHH n p o -

HTeHHoK 2 8 - r o a B r y c T a 1 9 7 2 r . Ha KOH$epeHijHH E Q U A D I F F III B r o p o ^ e 

B p H O . B JieKUMH o n n c a H n p o u e c c BeayiuHH O T nepBBix Ha^aj i aHajiHTHtiecKOH 

TeopHH T p 8 H C $ o p u a a n I i KyMMepa Ko^eOjiBumxcfl «HHtÈxfepeHiiHaJibHHx y p a B H e -

H H H y " s q ( t ) y , q(0 6 c j ^ ^ ^ , K a Ô C T p a K T H o K , Ha a j i r e O p a H q e c K n x n o -

HflTHHX aKCMOMaTMMeCKO OCHOB8HHOH , MOfl,ejlH 9T0H T e o p H H . 

H a a B a H u e OTflejibHHx TJIBB CTBTbw : I . BBef l eHHe , II . O C H O B H T e o p H H 

TpaHC(|)opuauHH ypaBHeHMH H K O C M III. A J i r e Ô p a $ a s , I V . A C c T p a i c T H a a a j i -

r e C p a i m e c K a n MO^ej ib T e o p H H T p a H c $ o p » i a i t H H . V . O T K p u T u e npoC^eMH. 
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