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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XXXI, 1875)
ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE

MATHEMATICA XXXI - 1975

SUR LA STRUCTURE ALGEBRIQUE DE LA THEORIE
DES TRANSFORMATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
DU DEUXIEME ORDRE

O. BORUVKA, Brno

Discours prononcé Je 28 aout 1972 dans la séance pléniére de la CZECHOSLO-
VAK CONFERENCE ON DIFFERENTIAL EQUATIONS AND THEIR APPLICA-
TIONS (EQUADIFF III) tenue a Brno, Tchécoslovaquie, 28-8 - 1-9 1972,
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I. Préliminaires

1. Dans la présente conférence je me propose de donner un
apergu de la structure algébrique de la théorie des transformations
des équations différentielles ordinaires linéaires et homogénes du
deuxiéme ordre dans le champ réel et de développer un modéle
algébrique abstrait de cette théorie. Nous considérons les équa-
tions en question dans la forme jacobienne

(9) v = q(t)y

et nous supposons que le coefficient q, appelé par occasion le por-

teur de 1’ équation (q) est une fonction continue dans un intervalle

considéré, j:q € C Qu’il me so0it permis d’indiquer et de sou-

ligner des le commencement que, pour de bonnes raisons dont je

parlerali plus tard, nous nous bornons aux équations (q) définies
et oscillatoires dans 1’intervalle j = (- o=, o). On appelle une
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équation (q) oscillatoire dans 1“intervalle j si toute intégrale de
(q) admet infiniment beaucoup de zéros vers les deux extrémités
de j. Un prototype de ces équations oscillatoires est évidemment
1”équation (-1) y’’ = -y dans l’intervalle j = (- oo, oo).

A 1a base de notre théorie figurent deux notions importantes,
3 savoir celles des (premiéres) phases et des dispersions cen-
trales (de la premiére espéce). Nous allons d’abord rappeler
leurs définitions et quelques propriétés en tant qu”elles nous se-
ront utiles dans la suite.

Pour abréger des notations ultérieures introduissons dés mai-
tenant les systémes denombrables suivants

2= {,,,t-z.'ic,t-fc,t,t+]c.t+27t,...}, 3 ={...,1-27Z.t.t*2-7£--}

(o]

et désignons, pour n=0,%1,%2, .., t € j:
cn(t) =t ¢« nJC.

On a, évidemment, } = % \4 Z1; }o = {CZn} » Zq = {c2n+1}'

2. Phases. Soit (q) une équation jacobienne et B = [3 ] une
base de Zq), les composantes u, v étant, par conséquent, des in-
tégrales linéairement indépendantes de (q). Le wronskien w
(=uv’- u’v) est alors une constante non nulle. On appelle phase
de B toute fonction « qui est continue dans j et qui satisfait dans
cet intervalle j, en dehors des zéros de v, 4 1’ équation tg«(t) =
u(t) : v(t). On démontre que les phases de B forment un systéme
dénombrable (&) qui est précisément (L) = 3« ; & designe
une phase quelconque de B et on applique la notation }.o = { .o

vy K 2T, AT, b, ke, L2, ...}

Il est bien connu que chaque phase o de B jouit dans j des pro-
priétés suivantes:

(1) 1.«€ c?’; 2. &'# 0; 3. UmL(t)= Goosgny’ (G=1)
J t @00

dont la 3~1€M€ apactérise les équations (q) oscillatoires. On
a en outre la formule
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(2) qt) = - {w. t} - L2(t)  (ved)

{ ,t} étant la dérivée schwarzienne de « au point t.

Introduissons, pOur simplifier les notations, la base de 1’équa-
tion (-1) : I(t) =[8int

A 1’aide de toute phase « € («&)1a base B s’ exprime en coordon-
nées polaires de la fagon suivante

(3) B = GVIW' —IV%__—'—-IOO (G: .".'1)

La phase & s’appelle propre ou bien impropre suivant que G=1
ou bien G = -1, Les phases propres, par exemple, forment un
- sous-systéme de («), («L),; « étant une phase propre on a : ()=
}K coté de la notion des phases d“une base de (q) on introduit la
notion des phases de 1’ équation (q) elle-mé&me: Sous une phase de
1°équation (q) on entend une phase d’une base quelconque de (q).

Pour aller plus loin appelons fonction-phase toute fonction o
définie dans 1’intervalle j et jouissante dans cet intervalle des
propriétés (1). Par la fonction-phase & se trouve bien détermi-
nnée, d’apreés (2), une équation oscillatoire (q). On vérifie que
« est une phase de (q). Les bases de (q) admettant la phase «
forment un systeme des bases proportionnelles, B = {p 14 : {icl },
const = u#0,

La fonction-phase « s’appelle élementaire si elle vérifie, dans
j, la relation suivante

(4) (tet) = L(t) + X .sgn &°.
Cette formule entratne la relation plus générale

(5) wc (t) = c «(t)  (n=0,%1,%2,...)

n, sgno&

Subsistent, par conséquent, les formules
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(6) FC=ag i =43

3. Dispersions centrales. On entend sous la dispersion centrale
d’indice n (=0,%1,%2,,..) de 1’ équation (q) la fonction ¥, dé-
finie dans j de maniere que pour chaque nombre t € J. la valeur

¥ n(t) est le n~1me pompre conjugué avec t et situé 3 droite ou
a gauche de t suivant que n > 0 ou n <0, En particulier, la fonc-
tion %1 s’appelle la dispersion fondamentale, Quant A la fonction
¥o, onpose pour t € j: H(t) =t.

On sait que chaque fonction ¥, est une fonction-phase qui est
constamment croissante et satisfait pour t € j 2 1’inégalité
RO XO)

Rappelons finalement qu”on entend sous la fonction-distance de
1’ équation (q) la fonction d définie dans j par la formule

d(t) = %,(t)

Au sujet de cette fonction d, dont la signification est évidente, con-
tentons-nous de mentionner le résultat suivant: Pour que la fonc-
tion-distance.d soit périodique avec &, il faut et il suffit que la
dispersion fondamentale ¥; soit élémentaire.

II. Fondaments de la théorie des transformations
des équations jacobiennes

1. On sait depuis une quatre-vingtaine d’années que toute trans-
formation biunivoque du plan (T, Y) sur le plan (t,y), telle que

= X(t), y = £(t,Y) et qui transforme les intégrales de chaque
équation jacobienne (Q) dans celles d’une autre, (q), a la forme
suivante

x) T = X(), y = ——c—Y. (0 # ¢ = const.);
|x- (1)1

on suppose, sans parler de certaines propriétés d’inversibilité et
de différentiabilité de la fonction f, que X est une fonction-phase.
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Dans la suite nous prenons, pour simplifier les formules, c=1

2. Transformations des bases, Soient (Q) une équation jaco-
bienne, Bp (T) une base de (Q) admettant la phase propre R et
W le wronskien correspondant. Subsiste alors une formule telle
que (3) écrite en lettres majuscules (§=1). Appliquons la trans-
formation (X) aux composantes de B, Nous avons

X 1
(1) By(T) —— fiwl Mo 1Ax(t) .

IAx (1)’

Or, la fonction «(t) = AX(t) étant une fonction-phase, elle
détermine, d’aprés (2), une équation oscillatoire (q), qui admet
la phase & . En faisant le calcul on trouve le porteur correspon-
dant q:

(Qq) - {X,t} v QXKL = qt).

On voit que le second membre de (7) est une base de (q), B, ,
admettant la phase « . Parmi les bases proportionnelles de (q)
qui admettent la phase «, la base B, se trouve bien détermi-
née par ceci que, 'son wronskien a la valeur W,sgn X’ et la fonc-
tion & est une phase propre de B,, . Remarquons que la base
transformée B, ne dépend point.du choix de la phase R € (R),.

L’ équation (Qq) s’appelle 1’équation de Kummer. Les fonc-
tions Q, q étant données, les solutions X de cette équation sont
précisément les fonct'ions-phases qui réalisent les transforma-
tions (X) des bases de (Q) dans celles de (q). Ces solutions s” .
appelent les dispersions générales des équations (Q), (q) et leur
ensemble est nommé le complexe de Kummer, -K . Dans le
cas Q=q on parle des dispersions et du complexe %éunmmer de
1’ équation (q), K.

Envisageons la %ransformation considérée en tant qu‘une opéra-
tion faisant associer a toute base By de (Q) et a toute fonction-
phase X, la base By, de (q); désignons cette opération par o de
sorte que By, = Bg o X. On trouve illustré le processus menant
des données By ,X au résultat By o X de l”opération en question
dans le schéme a la p. ; il y est marqué par les fléches. On
a désigné par Lg, Lq les espaces vectoriels linéaires formés

63



des intégrales des équations (Q), (q) et par ‘¥ 1‘ensemble de
toutes les fonctions-phases.

3. Transformations des intégrales. Il reste a dire quelques
mots au sujet des transformations (X) de différentes intégrales
de (Q) dans celles de (q). Y(T) étant une intégrale de (Q) on a,
évidemment,

(8) Y(T) = (¥, 23) By (T),

71, ?" (= const.) étant les coordonnées de Y par rapport a la
base Bg L’intégrale transformée, y(t), est alors

(9) y(t) = (7. 7)) (Bq o X(1)).,

On démontre que 1‘intégrale y de (q) ne dépend pas du choix de la
base Bj .

III. L*Algebre des phases

1. Le groupe des phases, ‘{4 . Revenons a la notation ei-dessus
et désignons par 44 1’ensemble formé par les fonctions-phases,
Il est clair que les fonctions inverses et de mé€me les fonctions
composées des fonctions-phases sont encore des fonctions-phases.
Par conséquent, si 1’on introduit dans ‘¢ 1’opération binaire, dite
la multiplication et consistant en composition des fonctions, de-
vient un groupe. Nous appelons ‘% le groupe des phases et ses élé-
ments, occasionnellement, les phases. L’élement neutre de ¢}
est, évidemment, la fonction ¥, (t) =t.

Remarquons a cette ocasion que, notre supposition faite dés le
commencement, a savoir qu’il s’agisse des équations (q) définies
et oscillatoires dans 1’intervalle j = (- oo, o-a), est tout-a-fait
esentielle pour nos raisonnements. En effet, les équations (q)
étant oscillatoires, les valeurs des élements du groupe ‘¢ re-
couvrent 1’intervalle j qui est précisément le domaine de défini-
tion de ces élements. Cela entratne que le groupe % est bien dé-
terminé,
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Les fonctions-phases croissantes forment un sous-groupe de ‘¢,
‘) o, qui est invariant dans ¢ et dont 1’indice égale a 2, L’autre
élément du groupe-facteur ¢/ Yo, G1, consiste en fonctions-
phases décroissantes.

2. Le sous-groupe fondamental § . Soit & 1’ensemble des
phases de 1’ équation (-1) : y°’ = -y. On démontre, en se servant
de (2), que 1’ensemble ¢ consiste précisément en solutions de
1’ équation de Kummer (-1, -1) et qu’il forme un sous-groupe de
‘% : ¢ CY. Nous appelons ¥ le sous-groupe fondamental de Yy,
plus brid¢vement: le groupe fondamental.

Les systémes % et 3, sont, évidemment, des sous-groupes
monogénes du groupe §o, aux générateurs cj1, c_j et Co, C_9
respectivement. Onpose %, = ¢ N Y, E; =§ N Gy.

On démontre que toute phase &€ € § est élémentaire. Subsiste,
par conséquent, une relation telle que (5) (@ =€) ; done, la phase
& est échangeable ou bien inversement échangeable avec chaque
élement cp € 3, suivant que £€ € o oubien & € Ej. Il en ré-
sulte que le groupe % fait partie du centre du groupe ‘éo et on
démontre que } est le centre méme de ‘§,. D’apres (6) les
groupes 2, 3o sont invariants dans $ . Les groupes-facteurs
fz/} » %13, vérifient, évidemment, la relation $/3 > ?/ %o
et on démontre que, tout élément de 'f«/} est la réunion exacte-
ment de deux élements de ¥/ %o- )

Une autre propriété importante de groupe % comsiste en ceci,
que ce groupe § coincide avec le complexe de Kummer de 1’équa-
tion (-1), K_1. Donc, € € § étant un élément arbitraire, la trans-
formation (&) fait passer la base I(t) de 1’ équation (-1) dans
une base de la méme équation (-1). On a, par conséquent,

1

ml&(t) = XELM)
t

€ étant une matrice réguliére 2x2 sur le corps des nombres
réels, R. On démontre que la correspondance 20: €& X est un
homomorphisme du groupe ¥ sur le groupe U formé des matri-
ces unimodulaires 2x2 sur R. '
Indiquons finalement la suivante propriété du groupe Y : Le
normalisateur de $ dans Y, n ¢ , se confond avec ¢ : -
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3. La décomposition ¢ /4 % . L’importance du groupe ¥
pour la théorie qui nous occupe tient a ceci: Les systémes des
phases de différentes équations (q) sont précisément les éléments
de la d?omposition du groupe % en classes latérales a droite,

% la ¥ . -

A tout élémean a €Y/ d ? se trouvent biunivoquement asso-
ciés:

D’abord, une équation (q) dont les phases forment précisément
1’élément d. Cette équation (q) est bien déterminée par une for-
mule telle que (2), & étant un arbitraire élément de 3;

puis, le complexe de Kummer de 1’ équation (q), Kq. Ce com-
plexe Kq est bien déterminé par la formule

Kqg ° & §w,

o étant encore un arbitraire élément de 4. Par conséquent, K
est le groupe conjugué avec ¢ par rapport aux éléments ‘de 3a;

finalement, 1’espace vectoriel linéaire formé par les intégra-
les de 1’ équation (q), Lq-

Et voici encore une caractérisation algébrique du complexe de
Kummer, Kq o: Le complexe KQ consiste précisément en fonc-
tions-phases X qui transforment le complexe KQ sur Kq suivant la
formule: )

K KQX = Kq
B;, La | L-f B)fx 9 |
AR Juignx
o} o o-1 o ° °q
% %ﬁ ) Kaq d=yva
S —— e O
G i"’ o “Z}nx
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4, Remarque., Le temps prévu pour ma conférence me ne per-
met pas d”insister sur la nature algébrique de certaines notions
importantes, d’origine analytique, qui interviennent dans la théo-
rie considérée. Cela concerne surtout les dispersions centrales
des équations (q), les fonctions-phases élémentaires, des équa-
tions (q), (G) mutuellement inverses et les équations (q) aux
fonctions-distances périodiques. Au sujet des équations mutuelle-
ment inverses et celles dont les fonctions-distances sont pério-
diques on a récemment trouvé des résultats, me paratt-il, bien
intéressants. Figurent parmi ces derniéres équations les équa-
tions (q) aux porteurs q périodiques. Remarquons que, le porteur
q d’une équation jacobienne résulte périodique avec JU, si et seu-
lement si le groupe K, contient le centre 3%:K,; D 3. V. ace
sujet mon article sous presse qui va paraltre dans le Volume dé-
dié 3 M, A, Kawaguchi pour son 70-i€me annjversaire.

IV. Le modéle algébrique abstrait de la théorie
en question

Nous voild arrivés 3 la présentation d’un modéle algébrique
abstrait de la théorie considérée. L’exposé précédent ayant été
congu de maniére a faire apparattre, en grandes lignes, la struc-
ture logique de ce modéle, nous sommes en mésure d’aborder la
question rapidement et sans aucune espéce de difficultés.

Nous désignons encore par W le groupe des matrices unimo-
dulaires 2x2 sur le corps R et nous posons E = [ 1]

Le modéle en question consiste en éléments suivants-

1. Le groupe des phases, ¥ ;

2. les espaces vectoriels linéaires La associes aux élements
1€Yla¥;

3. les quasinormes des bases des espaces L3;

4, les transformations kummeriennes des bases et des éléments
"des espaces La,

1. Le groupe des phases, g-, est un groupe abstrait satisfai-
sant aux propositions suivantes:

A, Y contient un sous-groupe d‘indice 2,

Cela entratne que le groupe-facteur @/ 'f{o consiste en deux
éléments '? . Pour a € 9 nous posons sgn a’ =1 ou bien
sgn a’s suivant que a € ¥%; oubien a € Gj. Subsiste
alors, pour a,b € ¢, la formule: sgn (ab)’ = sgna’, sgnb”’,
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B. ‘éf} contient un sous-groupe # , appelé le sous-groupe fon-
damental, jouissant des propriétés suivantes:

Le centre % de ¥ N ¥, est un groupe monogéne % =
= {c?} dont les éléments vérifient pour e € ¥ la relation
een-cn sgnee (I'IO"]. *2’...; 0-1)

b/ Il existe un homomorphisme X de ¥ sur W tel que (i)
det He =sgne’ pour eeP; (i) %cl= ((1)" E, les ¢2D
étant les seuls éléments de ¥ qui se représent sur E,.

;}/ Le normalisateur de ¥ dans Y se confond avec ¥ : #y=

D’aprés a., les groupes = {c"}, % = {c2n} sont inva-
riants dans . Tout élément de ¥ /3 estla réunion de deux
éléments de ¢/ },. D’aprés b., le noyaude ¥ est 3o- Donc,
d’aprés le premier théoréme d’ isomorphisme pour les groupes,
il existe un isomorphisme . de ¢/ 3, sur W . Cet isomor-
phisme est de sorte que, les images de deux éléments él, €y €
€ f/ %, dont la réunion est un élément de £/ 3 difféerent exac-
temant en signe: 78 & = -7 &.

2. Les espaces vectoriels linéaires L3 associée aux élements
85 € Y[y ¥ . Onsuppose qu’ a tout élément 3 € ¢/,  § se
trouve biunivoquement associé un espace vectoriel linéaire a deux
dimensions, L&, dont les bases sont dans certaines relations avec
les éléments de a.

Soit a € & un élément arbitraire. On a alors & = $a. Les
groupes %/} ¥/ 3o induisent les décompositions de 3,
alqy = (#/}) a, a/d Yo ° €72 }o) a. Celles-ci ne dépendent
pas du choix de a € &. Tout élément de &/ % est la réunion de
deux éléments de_3a/4 }o.

Désignons par B le systéme des bases de L3 provenant de la
base B par la multiplication de B par les nombres positifs.

Les relations en question sont les suivantes:

a/ A tout élément x € 3 correspond un systéme B, bien dé-
terminé.

b/ Bex = Xe.B By, pour X € a, e E.’@z

c/ B Bx- X,y & 4, entraIne y=c nx, n étant un entier
convena}{)le

D”aprés b.,c. il existe une correspondance biunivoque entre
1’ensemble des systémes B et la décomposition a/y },: B — &
entratne B = B pour X € c (e a/ }«O) Toute base B de La
se trouve contenue _évidemment, dans un systeme B bien déter-
miné et 1’on a B —vcl, -B —scz, c1 \'% c, € a/d 1. Les éléments
de 1’ensemble ¢1 resp. co s’appelent les phases propres resp.
impropres de la base B.
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3. Les quasinormes des bases des espaces La. On suppose
qu’3a toute base B de La se trouve associé un nombre réel non
nul, ||B]| , appelé la quasinorme (wronskien) de B, de maniére
que

a/ sgn IIBIl = - sgna; pour B € B,.
b/ IMBI = det M. lIBll, pour toute matrice réguliére 2x2
sur R.

4, Les transformations kummeriennes des bases et des élé-
ments des espaces La.

Une transformation kummerienne des bases fait correspondre
a toute base B de L3 et tout élément x € Y la base Bo x de l’es-
pace Lb, d”aprés la formule

- abs | Bl
Bex = Vabs =X #e.B ;

ici la signification de différents symboles est la suivante: ax € b €
€ Y/.,¥, les éléments b€ b et By € f3b ont éte choisis
arbitrairement, et, finalement, e € § est Ia solution de 1°équa-
tion ax = eb.

Une transformation kummerienne des vecteurs fait correspon-
dre 3 tout vecteur Y € La et tout élément x € Y le vecteur
Y o x tel que

Y= (B 7)) B Yex: (. #) (Box) (7.2 = const);

B désigne une base de La choisie arbitrairement.

Voilad le modéle algébrique abstrait de la théorie des transfor-
mations des équations jacobiennes oscillatoires dans 1’intervalle
j = (- oo, o). Tous les éléments de la théorie en question, tels
que le complexe de Kummer, K , celui K_, les dispersions
centrales, les phases élémentaires, etc., admettent des analo-
gues abstraits bien évidents., Ainsi, par exemple, le complexe
de Kummer, Kq, se manifeste en tant que le groupe conjugué
avec le groupe ¥ par rapport aux éléments d‘une classe a €

€ “’r}/df« , etc.
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V. Problémes ouverts

Je me permets de terminer ma conférence par indiquer quel-
ques problémes ouverts qui s’attachent 3 1’ exposé précédent,

.1. On appelle deux équations (q) (@) mutuellement inverses si
elles admettent des phases &, & qui sont des fonctions inver-
ses: o = L1 . Il s”agit d’ étudier la géométrie centro-affine des
courbes intégrales des équations (q), (§) mutuellement inverses.

2. Soient (Q), (q) des équations dont les porteurs différent
1°un de 1’ autre d’une constante - A2 , Q= - A2 4 q, et dont les
dispersions centrales ¢, ¥, résultent confondues : O = fp.
On sait que, dans ces conditions, les fonctions Q, q sont périodiques
avec w(> 0) et les dispersions en question sont de la forme:
O(t) = ¥ (t) = t+w . Il s’ agit de déterminer toutes les équa-
tions (Q), (q) jouissant de ces propriétés,

3. Appliquer la théorie des transformations considérée aux
équations (q) aux porteurs périodiques. Etudier la théorie de Flo-
quet en relation avec le modéle algébrique abstrait de ci-dessus.

4, Développer la composante numérique de la théorie considérée.
I1 s”agit surtout des méthodes effectives du calcul des phases et
des dispersions centrales., Payer attention aux équations spécia-
les intervenantes dans les applications techniques.

5. Récemment, M.F. Neuman a développé une théorie géométri-
que des transformations des équations différentielles ordinaires
linéaires et homogénes du n~1€™e ordre (sous presse). Il s”agit
d’étudier cette théorie du point de vue algébrique.
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Predmétem tohoto &ldnku je obsah plendrnf p¥ednds8ky proslovené dne 28, srp-
na 1972 na konferenci EQUADIFF III v Brné. P¥ednidska obsahovala popis postu-
pu vedouctho od prvnich zad4dtku analytické teorie Kummerovych transformac{
oscilatorickych diferencidlnich rovnic y’’ = q(t).y, q(t) € cJ. (oo, a2) » k @b-
straktnfmu, na algebraickych pojmech axiomaticky zaloZenému modelu této teo-
rie.

Jednotlivé kapitoly pedloZeného &ldnku majf tento obsah: I, Uvod, II. Zéklady
teorie transformac{ jacobiovskych rovnic, III. Algebra fazf, IV. Abstraktn{ al-
gebraicky model teorie transformac{, V. Otevi‘ené problémy.

Peasapopxe

AareCpanuecKkass CTPYKTypa Teopuu JAuHeAHHX

Indpdepenuman biHX TpaHchopmauuit BTOpOro nopanka

O. BOPYBKA

[IpeaMeToM 3TO# cTaThu SABAKETCA COLEepPX&HUEe MJNEHAPHO# Aeknuu npo-
HTeHHON 28-ro aBrycra 1972 r. Ha xoHdepeHnuu EQUADIFF III B ropoge
BpHo. B xexuumu onucaH npouecc BeAymu?t OT NepBHX HAYAN AHAJUTHYECKOHR
Teopun TpeHchopmanu# Hyumumepa xonebavumuxcs auddepeHuuanrbHHX ypapBHe-
Hut y** = q(t)y, a(t) € C;’:(_“'g_), K abcTpakTHOX, Ha aareCpaMyecKux Mo-
HATHAX AKCHOMATMUECKO OCHOBaHHOK, Mozeam oTOR Teopum.

HasBaHue oTheabHEX raaB crarbu: I, BBenenue, II. OCHOBH Teopusu
rpancdopuaunit ypasuenu#t fAxko6u III, Axre6pa das, IV. AGcTpakTHaa ax-
recpauqecgcaa Momeap Teopum TpaHchdopmanuit. V., OTKpHTHE NPOGAEMH.

71



		webmaster@dml.cz
	2012-09-24T12:59:35+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




