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PRACE

MORAVSKE PRIRODOVEDECKE SPOLECNOSTI

SVAZEK VI., SPIS 4. 1930 SIGNATURA: F 50
BRNO, CESKOSLOVENSKO.

ACTA SOCIETATIS SCIENTIARUM NATURALIUM MORAVICAE
TOMUS VI., FASCICULUS 4; SIGNATURA: F 50: BRNO, CECHOSLOVAKIA: 1930.

VOJTECH JARNIK:

O jistém problému minimalnim.

(Z dopisu panu 0. BORUVKOVIL.)

Zajimavou otiazku, kterou jste FeSil ve své praci »0O jistém
problémuminimalnime« (Price moravské prirodovédecké spo-
lecnosti, svazek IlL., spis 3), lze FeSiti jeSte jinym a — jak se mi zdd
— jednodusSim zpisobem. .

Dovoluji si sdéliti Vam v nasledujicim své feSeni.

BudiZz dano n(=2) prvkia, je7 oznadim Cisly 1,2,....n. Z téchto
prvkit sestrojim § n(n--1) dvojic li.kl, kdez i | k; i, k=1.2,....mn:
dvoiici 1k, il povazuji za totoinou s li, k]. Kazdé dvoijici li, k| budizZ
prifazeno Cislo kladné r;  (r; ;). Tato cislar,  I=i<k=n)
v podtu Fn(n— 1) budte navzijem rfizna.

Mnozstvi vSech dvojic i, k] ozna¢me M. Jsou-li p.q dvé pfirozenai
¢isla =n, p | q, nazvu kazdou skupinu dvojic z M tvaru
(1 [p.c)lc,cl [e,el .o [e,_pel le,ql
fetézeem (p.q). Také jedinou dvojici [p,ql nazyvam Fetézcem
(b, @).

Casteené mnozstvi H z mnozstvi M nazvu kompletni ¢dsti
(znacka k<), jestlize ke kazdé dvojici prirozenych &isel p, q, jeZ jsou
=n a od sebe riznd, existuje v H fetdzec (p, q) (t. i. Fetdzec tvaru (1),
iehoZ vSechny dvoiice patii k H). Existuji k¢; nebof M samo je k.

Je-li
(2) i, k1. [iz. k1 .. i k]
néjaké casteéné mmozstvi K z mmozstvi M,") oznacme
t
l ri.' k. R (K).
- "
j—1

1)V (2) necht je kazda dvoiice z K napsdna jen jednou.
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JestliZe pro né&jakou kompletni ¢ist K ma R (K) hodnotu mensi
nebo rovnou neZ pro kteroukoliv jinou kompletni ¢ast, nazvu K mi-
nimalni kompletni ¢dsti mnoZstvi M (znacka mkg).

JeZto existuje aspoil jedna k& a pouze konecny poclet k¢, existuje
patrné aspoii jedna mk¢.

Ukol, ktery jste feSil ve své praci, 1ze pak formulovati takto:

Ukol: Dokdzati, 3e existuje jen jedna mké a udati pFedpis pro
jeji konstrukci.

1. pomocnd véta. BudiZ a, pFirozené cislo =n;

(3) Ta,, a5 — min Ta,, k.
(k:I,Z,...,n'
rF+a,

Potom kazdd mké. obsahuje dvojici [a,, a.].

Diikaz. K budiz k& jeZ neobsahuie [a,, a.]. Potom obsahuje K
fetézec

(ay, a2) = lay, ¢, [ecal, .. Loy aul,

kdeZ c¢,3=a,. MiiZeme ptedpokladati, Ze l[a,, c,] vystupuje v tomto
fetézci jen jednou —- jinak bychom prosté mohli vynechat vSechny
dvojice, jeZ stoji v (a;, a,) pfed poslednim vystoupenim dvojice [a., c,].
Budiz K" mnozstvi dvojic, jeZ vznikne z K, vynechdm-li v ném [a,, c,1
a pridam [a,, a.].

Je-li (p, @) libovolny Fetézec z K, dostanu z ného fetézec (p,q)
v K’, nahradim-li v (p, q) dvoijici [a,, c,] po kazZdé skupinou

[ay, a.], [as ¢, [c,c_,), ... [ewcl

Tedy K’ je k¢, ale jezto vzhledem k (3) je R (K) <R (K), neni K
mk¢, jak bylo dokazati.

Zavedme jesté tyto definice:
Budiz .
K=li, k], [i,, k.], ... li,, k]

CasteCné mnozstvi z mnoZstvi M. Indexem mnozZstvi K nazvu
kazdé pfirozené cCislo, jeZ se rovna nékterému z Cisel iy, ki, is, Ko,
co ip k.

Céstecné mnozstvi K z mnozstvi M nazvu souvislou ¢asti,
jestlize ke dvéma libovolnym navzajem riiznym indexiim p,q mnoz-

w
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stvi K lze nalézti v K fetézec (p,q) (t. i. fetézec (p, q), sloZeny vy-
hradné z dvoiic mnozstvi K).

2. pomocnd wvéta. Budiz S souvisld ¢dst; hy, hy, ..., h_  budte
vSechny indexy mnozstvi S; budiz s <n. Budte l,, l,,...,l, ona z ¢i-
sel 1, 2,...,n, jez nejsou indexy mnoZstvi S; budiz

(4) Tg p = min ™, 1,

i=12,...,8
i=12,..,t ]

Tvrdim: Kazdd mké, jez obsahuje S, obsahuje i dvojici [a, b].

Diikaz. Necht K je k¢, jeZ obsahuje S, ale neobsahuje [a, b]. Ozna-
Seni ve (4) volme tak, Ze a je indexem, b neni indexem mnoZstvi S.
Jezto K je k&, obsahuje K fetézec (co=a, ¢,y =b, v=1)

(as b) — [COa C]]» [cl’ Cg], sy [C”, C,).;] ]
Budiz ¢, posledni z ¢isel ¢, ¢y, ..., ¢, j€Z je indexem mnoZstvi S.

Vytvoime mnozstvi K’, jez. vznikne z K tim, Ze vynecham v ném
dvoiici lc,, ¢,y ] a pfidim dvojici [a, bl. Budiz (p, ) libovolny fe-
tézec z K.

Potom mohou nastati dva pfipady:

1. ¢,, =a; potom, nahradim-i v (p,q) dvoiici [c,, ¢, ]=
=la, ¢, | skupinou

[a, bl. [b, ¢,], [,y ¢, ). 0Cpp €yl

dostanu fetézec (p, q) z K'.

2. ¢, “l=a; potom, jezto S je souvislé, existuje v S Fetézec
la, d,], ldy, do], ..., [d,, c,).
Nahradim-li v (p, @) dvoiici lc,» ¢,,,] skupinou
le,, d.1, ... [dsd,], [dy,al, [a,b], Ib,c,],
[ R [N RN A
dostanu fetézec (p,q) z K'.2)

Tedy K’ je k& a vzhledem k (4) je R(K) <R (K); tedy K neni
mk¢, jak bylo dokazati.

2) Je-li b=rc,,4;, odpadne Cdst skupiny za [a, b].
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Zavedeme nyni jisté Casteéné mnozstvi J z mnozZstvi M takto:
Definice mnozstvi J. Jest
J=lag,a.l, lagald, ... la,,_, a,, .l
kde a,, a., ... jsou definovana takto:
1. krok. Za a, zvolme kterykoliv z prvka 1,2,... n; a. budiz

definovano vztahem

Ta, a, — MiN Ty |

I1=12,...,n
1:ta1 .

k-ty krok. Je-li jiz definovino (5) a,a,as.... ag,_4, a4, o
2=k <n), definujme a,,_,, a5, vztalem

ra2k—l’ ag, min ri.j’
kde i probihd vSechna C¢isla ay, as, ..., a,_,; § vSechna ostatni z Cisel
1,2,...,n Pfi tom budiZ a,,_, jedno z Cisel (5), takze a, neni obsa-
Zeno mezi &isly (5).
Je patrno, Ze pti tomto postupu je mezi &isly (5) pravé k cisel
ruznych, takZze pro k <n lze k-ty krok provésti.

;

Seni na$i alohy je nyni dino timto tvrzenim:
J jest mké.

. Neexistuje Zddnd jind mkc.

3. J se sklddd z n-1 dvojic.

Re
1.
2

Diikaz provedu indukci. Tvrzeni 3. je patrné spriavné.
1. Podle prvni pomocné véty musi kazda mk¢ . obsaliovati
mnozstvi
J. = [ay, a,].
Mnozstvi J, jest souvislé a ma pravé dva indexy.
2. Budiz pro jisté celé k 2=k <n) jiZ dokdzino, e mnoZstvi

Je=lana), [a,al, ... [a,_, a, ]
je souvisla cast s k indexy, jeZ jest obsaZena v kazdé mk¢. Potom po-
dle 2. pomocné véty je také mnoZstvi

Jk+1 == [al’ az]' [83, a4]’ e [a2k-——l' azk]
obsazeno v kazdé mk& a md patrné k + 1 indexii (nebof a, _, patfi
k indexiim mnoZstvi J,. a,, nikoliv). Déle jest J, ., souvisla &ist;
nebof budte p,q dva riizné indexy mnozstvi J,,:

4
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1. Je-li p=Fa,,, q 4 a,,, existuje jiz v J, Fetézec (p, ).

2. Budiz p=a,, a tedy q3-a,, ; tedy q je indexem mnoZstvi ]J.

2a. BudiZ g = a,,_; potom [p, a] je Fetézec (p, @) z J, ;-

2B. Budiz q - a,,_,. Potom existuje v J, fetézec [q,b.], [by, b.],
..o |b, a, , ]a tedy

o, a,, ], [a,,_, b,], ..., [b,. b, [b,. q]
je fetézec (p,a) z Ji,, -

Tedy pro kazdé k 2=k =n) je J, souvisld &ist s k indexy, ob-
sazend v kazdé mkc.

Specialn¢ J =], e souvisld Cast s n indexy, t. j. s indexy
1,2,...n; jsou-li tedy p,q dv&é riizni pfirozend &isla =n, existuje
v ] fetézec (p, q); to jest: J je kc.

Kdyby existovala minimdlni kompletni ¢iast K riiznd od J, musila
by K obsahovati J, a tedy by bylo R (K) >R (]), coZ je vylouceno,
jezto J jest k& Tim jsou naSe tvrzeni dokazdna.

Konstrukce mnozstvi J je patrna z jeho definice.

Poznamka. ReSeny problém je moZno ndzornd interpretovati
takto: Je dano n kulicek, jeZ jsou ocislovany disly 1,2,...,n, a jeZ
jsou po dvou spoijeny tycemi v poctu I n(n—1). Hmota tyle, jeZ
spojuje kulicku a s kulickou b, budiZ r, . Ty tvCe budte event. tak
prohnuty, aby se¢ navzdijem nestykaly. Jest odstraniti z tohoto systé-
mu tyc¢i nékteré tak, aby téch n kulicek drZelo pohromadé a aby
hmota zbylych tyc¢i byla co nejmensi.

V Praze, 12. tinora 1929,
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VOJTECH JARNIK:

Uber ein Minimalproblem.

(Auszug aus einem Briefe an Herrn O. BORUVKA.)

In dieser Note wird eine neue Losung eines vom Herrn
0. BORUVKA behandelten Minimalproblems') dargestellt.

Es seien n Elemente gegeben, die mit den Ziffern 1,2,...,1n be-
zeichnet werden. Wir bilden die in(n—1) Paare [i,k] (=ZEk;
i,k=1,2,...,n), wobei die Paare [i, k] und [k,i] als identisch ange-
sehen werden. Die Menge aller dieser Paare leisse M. Jedem Paar
[i, k] wird eine positive Zahl r;, (r; ,=r, ;) zugeordnet; dic
¥n(n—1) Zahlen r; , (1=i<k=n) seien voneinander verschieden.

Wir betrachten alle Teilmengen K von M, die folgende Eigen-
schaft haben:

Wenn p, q natiirliche Zahlen =n sind, p-q, so lisst sich aus
den Elementen [i, k] von K eine Kette der Gestalt

[p,c) e, el .o le,_hcl [c,. al

bilden. Und wir behaupten: unter allen solchen Teilmengen gibt cs
genau eine, fiir welche die Summe

Zri‘k,

erstreckt iiber alle Elemente [i,k] dieser Teilmenge, den kleinsten
Wert besitzt. Und diesc Teilmenge besteht aus genau n— 1 Elementen

[alv a ]‘ [a;p a4]) MRS ] [azn_ss a2n——2]’

die folgendermassen definiert sind:

1) 0. BORUVKA, Uber ein Minimalproblem, diese Acta, Tomus IlI, fasc. 3.
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a, ist eine beliebige unter den Zahlen 1,2,..., n.
a, ist durch

— min r

Ta,, a, a, |

1=12,...,n
134 a,

Wenn 2=k<n und wenn [a, a,], ... [a, _, a, ,l bereits
bestimmt sind, so wird [a,, , a,,] durch

definiert.

r — min r_.
a2k—1’ azk 1

definiert, wo i alle Zahlen a, a,.., 8, _,, ] aber alle iibrigen von den
Zahlen 1,2, ... n durchliuft.

Praha, den 12. Februar 1529.



		webmaster@dml.cz
	2013-09-29T16:00:56+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




