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Über einen jp-adischen Übertragungssatz. 
Von Vojtech Jarnik in Prag. 

Im folgenden sei p eine fest gewählte Primzahl; kleine lateinische 
Buchstaben bedeuten ganze rationale Zahlen, kleine griechische Buch­
staben — reelle Zahlen, kleine deutsche Buchstaben — ganze p-adische 
Zahlen, d. h. Ausdrücke von der Form 

a=a0 + a1p + a2p*+ . . . (0^a{<p für i = 0 , 1, . . .); 

ist dabei an=0 für w>m, so identifiziert man a mit der ganzen ra­
tionalen Zahl a0 + axp + . . . + ampm. Wenn af^ 0, ä{=0 für OrSi <f, 
so setzt man \n\p=p-f; außerdem | 0 | p = 0 . 

^Definiert man den Abstand Pi (a,b) zweier Zahlen 

(1) a=a0 + a1p + a2p
2 + . . ., h=b0 + b1p + b2p*+ . . . 

durch die Gleichungen 
Pl (a, a )=0 , 

h(a-> &)=P~' wenn af^bf, at=bi für 0^£i<f 

(was man auch durch die Kongruenzen 

a=b (moäpf), a^b (mod pf+1) 

auszudrücken pflegt), so bilden die ganzen j)-adischen Zahlen einen 
kompakten Raum, d.h. einen metrischen Raum, in welchem jede Punkt­
folge eine konvergente Teilfolge enthält. Dabei bedeutet die Gleichung 

lim (aor + alrp + a2rp* + . . .)=a0 + ax p + a2p
2 + .. . 

r—• co 

offenbar, daß es zu jedem w^O ein r0 (n) gibt, so daß anr=an für 
alle r>r0(n). Weiter ist | a | p =p 1 (a, 0). 

Für die beiden Zahlen (1) definiert man 
ti n 

a + b = lim 2 ( a , + ^)PS a b = lim ^iaibkp
i+k. 

n->oo f = 0 n-> oo t, fc=0 

Man definiert dann wie üblich a—b, —; letzterei; Ausdruck ist 

freilich dann und nur dann eine ganze /r-adische Zahl, wenn a =-{-: 0̂  
| b |pg |a | p . Von den rationalen Zahlen liegen als genau diejenigen im 
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Bereiche der ganzen |)-adischen Zahlen, die sich in der Form — mit 

a > 0 , p/a darstellen lassen. 
Für m > 0 sei Em die Menge aller Systeme {au . . . , am) von je 

m ganzen p-adischen Zahlen mit folgender Abstandsdefinition: sind 
P={a1, . . ., ajh (? = {bi, . . ., bw} zwei Punkte aus Em, so ist ihr Ab­
stand 

pw(P, Q)= Max px(ah bt). 
1 < i < m 

Offenbar ist Em ein kompakter Baum, pw (P, i?) g Max (pw(P, <?), p,/t (Q} B)). 
Ist K eine Kugel in Em (d. h. die Menge aller Punkte, die von 

einem festen Punkte P einen Abstand < p haben, wo p eine gegebene 
positive Zahl ist), so gibt es genau ein ganzes f^O, so daß K genau 
aus allen Punkten X von Em mit pw(P, X)^p~f besteht; K heiße 
dann eine Kugel fter Ordnung. Es gibt genau eine Kugel nullter 
Ordnung, nämlich <Em selbst. Je zwei Kugeln derselben Ordnung sind 
punktfremd und jede Kugel fter Ordnung ist Vereinigungsmenge von 
pm. verschiedenen Kugeln (f+ l)-ter Ordnung. Jede Kugel fter Ordnung 
enthält genau einen Punkt {«,, . . ., am) mit O^a* <pf ( l ^ i ^ w ) . 
Jede Kugel ist offenbar eine offene und zugleich abgeschlossene Menge. 

Ist McEm, so tiberdecke man M durch eine (endliche oder un­
endliche) Folge von Kugeln 

Kx, K2, . . . (ft) 
und man setze 

(T(^) = 2 p - w / n , 
n 

wo fn die Ordnung von Kn bedeutet. Es sei \LM („äußeres Maß" von 
M) die untere Grenze von a (ft) für alle derartigen Folgen (®), welche 
die Menge M überdecken. 

Wir brauchen nur folgende triviale Eigenschaften von (/. M: 
1) Aus McN folgt [J.M^[J.N. 

oo oc 

2) i~(S-tf«)^Si--w« 
n = l n = l 

(also insbesondere: ist M abzählbar, so ist y.M=0). 
3) Ist K eine Kugel fter Ordnung, so ist \>.K=p-mf. Denn 

\).K^p~wf ist klar; wäre \LK<p—mf, so könnte man nach dem 
Boreischen Satze sogar eine endliche Folge (fö) mit tf(S)<P~~w/ finden, 
die K überdeckt. Durch Unterteilung der Kugeln von (ß) könnte man 
erreichen, daß alle Kugoln von (ü) von derselben Ordnung f0 wären, 
so daß ihre Anzahl <pw</o-/) wäre. Dann könnten aber diese Kugeln 
die Kugel K nicht überdecken — Widerspruch. 
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Ist also f/.ilf=0, so kann M keine Kugel enthalten. Gilt eine 
Eigenschaft für alle Punkte von Em mit Ausnahme der Punkte einer 
Menge M mit JAJM==0, SO wollen wir sagen, daß diese Eigenschaft 
„fast überall" gilt. 

Herr Mahl er1) hat folgenden Übertragungssatz bewiesen (der 
einem bekannten Kh int chineschen Übertragungssatz für reelle Zahlen 
entspricht): 

Es sei m^r l , y ^ r m + 1 ; es seien au . . ,, am ganze p-adische 
Zahlen, welche folgende Eigenschaft besitzen: 

Zu jedem S0 gibt es ein £>H0 und m+ 1 Zahlen xu . . ., xm, 
xm+u von welchen die m ersten nicht sämtlich durch p teil­
bar sind, mit 
Max (l-r-J-.. ., |a^.4-11)fSS, \xlal + . . . + xmam + xm+1\p 5S5""Y. 

Dann haben die Zahlen au . . . , am auch folgende Eigenschaft:2) 
* Zu jedem ri0 gibt es ein vj > 7j0 und m + 1 Zahlen «/, yu . . ., ym 

mit 
p/y, Max(|y|- yx\ , \ym\)^Yh 

\yüi — yi\p ^ f i (Wjj-s^Tp5 ( l ^ i f g m ) 

B 

wenn 
Wî Ţ 

1 + Y(m-1) 
gesetzt wird. 

Wird also ß2 = ß i (at, . . ., am) bzw. ß2 = ß2 (au . . ., cu) als die 
obere Grenze derjenigen Zahlen y bzw. & definiert, für welche das 
System ax,. . ., am die Eigenschaft A bzw. B besitzt, so ist 

m + l ^ ^ o o , ^ - ^%^oo ( m ^ l ) , 

ß-2 = ßi für w = 1, 

(2) ß - ^ I + ^ Z T ) <«••->! 

*) K.Mahl er, Ein Übertragungsprinzip für lineare Ungleichungen, Casopis 68 
(1938/9). 

2) ci(miPi fy bedeutet eine natürliche Zahl, die nur von m, jp, o abhängt; 
analog in ähnlichen Fällen. Für w==l sind freilich die Eigenschaften A und B (mit 
^=-=1, o== Y) identisch. Ohne die Eigenschaft B zu ändern, kann man * t>0 fordern. 
Setzt man i=pr(r^>0) und beachtet man, daß sich die ( p r + l ) ( w + -) Zahlen 
x1ai+ . . . +xmam + xm+i (0<xi <pr) aufjpO + -> Restklassen modulo p ("» + -)»• 
verteilen, so sieht man mit Hilfe des Schubfachprinzips leicht, daß A mit Y = m+1 
für jedes System av . . ., am gilt (wenn bei der Anwendung des Schubfachprinzips 
Zahlen xv . . ., xm +1 herauskommen, die sämtlich durch p teilbar sind, so dividiere 
man durch die höchste in (xv xv..., xm+i) enthaltene Potenz von />). 
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(wobei i , m\°° ^ als — ~ = lim f , "*T—— gelesen werden soll 
v l + oo(m —1) m — 1 T_1>oo l + T(m —1) & 

( w > l ) ; analog in ähnlichen Fällen).3) Das Ziel, dieser Note ist, den 
folgenden Satz zu beweisen, der zeigt, daß die Mahlersche Schranke (2) 
scharf ist: 

Satz 1. Ist m > l , so gibt es zu jedem Y fnit m + 1 ^ Y = ° ° etn 

System {ax, . . ., am) mit 

ßi(öi, • • ., o m ) = j , ß,(a2, . . ., a w ) = 1 + ^ _ 1 ) . 

Dieser Satz folgt offenbar aus den beiden folgenden Sätzen: 
* Satz 2. Zu jedem y *wif 2 ^ Y = ° ° 5 ^ ^5 **w wfcAf ra^io-

wa/es a mi£ ßx (a)=y. 
Satz 3. JE& sei 2 < y < °°, m > 1; ^5 ^ <*i eine ZaAt mi£ ßi(öi) = Y-

Z)aww ist für alle Punkte {a2, . . ., am} des Raumes Em„i 

(3) ßl(a11 a2, . . ., aw)^Max (m + 1, y), 

(4) ^ ß.(öi,"a., . . ., am) ̂  Max (-5±1, 1 + T 7J- i ) ) -

Für fast alle Punkte (a2, . . ., am) ist sogar 

(5) ßi(a!, a2,. . ., aw)=Max (m + 1, y), 

(6) ß, (ax, a2, . . , aw)=Max (=±±, 1 + T " J , . l ) ) . 

Aus den Sätzen 2, 3 folgt unmittelbar, da/? es zu jedem y M # 
m + 1 ^ Y = ° ° ^w System {au . . ., aw} wit ßa (ax, . . ., aw)=Y gibt. 
Diese Sätze ergeben aber auch einen analogen Satz für ß2: 

vn —1—1 

Satz 4: Es sei m > 0 , - - ^ - ^ X S o o . Dann gibt es ein System 
{a2, . . ., aw} mit 

ß2(al9 . . . , a j = ö \ 
Beweis: Für m=\ ist dies der Satz 2. Es sei also &> 1 und 

ky Satz 4 sei wahr für m = k—\. Da der Ausdruck ——^—-r alle Werte 
1+Y(k-1) 

k+1 ^ k 
des Intervalls -—-- ^ Ö ^ T — - durchläuft, wenn y von k+ 1 bis 00 läuft, 

k 
so ist Satz 4 nach den Sätzen 2, 3 für m = k, Ö ^ - — - wahr. Ist aber 

fc — 1 
k 

o>*—p so gibt es nach Satz 4 mit m=k—1 ein System {ax, . . ., 
3) Der Wert von ß, und j32 ändert sich offenbar nicht, wenn man sich in A 

und B^auf Zahlen £ tlnd ^ von der Gestalt i>r(r>0) beschränkt. 
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a^-i} mit ß2C
an . . ., a*_i) = S; wird ak==dk-i gesetzt, so ist offenbar 

ß2(Oi, • • . , Ö * ) = 8 . 

Der Beweis des Satzes 3 erfolgt durch eine Methode, die ich 
schon einmal4) bei einer analogen Frage (aber damals mit reellen statt 
mit p-adischen Zahlen) benutzt habe. Wir beginnen mit einigen trivialen 
Hilfssätzen. 

Hilfssatz I.Ist Keine Kugel r-ter Ordnung in E1
b)J r ^ 2 £ + l > 0, 

so enthält K höchstens einen Punkt - 1 mit 
X 

p /x, Max (|a?|, | ^ | ) < p*. 

Beweis. Wären —' — zwei verschiedene solche Punkte, so wäre 
x y 

X~t — J(modPr\ Q^*i!/-xyi=Q (m°dpr\ 

2p2t > \xxy—xyL\ ^pr^p'2t+l— Widerspruch. 

Hilfssatz2. Es sei Keine Kugel r-ter Ordnung in E^O^r ^ 2 t+l; 

A sei die Anzahl aller in K liegenden Punkte ~ mit 
p/x, Max (\x\, \xi\Xp*. 

Bann ist 
A^pu"r+X. 

Beweis. Die betrachteten Zahlen ~ liegen alle in einer und der­
selben Restklasse mod pr, also in höchstens p2'~r+1 Restklassen 
modp2*+1; wäre A >/>2'~-r + *, so müßten zwei verschiedene solche 

Zahlen ----, -^ in einerund derselben Restklasse modp2'*1 liegen; also 
x y 

^i Vi 

wäre 
O + j - y —ffy-ssO (modp2^1), 2p2< > \xxy—xyx | ^P 2 / + 1 , 

was einen Widerspruch liefert. 
Hilfssatz 3. Es sei Mx, M2 . . . eine Mengenfolge in Em; M sei 

die Menge derjenigen Punkte aus Emy die in unendlichvielen Mengen Mr 

liegen. Ist die Beihe ^l^Mr konvergent, so ist p.lf-=0. 
r 

Beweis. Für jedes A:>0 ist 
OO oo oo 

JltcsS-Vr, also [ A i l / ^ . 2 . J L g 2 | A A / , . 
r=k r=fV r=fc 

4) V. J a r n f k , Über einen Satz von A. Khintchine, Prace matemat.-fizycznc 
43 (1935). 

5) K ist also eine „Restklasse44 mod jo r . 

file:///xi/Xp*
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Hi l f s sa t z 4. Für fast alle Punkte {^ . . ., am} aus Em ist 
m—1—1 "*" * 

ß 2 = - ^ - (also, nach dem Mahlerschen Satz, ß1==m + l). 
Beweis. Für r>0 sei Mr die Vereinigungsmenge aller Kugeln 

der Ordnung 

»<'>-[=£'-•-*&]+> 
in Em, welche mindestens einen Punkt 

(7) {% •••.-?} 
mit 
(8) p/x, Max (|a>|, | ^ | , . . ., \xm\)<pr 

enthalten. M* besteht also aus höchstens (2pr)m+1 Kugeln der Ordnung 
S(r), also 

u*Mr^2m+1 pr(m+u-mb(r)<^2tn+l r~~2m 

also ist .SfAjtfr konvergent. Soll aber %(au . . ., am) > ^— sein, so 

muß es unendlichviele Werte von r > 0 geben, für welche es einen 
Punkt (7) mit (8) und 

^ P ~ ö ( r ) ( l g t g i » ) a* 
Í> 

gibt, d. h. [au . . ., am} muß in unendlichvielen Mengen Mr liegen; 
Hilfssatz 3 ergibt dann die Behauptung. 

Beweis des Satzes 2. Der Fall y=2 ist durch den Hilfssatz 4 
mit m = l erledigt. Zweitens: die unabzählbar vielen Zahlen 

a=l + dlp
lx + dtp*l + d%p*+ . . . (<*,-= 0 oder 1) 

(unter welchen es höchstens abzählbar viele rationale gibt) genügen 
sämtlich der Bedingung ß1(a)=c». 

Es genügt also, den Fall 

2 < Y < ° O 

zu betrachten. 
Man definiere drei Folgen 

#—i--*oj ä'ii #2? • • •? y—u yoi y\-> yii • • •!/nJ2iJ3.» • • • 

folgendermaßen (w ist im Folgenden stets ^ 0 ) : 6 ) 
6) Die Folgen (9) erinnern an den Kettenbruchalgorithmus. Eine Theorie der 

Kettenbrüche für ^-adische Zahlen hat Herr Mahler entwickelt; vgl. K. Mahler, Zur 
Approximation p-adischer Irrationalzahlen, .Nieuw Archief voor Wiskunde 18 (1934), 
22—34. 
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(9) 

(10) 

.r_i = l , Жo = l , Xn+i=x*+pfn+гXП-І; 

У-i-=0, y 0 - = l . *Уn+i = г/»+У n + 1 y n - i ; 
ү - l 

p . f t '+->Ï!L____ł/«+i- i . 
Xn—1 

Offenbar ist f n + 1 > 0, 0 < x0 < xx < x% < . . ., 0<y_ < yt < . . ., 
*/n____#n, 

(11) 2 _ ^ v - - > # n + P ; r v - 1 ^ ^ ^ für rc-*oo. 

Aus (9) folgt weiter (p, xnyn) = l und 
| # n + l J/n — Xn yn+1 | = j ) / » + 1 | Xn yn-\ — .£-__! ?/n

!, 

also 
\xn+\yn — j ? w y w + 1 , = / > / _ + / _ + . . . + / n + i = 

( 1 2 ) ( x n + l — ffn) (j-n —- Xn \) . . . fa — r 0 ) ^ 
•*n-l Xn— 2 . . . iT—i ' 

aus _ö/a?w. _o/yn und (12) folgt (xn, y*) = l ; aus (12) folgt 

(13) 
I Xn Xn+1 
\yn yn+i xn+\ yn—xn yn+\ \p \Xn+l yn — Xn y w + 1 | 

Für alle hinreichend großen n ist nach (11) 

^ > xi~2 >2'also *-> zwva,soÄ<^)--^. 
sodaß n (1 ) > — — konvergiert. Für hinreichend große n ist 

f_=o # < + i l c_ w) 

also nach (12) und wegen 0<yn^xn 

(Xn+\ — Xw) (Xn — . r n —l) . .r n .Tn-fl 2xn xn+\ ___ | xn+\ yn — xn yn+\ | > 
Mт) > 4 c4 (ү) • 

Für n^k (&=c5 (y)) ist also nach (13) 

1 
(14) 4 -£ - ï - < 7 J- м < 

___ _r__-иj ^ 4c4(ү) 4c4(y) 
*/n t / n + l l^ Xn Xn+1 XУ *l+\ ±P*l 2;tw-n+i 

Ist A > 1 , |ö1|jp>|a*|_, für 2____i____A, so ist offenbar 

| a t + a _ + . . . +dh\p = \ci\\p. 

Aus (14) folgt also für & ____ w < h 

(15) P: /___
 x 

1 'Î-V í 

Jfn 

УҺ 

Xn Xn+Í 
Уn Уn+1 
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Xtt 

Also existiert lim —=a (im Räume Ex) und es ist (Grenzüber-
n - > oo y* 

gang h—> oo in (15)) für n_^k 
(16) / XЛ I 

Pl \^7n)-\У"й—x* 
Xn ^n-fl 

У* Уn-fl 

nach (14) ist also ßx (a) ̂  y (man beachte 0 < yn _^ xn). 
Man setze nun 

(1?) A~ 16iW B-*P 4_Y' alS° ̂  B > (4C* ( r ) ) _ 1 -
Man setze weiter voraus, daß es drei Zahlen «, «, 1 mit 

( p/v,l;_Axk,M&x(\u\,\v\)_1i, 
(18) b o — и L < — 

1 * í Г 
gibt. Dann gibt es ein n_k mit 

(19) . Axn+1>l_Axn, 

U\ Xn 

v yn\p 

<Max / <K(r) 1 \ _ 4 c , ( Y ) (20) , , . 
n * 

((20) folgt aus (16), (14), (18), (19), <17)). Es ist aber nach (19), (17) 

xy 

(21) \uyn—vzn\__2xnl<2Axnxn+l<4pAxl----~-, 

wegen (20) ist also uyn — vxn=Q, also 

l . _ AY l (22) \va—uL--\yna — xnL> 
ápxl — áp 5Y B5Y 

(nach (16), (14), (19), (17)). Die Formel (22) steht aber im Widerspruch 
zu (18); also gibt es keine w, t>, £ mit (18), also ist ßx (a)fgy. Also 
ist ßx (a) = y und wegen ßx (a) < oo ist a nicht rational. 

Beweis des Satzes 3. (3) ist trivial; (4) folgt aus (2), (3). Es 
genügt also, für fast alle Punkte {a2, . . ., am] die Ungleichung 

(23) ß2 (в., o,,. • ., cim)_ Max ( ï± - , 1 + т ^ _ 1 } ) 

zu beweisen; denn aus (4), (23) folgt (6) und aus (6), (2), (3) folgt (5). 
Für y=oo ist aber (23), d. h. 

nach Hilfssatz 4 für fast alle {a2, . . ., am} wahr, da offenbar 

ßafai, a2,. . ., aw)^ß2(a2 , . . . , am). 
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Es genügt also, (23) für fast alle {a2,. . ., am) unter der Voraussetzung 
2 ____ y < oo zu beweisen. 

Zu diesem Zweck sei A die Menge aller {a2, . . , aTO} mit 

ß,(a., a„ . . ., a m ) > M a x ( ^ , ^ ^ „ J ; 

für beliebiges S sei _9 ($) die Menge aller {a2,. . ., am) mit 

ß2 (a_, a„ . . ., aw) > S. 

Es sei $_ > 82 > . . . eine Folge mit 

lim S„ =Max (-—, 
-__^ \ ™ ' 

mҳ 
i + Y ( m _ i ) / i 

oo 

dann ist _4=--=2_3(Sn); wir sollen f/._4 = 07) beweisen; dazu genügt es 
n = l 

also, für jedes & mit 

(24) _>Max(------. "T J 
v ' \ m ' 1 + T (w* — 1)' 
die Gleichung 
(25) ^B ($)-=-<) 
zu beweisen. 

Es sei also S eine Zahl mit (24); man wähle ein a mit 

( „ ) , > r , 8 > M a x ( ^ l , J ^ l = r ) ) . 

Wegen a > y gibt es ein £0, so daß aus _o/w, Max(|w|, | v | ) > | 0 

folgt 
|wa_—*;[_,> (Max (|w|, |f |))~a . 

Es ist also a_ nicht rational und es gibt ein Je > 0, so daß aus 
p/u folgt 
(27) |wa_—v\p>p-k(Max(\u\, \v\))-«. 

Es sei r > 0; eine Kugel K (in /Sin-,) von der Ordnung [Ä r] 
heiße eine {r} — Kugel, wenn es m + 1 Zahlen #, x_, . . ., xm mit 

(28) P/#, # > 0 , Max(|a?|, \xx\, . . ., \xm\) <p% 

(29) |̂ a_ — z^^pr** 

gibt, so daß der Punkt {J , . . ., ^ } in tf liegt (d. h. so daß die Un­

gleichungen 
\xai — xt\p^p-^ (i = 2, 3, . . ., m) 

7) Es handelt sich freilich um das Maß in 2_V»-i. 



286 V. Jarnik, 

für jeden Punkt {a2, • . ., am] von K gelten). Bei gegebenem r > 0 sei 
Mr die Vereinigungsmenge aller {r}-Kugeln. Soll {a2, . . ., am) zu B(<$) 
gehören, d. h. soll ß2 (ol3 a2, . . ., am) > S sein, so muß offenbar der 
Punkt {a2, . . ., am) für unendlichviele Werte von r zu Mr gehören; 
um also (25) zu beweisen, genügt es (nach Hilfssatz 3) zu zeigen, daß 
die Reihe 

oo 

(30) 2 V Mr 
r=l 

konvergiert. 
Es sei D (r) die Anzahl aller {r}-Kugeln, C (r) die Anzahl aller 

Paare x, xx mit 

(31) p/x,x>0, Max(|a?|, K | ) < P r , \xa1—x1\p^p-^r\ 

Dann ist (man beachte (28)) 

(32) fi. Mr ̂  jn-c^-D m D (r), 

(33) D (r) ^ C(r) • 2""1 p^-1 \ 

Um C(r) abzuschätzen, verfahren wir wie folgt: ist #, xx ein 
Zahlenpaar mit (31), so gibt es genau ein Zahlenpaar w, v und genau 
ein t mit l ^ f ^ r , so daß 

(34) ~ i~3> ' 
(35) p/u, u>0, (u,v)=l, 

(36) p^^MaxQul \v\)<p\ 

(37) \uax—v\p^p-&\ d. h. -u = ox (modjo^-) 

((37) folgt aus p/ux, (34), (31)). Für jedes ganze t mit l ^ J r g r sei 
C(r, t) die Anzahl aller Paare w, t> mit (35), (36), (37); da jedem 
solchen Paare u, v höchstens pr~'+- Paare #, xx mit (34), (31) ent­
sprechen, so ist 

(38) C ( r ) ^ 2 r m t ! ( ^ ( ) . 

Aus (37), (27) folgt 
1 = 1 

p-"-ta<p-lbr\ 

k+toi>[$r]. Es ist also 

(39) C(r,*) = 0 für t < ¥ ^ 

nnd nach (35), (36), (37) und den Hilfssätzen 1, 2 ist 
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(40) C(r,*)___l für 2 * + l ^ [ 8 r ] , 

(41) C (r, t)^p2'"M+1 für 2 < + 1 ^ [8r]. 

Nach (39), (40), (41), (38), (33), (32) ist 

{x Jtfr___p-<*-»M -2—1 _ / ( — D 2p r-<+1(p2<- [8r l+1 + l), 

wo über alle t mit * ~ <£__r summiert wird. 
a — 

Indem man die Ungleichung [oY]>o>—1 beachtet und die 
geometrischen Reihen Sp', £p- ' summiert, bekommt man 

u Mr _Ü 2m_1 pm+zpr ( _ (m_1) 6+ (m-1) +l+1~8) + 
+ 2 m _ 1 pw+l + - i l^ r ( - (m-l )6 + (m-l)- l- l - —^ 

Nach (26) ist aber 

— (w — \)l + {m —1)+1 + 1— S = — mX + w + K O , 
, i \ ^ , / i \ . 1 3 . ( m — l ) w a wi . n 

_ ( m _ i ) ^ + ( m - 1 ) + i _ _ < _ i + g ( w _ i ) + w _ i + a ( w t _ i - o , 
so daß die Reihe (30) tatsächlich konvergiert. 

(Eingegangen: 6. II. 1939.) 
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