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Uber einen p-adischen Ubertragungssatz.
Von Vojtéch Jarnik in Prag.

Im folgenden sei p eine fest gew#hlte Primzahl; kleine lateinische
Buchstaben bedeuten ganze rationale Zahlen, kleine griechische Buch-
staben — reelle Zahlen, kleine dentsche Buchstaben — ganze p-adische .
Zahlen, d. h. Ausdriicke von der Form

=yt apta,pi+ ... 0=a;<p fir i=0, 1,...);
ist dabei @,=O fiir n>m, so identifiziert man a mit der ganzen ra-
tionalen Zahl a, +a,p+ ... +a, p™ Wenn a,% 0, a;=0 fiir 0=1i </,
so setzt man |a|,=p—; auBerdem |0 |,=0.
»Definiert man den Abstand p, (a, b) zweier Zahlen
(1) a=a,+a,p+ap?+ ..., b=by+bp+bp?+ ...
durch die Gleichungen
fr (a7 ﬂ)=0,

e (0, B)=p~7, wenn a;Fb;, «;=b; fir 0=i<f

(was man auch durch die Kongruenzen
a=b (mod p”), ab (mod p/t)

auszudriicken pflegt), so bilden die ganzen p-adischen Zahlen ‘einen
kompakten Raum, d. h. einen metrischen Raum, in welchem jede Punkt-
folge eine konvergente Teilfolge enthilt. Dabei bedeutet die Gleichung

lim (apr+a,, p+as, p2+ ... %ao+a,p+agp2+.

offenbar, daB es zu jedem n=0 ein r, (») gibt, so daB a..—a, fiir
alle » >r, (n). Weiter ist |a|,=p, (a, 0).
Fiir die beiden Zahlen {1) definiert man
a+b=Ilim Z(a‘+b,)p, a b= lim Za,bkp‘+"

Nnyoo i=0 nes oo t,k.-o

Man definiert dann wie iiblich a—b, ;; letzterer, Ausdruck ist

freilich dann und nur dann eine ganze p-adische Zahl, wenn a =0,
|b,=|al,. Von den rationalen Zahlen liegen als genau diejenigen im
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Bereiche der ganzen p-adischen Zahlen, die sich in der Form % mit

a>0, p/a darstellen lassen.
" Fiir m >0 sei E, die Menge aller Systeme {a,, ..., a.} von je
m ganzen p-adischen Zahlen mit folgender Abstandsdefinition: sind
P={a,, ..., an), @={by, ..., b,} zwei Punkte aus E,, so ist ihr Ab-
stand '
em(Py, Q)= Max p, (a5, b)).
1<i=m

Offenbar ist £,, ein kompakter Raum, p,, (P, k) = Max (pn(P, @), p.. (@, R)).
Ist K eine Kugel in E,, (d. h. die Menge aller Punkte, die von
einem festen Punkte P einen Abstand < p haben, wo p eine gegebene
positive Zahl ist), so gibt es genau ein ganzes f=0, so daf K genau .
aus allen Punkten X von E, mit p,(P, X)=p—/ besteht; K heille
dann einé Kugel f-ter Ordnung. Es gibt genau eine Kugel nullter
Ordnung, nimlich-E, selbst. Je zwei Kugeln derselben Ordnung sind
punktfremd und jede Kugel f-ter Ordnung ist Vereinigungsmenge von
p™ verschiedenen Kugeln (4 1)-ter Ordnung. Jede Kugel f-ter Ordnung
enthéilt genau einen Punkt {a,,..., a.) mit 0=a; <p/ (1=i=m).
Jede Kugel ist offenbar eine offene und zugleich abgeschlossene Menge.
Ist M = E,, so iiberdecke man M durch eine (endliche oder un-
endliche) Folge von Kugeln
K, K, ... (8

¢ (R) = ;p_ ™

wo f, die Ordnung von K, bedeutet. Es sei p. M (,duberes Mag“ von
M) die untere Grenze von o(8&) fiir alle derartigen Folgen (R), welche
die Menge M iiberdecken.

Wir brauchen nur folgende triviale Eigenschaften von y M:

1) Aus M N folgt p. M=p. N.

2) p g;an)_S_'Z_:ly. M,

(also insbesondere: ist M abzdhlbar, so ist y. M=0).

3) Ist K eine Kugel fter Ordnung, so ist p. K=p—™/. Denn
n.K=p-"/ ist klar; wire p K<p—™, so konnte man nach dem
Borelschen Satze sogar eine endliche Folge (&) mit ¢ (®) <p—™ finden,
die K tiberdeckt. Durch Unterteilung der Kugeln von () konnte man
erreichen, daf alle Kugeln von () von derselben Ordnung f, wiren,
so daB ihre Anzahl <pm™Ue—5 wire. Dann konnten aber diese Kugeln
die Kugel K nicht tiberdecken — Widerspruch.

und man setze
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Ist also p. M=0, so kann M keine Kugel enthalten. Gilt eine
Eigenschaft fiir alle Punkte von E, mit Auspahme der Punkte einer
Menge M mit p. M=0, so wollen wir sagen, dab diese Eigenschaft
nfast tiberall® gilt.

Herr Mahler?) hat folgenden Ubertragungssatz bewiesen (der
einem hekannten Khintchineschen Ubertragungssatz fiir reelle Zahlen
entspricht):

Es sei m=1, y=m+ 1; es seien q,,...,a, ganze p-adische
Zahlen, welche folgende Eigenschaft besitzen:

Zu jedem &, gibt es ein £ >E, und m+ 1 Zahlen z,, .

ooy Ty
Zmt1, von welchen die m ersten nicht séimtlich durch p teil-
4 bar sind, mit ]
Max (|2y],.. | Zmpa D=6 |20+ oo+ Znnt+ Tty =EV.
Dann haben die Zahlen ay, ..., a, auch folgende Eigenschaft:2)
*Zu jedem 7, gibt es ein >, und m + 1 Zahlen y, »,, . . ., Ym
mit »
B pAY Max (lyl, wil. .. gD =1,
lyai—yily e m,p, ) 77> 1Si=m)
wenn
NS my
T T e

gesetzt wird.

Wird also £, =0, (ay, ..., am) bzw. E,=0 (a5, ..., a,) als die
obere Grenze derjenigen Zahlen y bzw. 3 definiert, fiir welche das
System ay, ..., a, die Eigenschaft 4 bzw. B besitzt, so ist

m+ 1=k =0, " <p = m=1),

b, =0, fir m=1,

2 mp,
@ P = TR )

1\

fiir m>1

1y K.Mahler, Ein Ubertragungsprinzip fiir lineare Ungleichungen, Casopis 68
(1938/9).

%) ¢, (m,p,8) bedeutet eine natirliche Zabl, die nur von m, p, & abhingt;
analog in dhnlichen Fillen. Fir m =1 sind freilich die Eigenschaften A und B (mit
¢, =1, ¢=7y) identisch. Ohne die Eigenschaft B zu #ndern, kann man y >0 fordern.
Setzt man §=pr(»>0) und beachtet man, daB sich die (pr +1)m+1 Zahlen
a4 ... +omam+2mt1 (0 < x; <pr) auf p(m+r Restklassen modulo p (n +1)r
verteilen, so sieht man mit Hilfe des Schubfachprinzips leicht, da A mit y=m+1
fur jedes System a,, ..., am gilt (wenn bei der Anwendung des Schubfachprinzips
Zahlen &y, ..., Zm+1 herauskommen, die simtlich durch p teilbar sind, so dividiere
man durch die hochste in (x,, ..., ¥m1i) enthaltene Potenz von p).
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(wobei ——— > __ als " — lim ——Ti—l)— gelesen werden soll -

14 o0o(m—1) —1 t—poo 1+ T(m
(m >1); analog in shnlichen Fillen).®) Das Ziel. dieser Note ist, den
folgenden Satz zu beweisen, der zeigt, daB die Mahlersche Schranke (2)
scharf ist: :

Satz 1. Ist m>1, so gibt es zu jedem ¢ mit m + 1 =y= ein
System {a,, . . ., a,} mit

my

Bl(ah c ey am)=.-,\{7 BZ(QI, SRIEH am)=m‘
Dieser Satz folgt offenbar aus den beiden folgenden Sétzen:
* Satz 2. Zu jedem y mit 2=y=oco gibt es ein nicht ratio-
nales a mit 3, (a)=y.
Satz 3 Es sei 2==vy= oo, m > 1; es sei a, eine Zahl mit B, (a,)=1.
Dann ist fiir alle Punkte {ay, . . ., 0,} des Raumes E,_,

3) Li(ay, gy - . . Q) =Max (m+1,7),

(5 =)

: (4) . 82 (al’vaﬂ R am_) ; Max

Fiir fdst alle Punkte {qa,, . . ., a.} ist sogar

®) Bi(ay, agy . - ., an)=DMax (m+ 1, 7),
i .
(6) 132 (als (1 O am)=Max mjn- y Ty -_1))

Aus den Sitzen 2, 3 folgt unmittelbar, daf es zu jedem Yy wmit
m+1=vy=eo ein System f{a,, ..., an} mit B, (a5, ..., an)=7 gibt.
Diese Sitze ergeben aber auch einen analogen Satz fiir £,:

Satz 4: Es sei m> 0, m_H

{ay, . - ., Q) mit

=3=co. Dann.gibt es ein System

,82 (al, .. ey a,,.)=3.
Beweis: Fiir m=1 ist dies der Satz 2. Es sei also #> 1 und

Satz 4 sei wahr fiir m=%k—1. Da der AusdruckmalleWerte

des Intervalls —— +1 = 3<——— durchldunft, wenn y von £+ 1 bis oo liuft,

so ist Satz 4 nach den Sitzen 2, 3 fiir m=Fk, d gk—fi wahr. Ist aber

: k . . .
3> =y 80 gibt es nach Satz 4 mit m =k —1 ein System {a,, .. .,
3) Der Wert von £, und 2, dndert sich offenbar nicht, wenn man sich in 4
und B auf Zahlen £ dnd 7 von der Gestalt pr(r >0) beschrinkt.
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A1) mit By (ay, . . ., 1) =17; wird a,—a;_, gesetzt, so ist offenbar
B (C(l, .. 01‘)——6
A Der Beweis des Satzes 3 erfolgt durch eine Methode, die 1ch
schon einmal4) bei einer analogen Frage (aber damals mit reellen statt
mit p-adischen Zahlen) benutzt habe Wir beginnen mit einigen trivialen
Hilfssétzen. ‘
Hilfssatz 1. Ist K eine Kugel r-ter Ordnung in E, %), r=2¢t+1> 0,

so enthdlt K hochstens einen Punkt % mit

p Az, Max ([z|, |2,]) <p"

zwei verschiedene solche Punkte, so wire

. . x.
Beweis. Wiren =t %
x oy

i —-J‘ (modp), 0Ffz y—2zy,=0 (mod p"),
2p“ > |z y—wy, | = pr = p*'t' — Widerspruch.
Hilfssatz2. Essei K eine Kugel r-ter Ordnungin E,, 0=r=2t+1;

A sei die Anzahl aller in K liegenden Punkte % mit

p# 2, Max (x|, |z,|) <p"
Dann ist
Aép'”""}".

Beweis. Die betrachteten Zahlen % liegen alle in einer und der-

selben Restklasse mod p7, also in hochstens p*!—r+' Restklassen
mod p2¢+1; wire .4 > p?*—r+1, so miiten zwei verschiedene solche

Zahlen =, %1 in einer und derselben Restklasse mod p**+ liegen; also
)y

wiire .
02,y — 2y, =0 (mod p**+), 2p* > 2 y—ey =P,
was einen Widerspruch liefert. .

~ Hilfssatz 3. Es sei M,, M, ... eine Mengenfolge in E,; M sei
die Menge derjenigen Punkte aus E,, die in unendlichvielen Mengen M,
liegen. Ist die Reihe Xy M, konvergent, so ist p. M=0.

r

Beweis. Fiir jedes £>0 ist
McX M, also pM=p. X M, =X p M,
r=k r=k r=k

4) V.Jarnik, Uber einen Satz von A.Khintchine, Prace matemat.-fizyczuc
43 (1935).
%) K ist also eine ,Restklasse* mod pr.
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Hilfssatz 4. Fir fast alle Punkte {ay, .-+ Om} aus E, ist

m+1

By— (also, nach dem Mahlerschen Satz, 3, —m + 1).

Bewels Fir »>0 sei M, die Vereinigungsmenge aller Kugeln
der Ordnung

1 1
3 (n—[=2» 2]+

in E,, welche mindestens einen Punkt

) {’;— - %}
mit
®) pAz, Max (|2, [z, . . . |2 |) <P

enthalten. Mr besteht also aus hiochstens (2 p7)»+* Kugeln der Ordnung
3(r), also

{J‘ Mr§2m+l pr(m+l) ——m&(r)< 27n+1 r_zm,
also ist Xy M, konvergent. Soll aber 3 (ay, .. ., am) > 1}:;1 sein, S0

muf es unendlichviele Werte von »>0 geben, fiir.welche es einen
Punkt (7) mit (8) und ‘
(It‘—%/ =p°® 1=siszm)

-

gibt, d. h. {a,,..., a.) muB in unendlichvielen Mengen .M, liegen;
Hilfssatz 3 ergibt dann die Behauptung.

Beweis des Satzes 2. Der Fall y=2 ist durch den Hilfssatz 4
mit m=1 erledigt. Zweitens: die unabzihlbar vielen Zahlen

a=1+d, p"'+dyp*+ds p¥+ ... (d;=0 oder 1)

(unter welchen es hiochstens abzihlbar viele rationale gibt) geniigen
simtlich der Bedingung 2, (a)=o0

Es geniigt also, den Fall

2<y< @

zu betrachten.

Man definiere drei Folgen

.’L'_l,..’l‘o, L1y Loy o o o3 Y—1y Yoy Y15 Y2,y - - ';flafzafm cee

folgendermaBen (n ist im Folgenden stets =0): %)

%) Die Folgen (9) erinnern an den Kettenbruchalgorithmus. Eine Theorie der
Kettenbriche fur p-adische Zahlen hat Herr Mahler entwickelt; vgl. K. Mahler, Zur
Approximation p-adischer Irrationalzablen, Nieuw Archief voor Wxskunde 18 (1934),
22—34.



Uber einen p-adischen Ubertragungssatz. 283

(9) { -'17_1=1, Z’o=1, .l'n+1=$n+p fr41 Ln—13
Y-1=0, yo=1, ynt1=Yn+p" ' yn_;
y—1
(10) prmtt > 2"_,2 plrrt,

Offenbar ist fu11 >0, 0< 2, <4 <& <.. ,O<y; <P < .. o,
Yn =Ty,
11) 2pa¥ 1> w + pYT =T > XYY, frug— o0 fiir n—>co.

Aus (9) folgt weiter (p, Znyn)=1 und

| a1 Y — Xn Y1 | =7 | 2 Y1 — Lur ¥,
also
|Tng1 Yn — T Yngr, =phtlit .o Hfirh1=
(12) ’ _(enpr—an) @n—dn 1) ... (0 — )

In—1 n—2 ... &—1 '

aus p#xa pAy. und (12) folgt (x., y.)=1; aus (12) folgt
ﬁ_—.’l‘n+l
Yn Yn+1|p

1
b ntryn —Tny, iyl

(13)

L1 Yn—Tn Ynt1

Fiir alle hinreichend groBen » ist nach (11) -

X n+l 9 2"

> x’y— >2 ) also Ty > Z'—(Yj’ also :ﬁ<ca (Y)2—"(Y—2)’

)> konvergiert. Fiir hinreichend groBe n ist

ZTi+1 (Y

also nach (12) und wegen 0 <yn=2,

(Xn41—n) (rn —Tn—1) _ Tn Tnt1
e (7) de,(1)°

2x, Lnt1 = lxn+1 Yn—Zn Ynia | >

Fir n=k (k=c¢; (y)) ist also nach (13)

In Zat
yn Yn+1 p

4¢,(v) 4e,(M)
In Tndl Y :

(14) 4”‘”< LENP .

"+1 dpal " 2amrngr

Ist > 1, |a,|, >, fiir 2=<i=h, so ist offenbar
lay +ag+ ... +°h|p=|a1lp°_

Aus (14) folgt also fiir l:c_<_:n <h
(15) . (xn Jh) —

n’ yh

Tn In+1

Yn Yn41 I'.

Yn Jh
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Also existiert lim ?=a (im Raume E,) und es ist (Grenziiber-
n

gang h— oo in (15)) Tiir n=k
In _ Tn Lnd-1 .
(16) b (a, I)_ Yn b=l =y pnta |,

nach (14) ist also B, (a) =y (man beachte 0 < yn = o).
Man setze nun

amn | A= lec @ B=4p 4, also AY B>(4¢4 )
Man setze weiter vorans, dall es drei Zahlen w, v, £ mit
[ pFv, E= Az, Max (Jul, [v])=E,

(18) [va—ul, < 1
l , T3]

gibt. Dann gibt es ein =% mit

(19) . Axn-}-l > E 2 Axn,

“ de() 1y __ 40
20) ; T

((20) folgt aus (16),.(14), (18), (19), (17)). Es ist aber nach 19), (17)

Y

; "
(21) }uy_,.-—vxn|§2an<2Ax,,a:,,+1<4pr}b=m;

wegen (20) ist also uy, —vx,=0, also

> A0 _ 1
4p xv 4ptY BEY
(nach (16), (14), (19), (17)). Die Formel (22) steht aber im Widerspruch
zu (18); also gibt es keine w, », £ mit (18), also ist B, (a)=<=y. Also
ist 8, (1)=+ und wegen P, (a) < oo ist a nicht rational.

Beweis des Satzes 3. (3) ist trivial; (4) folgt aus (2), (3). Es
geniigt also, fiir fast alle Punkte {a,, ..., a,.} die Ungleichung

m-+1 my
(23) Ba @1y Oy - - () = Max (2], 21 )
zu beweisen; denn aus (4), (23) folgt (6) und aus (6), (2), (3) folgt (5).
Fiir y==o0 ist aber (23), d. h.

(22) l”a_“lp_lyna‘_xn’p>

BZ (an RS am) é‘;‘ﬁ—“l’.
nach Hilfssatz 4 fiir fast alle {a,, ..., a.} wahr, da offenbar

o (O, By v oy Q) =Py (as, - - -y Om).
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Es geniigt also, (23) fiir fast alle {a,, ..., a,} unter der Voraussetzung
2=y < o zu beweisen. )
Zu diesem Zweck sei A die Menge aller {a,, .., 0y} mit

. . m—H
B (1, @, - - o Om) > Max (——, m

fiir beliebiges d sei B (3) die Menge aller {a,,. . ., 0, mit
By (a1, gy -+ oy Qm) > 3.
Es sei 8, >3, > ... eine Folge mit

. m+41 m
Tim b, —ax (2, £

dann ist A= ZB(?),.) wir sollen . A —07) beweisen; dazu geniigt es

n=1

also, fiir jedes & mit

. 1
(24) 5 >Max (2, T

die Gleichung
zu beweisen.
Es sei also 3 eine Zahl mit (24); man wihle ein « mit
. m+1 max
(26) > 3> Max ( m ) 14a (m—-l))'

Wegen o >y gibt es ein &, so daB aus p/u, Max (Ju|, |v])>§o'
folgt

|ua,—v[,>Max (Jul, [v])°.

Es ist also a, nicht rational und es gibt ein k>0, so daB aus

pAu folgt
27 lua,—vl|p, >p~* (Max (Ju], |v])—

Es sei » > 0; eine Kugel K (in E,—_,) von der Ordnung [ 7]
heiBe eine {r} — Kugel, wenn es m + 1 Zahlen z, xy, .. ., z, mit
(28) pAe, x>0, Max (=, [, ..., [&n]) <p",

(29) |za, —a, ’p =p ¥

gibt, so daB der Punkt { “ %—"} in K liegt (d.h. so daB die Un-

gleichungen .
|wa—az|,=p P (i=2,38,...,m)

") Es handelt sich freilich um das Ma8 in Em—1.
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fir jeden Punkt {a,, ..., an} von K gelten). Bei gegebenem r > O sei
M, die Vereinigungsmenge aller {r}-Kugeln. Soll {a,, . . ., an} zu B(3)
gehoren, d. h. soll B, (ay, a, . . ., a,) > d sein, so muB offenbar der
Punkt {a,, ..., a,} fir unendlichviele .Werte von » zu M, gehiren;
um also (25) zu beweisen, geniigt es (nach Hilfssatz 3) zu zeigen, daB
die Reihe
(30) CXu M,
r=1

konvergiert.

Es sei D (r) die Anzahl aller {r}-Kugeln, C(r) die Anzahl aller
Paare x, x, mit

(B1)  pFx,x>0, Max (], |o.]) <p |20, — ’1; < p-w,
Dann ist (man beachte (28))

(32) o Mrép—(m—l)[&r] D (7?,

(33) D (r) é C(r) . Qm—1 Pr(m_l ),

Um C(r) abzuschitzen, verfahren wir wie folgt: ist =, #, ein
Zahlenpaar mit (31), so gibt es genau ein Zahlenpaar «, » und genau
ein ¢ mit 1 <¢t=r, so daB

v £
'(35) _p;lu,u>0, (u7”)=la
(36) P = Max (Jul, [o]) <p',
(87) |, —v], <p~, d. h. ~=a, (mod p*)

((87) folgt aus pFuzx, (34), (31)). Fiir jedes ganze ¢ mit 1 =¢=<r sei
C(r,t) die Anzahl aller Paare u, v mit (35), (36), (37); da jedem
solchen Paare w, v hichstens pr—t+! Paare z, z, mit (34), (31) ent-
sprechen, so ist

(38) C=Xp—++10(r1).
=1
Aus (37), (27) folgt
— k—lo

p <p
k4 ta>[dr]. Es ist also

—[dr]

-

(39) C(r,t)=0 fiir té@:—k

und nach (35), (36), (37) und den Hilfssiitzen 1, 2 ist
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(40) C(r,t) =1 fiir 2¢+1=[37],
(41) C(ryt) S p2t—0H fiir 2¢4+1=[37].
Nach (39), (40), (41), (38), (33), (32) ist
p. My = pm i gm—t prn—n) Fpf = (pHoEE 1),

wo iiber alle ¢ mit —["—rl——k < t=7r summiert wird.

Indem man die Ungleichung [d7)>8r—1 beachtet und die
geometrischen Reihen Xp!, Tp—! summiert, bekommt man
" M, =5 2m—1 ks pr(— (neD) 54 (m—) H1H1-8) 4
+ gm—1 pm+l+kt1 pr(—- m—1Dd4+m—1)+1— %>'
Nach (26) ist aber

—(m—1)d+(m—1D)+14+1—0=—md+m+1<0,

‘ 3 (m—1)ma LA
—m—1)8+(n—N+1— - < —prm s+ m— =y =0

so dab die Reihe (30) tatséichlich konvergiert.

(Eingegangen: 6. II. 1939.)
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