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ACTA ARITHMETICA
IX (1964)

Zur Gitterpunktlehre von mehrdimensionalen Ellipsoiden

von

V. JArRNIK (Praha)

Es sei Q(u) = Q(uy, #,,...,u,) eine positiv definite quadratische
Form. Wenn es ein a >0 gibt, so dal @ (u) = a@,(u) ist, wo @, ganze
Koeffizienten hat, so heile die Form ¢ rational, sonst irrational. Fiir
x>0 sei A(x) die Anzahl der Gitterpunkte im Ellipsoid @Q(u) < x;
V(x) = V(1)z"* sei das Volumen dieses Ellipsoids, und man setze P(z) =
= A(x)—V(x). Fiir jede Form @ ist

P(x) = Qa1

(vgl. [1]). Fiir rationale @ und r > 4 ist die definitive Groflenordnung
von P bekannt:
P(x) = 0™ "), P(x)=Q2@"")

(vgl. [2], [3]). Weiter betrachten wir nur irrationale Formen der spe-
ziellen Gestalt
Qu) = ay(ui +uist ... Fuiy) oo (Ut g,

(1)
>0, r>0, "t r,=r>4, T>=2.

Fiir diese irrationalen Formen gilt P(x) = o(«"*!) (vgl. [4], [6], {6]) und
diese Abschitzung 148t sich nicht verschirfen, solange man alle irratio-
nalen Formen der Gestalt (1) zulalt (vgl. [4]). Es gilt aber

SATZ 1. Fiir fast alle Systeme (a,, ..., a,) von positiven Zahlen (im
Sinne des Lebesgueschen JMassbegriffes) und fiir jedes ¢ > 0 gilt (vgl. [7])

(2) P(x) = O(«**)  (r>4,7>2),
wo
(3) A= >'Min(1, }r;).

Mann sieht, daB immer A > 1 ist. Ubrigens LiBt sich a° durch eine
Potenz von loga ersetzen. Hier sind zwei Fille besonders interessant:
Sind alle r; <4, so lautet (2)

P(x) = O(a"");
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322 V. Jarnik

sind dagegen alle r; > 4, so lautet (2)
(4) P(x) = O (2 7Fe),
Diese letzte Formel ist darum interessant, weil stets
P(z) = Qa7
ist (vgl. [8]). Im Fall
(5) T=2, rn=4, r,=4
kann man noch genau diejenigen a,, a, angeben, fiir welche (4) fiir jedes
e > 0 gilt. Bs sei nimlich A die Menge aller Zahlenpaare (a;, a;) (a; > 0,

a, > 0), welche folgende Eigenschaft haben: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein
I, >0, sodaB fiir alle ganzen p,q mit ¢ > 0 die Ungleichung

€

ay -
q o P T

gilt. Aus (a;, a,)e A folgt offenbar (a,, a;)eA und es ist bekannt (und sehr
leicht zu beweisen), daf fast alle positiven Zahlenpaare in A liegen. Und
es gilt folgender

SATz 2. Gilt (b), so gilt (4) dann und nur dann fiir jedes ¢ > 0, wenn
(ay, (l'z.)eA (vel. [9D).

Ubrigens kennt man im Fall (5) noch viel mehr: man kann die Gro-
Benordnung von P(x) fiir jedes Paar a;, a; genau bestimmen, wenn
man weiss, wie gut sich «,a;' durch rationale Zahlen annihern liBt
(vegl. [9], [10]). .

Der Fall v > 2 ist natiirlich prinzipiell viel schwieriger zu behandeln
(es handelt sich um mindestens zwei Zahlen a5, a,a;'). In dieser Note
werde ich fiir v > 2 folgenden Satz beweisen, der im Spezialfall r; > 4
als eine Verallgemeinerung der ersten Hilfte (,,dann”) des Satzes 2 ange-
sehen werden kann:

SAtz 3. Es set ry+1r+...+r,=r>4, v>2, r,>0 ganz. Es
sei (ayy a;)ed. Dann gilt fiir fast alle Systeme (as, ..., a,) von positiven
Zahlen a; und fiir jedes ¢ > 0 die Formel (2), wo  die Form (1) bedeutet.

Da A fast alle Paare positiver Zahlen enthilt, so ist Satz 1 eine
Folge des Satzes 3. Ich bemerke noch, daf sich die erwiahnten Resultate
samt Beweisen unmittelbar auf etwas allgemeinere Formen

alQl(ul,l’ ceey ul,rl) + oot @@ (U enn, ur,r,)
iibertragen lassen, wo a; positive Zahlen und ; positiv definite quadra-
tische Formen mit ganzen Koeffizienten sind.

§ 1. Metrische Hilfssiitze. Im folgenden seien sieben Zahlen 7,
ay, ay, Oy D, e, a gegeben: v > 3 ganz, (a;, a;)ed, 0 < C < Min(a,, a,),
D > Max(a;, a;), e >0, a > 0.
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Mit ¢ (meistens ohne Indizes) bezeichnen wir positive Zahlen, die
nur von den sieben angegebenen Zahlen abhingen (sodafl z.B. 3¢+ 2¢ = ¢);
mit p bezeichnen wir komplexe Zahlen, die von beliebigen Parametern
abhingen diirfen, dem absoluten Betrage nach aber hochstens gleich 1
sind. Um komplizierte Exponenten zu vermeiden, schreiben wir gelegen-
tlich

2™ = exp(m).
Wir betrachten Systeme

(6) {hiy ooy P By ooiy ks Mgy ooy e 0} = {h; k5 5 0}

von ganzen Zahlen ; >0, n; >0, 0 >0, 0 < k; < 2°"'. Fiir jedes sol-
che System sei

(7) M(h; k5 n; o)

die Menge aller Punkte a = (a3, ..., a,;) des Wiirfels
C<agy <D (j=3,...,1),

zu welchen es mindestens ein reelles ¢ gibt, fiir welches

2r h;

aj k;

a

8 R
( ) k] 2nj+g

G=1,...,7)

gilt. Sind I, m,,...,m, ganze nichtnegative Zahlen mit m; < g, so
sagen wir, dall das System (6) und ebenso die Menge (7) zur Klasse

(9) 5 My ey Mo gy oeny e 0] = 15 m5 m5 0]
gehoren, wenn 2! < h, < 2'', 9™ <k < 2™t (j =1,2,...,7). Bs sei
(10) N(l; m; n; e; a)

die Anzahl derjenigen Mengen (7) der Klasse (9), welche den Punkt
a = (az, ..., a;) enthalten. Unser Ziel ist eine Abschitzung von (10)
zu finden, die fiir fast alle @ = (a3, ..., a,) unseres Wiirfels C < a; < D gilt.
Dabei beschrinken wir uns auf solche Klassen (9), fiir welche gilt:

(11) 2ml+nl 2 2m2+n2’
(12) 2m3+n3 > 21)14.{.714 > . > 2’"1‘*‘"1'.
Wir unterscheiden zwei Fille:
I. 2ml+n1 > 21”3-{-7&3; II. 2m1+n1 < 21)13-}-%3.

Fall 1. Soll ein Punkt a = (a4, ..., a,;) in der Menge (7) der Klasse
(9) im Fall I liegen, so muf}

1 hl 1 h]'

C
— 37— 9
< 2m,,-+n,j+g (J T= 4y eeey T)

(13)

ap kl a; k]'
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sein. Daraus folgt

h;
(14) @M <= < 2™
¥

fiir o > ¢,; weiter sei stets o > ¢,. Fir j = 2 folgt aus (13) (wegen
(a1, a5)ed)

(15) cexp (—(l—l— mz)(l-i—%)) <

hyky— ﬂhzkl < cexp(m;—ny;— o).

az
Bei vorgegebenem h,k, hat man also hochstens ¢ Moglichkeiten fir A, k,.
Sind a,b,a’,b’ ganz und positiv, b’ # b, Max(b,b’) < cexp(l+m,),
so ist

a'_i‘ib'_(a_i“-b)

A Ay

> cexp (—(H— My) (1+ %)),

da (a,, a;)eA. Aus (15) folgt also, daB es fir die Zahl h,%k, hochstens
c(l—}—exp(ml—nz——g+l+m2+12~s(l+m2)))

Moglichkeiten gibt, und hier darf man noch wegen (15) den Summanden
1 weglassen. Da die Anzahl der Teiler einer natiirlicher Zahl m gleich
O(m") fir jedes #n > 0 ist, so hat (15)

(16) peexp (M) — Ny — @+ 1+ My + el + em,)
Losungen in zulédssigen h,, k,, hy, k,. Fir jedes solche Quadrupel und
fiir beliebig vorgegebene hs, ks, ..., h,, k, mit 2™ < k; < 2™*' hat die

Menge der Punkte a = (a3, ..., a,) des Wiirfels C < a; < D, welche den
Ungleichungen (13) fiir j = 3, ..., v geniigen, das Maf}

(17) pe [ | exp(m,—m;—n;—o—1).
!;Z 1 7 7

Dabei ist nach (14) k; < cexp(l+ m;—m,). Die Summe der Masse aller
nichtleeren Mengen (7) der Klasse (9) ist also gleich dem Produkt von
(16), (17) und von

ycnexp(l+2m,-——ml),

=3

d.h. gleich ucF(l; m; n; o), wo

(18) F(l; m; n; 0) = exp(—(v—1) o+ e(l4my)+1+my) [ | exp(m;—m;).
j=2

Das Mafl der Menge derjenigen a = (aj, ..., a,), fiir welche

19) N (1; m; n; e; a)

> F(l; m; n; e)exple(l+my+...4+m,+n,4 ...+ n,+ o))
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ist, ist also gleich
peexp(—e(l4+my+ ...+ m+n+ ...+ n,+ g)).

Summiert man diesen Ausdruck iiber I, m;,...,m,, 0, ..., N, 0, SO
bekommt man eine konvergente Reihe. Also gilt: Die Menge derjenigen
Punkte a, fiir welche die Ungleichung (19) fiir unendlichviele Klassen
[Z; m; n; o] gilt, hat das Mafl Null. Daraus folgt insbesondere

Hivrssatz 1. Fast alle o = (a3, ...,0a,) des Wiirfels C < a; <D
haben folgende Eigenschaft: Es gibt eine (von as, ..., a, abhingige) Zahl
0o > 0, sodaf fiir alle Klassen [l; m; n; o] des Falles I mit o > g, fol-
gende Ungleichung gilt:

(20) N (l; m; n; 05 a)
< F(l; m; n; g)exp(e(l4+m+ ...+ m,+n+...+n,+0)).

Fall II. Soll ein Punkt « = (a4, ..., a;) in der Menge (7) der Klasse
(9) liegen, so mufl wegen (8), (11) wieder (15) gelten; die Anzahl der
zugehorigen Quadrupel h,, k,, h,, k, ist wieder gleich (16). Fiir jedes sol-
che Quadrupel mufl weiter
1 ks 1

: < cexp(—m,— n;— 9)
as k3 ay kl

sein, was bei gegebenen h;, k; ein Intervall der Linge pcexp(—1I1—mn,— o)
fir a; liefert. Bei festem a; und festen kg, ks, by, kyy ...y by b, mul
(wenn 7 > 3) weiter gelten:

1 K 1 b,

< cexp(—m;—n;j—o) (j=4,...,1),
a ki ay

was ein (7 — 3)-dimensionales Intervall vom Inhalt

T
,uc”exp(ml— m;—n;— p—1)
j=4

gibt (vgl. (14)). Da die Anzahl der zulissigen Systeme hs, ks, ..., b, k.
gleich

ue n exp (2m;+1—m,)
i=3

ist, so ist die Summe der Masse aller nichtleeren Mengen (7) der Klasse
(9) gleich ucG(l; m; n; 0), WO

(21) G5 m; n; o)
= expl—o(v— 1)+ I+ my+ &(1+4 m,y) — )11—112—{—2m3)” exp (m; — n;).
i1

Daraus folgt wie im Fall I der
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HILFSSATZ 2. Fast alle o = (a3y...,a;) des Wiirfels C < a; <D
haben folgende Eigenschaft: Es gibt eine (von as, ..., a, abhingige) Zahl
0o > 0, sodaf fiir alle Klassen [l; m; n; o] des Falles II mit o > o, die
Ungleichung gilt:

(22)  N(l5m;n; 05 a)
< G(1;m;n; 0)exp(e(l+my+...+mo+my+...+0,+0)).
Bemerkung. Man beachte, dal
G(l; m; n; g)exp(—my—mny) = F(I; m; n; o)exp(— m;—ny).

§ 2. Beweis des Satzes 3. In [11] wurde fiir die Form (1) folgende
Formel bewiesen (S. 228 oben):

Es sei
+00
27'C 2 .
B =Max—, 0(s) = 2 e-m  fir Res > 0;
I<i<e G M oo

2 = z(«) sei eine fiir x > 1 definierte Funktion, 0 < z(2¢) <1. Dann ist
1/x+i0 T

d
f ” 0" (a;5) 6™ (6 — 1) -
1 . j=1 §

4iZ

P(z) =0 (x”’“—}— ol % 4

1/x4ic0 7

- ; zs 2s ds
+;] [ ] o@see=—1s
l+i£ i=1
Va

Wird s = 1/x+ it gesetzt (z > 1), so ist auf unserem Integrationsintervall

let* —1| < K Min(1, zt),

sobald #~' < Bz~ '? ist; dabei ist K eine absolute Konstante (vgl. die
Rechnungen in [11], S. 230, Mitte). Es ist also

(23) P(z) = 0"+ 4" "2+ R (w)),

WO
“+00 T 1 dt
(24) R(z) — f ]7 0% (a5) Min(j,t)?.
i ©
vz

Im folgenden seien a,, a, mit (a;, @;)e A und drei Zahlen C, D, ¢ mit
0<e<i$, 0<C<Min(a,a), D>Max(a,a,) fest gegeben. Man
setze noch z(x) = = "* fiir x > 1. Wir werden zeigen: Fiir fast alle
Punkte a = (a3, ..., a,) des Wiirfels ¢ < o; < D ist

(25) Ra($) =0 (wr/2—1+(r+21+2)s)
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(wir schreiben R, statt R). Indem man &,C,D drei Folgen ¢, — 0,
C, - 0, D, - 4 oo durchlaufen lisst, bekommt man aus (25) den Satz 3.

1
Bei gegebenem a = (ay, ..., a;) teilen wir das Intervall (Bz 2, 4 o),
wo x>1, in folgender Weise.
Ist # > 1, so bilde man alle Fareybriiche h/k (h, k ganz und teiler-

fremd, 1 <k <Vx). Zwei Fareybriiche (und ebenso zwei Medianten)
heiflen benachbart, wenn zwischen ihnen kein Fareypunkt (bzw. keine
Mediante) liegt. Dabei bezeichne ich als Medianten alle Briiche
(h+n")[(k+ %), wo h|k, B'[k' zwei benachbarte Fareybriiche sind. Mit
F,(h, k) bezeichne ich das abgeschlossene Intervall, welches den Farey-
punkt 2/k enthélt und zu Endpunkten zwei benachbarte Medianten hat.
Bekanntlich ist
h 3 h 19"]

’

(26) F.(h k):[—-——: —_——t
(, k kl/w’ k' wa

wo <9 <1, 1 <9 <1. Ist M eine Menge von Zahlen, J§ eine

Zahl, so bedeute dM die Menge aller Zahlen dm mit me M. Bei jedem
2

j(j=1,2,...,7) iberdecken die Intervalle —T—CFz(h, k) mit h>0
aj

1
wegen (26) das ganze Integrationsintervall (Bzx 2, 4 o0), da F.(0,1)
1 1

c[—x %,x 2]. Bei gegebenem x >1 definiere man die ganze Zahl
0 >0 durch 2° <z < 2°"'. Tiir ein gegebenes System von ganzen
Zahlen

/Y T Y N I T
mit
hy >0, 0<k < Va, (hjy kj) =1, n; >0
sei
(27) T{h; kyn; x; af

1
die Menge derjenigen ¢ > Bz 2, fiir welche

27 2n 1 ’
te—F_(h:, k _——— <=
€ p w(hjy k), a k12nj+1]/a‘

fir-j =1,2,...,v gilt. Welgen (26) iiberdecken die Mengen (27) voll-

stindig das Intervall (Bx %, + oco), mit Ausnahme von abzihlbarvie-
len Punkten 2zaj 'hk;'. Um also R.(x) abzuschiitzen, geniigt es, die
Beitrige der ecinzelnen Mengen (27) zum Integral (24) abzuschitzen.
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Aus Symmetriegriinden geniigt es diejenigen Mengen (27) zu betrachten,
fiir welche

(28) 2"k, > 2"k,
(29) 2"k, > 2™k, > ... = 2™k,
ist. Wir wollen sagen, dafl die Menge (27) zur Klasse [l; m; n; o] (siehe

(9)) gehort, wenn 2'<h, <2, 2" <k < 2™t (j=1,2,...,1).
Aus (28), (29) folgt (11), (12). Auf der Menge (27) der Klasse (9) ist

(30) czl—ml <t<02l—ml,
1

1 a1l

(31) o(a,- (- +'it)) = o Min( 1, mz"’)
X 2§'m,j

(vgl. [11], S. 245, Punkt II).
Das MaB der Menge (27) ist

(32) ucexp(—m;—mn;—g) im Fall T aus §1,
(33) ucexp(—m;—mnz;— o) im Fall II.

Ist nun die Menge (27) nicht leer, so gibt es ein reelles ¢, fiir welches (8)
mit @ = 20" gilt, d.h. bei dieser Wahl von a ist ae M (h; k; n; o) (vgl
§1), sodaB die Anzahl der nichtleeren Mengen (27) der Klasse (9) hoch-
stens gleich N (I;m; n; g; a) (vgl. (10)) ist. Nach den Hilfsidtzen 1, 2 ist
fir fast alle Punkte a = (a3,...,a,) des Wiirfels ¢ < o;j < D die Un-
gleichung (20) bzw. (22) erfiillt, sobald g, also «, hinreichend grof} ist.
Man wihle ein solches a; dann ist also der Beitrag aller Mengen (27)
der Klasse (9) zum Integral (24) im Falle I gleich (um groere Symmetrie
zu erreichen, vergroflere ich an einigen Stellen ¢ zu 2¢ und benutze gleich

die Beziehung ¢2° < Vi < ¢2°+)
1

1 3 .Q')iri 1r' ln-r
(34)  weMin (—, 2’-’”1)22’”1-2’ []Min( v i ) X
4 =
1

i= 02"7"i

1
X 27" My 2R (1 my o) exp(e(l+my+ ...+ m 40+ .. 0+ 0)).

Handelt es sich um die Mengen (27) einer Klasse (9) des Falles
IT, so bekommt man dieselbe Abschitzung. Das sieht man sofort, wenn
man (32) mit (33) vergleicht und die Bemerkung am SchluBl des §1
beriicksichtigt. Diesen Ausdruck soll man nun iiber 2'>1, 2% >1,

1 < 2" < Vx summieren. Man bekommt zunichst

yl\ﬁn (1’ 2l_ml) g-la=2)imy ‘11022""12’26 = ‘uca,"("+l).
< 2
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Die Summation iiber m;, n; teilen wir in zwei Schritte:

D atlexp(m;(1+26)+n;(3r— 1+ 2¢))

2™+ My
= ue Z a:&r“%”exp(n,(%r,'~2)),
2™ <V
Z x%rfexp(m,-(l—%77—1—23)—71,-(1——28))
2mj+n]->‘/5
oM< yx

P |
=puc Y ot = exp(mi (2 — §ry).
2""]’<}/}

Beides gibt ueat "2 fiir »; < 4 und pex 1 fiir #; > 4. Dazu kommt

in (34) noch der Faktor o ¥ Im ganzen bekommt man also fiir (34)
die Abschitzung

O (LM 0y b,
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