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Einiges tiber den Integrallogarithmus.
Von Matthias Lerch in Freiburg (Schweiz).

L.

Fiir die Funktion
e Oo_m dx
1) li(r=—[e 72

bestehen mehrere Integraldarstellungen, die zum Teile mit der Theorie
der sogenannten unvollstindigen Gammafunktion

(o]
[e—zx“‘ldw

w

in Zusammenhang gebracht werden konnen. Eine, wie mir scheint,
neue Formel, u. zw.

(2) 76 (a:-{-*’) 10"‘ xd’w —— l/__ e lg (e*‘*“)

0

ergab sich durch einen Grenzilbergang als Folge von einer Be-
ziehung aus der Theorie der Besselschen Funktionen. Dieselbe soll
hier in direkter und elementarer Weise begriindet werden.

Zu dem Zwecke werde in dem Integral

——/ — logx{j_; (v >0),

der Ausdruck logz durch das Integral

o0
e __ ¢g—az
= dz
log 2 f "
0
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ersetzt, also

k4

o0 [ee]
_fulets) dn fer—em
J_O/e Vi dz.

Die Vertauschung der Integrationsordnung ist offenbar ge-
stattet und liefert

_} dz[e—z /d e—u z—}— d_x 3—1(1"}‘5)—%:'
.V .

Die inneren Integrationen sind mit Hilfe der bekannten
Formel

[ee) —

92 a2 /T e
Ve %
0
ausfithrbar und liefern
a1
— Vn dz — p—z—2u —— —2Vu(utzl,
J= Vnof_z_[\/uc Vu—{-ze

Um diesen Aunsdruck zu vereinfachen, fassen wir ihn als
den Grenzwert filr unendlich kleine positive & der Grofle

@ Je= l/ ‘3—2"fdz e —Vrj e—ﬂVu<u+r)2vjz+z

auf. Hier formen wir das zweite Integral vermoge der Substitution

ut2=ux?
um; dabei ist
de _ 2dz
Vutz (—1)Vu’
und daher
o0 _
Ve [t _|/r [ e 202
; 2Vu 42 [ Ca. z?—1
14
vermoge der Identitit
2 1 1
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zerlegt sich die rechte Seite in die folgenden zwei Ausdriicke

‘//E r e—iuzji . I//E 09 e—Zua: dx
ul// z—1 u‘// z4+1
el =

Hier setze ich im ersten Integral z =y -} 1, im zweiten
=y — 1, wodurch die Gestalt

i 1
E "ZLJ—2’MC ¥ 4 T —2uy42u __J y
n [ €

oo Ve
zum Vorschein kommt. Dies ist der Wert des zweiten Gliedes
in der rechten Seite von (a). Setzt man ihn ein, so ergibt sich,

wenn man zu gleicher Zeit die Variable £ =2uwuy einfiihrt, die
Darstellung

J_y.m/ﬂ = ) W[%

wobel &' = 2u(l/1—{—§—1), u, = 2u + 2ul/ 1 +zi¢ gesetzt

wurde. Nun ist aber

’
i !

.o _Jdx . g .

lim [ e~ — =limlog — =0, limu, = 4u,

£e=0 x &
€

und daher

lim J€=VE emj e
U L

4u

Das Integral J hat daher den Wert

Lcwfﬂﬂ

und die Formel (2) ist bewiesen.

II.

Zu folgenden Betrachtungen gab mir ein Resultat des grofien
Mathematikers Hermite AnlaB, das mir leider nur durch ein
Zitat (Educational Times, XXIX) und ohne Beweis hekannt wurde.
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Wir beginnen mit Auswertung der endlichen Summe

2 (=1 )
Te+wllutn—yp)
Ich beniitze die Bezwhung

(@) F@rl—a=

)
singmw

vermoge deren sich zunichst die Darstellung
1 —
TS SR E—"

2 sin#nsinomw

~-I'l—v—w.Tl4p—n—u

=(—=1)
ergibt. Wird alsdann

- WTl—v— ) 1+ p—n—u)
S"—E(_l) FT@—u—ov—n)

=20
gesetzt, so hat man

n S]n uTtT sinvw
»“2

S, =(—1) “T@—u—v—mn)S,

und es handelt sich daher noch um die Summe S,:. Wir machen
voriibergehend die Annahmen

v4n<C0, u-}n<C0,

die uns gestatten, die Eulersche Gleichung

1
TQA—0o—w)PAtp—n—w [ _, _, u—n—u
@ —u—0v—n) —o]”” “d—a) da
zu verwenden. Mit Hilfe derselben ergibt sich zunichst durch

Summierung unter dem Integralzeichen :

X 1—(x_1)11+1
S,::fcc‘”(l——wf"_"————m —1' dx
o 1~
oder
1
’ " o —_—n—u n n1
S, = [z (1 —2) @+t - (— )"0 —ax) T de

g
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und nun ergibt dieselbe Eulersche Formel das gewiinschte Resultat

U@ —o)P A —n—uw) T2 —u) U1l —n—uv)
0= [B—n—u—uv) +(=1) [@—n—u—9v) °

Unsere obige Darstellung von S liefert infolgedessen

sinum sinv~w

"2 (2—n—u— [[1(2—”)[1(1——72—u)+
+(_ 1)711_‘(2—1/4) I (]——‘7'&—1})],

oder nach Uwnformung vermige der Formel (a),

8, =(—1)"

n

@) 8

1 1 n 1
":u+v+n—2(F(v—l)F(az+u)+(— 1 U (u—l)F(n-{—v))'

Mit Hilfe dieser Formel it sich die Multiplikation der fol-
genden Reihen

o r
F@wzﬁﬁﬁ%yn
“ =

in einfacher Gestalt ausfiihren, und zwar ergibt sich

[“ ( ) x?
Fz,u) F(—az,0)= (v 1)% (w—+v _|_n—2)l’(u—|—n)+
(5) n=20
U@ (—2)"
+(w—1) ﬂgo (wdvdn—-2)T (v+n)
Setzt man hier » = 1 und beachtet, dal
F(—z1)=e-",
so kommt
| B B oo (_ x)n
®) e Flau)=w—1) 3 e =y

Schreibt man hier =, ¥ =@¢-}-1 und macht die An-
nahmen o >0, @¢>0, so geht die unendliche Reihe auf der
rechten Seite in die folgende iiber

S 1 = )

n=20

Mounatsh. fitr Mathematik u. Physik, XVI. Jahrg. 9
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wobei in tiblicher Weise
M) Pa, v) :fe—“a:“—ldx
0

gesetzt wird. Die Gleichung (6) ist somit nichts anderes als die
vielfach wiedergefundene Eulersche Gleichung

e | wet! w*+?
®) Plaw)=¢ [zﬂ(wr1>+a(a+1>(a+2)+--~}
und es ist
9) Flo,a--1)= ‘l—e P(a, w).

Ferner ist zu bemerken, daf

w

F(—obf1)= be_w/e’w”‘idx,

o’

0

und die Formel (5) geht fir c=w, u=0a¢-+1, v=06-1 in die
folgende tiber

« ar

1
—Z p1—1 T pb—1 —
el A dw]ex de=
0 0
o0

. r(a)u)“
(10) —2(a+b+n)r(a+n+l)+

n=20

PO (—w
ToFa TG FnfD

+25

n=0

Ubrigens ist die Funktion P(a, w) nicht als das einfachste
Element diesbeziiglicher Theorie zu betrachten, vielmehr gebiihrt
diese Stellung der Transzendente

[=e]

2 e

0

welche in bezug auf beide Argumente ein einfaches Verhalten
aufweist.
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III.
An Stelle von (4) betrachten wir die Funktion
< [@wa
11 = .
(1) 7 (@) Eor(quH-D

Verwandelt man in (5) # und » in w1 resp. v—-1, so
entsteht
‘ U () 2
S @) f (=)= _a = (uofm0 CE S

(12)

) (—a)"
+,§O<u+v+n) ClonFD)
Nun ist
S (#yw) = F (5, u-1)
nach (6) gleich der Gréfe

(13) J@ww=ec3 %(TTT)J)

Fiir unendlich kleine # wird demnach
1
e f @ u) =+ & (—a) (),

wenn (u) eine unendlich kleine Grofle bedeutet, und die Be-

zeichnung
oG

(14) L) =

beniitzt wird. Fiir unendlich kleine u ergibt sich demnach aus (12)

[ee]

] [ (v) (— )"
e f(— :c,v)[ —I—53(—x)] 20(v+n)r(p+xn—|—1)+

1< xn
D=

—2[&!(%—{—1) b(1>+n+v n! n+v)+( )

n=20

g
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Das Vergleichen der mit % multiplizierten Glieder liefert

kein neues Resultat, dagegen ergeben die von # unabhingigen

Glieder

(e8]

z () (— o)
em—@f@ﬂww—2@+wn@+w+n

- 2 [d)(n T4 n—{—v nl(n4-v)

n=20

Im Vorhergehenden ist dem hiufigen Gebrauch gemill die
Schreibweise
Q)
le (a) - r (a)

beniitzt worden. Die Konstante — ¢ (1) ist bekanntlich die Fuler-
Mascheronische, und wenn

v(H)=—20C
gesetzt wird, so kommt auf der rechten Seite die Grofie
oo s

—C2 = 0w

n=20

vor, die wir auf die linke Seite iiberfihren wollen. So entsteht

e f—z0)[C+8(—2)]=

o0

— @) (—a) N
(15) _g @+n) +n+1) 2nl(v+n)2

2¢(n—}~1 )™

n! (v

In dieser Gleichung lassen wir nun an Stelle von v eine
unendlich kleine Grifie treten; da alsdann

e =g )=1+2@+0),

so lautet die linke Seite von (15) bis auf unendlich kleine Grofien

Lrew)] ooyl
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1 .
i und konstante. Die

rechts hat man dagegen Glieder mit
ersteren heben sich gegenseitiz auf, wihrend die Betrachtung der
Koeffizienten von% nichts Neues herbeifiihren wiirde. Wir be-

schiftigen uns somit nur mit konstanten Gliedern. Dasselbe der
rechten Seite lautet

S [ro—so+n— 55—
(1) 2"
ngl nln? 2 aln

und wir haben somit die Relation

@) [C+E(—a))=—Cl(—2)—

< @ A (— ) b(n-1 "
—23%%4—2(ﬁﬂu+<m

oder
([C+L@] [C+R(—2)]=
a9 =0 —23 (6t 0+)E
(8§=2,4,6,8, ..).

Wegen der bekannten Gleichungen

li(er) =logw + C+ 2 (w),
li(em®) =log -} C -+ & (— a),

scheint die ganze Transzendente

C+ 8 (z)

als das einfachste Element der Theorie des Integrallogarithmus
zu betrachten sein. Eine Bestitigung hievon lifit sich nur von der
Weiterentwicklung der Theorie erwarten, falls tiberhaupt einfache
Eigenschaften dieser bisher zu wenig elastischen Transzendente
erwartet werden konnen.
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Zum Schlusse mége als cin einfaches Korollar der Gleichung (10)

der Fall ¢ =5 =—;— erdrtert werden; in demselben wird

Ve Vo
‘[e—“dx/ e dx
()\—l— ) 0 0
(*=13,5179...).

(17) L 2
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