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SUR UNE FONCTION DISCONTINUE

PAR

M. LERCH

a Prague--Vinohrady.

Nous allons développer un e¢xemple de série
f@) = £ g,
n=gp

dont les termes sont des fonctions continues d'une variable réelle o et dont la
somnme est nne fonction partout discontinue de cette variable. La série que nous
allons étudier se compose des termes de la forme

(1) @, (@) =§o ¢, sin? (@ — a,) cos" (x - a,) ,

les quantités ¢, étant des termes d'une série absolument convergente ct les a,
ttant des guanlités réclles représentées par des points dont I'ensemble est con-
dens¢ dans toute la partic de lintervalle (0...2%). Je supposc ensuite que les
a, sont dillérents entreccux et qu'aucune des dilférences a, — a, n'équivaut 3 .

Cela édtant on voit facilement que chacune des lonctions ¢, (@), (n=0,1,2,...)
est finie et continue dans T'intervalle (0. .. 2%) et que la somme X ¢, (1) est con-
vergente et peut s¢ mettre sous la forme

@&

(2 fl@)= % ¢, & sin(x— a,) cos” (@ — a,).
v=0 n=0

Soit maintenant 2 un nombre appartenant & Vinlervalle (0 ... 2t) ot tel qu'au-
cune des différences x — a,, & — a,+ = ne s'évanouit. Dans ce cas toutes les quan-
iités cos(x —a,) seront moindres que I'unité et nous aurons

oD
ZX—a
Z sin? (x — a,) cos™ (X — @) = 2 cos?® T\' ,

n=0Q



)( 376 )(

ct par conséquent

(3) flx) =2 Z ¢, cos? z—a

v=¢0

Soit en second licu x=a,. Comme aucune des dilférences a,—a,,a,—a,+=
ne devra s’ dévanouir il est clair que toutes les quantités cos(x—a,) sauf cos(x—ay)
seront moindres que l'unit¢ (en valeur absolue), de sorte qu’il vient

Z sin*(x — a,) cos"(x —a,)=0,

FET)

N ] (12

. - >
Z sin? (@ — a,) cos™(x — a,) = 2 cos? 5 Y, vZp.
n=g
Il s’ensuit alors
% a, —a
() fla,) =2 Z‘ c, cos‘—%" -~ 2¢,

V=g

et les formules (3) et (4) font voir qu'en prenant les quantités x, a, assez voi-
sines la différence f(x) — f(a,) ne diflére de 2¢, que d'une quantité aussi petite
que I'on veut, de sorte que la fonction f(x) définie par la séric I e,(x) est di-
scontinue aux points de la forme @ = a, qui se présentent dans chaque partie de
I'intervalle (0...2%); en d’autres mots cette fonction cst partout discontinue.

Il est intéressant d'observer que la convergence de la série

f(x)= i ‘Pn(w)

n=0

ne peut étre uniforme dans aucune partie du domaine de la variable a sans quoi
la fonction serait continue.

Ccrni( Kostelec en Bohéme, le 9 Septembre 1888.
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