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I TS T R 0 1 ) U C T I O N 

A UNI! 

THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES; 

CommunicaLiun -laite à M. IIHKJIITK, 

P a u M. M A T H I A S L E R C I I . 

1. Nous nous occuperons do l ' i n t é g r a l e déf in ie 

x étant une q u a n t i t é rée l le assez pe t i te p o u r que 1» f o n d ion sous le 

s igne y reste f i n i « et dé te rm inée pou r chaque va leur de i appar lenan l 

à l ' i n t e r va l l e (o...x). E v i d e m m e n t , le m o d u l e k pour ra avo i r une 

va leur f in ie que l conque , rée l le ou i m a g i n a i r e , que nous supposerons 

d i f fé rente de zéro et de l ' u n i t é , p o u r év i te r les seuls cas pa r t i cu l i e rs 

/• — o, ± i q u i peuven t être supposés dé jà é tab l is . A f i n de pouvo i r 

généra l i ser cotte f onc t i on (I>(a?), me t t ons - l a sous la forme 

, , , /"' xdl i) — / ~ • • • > 

qu i p r o v i e n t d u changement de t en tx; c 'est cotte expression de 

<P(a?) q u i nous serv i ra à é tendre la f onc t i on <&(#) aux valeurs imag i -

naires de x. E n ef fet , x, k é tant des quan t i t és f in ies que lconques, l ' i n -

tégra le ( r ) aura u n sens d é t e r m i n é et, pa r conséquent , une va leur 

f i n ie , lo rsque la f o n c t i o n sous le signe j sera f in ie et dé terminée pour 

chaque va leur de t con tenue dans l ' i n t e r va l l e ( o . . . i ). 
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La fonc t i on sous le s igne / dev ien t i n f i n i e , l o r sque i — t-cc? = o 

ou lo rsque i — k - . i - t ' - = o ; c o m m e t p a r c o u r t l ' i n t e r v a l l e ( o . . . i ) , cet te 

i b n c t i o n sera i n f i n i e p o u r une ce r ta ine v a l e u r a p p a r t e n a n t à cet i n t e r -

va l le lorsque x a p p a r t i e n t aux segments de l ' axe rée l ( 1 . . . - 1 - 0 0 ) , 

( — » . . . — 1) ou aux segments • • ^ — 0 0 . . . — de la d r o i t e , 

menée pa r les p o i n t s ± ~ dans le p lan des x. Ce son t les coupures 

cor respondantes à l 'expression <S>(tv), p o u r p a r l e r c o m m e M. H e r m i t e . 
Nous les rep résen te rons par I , I I , I I I , IV (fig- 1) . 

Pour tou te va leu r do x en dehors des c o u p u r e s , la f o n c t i o n sous le 

s igne / sera f in ie p o u r chaque va leur de / de l ' i n t e r v a l l e ( o . . . 1 ) . 

I I s 'ag i t encore de p r o u v e r que lad i te f o n c t i o n y res te d é t e r m i n é e . 
En posant , p o u r ab réger , R ( s ) = ( 1 — — i l su f f i t de mon-
t re r que la f onc t i on reste finie et d é t e r m i n é e q u a n d on cho i s i t 
l ' u n e de ses deux va leurs dans un po in t p a r t i c u l i e r , par exemp le au p o i n t 
./• = 0 [et où nous fe rons y 'H(o ) — 1], p o u r v u que lu v a r i a b l e . « reste hors 
des coupures et que la va r i ab le t a i t une va leu r de l ' i n t e r v a l l e ( o . . . r ) . 
Or , sous ces c o n d i t i o n s , la q u a n t i t é s —œt. sera aussi p lacée ho rs des 
coupures , et i l su f f i t donc de cons idé re r la f o n c t i o n \/R(z). 

I l est p resque é v i d e n t que cet te f o n c t i o n reste u n i f o r m e à l ' i n t é -
r i e u r d u p lan affecté des coupures I . . . Ï V ( ' ) . Car , en e f fe t , on s 'as-

( i ) Pour abréger la diclion, j'écrirai quelquefois le pim [y]au liou de le plan affecta 
des coupures. 
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sure, à l ' a ide clu t héo rème d u b i n ô m e , que cet te f onc t i on peut se me t t re 
sous la f o rme <70-i- a, ( s — ) -+- = — s 0 ) a - 1 - . . . , la série étant con-
vergente et r ep résen tan t ^11 (5 ) , lo rsque s se t r o u v e à l ' i n t é r i e u r d ' un 
cercle ayan t z h p o u r cen t re et ne con tenan t à son i n t é r i e u r aucun po in t 
des coupures . Une d ig ress ion fac i le p rouve que cette fonc t ion ne peut 
avo i r q u ' u n e va leu r d é t e r m i n é e dans chaque p o i n t du p lan [ ¡ r ] . J 'écr i -
rai [\/R(-")'J pont- dés igner la f onc t i on v ^ Û 5 ) « u n i f o r m e dans le p lan 
aflecté des coupures I . . . I V , q u i pour ; = o est égale à - t - i . 

Je d i r a i auss i que [ v / R ( s ) ] une expression dé te rminée ou une 
branche dé te rm inée de la f o n c t i o n \ / R ( Ï ) . 

Soi t m a i n t e n a n t 

a » + a i ( - — - „ ) 4- «4(= — + . . . 

la série q u i rep résen te Cette sér ie sera convergente à l ' i n -
t é r i eu r d u cerc le ayan t à 20 son cen t re (fig. 2 ) et passant par le 

Fig. a. 

p o i n t s i n g u l i e r ^ t » — p ' u s v o i s i n (dans la f i gu re par le 

p o i n t 1 ) ; mais e l le 11e sera égale à l ' exp ress ion ( b r a n c h e ) [ y R ( = ) ] que 
lo rsque r se t rouve ra dans la pa r t i e blanche de no t re cerc le , tandis que 
dans la pa r t i e hachée l ad i t e sér ie sera égale à — [ V î K ' j ] ' comme i l . 
est aisé de le v o i r . C'est ce q u ' i l est nécessaire de r e m a r q u e r pou r dis-
t i nguer en t re la f o n c t i o n ana l y t i que m u l t i f o r m e \ / R ( s ) et ent re l ' ex -
press ion dé te rm inée [s/R(s)j-

Donc , en p r e n a n t sous le s igne j p o u r la rac ine v ' R ( x t ) la va leur 
.-/««. de i'Éc. Normale. ?>' Série. Tome VI. — AOCT 1S89. 3 4 
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011 vo i t que cet te f onc t i on reste finie, d é t e r m i n é e et con t inue 
par r a p p o r t à la va r iab le i r es t re in te à l ' i n t e r v a l l e ( o . . . t ) . 

Revenons ma in tenan t à l ' i n t ég ra le 

. , v r' a: dl 
v ' J9 /R(^) 

q u i est une express ion finie et b ien d é t e r m i n é e , dépendan t d ' une ma-
n ière con t i nue de la va r i ab le x. Gomme e l le est de la f o r m e 

* ( « ) = f jef(.rt) dl, 

f ( x t ) é tan t une f onc t i on a n a l y t i q u e de la v a r i a b l e rée l le t, nous au-

rons , en e m p l o y a n t la règ le de la d i f f é r e n t i a t i o n sous le s igne / C ) , 

^ *(.*) = j f 1 { r - t f i x l ) +JX.TI)-] tit= £ ^ [</(*t)] dl 

OU 

c 'est-à-di re nous aurons 

dQ(œ) _ i î 
dx ~ |yR(x)J ~~ |\/(i — .r2) (i ' 

Cela n ' e x p r i m e au t re chose que ce q u ' e n posan t x = \ + l ' exp res -
s ion 

est une d i f f é r e n t i e l l e t o ta le . De là nous a l lons c o n c l u r e que l ' exp res -
s ion <&(#) est u n e f o n c t i o n analytique de l a va r i ab le c o m p l e x e x. So i t , 
en ef fe t , xa u n p o i n t que l conque en dehors des coupures : on sai t que 

( ' ) La déduction de cotte règle, que je suppose connue, n'offrirait aucune difficulté 
méthodique. 
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la quan t i t é j^ -J- ^ p o u r r a s ' e x p r i m e r par une série de la fo rme ( ' ) 

-7== — ci "H Cs(x — -r-o) -H c,( x — H- • - •, 

convergente dans la p a r t i e b lanche d ' u n ce r ta in cercle cons t ru i t au-
tou r de xn (fig. 3 ) . F o r m o n s la série 

(A) y{x) = cx{x — -+- ^ . ( . r — «o)s - K • . + ^ (x — x,,)''+..., 

convergente dans le même cerc le . O r , à l ' i n t é r i e u r do la par t ie b lanche 

de ce cerc le , nous aurons 

d<y{x) 1 

comme on a c o u t u m e de l ' é t a b l i r dans les é léments de la théor ie des 
fonc t ions . 

E n d 'au t res t e rmes , 
dtf(x) _ d$(x) 

dx dx ' 

p o u r v u que x so i t à l ' i n t é r i e u r de la pa r t i e b lanche du cerc le consi-
déré. Donc , en posan t x = \ -+-il;', o et <[> seron t des fonc t ions de deux 
var iab les ! ; , te l les que 

( ' ) L'écriture do [ /R (x ) ] est assez incommode, ce qui nous conduit à supprimer lecro-
cliet, en conservant toutefois la notion de l'expression \/K(a;). 



2 6 8 MATHIAS LEUCII. 

ce q u i exige que — ? soi t constante ; i l v i en t de là 

( A ' ) $ ( x ) = c0 H- e, ( x — x„ ) 4- ¿ c., ( x — x„ )'•! H- . . . - h I cv ( x — xt )v -(-..., 

ce qu i prouve que la fonc t ion peut être représentée, au vois inage d ' u n 
po i n t que lconque, par une série de puissances, de sorte que <I>(#) 
est une fonction analytique de x. 

Mais cette fonc t ion n 'é ta i t déf in ie qu 'en i n t r odu i san t les coupures 
I . . . I V , et i l nous reste à examiner commen t el le se compor te au vois i -
nage des points de ces coupures. I l est c la i r d ' a b o r d que la série ( A ' ) 
converge pour toutes les valeurs de x qu i se t rouven t représentées par des 
points si tués à l ' i n t é r i e u r d u cercle, à centre x0, q u i passe par le po in t 

c r i t i que i , ± ^ le p lus vo is in , mais qu 'e l le ne représente l 'expres-

sion <L>(x) que dans la par t ie b lanche de ce cerc le. De là i l su i t que la 

fonction analytique déf in ie par l 'express ion <l>(a?) existe sur tou t le 

p lan des x et n'a que quat re po in ts c r i t i ques E l le est né-

cessairement m u l t i f o r m e , sans quo i sa dér ivée sera i t u n i f o r m e . Mais 
i l s 'agi t de vo i r et de connaî t re les lo is qu i un issent les d i f férentes 
branches de cette f onc t i on , ce que nous a l lons chercher en supposant 
d 'abord que la quan t i té k ne soi t pas rée l le . 

Dans la par t ie hachée du cercle (x0), la série ( A ' ) représente une 

quant i té autre que <T>(x), pu isque sa dér ivée ( A ) y représente la fonc -

t ion — ce q u i c o n d u i t en même temps à a f f i rmer que, dans 

ce cas, la valeur de la série ( A ) sera de la fo rme C — <1>(.»), G étant 
une quant i té constante. On en dédu i t qu 'en représentan t par x' ou x" 
le po in t x de la coupure su ivant qu 'on le compte pou r un p o i n t du 
bo rd d ro i t ou gauche, et en écr ivant <1>(V) au l i eu de l i i n <I>(^), on 

ÏU-.t" 
aura 

<b{x') -+- tf> (x") — G, 

la constante étant la même Je long d 'une même coupure . C'est la lo i 
qu i l ie les valeurs de l 'express ion <D ( x ) le l ong des bords d ' une même 
coupure. A f i n d ' ob ten i r la valeur de la constante C, i l su f f i t d 'appro-
cher x d u po in t c r i t i que duque l par t la coupure cor respondante. I l est 
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faci le de vo i r , par le déve loppement 

(|ue la fonc t ion <I>(;r) res te con t inue au vois inage des points c r i t i ques , 
de sorte que nous aurons C = 2<I»(c), c é tant le p o i n t c r i t i que corres-
pondant à la coupure envisagée. Par exemp le , sur la coupure I , on a 

3 4* ( I ) , 

où l ' on a posé 

r1 dt. 
<I> ( 1 ) — I i m 4» ( x ) — / = K(/.-); 

.'•=• ' J0 s/{i — i i ) { i — AU3) 

sur la coupu re I I I , on a 
C m - ^ - a K , 

pu isque 

«I>(— x) ----- <!>(.»). 

Sur la coupure I I , nous aurons 
<I>(,*•') -+- <l>(.r") — ?.4> = 3 K", 

0 M 
K„__|hii I /"_ k.rdt _ ^ _ <U __ _ 

de sorte que K " = ~ K ( -Q-

De là i l su i t : 

L'expression $(.:&•) définit une fonction analytique- multiforme u 
n'ayant que quatre points critiques ± r, ± j \ lorsque, la valeur de celte 

fonction u, au voisinage d'une coupure I , I I , I I I , I V est elle sera 

donnée., sur le côté opposé de la même coupure, par l'expression 
2 G — <D(.r), pourvu que la fonction u doive rester continue. Les valeurs 
de C correspondantes aux coupures I , I I , l i t , IV sont respectivement K , K " , 
- K , - K" . 

L ' i n t r o d u c t i o n de l 'express ion u n i f o r m e <P(ir ) fac i l i te essentiel le-
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ment l 'é tude de la f o n c t i o n u. C'est en me p laçan t au p o i n t de vue de 
la théor ie des in tégra les imag ina i res , déve loppée dans une L e t t r e de 
M . I l e r m i t e à M. M i t t a g - L e f f l c r , que j ' a i été c o n d u i t à év i te r la t héo r i e 
des intégrales cu r v i l i gnes dans les é léments de la t héo r i e des fonc-
t ions e l l i p t i ques . Le rô le cap i ta l que j o u e n t les coupu res des expres-
sions ana ly t i ques dans l ' é tude des fonc t i ons déf in ies pa r cel les-c i y est 
m is en év idence p l us d ' u n e fo is . On en t r o u v e des app l i ca t i ons dans 
deux Mémo i res de M. Goursa t , p u b l i é s aux Acta mathematica. 

fi nous reste encore à d é t e r m i n e r la va leur à l aque l l e p a r v i e n t la fonc-
t ion u lorsque la var iab le a? p a r c o u r t u n ce r ta in c h e m i n fe rmé C (fig- (\)-

tfig. h-

Supposons d ' abo rd que ce c h e m i n ne c o n t i e n n e à son i n t é r i e u r que 

deux po in ts c r i t i q u e s , 1 et ^ par exemp le , de sor te q u ' i l ne rencon t re 

que deux coupures , dans no t re cas I et I L A l o r s la f o n c t i o n u , pa r tan t 
de .r„ avec la va leu r £>(a;0 ) , pa rv iend ra à x\ avec la va leu r 

et p rend ra le l o n g de C la va leu r 2 K " — <P(a?), j u s q u ' à ce qu 'e l l e par -
v ienne au p o i n t avec la va leur 

a K " - 4 > K ) = a K " - aK + <&(*;), 

de sorte qu 'e l l e r e t o u r n e au p o i n t a v e c la va leu r 

<& («o ) + a ( K" - K) = «, h- a i K', 

en posant ¿K' = K " — K . 
Observons que la l i gne C se décompose en deux par t ies l i m i t é e s pa r 
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les po in ts a?,, x 3 . Cel le qu i con t ien t le po in t a?0 po r te les valeurs de 
la fo rme u = €>(;»), tand is que la seconde par t ie , contenant le po in t 
por te les va leurs de la fo rme 2 t * - $ ( / r ) . I l est donc tout nature l 
que, en par tan t de xt avec la valeur u2 = Q>(cet), on y re tourne avec la 
valeur ua — 21K', ce q u i p rov ien t de la d i scon t i nu i t é de la fonct ion 
(exp ress ion ) 3>(a?) le l ong des coupures. 

Lorsque la var iab le a? décr i t une l igne fermée en touran t seulement 
les po in ts ( — 1 . . . 1), la fonc t ion u recevra un accroissement de la 
forme ± 4 K (Jig. 4 ) -

Fig. 5. 

L'accro issement analogue provenant du chemin fermé contenant à 

son i n té r i eu r des po in ts ± ~ sera /±iK" (fig. 5 ) . Lorsque la var iable x 

décr i t une l igne fermée ne contenant à son i n t é r i e u r que le seul point 

Fig. fi. Fis- 7-

c r i t i que x ~ i (Jig. G), la fonc t ion u recevra la va leur 2 K — u; lorsque 

le chemin de la var iab le a? ne cont ien t à son i n té r i eu r que. le point j 

( f i g . 7 ) , la fonc t ion reço i t la va leur 

2K"-M=2K'« + 2K- U. 
En appelant période chaque expression de la forme a . 4 K -+- p . 2î 'K'. 

a, $ étant des nombres ent iers, on s'assure a isément que le théorème 
su ivant a l i eu : 

Lorsque la variable x décrit une ligne fermée ne contenant à son inté-
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rieur qu'un seul ou deux points critiques, la fonction u reçoit respective-

ment une valeur de la forme 

Supposons m a i n t e n a n t que la v a r i a b l e x déc r i ve une l i g u e fe rmée 
que lconque , ne passant , b i e n e n t e n d u , pa r a u c u n p o i n t c r i t i q u e . 

Lorsque la var iab le x f r a n c h i t une c o u p u r e , la v a l e u r de <I>(,r) se 
change en pér iode -+- 2 K — <I>(a;). 

Dans not re f igure (fig. 8 ) , le c h e m i n r e n c o n t r e les coupures aux 

po in ts x{, x„,xx, x,„ xs, xfl. Supposan t a lors que l ' o n par te de xu avec 
la va leur ^ ( . ^ o ) de l a f o n c t i o n u, cet te f onc t i on sera donnée , le l o n g 
des arcs x0x,, xix.1, a r s . r , , xfxs, a?5a?,, . r 0 . r 0 , par des exp res -
sions de la f o rme 

4>(a?), a K — 4>(.r) -+- / / , ?.K - <b(ar) 4 - / / , < l ) ( . r )+ / / " , 

2K — <!>(» 4 - p " , i>{x) - + -p \ 

les s y m b o l e s / ) , / / , / ? " , . . . rep résen tan t des pé r iodes . Donc : 

La continuation analytique de la fonction <f> (.r) ne conduit à d'autres 

valeurs qu'à celles qui s'expriment par l'une des deux formules 

<1>[>) -H « . ' | K 4 - ( 3 . 2 Î K / , ? .K — 4 - A . 4 K - 1 - ( 3 . 2 Î K ' , 

et réciproquement, quels que soient les entiers a, fi, on peut trouver des 
chemins qui conduisent à une quelconque de ces valeurs. 

La seconde pa r t i e d u théorème se vé r i f i e en r e m a r q u a n t q u ' i l su f f i t 
de fa i re p a r c o u r i r à la v a r i a b l e ¿r u n c h e m i n e n t o u r a n t les p o i n t s — r , 1 

période 4- 2K — u, ou période 4 - « . 

il 
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a — fois dans u n sens, e t u n au t re e n t o u r a n t les p o i n t s i , i , {$ — fo is, 

pou r o b t e n i r la p r e m i è r e exp ress ion , e tc . 
Dans ce q u i p récède , nous avons supposé que le pa ramè t re k n 'es t 

pas r é e l ; a u t r e m e n t les c o u p u r e s a u r a i e n t p r i s une au t re pos i t i on re la-
t i ve . Supposons m a i n t e n a n t l a q u a n t i t é k rée l l e , en t r e o et i . A l o r s 
l ' i n t é g r a l e 

ex is tera dans t ou t l e p l a n , s a u f les coupu res ( — 0 0 . . . 1 ) , ( i . . . a o ) 

['-¡S- ()• 

A' B ' B A 

- j 
a 

si tuées su r l ' a xe rée l . Ma is la dér i vée — - = 4 = - sera u n i f o r m e , 

en év i t an t s e u l e m e n t les p o i n t s des coupu res ^ Q . - " ' )> 

et i l s 'ensu i t que l ' e xp ress ion aura la m ê m e va leu r le l ong des 

deux côtés des coupu res • • - > ^ — y - - — ao^> tand is qu 'e l l e aura 

des va leurs opposées le l o n g des coupu res . . . 1... — ^ • Repré-

sentons pa r A , A ' les p r e m i è r e s , par B , B' les secondes coupures . Nous 

aurons a l o r s , le l o n g de A , A ' , 

<l>{x') — 4>(x") H- const., 

et le l o n g de B , B ' , 
H- 4>(.R") = cons t . 

La cons tan te c o r r e s p o n d a n t à la c o u p u r e B sera é v i d e m m e n t 

«>(:»')+•$( x" ) = 2 «I> ( I ) = 2 K, 

tand is q u e , su r l a c o u p u r e B ' , cet te cons tan te sera — 2 K . 
A f i n d ' o b t e n i r la constante r e l a t i ve à la c o u p u r e A , posons 

<&(îc") — fc(ar') = 2C> x = 

Aati. de t'Éc. Normale. 3* Sér ie . Tome V I . — Septembre 18*9. 35 
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E n éc r i van t 

on aura é v i d e m m e n t 

ce q u i donne 

et i l nous reste à éva luer la q u a n t i t é <I>Q. H- O. Î ^ . Posons, à cet el l 'el , 

x = j _ e'*, s étant u n p e t i t angle p o s i t i f ; nous avons 

y ¿ICH. 
fc 

(x— — JE»«»'?) 

r e**dt _ / ' _ , _ / 

Lorsque o s 'approche de zéro, la p rem iè re i n tég ra le conve rge ve rs K , 
et i l suf f î t donc de cons idé re r la seconde. 

On vo i t a isément que la par t ie i m a g i n a i r e de la r ac ine 

v/( 1 — C1 e5'?) ( I — 
est négat ive, de sorte que nous au rons 

i i 
lim f -_-= i f " K' i, 

ce q u i donne 
C = K ' i , 

et par là nous au rons , le l o n g de la coupu re A , 

<b(x H- O.i) — — O.i) = 2 {K/, 
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et, le long de ¿V, 
4> ( x + o. i ) — <I> (x — o. i ) = 2 í K'. 

En appelant période chaque quant i té de la fo rme a . ^ K -+- {5.2i'K', 
se, p étant des ent iers , on t rouve qu'aussi , clans ce cas, les expressions 

<b(x) H- période, aK — -+- période 

coïncident avec l ' ensemble des valeurs, auxquel les on parv ient par la 
con t inua t ion ana ly t ique de l 'express ion <I>(it:). 

On t rouve un résu l ta t semblable en supposant k > • i . 

i . Nous aurons besoin de connaî t re les l im i t es desquelles appro-
chent les expressions i > ( . r ) quand le modu le de x croî t au delà de 

toute l i m i t e . Soit d 'abord k imag ina i re ; supposant \x\ > 

aurons 

( ) ÍÍ* -

et, comme la fonc t ion — - - — — . . . a la même dérivée que 
X i x * !)jr> » 

<l>(£cr), i l s 'ensui t 

<» = — S - ê - ê — 

Mais on ne do i t pas oub l ie r que le développement ( i ) ne subsiste 
que dans une région ne contenant aucune coupure. 11 y a quatre ré-
gions de cette espèce, l imi tées respect ivement par les coupures l - l l , 
I I - I I1, I I I -1V, IV- I ( /¿g. 10). Dans chacune d'el les, le développement (a) 
prend une aut re f o r m e , c'est-à-dire la constante a„ et le signe des 
au 1res coeff ic ients a peuvent changer. Mais i l est manifeste que la 
quant i té <I>(;r) s 'approche toujours de la va leur correspondante de au 

lorsque x s 'éloigne à l ' i n f i n i en restant cependant dans une même 
des quatre rég ions. Nous écr i rons or0 = $-(ac)M I , lorsque x se trouve 
dans la région l - I I , et a insi de sui te. 

Rien n'est p lus faci le que de déterminer ces quatre quant i tés 4»(3c). 

I , nous 

« 1 
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E n effet , nous avons , d 'après les p r o p r i é t é s de é tab l ies p l u s 
h a u t , 

® (»)i-ii -t-$(«0u-ni = + 2 e'K', 
®(°O)II-iii -V- $ (oo)in-iv = — 2 K, 

I ' i j j . 1 0 . 

et en m ê m e temps i l f a u t que l ' o n a i t < !>(—.r ) = — <J>(V), d ' o ù 

4»(oc),„. lv=—4»(OO)MI, 

ce qu i donne 

i <I>("»),.,! = aK + iK ' , 
} i «(<»)„.„, = Ï K ' . 

Les va leurs de <1>(3c) sont donc de la f o r m e 

t'K'-i- période ou a K — <K'-h période ; 

car on a 
— ¿K' = iK'— a iK' — tK' -+- période, 

aK -+- i K ' — aK — « K ' + atK' = aK — t'K'-+- période, 
— AK — t T = a h " — /K 'H - 4K = aK — Î 'K'H- période. 

Lorsque k est rée l , on n 'a que deux valeurs'<J»(oo) q u i , d ' a i l l e u r s , ne 
d i f f è ren t que pa r le s i gne . On a ( j t g - 11) 

«I» (ML) = <&(N,,) = - «I»(- M») 

et , d ' au t re p a r t , 

ce q u i donne 
®(N ) = iK'. 
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On a donc 

<D(oo) — ± / K ' , 
et la c o n t i n u a t i o n ana l y t i que de c o n d u i t à des valeurs de la 

Fig. i l . 

f o rme ¿K' + pér iode et 2 K — ¿K' -I- p é r i o d e , x devenant i n f i n i . 

Une propr ié té du rappor t des périodes. 

K.' £ 

3. Nous aurons beso in de savo i r que le r a p p o r t ne peu t j ama is 
être u n n o m b r e r a t i o n n e l , en supposant que /c2 d i f fè re de o et de i . Se 
démon t re d ' abo rd que les quan t i t és K ' i , K n e peuvent j a m a i s s ' a n n u l e r e n 
même t e m p s ; car , s i l ' o n avai t en m ê m e temps , p o u r une cer ta ine va-
l eu r de k d i f f é ren te de o et de =fc i , K = o , K ' = o, la fonc t ion ana ly -
t ique u dé f in ie pa r l ' exp ress ion <I>(ar) n ' a d m e t t r a i t que deux va leurs 
d i f fé rentes pou r chaque va leu r de x , à savoi r ± <D(.r). A l o r s u - serai t 
une fonc t ion ana l y t i que u n i f o r m e égale à <I>(.r)2 et e l le res tera i t infé-
r i eu re à une l i m i t e f i n i e , comme l 'est <l>(x). Or cela ex ige que l ' on a i t 
u2 = cons t . , chose imposs ib l e . 

On vo i t de m ê m e que l ' on ne p e u t avo i r K ^ o , K ' = o ; car , dans ce 
cas, la c o n t i n u a t i o n ana l y t i que u de la f o n c t i o n <!>(#) serai t de la forme 

n ~J 

r h + a . 2 K ( a = e n t i e r ) , ce q u i c o n d u i t à a f f i rmer que e K serai t 
une fonc t ion a n a l y t i q u e / ( ® ) q u i n ' a d m e t que deux valeurs d i f fé rentes 

e " ' t | r ) « , de sor te que / ( ¿ c ) - t - s c r ® i t une f o n c t i o n ana ly t i que uni-

forme Aa la v a r i a b l e s , f o n c t i o n q u i reste m o i n d r e q u ' u n e l i m i t e , chose 

imposs ib le p u i s q u e l ' hypo thèse / { x ) -t- j ^ y = const . donne 

/(¿F) = const., d'où <&(.»•) -- const. 
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On voit de la même manière que. l 'hypothèse K ' ^ o , K = o n'est pas 
admiss ib le. 

K' ¿' . 
Nous al lons main tenant prouver que le quo t i en t ne peu t jamais 

être un nombre ra t ionne l En e f fe t , supposons q u ' o n a i t , au con-

t ra i re , 
K 1 - E 
K - <1 ' 

Posant co = = — , on vo i t que l 'ensemble des va leurs de laf 'onc-
P (t ^ 

t ion 11 définie par l ' é lémen t <&(#) est de la forme 
i i - ± $ ( . r ) + a« ( a — ent ier ) ; 

3 // 7t i ^ 
d'où l 'on vo i t que, en posant f ( x ) = a 10 , la fonc t ion f ( x ) - h -r—-

J \ ) 
est un i fo rme et reste contenue au-dessous d 'une l i m i t e finie, ce qu i est 
impossib le. 

Inversion. 

4. Nous avons vu p lus hau t que la fonct ion <l>(a?) vér i f ie l ' équat ion 
d i f férent ie l le 

d<I> _ 1 

^ ~ l y i u - ^ J ' 

la cont inuat ion u de i>(sc) aura donc cette p ropr ié té qu 'e l l e vér i f ie 
l 'équat ion d i f fé rent ie l le 

du 1 

où v ' R ( ^ ) représente ou [ V R ^ ) ] ou — [ v R ( œ ) ] , su ivant que la branche 
correspondante de la fonct ion u est de la forme 

<1»(j: ) -i- const. ou de celle-ci — <I»(x) consi. 

Si l ' on pouvai t mont re r qu ' inversement x peu t être considéré comme 
une fonct ion de u, on aura i t une so lu t ion de l ' équa t ion d i f fé ren t ie l le 
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o ù u est u n e v a r i a b l e i n d é p e n d a n t e ; ma is o n p a r v i e n t au môme bu t en 
é t u d i a n t cet te é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e d i r e c t e m e n t , c o m m e l ' o n t fai t 
B r i o t et B o u q u e t . N o u s s u i v r o n s la m ê m e v o i e , m a i s nous croyons né-
cessaire d ' e n t r e r , en q u e l q u e s dé ta i l s t rès dé l i ca ts , dans cette ques-
t i o n . 

11 f au t d ' a b o r d d é m o n t r e r le théo rème de Cai ichy : 

Etant donnée une équation différentielle de la forme 

dr 
(a) 

V --1 

dont, le second membre est convergent sur le cercle \ x — xn \ = r, sur le-
quel le maximum de son module est g, cette équation sera satisfaite en 
posant x = f ( u | u„), où f(u\un) est une fonction exprimable par une 
série de la forme 

« 

( 3 ) / ( « | = . C ' ' ( " - "•>)' ' . 

et dont le rayon de. convergence est au moins égal à 

|Cette s o l u t i o n est la seule q u i s 'approche de xn l o r sque u t end vers 
«0 ( ' ) • ] I c i M0 est une q u a n t i t é cho is ie à v o l o n t é . 

Démonstration. — Si l ' o n sa i t que l ' é q u a t i o n ( 2 ) est sat is fa i te par 
une f o n c t i o n h o l o m o r p h e au vo is inage de u 0 , on o b t i e n t i m m é d i a t e m e n t 
le déve loppemen t ( .3 ) , en observan t que les dér ivées de x par r appo r t 
à u s ' o b t i e n n e n t en d i f f é r e n t i a n t l ' é q u a t i o n ( 2 ) . O n t r ouve , en e f fe t , 

d'l+î-r —V C'm) ( r r 

tri — I) 

où C ' ^ j rep résen te l a s o m m e 

2 \>-\ (f-l + V-l— I ) (M-I -H f*S + F-3 ~ •>•) • • .(i^l-t- + • • • •+- V-n+l—'l) «rj.( •.. «1*».̂  
U-i.H-t (Ws 

(!) Nous laisserons do côté celte dernière partie du théorème, puisqu'elle est coiUenuo 
dans une propriété beaucoup plus générale des intégrales des équations différentielles, dont 
j'aurai l'occasion d'employor quelques cas particuliers. 
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étendue à toutes les so lu t i ons de l ' é q u a t i o n i n d é t e r m i n é e 

p., - h y.3 4 - . . . 4 - [ ¿ „ + 2 — m 4 - n 4 - 1 . 

On aura alors 

c v = —, (D' i-r)„=„,—. - f C!,0)= - f F v (« 0 , a „ a t , . . . ) , 

où F, représente une s o m m e de la f o r m e 

2Naj}Y...«Bfflp«y - • . 

dans laque l le NBpT... son t des nombres en t i e r s p o s i t i f s . C'est donc la 
série 

f , \ \ , V Fyfflo. «1, «S ), vv 
( 3 bis) /( u I « „ ) = .R„ 4 - ( " •— "<>)V 

V = 1 

q u i p e u t vér i f ie r l ' é q u a t i o n d i f f é ren t i e l l e ( 2 ) . I l f a u t d ' a b o r d en t rouver 
le rayon de convergence. J 'observe, à cet effet., que l ' o n a a ^ g r * et, 
d 'après la f o r m a t i o n de la f o n c t i o n F v , 

I Fv «1, «2, a-,, . . O U Fv(,a", gr~\ ffi-"S gr~\ ...). 

La série ( 3 bis) sera d o n c convergente l o r sque la sér ie 

le sera; or i l est aisé clc vo i r que cel le-c i converge p o u r | v \ • < car , 

en effet, el le est une s o l u t i o n de l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e 

dv s ¿d. r'' 
I v - « 

/ ' 

et se r é d u i t k zéro p o u r v = o ; une te l l e s o l u t i o n est la f onc t i on su i -
vante 

/ 1 rr I 
¿ — r — r 4 / 1 2 . ç = gV - 4 . _ „ 2 + 

y r a a r 

q u i do i t êt re i d e n t i q u e avec Ç>(P); ma is le déve loppemen t de cet te 

f o n c t i o n converge p o u r | p | - < 
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La série ( 3 bis) est donc convergente p o u r I u — u0 ] < ; — et déf in i t 
2 ff 

une fonc t ion ana ly t i que / ( U | M 0 ) . I l f au t démon t re r q u ' i l y a un nombre p, 
te l que pou r chaque va leu r de u , q u i rend m o i n d r e que p le mo-
du le de u — u 0 , cette fonc t ion sat isfa i t à l ' équa t ion d i f férent ie l le pro-
posée ( 2 ) . Or i l y a, en ef fet , une quan t i té p pou r laquel le 

| / ( w | «„) — x 0 /• lorsque \ u — « 0 | S p ; 

la série 

w 

V = 0 

sera alors convergente et se r é d u i r a à une f onc t i on '•];(") ho lo inorphe 
au p o i n t « 0 . La man iè re don t nous avons dé te rm iné les coeff icients c., 
prouve que l ' on a i d e n t i q u e m e n t 

d ' o ù l ' o n a, en e m p l o y a n t la série de Tay lo r , 

«K«) =/'(«!.) + /*(«.) + ...=/'(«)• 
On a donc 

/'(«) = df[ll "n) = + («) = S«v(® - )\ .*•=/(« | «„), 
ce q u i démon t re le théorème. 

Revenant ma in tenan t à l ' équa t i on d i f fé ren t ie l le 

( . ) G = Y / ( I - « • ) ( ! - * « * » ) = S / R C F ) , 

j ' e n considère l ' i n t é g r a l e , q u i se r é d u i t à zéro p o u r u = o , et dont la 
dér ivée \ / R ( x ) y dev ien t égale à -1- 1. P u i s q u ' o n a 

\/K(a?) = n- diX^-h a2x''-h .., 
p o u r v u que le m o d u l e de x reste i n f é r i e u r à la p lus pet i te des quan-

t i tés i , , l ad i te équa t ion admet t ra l ' i n tég ra le d e l à fo rme 

(2) x = f { u ) =^Cv«v, Ci = o, 
v = l 

Ann. de l'Éc. Normale. 3* S é r i e . Tome V I . — SEPTBMDUE 1889. 3 6 
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la série étant convergente à l ' i n t é r i e u r d ' u n ce r ta in cerc le déc r i t au-
tou r de l ' o r i g i ne . Nous a l lons d 'abord p rouve r que cet te sér ie ne p e u t 
être convergente pou r chaque va leur de u , de sor te que son rayon de 
convergence est nécessa i rement fini. 

Supposons, à cet e i le t , que la sér ie ( 2 ) so i t p a r t o u t convergente et 
déf inisse, par conséquent , une fonction h o l o m o r p h e f ( u ) . Cela é tan t , 
la quan t i té / [ < & ( « ) ] sera une q u a n t i t é finie e t va r i an t d ' une manière 
con t inue avec x l o rsque x ne f r anch i t aucune des coupures ( I . . . l Y ) . 
II est aisé de vo i r qu 'e l l e est une fonc t i on analytique de la va r iab le x; 
car nous avons en effet pour chaque va leur de x dans u n cer ta in vo is i -
nage d ' u n po i n t que l conque x0 ( e n dehors des c o u p u r e s ) un dévelop-
pement de la fo rme 

«0 

v = o 
et l 'on en dédu i t 

La fonct ion / [ ^ ( ^ • ) ] n ' ayan t , dans u n p o i n t que l conque , qu 'une 
valeur f in ie et dé te rm inée , et s'y c o m p o r t a n t c o m m e une f onc t i on ho-
l omorphe , i l est c l a i r qu ' e l l e est une fonc t i on analytique de x, cette 
var iable étant pr ise dans le p lan affecté des coupures . Mais aussi sur 
eel les-c i la va leur d e / ( < ! > ) reste une fonc t i on ana l y t i que et ne peut 
avoir des po in ts s ingu l i e rs qu 'aux po in ts c r i t i ques ± 1, ± i , de sorte 
q u ' i l ne faut que chercher si e l le est u n i f o r m e au vo is inage de ces 
po in ts ou non . A f i n d ' o b t e n i r la va leur d e / [ < & ( • » ) ] ' ^ su f f i t de la déter-
m i n e r au vois inage d ' u n p o i n t que lconque , par exemple au vo is inage 
de x — o ; supposant alors x assez p e t i t , nous au rons 

30 

/ [ * ( * ) ] = = < ? ( * ) = 2 A v ^ . 
V = 1 

Af in d 'ob ten i r les coef f i c ien ts , cons idérons la f o n c t i o n ® | / ( « ) ] 
q u i , p o u r des pet i tes va leurs de u, est h o l o m o r p h e ; sa dér ivée étant. 

(/) /' ( " ) - ^g^ v/RC/) = ' > 



THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. "_>83 

e l l e d o i t c o ï n c i d e r avec u, 

ce q u i f a i t v o i r que l ' o n a 

de sor te q u ' e n p o s a n t a; = / ( « ) , on a 

d 'où i l s u i t , pa r c o n s é q u e n t , que 

A L = I , A S = A » = A V = . . . = O, 

et pa r là 
f<t>(x)-~x. 

N o t r e f o n c t i o n c o ï n c i d e donc avec la f o n c t i o n la p lus s imp le , x , et 
cet te co ïnc idence dev ra subs i s te r que l que so i t x. 

Mais en fa i san t t e n d r e x vers l ' i n f i n i , l a q u a n t i t é 3>(ay), a ins i que 
/ (<1>) , s ' app roche d ' u n e l i m i t e finie, t and i s que x dev ien t i n f i n i , et 
l ' é q u a t i o n / ( < & ) = x sera i m p o s s i b l e . Ce q u i p rouve q u e / ( « ) n 'es t 
p o i n t une f o n c t i o n p a r t o u t h o l o m o r p h e , et que la sér ie q u i la rep ré -
sente d o i t d e v e n i r d i v e r g e n t e l o r sque le m o d u l e de u surpasse une 
cer ta ine q u a n t i t é p. Représen tons par ( p ) le ce rc le de convergence de 
ce d é v e l o p p e m e n t , et d o n t l ' é q u a t i o n est | u \ — p. 

D'après u n t h é o r è m e b i e n c o n n u , i l y a au m o i n s un point singu-
lier « 0 de la f o n c t i o n / ( « ) s u r la l i m i t e de convergence ( p ) de la 
sér ie ( 2 ) , I l s 'ag i t d ' é t u d i e r la n a t u r e de la d i s c o n t i n u i t é de f ( u ) au 
vo is inage d ' u n te l p o i n t u0. 

I . Supposons d ' a b o r d q u ' i l y a i t au vo i s i nage de u0 une sér ie des 
p o i n t s u, q u i s ' a p p r o c h e n t i n d é f i n i m e n t de u0 en res tan t à l ' i n t é r i e u r 
d u cerc le ( p ) e t te l s que la q u a n t i t é / ( « , ) t ende vers une l i m i t e finie x0 

l o rsque w, t e n d ve rs u0. So i t , en p r e m i e r l i e u , x0 d i f f é ren t des va leurs 

c r i t i q u e s ± 1 , ± y Dans ce cas, l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e ( 1 ) p rend la 

f o r m e 
ae 

dx Î , 
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et l 'on peut t rouver une fonct ion 
œ 

(2') X=f(li\ M0) — «o)V 

v = l 

qui y satisfait et se rédu i t à a?0 pour u = u 0 ; le rayon de convergence 

de cette série est au moins égal à r désignant une quant i té mo indre 

que le rayon de convergence de la série ( V ) , et g représentant le mo-

dule m a x i m u m de \/R(a?) sur le cercle | x — x01 = r. 

Traçons ( f i g . i 3 ) , au tour du po in t x0 comme centre, le cercle du 

Fig . i a . 

rayon ret ensuite un autre cercle concentr ique ayant un rayon r„ p lus 
pe t i t que r. Choisissons «, de tel le manière que la va leur x, = f(u,) 
se trouve représentée par u n po in t xK à l ' i n t é r i e u r de ( r f t ) . A lo rs le 
développement de la fonct ion v ^ C 3 7 ) au tour de xt, à savoir 

oo 

v = o 

reste convergent à l ' i n t é r i eu r et sur la pér iphér ie du cercle 

\ X - X i l Z=r — r 0 . 

Le module m a x i m u m g, de \Jft.(x) sur ce cercle reste' in fé r ieur à g, 
puisque la fonct ion \JR(x) reste ho lomorphe sur le cercle r , et le 
cercle considéré est contenu à l ' i n té r i eu r de ce lu i - là . Donc, la fonc-
t ion 
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étant ho lomorphe au p o i n t u, et sat isfaisant à l 'équat ion di f féren-

t ie l le ^ = \ / R ( x ) , le rayon de convergence pj de ce dern ier dévelop-

pement est au mo ins égal à r ~ r " > ' ~ ' a ; je dis qu ' on peut déter-
2 îTl 2 é' 

m iner la quan t i té u { de man iè re que l ' on a i t > |M 0— ua |. En 

effet, d'après l 'hypothèse, les quant i tés u t s 'approchent indéf in iment 
de «o et en même temps les quant i tés x i = f ( u , ) tendent vers x-0. 

Constru isant autour de « 0 u n cercle avec le rayon 7 ~ r ' ° > ce lu i -c i con-
w O 

t iendra à son i n t é r i e u r une in f i n i t é de po in ts u { p a r m i lesquels se 
t rouvent aussi ceux pour lesquels la valeur de / ( « ( ) est aussi voisine 
de x0 que l ' on veut , de sorte qu 'on peut supposer, par exemple, 

| / ( ' « l ) — < /•(,, C.Q-F.l). 

La série ( 4 ' ) sera donc convergente à l ' i n t é r i e u r d ' u n cercle conte-
nant «0 à son i n t é r i e u r , ce q u i prouve que la fonct ion / ( « ) reste holo-
morphe au po in t u0 et coïnc ide avec la s é r i e / ( « | « „ ) . Le po in t ua ne 
peut donc être u n p o i n t s ingu l ie r de f ( u ) . 

Si, en second l i eu , la quan t i té a?,, étai t égale à une des valeurs cr i -

t iques ± i , ± i - , la fonc t ion V^C 3 7 ) s e r a i t développable en série de 
«e 

la forme 2 \Jx — x0 £av(x — x0)y et, en changeant x — x0 en t2, 
V = 0 

l 'équat ion d i f f é ren t ie l l e deviendra 

V = 0 
et admett ra l ' i n tégra le 

60 

(a") < = 9 ( u ) = 2 c v ( « - « o ) v -
V = 1 

O r , la même équat ion admet tant l ' i n tégra le t = \ / / ( u ) — x0, on 
démontre de la même manière, comme précédemment , que ces deux 
intégrales coïnc ident , de sorte que u„ n 'est pas un po in t c r i t ique de 
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i l . Cela étant, nous a l lons vo i r que, u„ é tant u n p o i n t s i ngu l i e r de 
f ( u ) , chaque voisinage de «,, con t iendra des po in ts u, p o u r lesquels le 
modu le de / ( " ) dev ient aussi g rand que l ' o n v e u t . I m a g i n o n s à cet 
effet une série de po in ts « 2 , u3, . . q u i s 'approchen t i ndé f i n imen t 
de u0 en restant à l ' i n t é r i e u r du cerc le ( p ) . A chaque p o i n t « œ cor respond 
une va leur b ien d é t e r m i n é e / ( « a ) = xa. Supposons que le m o d u l e de 
•ra reste in fé r ieu r à une quan t i t é finie R ; a lors tou tes les quan t i tés 

seront représentées par des po in ts à l ' i n t é r i e u r d ' u n c e r c l e \ x \ = R' > R . 
Main tenant deux cas peuvent se présenter i c i : 

oc. Pa rm i ces po in ts , i l n ' y en a q u ' u n n o m b r e fini q u i sont d i f fé-
ren ts ; de là i l su i t q u ' a u mo ins une des quan t i tés / ( « œ ) se présente 
une in f i n i té de fois. Or ce cas est imposs ib le , pu i sque le po i n t u„ ne 
saurai t être un po in t s i n g u l i e r , comme nous l 'avons vu p récédemmen t , 
soit en supposant 

f ( u a ) = xo£±I, ± y 

soi t pour 

{i. Les po in ts a ^ s o n t en nombre i n f i n i . A l o r s , la rég ion finie ( R ' ) 
contenant une i n f i n i t é de po in ts cle l 'espèce dé te rm inée , i l y aura au 
moins u n po in t x * à l ' i n t é r i e u r de ( I V ) , te l que chaque vo is inage de ce 
p o i n t cont ient une i n f i n i t é de po in ts xa; en d 'au t res t e rmes , chaque 
vois inage de u„ con t iendra des po in ts u a , pou r lesquels la quan t i t é 
f(ua) sera aussi approchée que l ' o n voud ra d ' une quan t i t é finie x'. I I 
s 'ensu i t , d 'après ce que nous avons v u p l us h a u t , que le p o i n t u 0 est 
un p o i n t o rd ina i re de la fonc t ion / ( « ) , ce q u i est con t re l ' hypothèse. 

Donc i l y a, à chaque vois inage de u0, des p o i n t s uK où le m o d u l e de 
/ ( « , ) est aussi g rand que l ' o n veut . 

E n posant x = l ' équa t i on d i f f é ren t ie l l e ( i ) p r e n d la f o rme 

^ = — \ / ( i — ** ) ( A 1 — z"- ) = -h'ai -s*-4- « 5 • + • . . . , 

le développement é tant convergent à l ' i n t é r i e u r d ' u n ce rc l e ; so i t r une 
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q u a n t i t é m o i n d r e q u e le r a y o n de ce cerc le . S o i t r 0 une q u a n t i t é posi -
t i ve i n o i n d r e que r, e t t r açons le cerc le ( r „ ) avec le rayon r 0 au tou r 
d u p o i n t z — o, a i n s i q u e le cerc le ( r ) avec le r a y o n r. Lo rsque z, se 
t r o u v e à l ' i n t é r i e u r de (> „ ) , le r a y o n de convergence d u déve loppement 

- v / ( f ~ i » 7 ( F = : ) = + fl't( - _ ) + ( - _ - x y + . . . 

sera p l u s g r a n d q u e r — r 0 , e t son m o d u l e m a x i m u m sur le cercle 
| s — s, j = r — r 0 sera i n f é r i e u r a u m o d u l e m a x i m u m de la q u a n t i t é 

s / i i - s ^ W - J j 

sur l e ce rc le ] z | = r , que j e désigne pa r g. 

Soi t m a i n t e n a n t ut u n p o i n t te l que | u0—u, et que 

f\(«, ) | > - r * A l o r s i l est c l a i r que le d é v e l o p p e m e n t 
''o 

«a 

v=u 

reste conve rgen t s u r le cerc le \u — u¡ | = ' ~t'"> q u i con t ien t Je 

p o i n t u 0 à son i n t é r i e u r . La f o n c t i o n y ~ est donc h o l o m o r p l i e au 

p o i n t m0» «t» c o m m e e l l e est suscep t i b le de va leurs i n f i n i m e n t pet i tes 
au vo is inage de w0, e l le d o i t avo i r la f o r m e 

1 . — C i ( « — M 0 ) H - C , ( Í Í — M 0 ) s - i - . . . . 

, . 

L ' é q u a t i o n ^ = — V ( l — z ' — z ) f a i t v o i r que c t — ± k est d i f -

f é ren t de zéro, ce q u i d o n n e 

— (k _ u») [c, 4-c2(m — u9) -t- ct\u — ¿¿»)s4-.. . y 
ou 

/ ( u) = — - 1- £0-|- />,(« — Mo) -+• bt ( u — H „ ) 2 + 
U — Un 

La f onc t i on / ( « ) n ' a d m e t donc sur la c i r con fé rence ( p ) d 'au t res 
po in t s s i n g u l i e r s q u e des pôles q u i , par conséquen t , s'y do i ven t pré-
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senter en nombre fini. La fonc t ion est donc méromorphe ( e t un i -
forme) dans un domaine p lus é tendu que ( p ) . On vo i t de la même ma-
nière que les points s ingu l ie rs d e / ( « ) , en dehors de ( p ) , sont des 
pôles, de sorte que la fonc t ion reste un i f o rme dans toute l ' é tendue du 
plan et n ' y admet d 'autres s ingu la r i tés que des pôles. 

5 . Étud ions main tenant la quant i té f [ $ ( x ) \ = W(x). So i t x0 une 
quant i té quelconque si tuée en dehors des coupures T . . . I V . La fonc-
t ion <D(a?) sera expr imab le par une série de la fo rme 

os 

v = o 

Cette série reste convergente à l ' i n t é r i e u r d u cerc le ayant pour centre 

x0 et passant par le po in t c r i t i que le p lus rapproché 

d e # „ ; mais, en général , el le ne représente <I»(a?) que dans une par t ie 
de ce cercle. 

i " Soi t u = a0 un po in t o rd ina i re d e / ( « ) . Dans ce cas on aura, pou r 
les valeurs de x assez vois ines de x0, le déve loppement de la fo rme 

e t , par conséquent , 
o© 

v = o 

2° Si , au cont ra i re , u = a0 est un po in t s ingu l ie r de f ( u ) , nous au-
rons dans u n cer ta in vois inage de a0 

fi11)— „ ° r. +c„-+-ct(u — a0)-hcs(u — a0y + . 
U- ctj 

ce q u i donne 

B-»II B-wî+I 

CC 1 CCq 

m étant un cer ta in nombre ent ie r . 
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Cela p rouve que est u n e f o n c t i o n a n a l y t i q u e de la var iab le x. 
On vo i t a i sémen t que les seuls po in t s c r i t i q u e s que cette fonc-
t ion p o u r r a i t a v o i r son t œ = ± i , ± l - et ce r ta ins pôles ¿r„. Ma is , 
lo rsque x est assez p e t i t , on a = x. Cette équa t i on subsiste 

donc , que l que so i t x . I I est c l a i r que cet te f o n c t i o n n 'a aucune s ingu-
la r i t é à d is tance finie, ce q u i p r o u v e q u ' u n déve loppemen t de la 
f o rme ( i ) ne p o u r r a j a m a i s se p résen te r . E n d ' au t res t e rmes , lo rsque x 
est fini, la v a l e u r de est u n p o i n t o r d i n a i r e de / ( u ) , tandis que 
les va leurs de <l>(ao) son t des pôles d e / ( « ) , c o m m e i l est aisé de le vo i r 
on cons idé ran t l ' é q u a t i o n W(x) = x. 

La f o n c t i o n f\*b(x)\ é tan t u n i f o r m e , nous a l lons en conc lu re que 
/ ( « ) est d o u b l e m e n t p é r i o d i q u e . 

S o i e n t . x ' , x" deux p o i n t s i n f i n i m e n t vo i s i ns et p lacés aux côtés op-
posés d ' une m ê m e c o u p u r e , par exemp le de la c o u p u r e T . On a 

-h <&(.«') ~ 2 K + E , liiTi s = 0 ; 

d ' o ù , en é c r i v a n t ï>(x) — u, <l>(x") = a K +• i — a, 

/ ( 2 K H- £ — u ) — / ( u ) = x" — x'. 

Comme nous l ' avons v u p l u s h a u t , . / ( u ) Qt/('iK •+• z — u) sont des 
fonc t i ons c o n t i n u e s de u. L o r s q u e x' et x" s ' a p p r o c h e n t d u p o i n t x sur 
la coupu re , u et 2 K -H S — u s ' app rochen t de v et de 2 K — C , ce qu i 
donne 

/ ( a K - i ' ) - / ( <') = o. 

Cette équa t i on subs i s tan t p o u r une sér ie c o n t i n u e des va leurs de v 
q u i co r responden t aux va leu rs de x s u r la c o u p u r e I , el le subsiste, 
que l que so i t v, de sor te que nous au rons identiquement 

( , ) / ( a K - « ) = / ( « ) . 

On t r o u v e de m ê m e 

/ ( — 2K — u) = / ( « ) , 

e t , en é c r i v a n t u — v— 2K, 

(a) A < 0 = / ( « ' + 4 * ) -
Ann. de l'f.c. ¡formate. 3* Série. Tome V I . — SEPTEHBIUS 1889. 3? 
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La considérat ion de la coupure I I nous c o n d u i t à la f o r m u l e 

/ ( 2 K H - 9 Î K ' - « ) = / ( « ) ; 

d 'où , eu posant u = 2 K — ^ et en fa isant usage de la f o r m u l e ( i ) , 

(3 ) / ( c - t - 2i'Iv') — / ( v). 

Cette fonc t ion f ( u ) s 'appel le le s inus de l ' a m p l i t u d e de u , ou le 
s inus modu la i re , d 'après Gudermann , et se dés igne par sinamw. ou 
p lus s imp lement par s n « . E l le admet les pér iodes 4 K e t 2 Î K ' et p rend 
la même valeur aux po in ts de la fo rme « H - pér iode , 2 K — K-+- pér iode. 
Je nomme les po in ts de la p rem iè re espèce points homologues avec u, 
tandis que les seconds sont des po in t s symétriques avec u. La fonc t ion 
snu étant impa i re , el le s 'annu le aux po in ts homologues et aux po in ts 
symétr iques avec l ' o r i g i n e . Comme snw reste u n i f o r m e dans toute 
l 'é tendue du p lan , les pér iodes 4 K . 2 Î K ' 11e peuven t avo i r un rappor t 

K ' I 
réel et i r r a t i onne l , et comme ne peut être n i zéro, n i i n f i n i , n i un 

K ' Î 
nombre ra t ionne l , ce q u o t i e n t -g- sera une quan t i t é essent ie l lement 

imagina i re . Nous pou r rons supposer que la par t ie imag ina i re de ce 
K' i 

quo t ien t soit pos i t ive, quo ique nous ayons déjà dé f in i , d ' une ma-
n ière précise, les quant i tés K et K ' Î . Car r i en n 'empêche d 'éc r i re — K' 
au l i eu de K ' et de mod i f ie r les fo rmu les cor respondantes ; les r é s u l -
tats p r inc ipaux restent ina l té rés par ce changemen t . Faisons encore 
des remarques sur la so lu t i on de l ' équa t ion s n u = a. Nous avons v u 
que sn <D(a?) = x, équat ion qu i subsiste que l que so i t x; donc l 'équa-
t ion snu = a sera sat isfai te en p renan t u = i ' ( a ) , 2 K — $ ( a ) ( j ' é c r i -
ra i pour e x p r i m e r que les po in ts u, v sont homo logues ) . Mais 
i l s 'agi t de vo i r si lad i te équat ion n 'admet pas d 'au t res so lu t i ons . 

Nous avons vu que , pour les va leurs assez pet i tes de u, 

<D(sni<) = u ; 

la var iable u décr ivant un cer ta in contour dans le p l a n (u), l a v a l e u r d e 
sn« = x en décr i ra un aut re dans le p l an [x\. L o r s q u e cette var iab le x 
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f r anch i t une des coupures , la va leu r d e $ ( . r ) change b rusquement en 
prenant la va leur s y m é t r i q u e de cel le qu 'ava i t l 'express ion <l>(.r) avant 
la rencon t re avec la coupu re . A lo rs i l est c la i r q u ' o n rev ient à la posi-
t i on in i t i a le de u avec une va leu r de <&(sn«) de la forme 

u -+- période, ou de celle-ci aK — « -H période. 

Tel les sont donc les va leurs de la quan t i t é <ï>(sn«). Supposons main-
tenant qu ' on a i t snM = a , a lors <P(a) devra être l ' une des valeurs de 
<I>('snu), c 'est-à-dire on aura 

Ce sont p réc i sémen t les va leurs de u trouvées p lus hau t . 
Nous avons, en p a r t i c u l i e r , 

s n K ^ i , sn(K-i - i 'K' ) = 7.; 

comme nous l 'avons vu p lus hau t , les fonct ions \J i ± s n « , v' i ± / - \ s n u 
restent bo lomorphes aux po in ts UHHK, respect ivement u ~ K + (K ' , 
q u i sont les seuls o ù el les s 'évanouissent respect ivement . La fonct ion 
sn u devenant i n f i n i e lo rsque « - " - ¿ K ' , et 2 K -+- ¿K' y étant de la fo rme 

— 1- 2c v ( K _ « y 
a — " » 

les rac ines considérées ne sont pas un i f o rmes au vois inage de ces 
pôles « 0 . Mais les fonc t ions 

— sn2«, \J 1—/r2sri2«, \ / ( i ± sn IÎ) (1 ± X sriii ) 

y seront un i f o rmes et le res ten t dans tou te l 'é tendue du p lan . On 
écr i t 

\J 1 — su2 u = en u — cosam u, \/1 — /.'2sn2 u = dn u = Aam u, 

en supposant e n o = 1, d n o = 1. On t rouve a isément 

D„sn« = cn«dn« , 
Du.cnu = — sn« 
I)„ dn u — — k8 en u sn u. 
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La fonct ion sn« est impa i re , tandis que e n « et d n « sont paires. 
Donnons les périodes des fonctions en« , dn« . 

Comme s n ( 2 K — u ) = sn«, on aura 

cn(2K — u) — ±. en h 

ou, en changeant M en K + f , 

en(K — »•) = ± en (K. H - <-), 

ce qui exige que c n ( K + v) soit une fonct ion ou paire ou impai re . Si 
cette fonct ion était paire, sa dérivée devra i t s 'annuler avec v. Or, cette 
dérivée étant — s n ( K -+- v) d n ( K -+- v), e l le se rédu i t à — \ / i — / - 2 

lorsquee = o, ce qu i prouve que la fonct ion considérée est impa i re ; 
on a donc 

cn(2K — u) — en u 

ou, en changeant u en — u, 

c n ( u -+- a K ) = — en u. 

On trouve de même, en d i f férent iant , 

tln(« + ?.K) ~ dn u. 

On dédui t ensuite de l 'équat ion 

sn ( 2 K H- 2 iK' — u ) — sn « 

cette conséquence que d n ( K -+- i K ' 4 - c) est une fonct ion impai re de v, 
ce qu i donne 

dn ( u -+- 2 K -+- i K' t) ~ — dn i/, 

ou, en employant la formule d n ( i i -+- 2 K ) = d n « , 
dn(m 4- 2K'î) — — dn« ; 

d 'où, en d i f férent iant , 
en ( u -i- 2 K ' z) — — en u. 

Développements des fonctions elliptiques. 

6. La fonc t ion s n u i m p a i r e e taux périodes 4 K , 2Ï'K' n 'ayant d 'autres 
singular i tés que des pôles = K ' t , a K - t - K ' t V o n la développe aisément 
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on série en e m p l o y a n t la mé thode f o u r n i e p a r l e t héo rème de M. Mi t tag-
Le f f l e r . M a i s , p o u r m 'app roc l i e r des mé thodes de M. W c i e r s t r a s s , j e 

cons idère la f o n c t i o n <p« = q u i j o u i t de p rop r i é tés analogues à 

cel les de la f o n c t i o n pu. E l l e sa t i s fa i t à l ' é q u a t i o n d i f f é ren t i e l l e 

uy~~ 4? u ( ? " — O (? u — 

admet les pér iodes 2 K et 2 K ' i e t n 'a d ' au t res s i ngu la r i t és que les 
pôles 

u„ = n i . s K H- « . î K ' i (m, « — o , ± i , ± a , • • • ) , 

où e l le est de la f o r m e 

1 : - u0)\ (u — Uq )'-

. l ' éc r i ra i , p o u r p l u s de c o m m o d i t é , 2 K = co, 2 K ' i = co', et je vais é tu-
d ie r la sér ie 

où les ind ices s o i n m a t o i r c s m, n p a r c o u r e n t tou tes les comb ina isons 
de m, n — o , ± i , ± 2 , . . . sau f la c o m b i n a i s o n m = n = o . 

Cette sér ie semb le j o u i r des mêmes p r o p r i é t é s que la fonc t i on ou. IL 
fau t d ' abo rd m o n t r e r q u ' e l l e est a b s o l u m e n t convergente et qu ' e l l e re-
présente u n e f o n c t i o n a n a l y t i q u e de u. Le p r e m i e r fa i t s 'é tab l i t en 

observant que la sér ie V -, ^ j-^ est conve rgen te , comme on le 
T | 7)1 cù 4 - ntù' " 

v o i t a i sément . En é c r i v a n t , p o u r ab rége r , w = m o i -+- nco', on vo i t que 
l 'on a u 

2 I I u 
{u — (V)* IV* ~ f _ u Y w*' 

d ' o ù i l est aisé de v o i r q u e la sér ie 

v V 
{u — wf W-

est; conve rgen te , ce q u ' i l f a l l a i t d é m o n t r e r . 
Pour m o n t r e r q u e F ( « ) est u n e f o n c t i o n a n a l y t i q u e de u , so i t ( R ) 
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un cercle avant l ' o r ig ine pour centre et R pour rayon, supposé assez 
grand pour que H soit à l ' i n té r i eu r de ( R ) . Ce cercle cont ien t un cer-
ta in nombre de quant i tés w = /wco -+- « « ' à son i n té r i eu r et à sa pér i -
p h é r i e ; en suppr imant les termes correspondants dans la somme 

V | — - — ^ , je considère la somme 
Jmd ^( f f rt')- (H J 

de tous les autres termes. 
Pu isqu ' ic i | « | < | w \ , on a év idemment 

«o 
i 1 _ V v "v~1 

Xïr^- u - ) - ~ rr* ~2à ' 
v-ï 

et j e dis que la série a t r i p l e entrée 

v. 

V«" ^ Vif''"1  

2d 2d (A) 
IV V .... S 

est absolument convergente. J'observe, à cet el îet, que l 'on a 

2 
V — 2 

et i l est c la i r que la série 

<A-) 2 " 2 

i ' - r 

vu' 
- t 

2 — 
(V 

II 
(V ) 

est convergente, ce q u i mont re la convergence absolue de ( A ) . Donc 
la série ( A ) , qu i , év idemment , représente la fonc t ion F , , (« ) , ne change 
pas en intervert issant l ' o rd re de ses termes et peut être ordonnée sui-
vant, les puissances de u : 

CD 

(B) F 1 ( k ) = 2 A v W V _ 1 -
v = 2 

La quant i té F , ( Í Í ) est donc une fonct ion analy t ique de u qu i reste ho-
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l omorphe lo rsque ¡ « 1 < R , et , comme la d i f férence F ( u ) — F , ( u ) se 
rédu i t à un nombre f i n i de termes q u i f o rmen t une f rac t ion ra t ionne l le , 
i l est c la i r qu 'auss i F ( u ) est une fonc t ion ana ly t ique de u, qu i reste 
u n i f o r m e pour | u \ < R. Comme F ( i t ) ne dépend po in t de R, elle est 
une fonc t ion ana l y t i que u n i f o r m e de u dans toute l 'é tendue du p lan ; 
lorsque u se t rouve au vois inage d ' un pôle «y0, F ( u ) p rend la forme 

1 + 2 c v ( K - H ' 0 ) v . 

L 'équat ion ( B ) fa i t v o i r que l ' on a 

» . F, ( «) =± (v + 0 A, " 
V=S V=î H' 

Comme i l est aisé d e v o i r que la dern ière série à t r i p l e entrée converge 
abso lument , on aura 

u r r \ v " v — r )« v - 2 v " 1 

W V ~ 2 li' 

ce qu i prouve que l ' on a 

u , , f ( « ) = - 2% ( M J . t v ) , - £ = - » 2 (¡r^iv)*' 
w w 

La fonc t i on F ' ( « ) = D „ F ( M ) ne change pas év idemment en rem-
plaçant u par « -t-co ou par u -+- w' ou par u -+- w 0 , w„ étant une pér iode 
aco-i-a 'co' . De l ' équa t i on 

D A [ F ( H - I - W F L > - F ( M ) ] = O 
on dédu i t 

F ( M - I R 0 ) - F ( I F ) = C ; 

mais 

¥{11 H- (v0) F(w) — 2 [ ( „ + „ ! „ _ „ , ) * - + {u + Wt)* - ^ 

[(/« + ».„— (u — (V)2] + ( « - t - w ' „ ) 4 ~ (u — (V,,)4' 

où la somme 2 * s 'é tend à tous les w, sauf w= o, w = wa. Cet tequan-
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l i t é devant ê t re égale à C lo rsque u = o , on aura 

[(*„-«•)' J ' 
On a, de même, en posant u = — w0, 

H'iO, (V„. 

H ' C O . 

de sorte que C — C = o . Donc F(M + w0) — F (M), c 'es t -à-d i re F (H) 
admet les pér iodes ou, co. 

La d i f fé rence — F (M) a d m e t t a n t des pé r i odes co, OJ' et é tan t 
h o l o m o r p h e clans tou te l ' é t e n d u e d u p lan d o i t nécessa i rement se ré -
d u i r e à une constante . P o u r o b t e n i r ce l l e - c i , i l s u f f i t d ' obse rve r que 

o ( u ) — o l o r sque u = K 7 = ce q u i donne 

La f o n c t i o n F(K) n 'est au t re chose que la f o n c t i o n pu de M . W e i e r -
strass. 

On aura donc 

sin3 am« « ! j_ sin3 am u « ! |_( u — m o> — n w')2 ( m w + n w' )'1 

m,n 

A * 2 
i l 

[mw 4- ( « — A )r,)'p ( m &> -+- n M')2 ( 
j m. n 

ou, plus simplement, 

sñ*w — 2 [ ( « - m « — n u ' f ~ {m>,\ + n r J — ' Ç i ï f ] ~ 
m. n 
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