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INTRODUCTION

A UNE
THEORIE FLEMENTAIRE DES INTEGRALES ELLIPTIQUES;
Communication faite & M. 1reaiTe,

Pirv M. MATHIAS LERCGH.

1. Nous nous occuperons de intégrale définie

P(r)= [. R T
b VO =)= k)
a ¢tant une quantité réelle assez petite pour que la fonction sous le
signe /'restc finie et déterminée pour chaque valear de ¢ appartenant
i Pintervalle (o...%). Bvidemment, le module £ pourra avoir une
valeur finie queleonque, réelle ou imaginaire, que nous supposerons
différente de zéro et de I'unité, pour éviter les seuls cas particuliers
k=0, =1 qui peuvent étre supposés déja établis. Afin de pouvoir
généraliser cette fonetion @ (), mettons-la sous la forme

1 £t

b () = = ’
) & () ‘/0 V= ttz?)(1 — k* 2 a)

qui provient du changement de ¢ en tz; c’est cette expression de
®(x) qui nous servira b étendre la fonction ®(x) aux valeurs imagi-
naires de . En eflet, «, £ élant des quantités finies quelconques, P'in-
tégrale (1) aura un sens déterminé et, par conséquent, une valeur
finie, lorsque la fonction sous le s:gne/ sera finie et déterminée pour

chaque valeur de ¢ contenue dans I'intervalle (o...1).
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La fonction sous le signe [ devient infinie, lorsque 1 — £22* = o
ou lorsque 1 — £*a?* = o; comme parcourt Pintervalle (o...1), cette
fonction sera infinie pour une certaine valeur appartenant 3 cel inter-
valle lorsque x appartient aux segments de l'axe reel (1...+x),

(—%...— 1) 0u aux segments (—, . _ao), (— ... A' de la droite,

\

menée par les points == % dans le plan des a. Ce sont les coupures

correspondantes i 'expression ® (), pour parler comme M. Hermite.
Nous les représenterons par I, I, HI, 1V ( fig. 1).

Fig. 1.

11 i I

Pour toute valeur de & en dehors des coupures, la fonction sous le
signe / sera finie pour chaque valeur de ¢ de 'inervalle (o...1).

1l s’agit encore de prouver que ladite fonction y reste déterminée.
En posant, pour abréger, R(z) = (1 — z2)(r — A&* ~-), il suffit de mon-
trer que la fonction VR(z¢) reste finie et déterminée quand on choisit
T'une de ses deux valeurs dans un point particulier, par exemple au point
2 =0 [et ol nous ferons yR(o) = 1], pourvu que la variahle z reste hors
dee. coupures et que lavariable ¢ ait une valeur de Uintervalle (o...1).
Or, sous ces conditions, la quantité s =.r¢ sera aussi placée hors des
coupures, et il suffit donc de considérer la fonction VR (s).

Il est presque évident que cette fonction reste uniforme a linté-
rieur du plan affecté des coupures I...IV (). Car, en effet, on s'as-

(1) Pour abréger la diction, j'éerirai quelquefois le plen (2] au liou de le plan affecte
dey coupures.
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sure, 4 'aide da théoréme du bindme, que cette fonction peut se mettre
sous la forme a,+ a,(5 — 50) + a,(5 — 5,)* +..., la série étant con-
vergente et représentant \/IT(:_), lorsque = se trouve & Uintérieur d’un
cercle ayant s, pour centre et ne contenant a son intérieur aucun poinf
des coupures. Une digression facile prouve que cette fonction ne peut
avoir qu’unc valeur déterminée dans chaque point du plan [=]. J'éeri-
rai [VR(z)] pour désigner la fonetion yR{(z), uniforme dans le plan
allecté des coupures I...1V, qui pour =z = o est égale & 1.

branche déterminge de la fonction VR(z).

Soit maintenant

ay—+ @y (5 — 53) + @ (5 — 5)2 4. ..

la séric qui représentle yR(z). Cette série sera convergente a 'in-
térieur du cercle ayant d =z, son centre (fig. 2) et passant par le

Fig. a

point singulier (—_i: [, = ;) le plus voisin (dans la figure par le
point 1); mais elle ne sera égale 4 'expression (branche) [VR(=)] que
lorsque = se trouvera dans la partie blanche de notre cercle, tandis que
dans la partie hachée ladite série sera égale & — [VR(=)], comme il
est aisé de le voir. C'est ce qu'il est nécessaire de remarquer pour dis-
tinguer entre la fonction analytique multiforme yR(=) ot entre I'ex-
pression déterminée [yR(5)].

Done, en prenant sous le signe '/"pour la racine yR(x¢) la valeur

Ann. de {'Be. ANormale. 3¢ Série. Tome VI, — Aoct 1889, 34
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[VR(2)], on voit que cette fonction reste finie, déterminée et continue
par rapport  la variable ¢ restreinte i U'intervalle (o... 1).

Revenons maintenant a I'intégrale

Yoade

(I) &£y == hgrr—c———1 ]
(n () . TR (e

qui est une expression finie ct bien déterminée, dépendant d'unc ma-
niere continue de la variable . Comme c¢lle est de la forme
a L

d)(;z:):f zf (et di,

0

f(=zt) étant une fonction analytique de la variable réelle ¢, nous au-
rons, en employant la regle de la différentiation sous le signe [ (*),

{ 1 ‘ 1
{;—Id)(a..-)=£ [mtj"(xl)+,/'(.7:t)](lt.—_—_-f“‘ %[af(.m)],u
ou
d 1=t
e O(z) =[tf(x0)],_ =S (x);
¢’est-a-dire nous aurons

d®(=z) _ 1 _ . |
de T |YR(@)] T Va—a) (—# )

Cela n’cxprime autre chose que ce qu’en posant x =% + 1% 'expres-
sion

A = e (4 i dE
VRG] (™)

est une différentielle totale. De I nous allons conclure que 1'expres-
sion ®(z) est une fonction analytique de la variable complexe x. Soit,
en effet, 2, un point quelconque en dehors des coupures': on sait que

(1) La déduction de cotte régle, que je sappose connue, n'offrirait sucune difficulté
méthodique.
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o 1 . ;- .
la quantité ——== pourra s’exprimer par une série de la forme (')

WVR(=))

1
— e = O+ G (@ — ) Gy (8 — ).,

VR ()

convergente dans la partie blanche d’un certain cerele counstruit au-
tour de x, (fig. 3). Formons la série

(A) @) =e(@— @)+ 2 (@ —20) oo 2 (2 20) +.

convergente dans le méme cercle. Or, & I’intérieur de la partie blanche

Fig. 3.

de ce cercle, nous aurons

do(z) 1
dz" = YR(z)

comme on a coutume de I'établir dans les éléments de la théorie des
fonctions.
En d’autres termes,

do(z) _ d®(z)

dx dx

pourvu que x soit b U'intérieur de la partie blanche du cercle consi-
déré. Done, en posant x = £+ %, 9 et @ seront des fonctions de deux
variables £, ¥, telles que

) ) .
a‘g(@—‘P):-O, 5(,‘.—,(‘1?—-9)::0,

(1) L'6criture de [R(x)] ost assez incommode, ce qui nous conduit 4 supprimer le ero-
chet, en conservant toutefois la notion de ’expression yI (z).
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ce qui-exige que  — 9 soit constante; il vient de la
(Ay D(2)=co+ e (x—xg)+FCo(r—ay)? +...+ 5—&,(.1: —_— gV,

ce qui prouve que la fonction peut étre représentée, au voisinage d’un
point quelconque, par une série de puissances, de sorte que P(z)
est une fonction analytigue de .

Mais cette fonction n’était détinie qu'en introduisant les coupures
I...1V, et il nous reste 4 examiner comment elle se comporte au voisi-
nage des points de ces coupures. Il est elair d’abord que la série (A")
converge pour toutesles valeurs dex qui se trouventreprésentées pardes
points situés i U'intérieur du cercle, & centre x,, qui passe par le point

. - 1 . . . ‘ 1
critique <i 1, &= Z) le plus voisin, mais qu’elle ne représente I'expres-

sion ®(x) que dans la partic blanche de ¢e cercle. De Ia il suit que la
JSonction analytiqgue définie par expression @ (x) existe sur tout le

v . .. l 4
plan des x et n’a que quatre points critiques == 1, == -« Elle est né-

cessairement multiforme, sans quol sa dérivée serait uniforme. Mais
il s’agit de voir et de connaitre les lois qui unissent les différentes
hranches de cette fonction, ce que nous allons chercher en supposant
d’abord que la quantité £ ne soit pas réelle.

Dans la partie hachée du cercle (z,), la série (A") représente une
quantité autre que ® (=), puisque sa dérivée (A)y représente la fone-
tion — WE—I(——;:)]’ ce qui conduit en méme temps 4 affirmer que, dans

ee cas, la valeur de la sévie (A) sera de la forme C— ®(x), C étant

une quantité constante. On en déduit qu’en représentant par 2’ ou a”

le point = de la coupure suivant qu’on le compte pour un point du

bord droit ou gauche, et en écrivant (') au lieu de ;im ®(%), on
R

aura
D(2') + O (2")=C,

la constante étant la méme le long d’une méme coupure. C'est la loi
qui lie les valeurs de I'expression ® () le long des bords d'une méme
coupure. Afin d’obtenir la valeur de la constante C, il suffit d’appro-
cher x du point critique duquel part la coupure correspondante. Il est
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]
(=p}
O

facile de voir, par le développement

1 ¢y
- = A €y - V5 — T+
VR(s ) \»‘/-“ — % Ve ’

que lafonclion ®(x) reste conlinue au voisinage des points critiques,
de sorte que nous aurons C = 2d(c), ¢ étant le point critique corres-
pondant i la coupure envisagée. Par exemple, sur la coupure I, on a

Cy==2@(1),
ot I'on a posé
B (1) = lim®(x) = [‘l U—TY5Y
=t Jo VU =8y ==k
sur la coupure III, on a
Cp =2 — 2K,

puisque
O~ 2)=-— (])(.'L‘).

Sur la coupure I[, nous aurons

D (2') + b (a") = 2 (/L) —2K?,

01l

'——hml
._-/.l—l/\

de sorte que K" =

De Ia il suit :

L'expression $(x) définit une fonction analytique multiforme u
r'ayant que quatre points critiques == 1, =4 /i.-; lorsque la valeur de cette
JSonction w, ai voisinage d’une coupure 1, 11, 111, 1V est ©(x), clle sera
donnée, sur le cdté opposé de la méme coupure, par [expression

2( — ®(z), pourvu que la fonction u doive rester continuc. Les valeurs

de G correspondantes aux coupures 1,11, 111, 1V sont respectivement K, K7,
— K, —K".

L’introduction de 'expression uniforme ® () facilite essentielle-
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ment 'étude de la fonction u. C’est en me placant au point de vue de
la théorie des intégrales imaginaires, développée dans une Lettre de
M. Hermite 3 M. Mittag-Leffler, que j’ai été conduit & éviter la théorie
des intégrales curvilignes dans les éléments de la théorie des fonc-
tions elliptiques. Le role capital que jouent les coupures des expres-
sions analytiques dans 1'étude des fonctions définies par celles-ci y est
mis en évidence plus d’une fois. On en trouve des applications dans
deux Mémoires de M. Goursat, publiés aux Acta mathematica.

Il nous reste encore & déterminer la valeur 4 laquelle parvient la fone-
tion u [orsque la variable 2 parcourt-un certain chemin fermé C( fig. 4)-

Supposons d’abord que ce chemin ne conticnne 4 son intéricar que
. o . 1 M
deux points critiques, 1 et 7 par exemple, de sorte qu'il ne rencontre

que deux coupures, dans notre cas I et II. Alors Ia fonction u, partant
de x, avec la valeur @ (x, ), parviendra i 2, avec la valeur

®(a))=2K'— ®(a)

et prendra le long de C la valeur 2K" — @ (), jusqu’a ce qu’elle par-
vienne au point z, avec la valeur

2K'— @ (2,) = 2K’ — 2K + @ (2",),
de sorte qu'elle retourne au point x, avec la valeur
O(20) +2 (K" —K)= ,+ 2iK',

en posant iK'= K" — K.
Observons que la ligne C se décompose en deux parties limitées par
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les points x,, a,. Celle qui contient le point x, porte les valeurs de
la forme u = ® (), tandis que la seconde partie, contenant le point x,,
porte les valeurs de la forme 2K — ® (). Il est donc tout naturel
que, en parlant de @, avec la valeur u, = ®(,), on y retourne avec la
valeur u, — 27K, ce qui provient de la discontinuité de la fonction
(expression) ®(x) le long des coupures.

Lorsque la variable  décrit une ligne fermée entourant seulement
les points (—1...1), la fonction © recevra un accroissement de la
forme == 4K (fig. 4).

Fig. 5.

w N\,

L’accroissement analogue provenant du chemin fermé contenant i

I

son intérieur des points ==  sera 4iK” (fig. 5). Lorsque la variable a-

/{
décrit une ligne fermée ne contenant & son intérieur que le seul point
Fig. 6. Kig. 7.
N

; —

@

-\\__,‘

critique x =1 (fig.6), la fonction u recevra la valeur 2K — u; lorsque

- . . . . , . . I
le chemin de la variable - ne contient & son intéricur que le point
(fig. 7), la fonction regoit la valeur

2K’ —u=2K'{+ 2K — «.
En appelant période chaque expression de la forme «. 4K + {.2¢K",

@, § étant des nombres entiers, on s’assure aisément que le théoreme
suivant a lieu :

Lorsque la variable x décrit une ligne fermée ne contenant a son inté-
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rieur qu'un seul ou dewx points critiques, la forction u recoit respective-
ment une valeur de la_forme
période + 2K — «, ou période 4+ u.

Supposons maintenant que la variable @ décrive une ligne fermée
quelconque, ne passant, bien entendu, par aucun point critique.

Lorsque la variable x franchit une coupure, la valeur de ®(x) se
change en période + 2K — & ().

Dans notre figure (fig. 8), le chemin rencontre les coupures aux

Fig. 8.

points x,, x,, &y, 2, &5, ;. Supposant alors que 'on parte de ., avee
la valeur @ (x,) de la fonction u, cette fonction sera donnée, le long
des arcs x,x,, &,®,, Ty, Tyx,, T, Xy, T3Ey, Ty, par des expres-
sions de la forme

O(z), 2K—@(2)+p, ®(z)+p, 2K—0(z)+p", @(x)+p",

2K —O(x)+p¥, @©(z)+p°,

les symboles p, p', p”, ... représentant des périodes. Done :

La continuation. andlytique de la fonction ®(x) ne conduil a d’aulres
valeurs qu'd celles qui s'expriment par Uune des deux formules

D(2)+ 2 AK+p.2iK, 2K —~D(x)+ . 4K +p.20K',

el réciproguement, quels que soient les entiers o, 3, on peut trouver des
chemins qui conduisent & une quelcongue de ces valeurs.

La seconde partie du théoreme se vérifie en remarquant qu’il suftit
de faire parcourir & la variable 2 un chemin entourant les points — 1, «



THEORIE ELEMENTAIRE DES INTEGRALES ELLIPTIQUES. 273

o — fois dans un sens, et nn autre entourant les points r, %, B — fois,
pour obtenir la premiére expression, etc.

Dans ce qui précede, nous avons supposé que le paramétre £ n'est
pas réel; autrement les coupures auraient pris une autre position rela-
tive. Supposons maintenant la quantité £ réelle, entre o et 1. Alors

'intégrale
1
®(z) = xdi
J o JNa—ate) (1 — [2a )

existera dans tout le plan, sauf les coupures (— =...1), (1...%

Fig. 9.

A B’ B A

Ad®(z) __ _f__ sera uniforme,
i v R ()

. : . 1 1
en ¢vilant seulement les points des coupures (-— Rt 1>, (7 1>,

situces sur Paxe réel. Mais la dérivée

L)

o, . . 1 R
et il s’ensuit que I'expression TR aura la méme valeur le long des
g4
I

deux cotés des coupures (; .- w), (—— P — 7~> tandis qu’elle aurs

/I.
sentons par A, A’ les premibres, par B, B les secondes coupures. Nous
auvons alors, le long de A, A/,

des valeurs opposées le long des conpures ( i>, (— .. ') Repré-

O (x') =®(x") + const.,

et le long de B, B,
@ (z2') + D (2") = const.

La constante correspondant & la coupure B sera évidemment
Q2 +B(2")=200)=2K,

tandis que, sur la coupure B’, cette constante sera — 2K.
Afin d’obtenir la constante relative i la coupure A, posons

B(z") — @ (z')=2C, x= (j—w)

Ann. de ' Fc. Normale. 3° Série. Tome VI. — SepTeupre 18K9. 35
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(] (7'k io.i) —Tll_l'l: (D(Z‘ :i>7

on aura évidemment

En écrivant

gc=q><%+o.i)_¢<%—o.i),
. L
2K - _¢(7+or>+d></i_ o.z),

ce qui donne
(I)( +o. z) —K,

et il nous reste a évaluer la quantilé (I)(T.- =+ 0. L). Posons, i cet elfet,

| S , - ..
x = 7 ¢, g etant un petit angle positif; nous avons
A3

1
Z e?di
O(zx)= - _1
A \/(I - G (1 — 2e? 5?)
el?dt - +
L V=g 1 — 12 t"e“f)

Lorsque o s’approche de zéro, la premikre intégx'ale converge vers K,
et il suffit donc de considérer la seconde.
On voit aisément que la partie imaginaire de la racine

-
L Rl

Vii— £e3P) (1 — Kt E £37)

est négative, de sorte que nous aurons

lim = =K',
._uf f \/ _, l_/rztz) ¢

=K',

ce qui donne

et par la nous aurons, le long de la coupure A,

O(z+0.0)~V(z—o0./)=12(K/,
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et, [e long de A”,
Q(xr+0.0)—0O(r—o0.i)=2iK.
En appelant période chaque quantité de la forme «.4K + §.21K,
%, {3 étant des entiers, on trouve qu'aussi, dans ce cas, les expressions

& (z) + période, 2K —P(z) + période

coincident avec I'ensemble des valeurs, auxquelles on parvient pay la
continuation analylique de I’expression @ ().
On trouve un résultat semblable en supposant £ > 1.

2. Nous aurons hesoin de connaitre les limites desquelles appro-
chent les expressions ®(z) quand le module de 2 croit au dela de
toute limite. Soit d’abord 4 imaginaire; supposant x| > l Al, I, nous
aurons

() dbé i SN N N
T R YA AR
Lx? [ — — 1 — ——
r? ) ( Lot
. a (ts ; . . e,
et, comme la fonction — —;‘- - ,j,—‘—:—,—mi — ... ala méme dérivée que
®(x), il sensuit
«a 1, o
2 Pl =, — — — 2 .
(2) (%) o xI 3 .t

Mais on ne doit pas oublier que le développement (1) ne subsiste
que dans une région ne contenant aucune coupure. 11 y a quatre ré-
gions de cetle espece, limilées respectivement par les coupures I-1I,
T-1M, -1V, TV-I ( fig. 10). Dans chacune d’elles, le développement (2)
prend une autre forme, c’est-d-dive la constante «, et le signe des
aulres coefficients « peuvent changer. Mais il est manifeste que la
quantité ®(x) s’approche toujours de la valeur correspondante de a,
lorsque « s’'¢loigne &4 'infini en restant cependant dans une méme
des quatre régions. Nous écrirons a,= ® ()., lorsque x se trouve
dans la région I-11, et ainsi de suite.

Rien n’est plus [acile que de déterminer ces quatre quantités @ ().
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in effet, nous avons, d’apres les propriétés de ®(x) établies plus

haut,
Oy +P(@)um = 2K + 2K,

D (o) + @ (O = — 2K,

Fig. ro.

et en méme lemps il faut que U'on ait ®(—a) = — ®(x), d'olt

_ O (e)yray = — P ()11,
ce qui donne
{ ®leoyy = 2K + K/,
| ®(ee)yom == (K.

(3)
Les valeurs de ® (=) sont donc de la forme

(K'-+ période ou 2K — (K'+ période;
car on a
— K'= (K'— 2 /K'= (K + période,
2K+ iK' —=2K— /K4 2/K' = 2K — (K'+ péricode,
— oK K = oK — iK'+ 4K =2K — {K'+ période.

Lorsque £ est réel, on n’a que deux valeurs'® (=) qui, d’ailleurs, ne
different que par le signe. On a (fig. 11)
O(M.) =O(N,) =— ®(—M,)

et, d’autre part,
DN HYy—Q(—M,)=20K/,

ce qui donne
O(N Y= (K"



THEORIE ELEMENTAIRE DES INTEGRALES ELLIPTIQUES. 277

On a done
@ (c0) = £ (K,

el la continuation analytique de ®(x) conduit & des valeurs de la

Fig. 11.

M.

forme /K’ + période et 2K — (K’ 4+ période. a devenant infini.

Une propriété du rapport des périodes.

17

K's
3. Nous aurons besoin de savoir que le rapport o ne peut jamais

étre un nombre rationnel, en supposant que £* differe de o et de s. Je
démontre d’abord que les quantités K’2,K ne peuvent jamais s’annuler en
méme temps; car, si I'on avait en méme temps, pour une certaine va-
leur de £ différente de o et de =1, K = 0, XK'= o, la fonction analy-
tique w définic par 'expression ®(x) n’admettrait que deux valeurs
différentes pour chaque valeur de o, a savoir == @ (). Alors u? serait
une fonction analytique uniforme égale & ®(x)? et elle resterait infé-
rieure & une limite finie, comme Pest ®(x). Or cela exige que 'on ait
u? = const., chose impossible.

On voit de méme que Pon ne peat avoir KZ o, K’ = o; car, dans ce
cas, la continuation analytique ude la fonction ® () serait de la forme

"T:l
= ®(x) + 2.2K (2 = éntier), ce qui conduit a affirmer que ¢ * serait
une ('onction analytique /() qui n’admet que deux valeurs différentes
D W » » . . .
%, de sorle que f(x) -+ j( 2 serait une fonction analytique uni-
Jorme de la variable x, fonction qui reste moindre qu'une limite, chose

impossible puisque ’hypothese /(x) + f( 5 = const. donne

J(x) = const., d’o0 @ (x) = const.
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On voit de la méme manitre que I'hypothese K'Zo, K=o n’est pas
admissible.

. ) . K/ .
Nous allons maintenant prouver que le quotient o— ne peut jamais

étre un nombre rationnel ;113 En effet, supposons qu’on ait, au con-

traire,

3K’ 2K

Posant o = = > on voit que I’ensemble des valeurs de lafonc-

tion  définie par 'élément ® () est de la forme

u=2=®(xr)+amn («=-cnlier);

2111'!!

d’olt I'on voit que, en posant f(x)=¢® , la fonction f(x) -+

./(IJ
est uniforme et reste contenue au-dessous d’une limite finie, ce qui est
impossible.

Inversion.
4. Nous avons va plus haut que la fonetion ®(x) vérific I'équation

différentielle
dd 1

@ = Vi)’
la continuation « de ®(x) aura donc cette propriété qu’elle vérifie

Iéquation différentielle
de 1

un‘reqpondante de h fonction « est de la f()rme

O (&) + const. ou de celle-ci -—®(2) -+ consti.

Si I'on pouvait montrer qu’inversement « peut étre considéré comme
une fonction de «, on auvrait une solution de I’équation différcntielle

dzr -
) due =VR{x) =y —2?) (1 — [Tz?),
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oll u est une variable indépendante; mais on parvient au méme but en
étudiant cette équation différentielle directement, comme l'ont fait
Briot et Bouquet. Nous suivrons la méme voie, mais nous croyons né-
cessaire d’entrer, en quelques détails tres délicats, dans cette gues-
tion.

11 faut d’abord démontrer le théoreme de Cauchy :

Etant donnée une équation différentielle de la forme

2 a,(x — .ry)”
(=) (lu ? a o)
N l
dont le second membre est convergent surle cercle | x—ax, | = r, sur le-

quel le maximum de son module est g, celte équation sera salisfaite en

posant = f(ulw,), o f(u|u,) r:sz une fonction exprimable par unc
série de la forme

- ‘
(3) ,/(”|"—o)=~1‘0+2‘C.,(u—u.(,)',
=1
I
et dont le rayon de convergence est au moins égal a —-

lb)'
[Cette solution est la seule qui s’approche de x, lorsque w« tend vers
uo (*).] Iei u, est une quantité choisie 2 volonté.

Démonstration. — Si Von sait que 'équation (2) est satisfaite par
unc fonction holomorphe au voisinage de ,, on obtient immédiatement
le développement (3), en observant que les dérivées de x par rapport
3 u s'obtiennent en différentiant I'équation (2). On trouve, en effet,

+2
ar - v Crm

a'lw-q—z = Ciaen (2 — 20)™,
” L_.l)

()
“n+2

ou G, représente la somme

2 Py (g = pra—E) (prr=F o+ o — 2o o (o= ot oo = P p—12) Gpp, Qg o oo iy,

Uogs Przaoney [opmiep

(1) Nous laisserons de ¢ot6 celte dernitre partie du théordme, puisqu’elle est conlenne
dans une propriété beaucoup plas générale des intégrales des équations différenticlles, dont
Jaurai Poccasion d’employer quelques cas parliculiors.
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étendue A toutes les solutions de I'équation indéterminée

PatFPat.o i flpge=m+n 1.
On aura alors

I : I L
_— Vg p— (0) — 3
Cy= F (D,J,,.l)"-:"" - ;—'-Cvo)_ '{;—f Fv((lo, Uy Ty 000 )y

ol F, représente une somme de la forme
2 Nugy...Aagty. ..,

dans laquelle Nug,.. sont des nombres entiers posilifs. Cest donc Ia
série

(3 bis) Slulwy) = .-4"“—1--}:‘ Ty (e, a;,! .- -) (e — ery)Y
v=1

qui peut vérifier 'équation diflérentielle (2). Il faut d’abord en trouver
le rayon de convergence. J'observe, 4 cet effet, que U'on a @, = gr* ct,
d'apres la formation de la fonction F,,

[ By (ay, ttry gy gy - - V| E B (8 grt gr2, gr 3 . ).

La série (3 bis) sera done convergente lorsque la série

-

O B (g, gr o2, or=,..0) |
wlo _2 & s : ; -
‘IJ(‘ )'—' V! §

v=1

le sera; or il est aisé de voir que celle-ci converge pour |¢| < —; car,

en effet, elle est une solution de I’équation différenticlle

=
ds _ & _ 48 -
e — — 2 3
dy 3 r’

IT—= y=0
r

et se réduit & zéro pour v=o0; une telle solution est la fouction sui-
vante

| =~

oL ]
:.::r—r\/l——"v:gu—!- g—(”+....
‘ r - r

B

~

qui doit étre identique avee o(v); mais le développement de cette
. ' ; r
fonetion converge pour |¢| < —-

28
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La série (3 bis) est donc convergente pour |u — u, | < — ct définit
unefonction analytique f(u|w,). Il faut demontrerqu ilya un nombrc ¢
tel que pour chaque valeur de u, qui rend moindre que p le mo-
dule de u — u,, celte fonction satisfait & I'équation différentielle pro-
posée (2). Oril y a, en cffet, une quantité p pour laquelle

| f(u]ay) —xo|Zr lorsque |w— wy|Zp;

la série
ﬁ N,
Za.,(x — :z:.,)':Za.,[_/‘(u | eey) — oy J¥
v=10
sera alors convergente et se réduira & une fonction ¢ (u) holomorphe

au point u,. La maniére dont nous avons déterminé les coefficients ¢,
prouve que I'on a identiquement

._l;(n)(uo) -_:f(n+1)(u°), kP(llo):f'(ltn);
d’ou I'on a, en employant la série de Taylor,

By =" (o) S () L o () 0D = ).
On a done

F1 ()= df(u]u,)

du

=d(u)=Zay(x— z,), z=f(e]u),
ce qui démontre le théoreme.
Revenant maintenant  ’équation différentielle

(1 2 o JT=a (=7 = VK@),

j’en considere I'intégrale, qui se réduit i zéro pour = o, et dont la
dérivée YR (@) y devient égale & + 1. Puisqu’'on a

VR(Z) =1+ a2+ ay 2t + a2t +. . .,
pourvu que le module de » reste inférieur i la plus petite des quan-
¢cquation admettra U'intégrale de la forme

s 1
tites 1, \-/-_ s
{9

L4
(2) w=f(u)=20vu", ¢y =0,
v=1
Adnn, de U'Fe, Normale. 3* Série. Tome VI.— Seprimone 188g. 36
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la série étant convergente & 'intérieur d’un certain cercle décrit au-
tour de I'origine. Nous allons d’abord prouver que cette série ne peut
étre convergente pour chaque valeur de «, de sorte que son rayon de
convergence est nécessairement fini.

Supposons, A cet effet, que la série (2) soit partout convergente et
définisse, par conséquent, une fonction holomorphe /(). Cela étant,
la quantité /[®(x)] sera une quantité finie et variant d’une maniire
continue avee x lorsque @ ne franchit aucune des coupures (I...1V).
1 est aisé de voir qu’elle cst une fonction analytique de la variable x;
car nous avons cn effet pour chaque valeur de # dans un certain voisi-
nage d’un point quelconque x, (en dehors des coupures) un dévelop-
pement de la forme

O (2) =X &,(2 — z,),

et I'on en déduil

CIEN D WACEENE
v=0

La fonction f[®(a)] n’ayant, dans un point quelconque, qu’'une
valeur finie ct déterminée, et s’y comportant comme une fonction ho-
lomorphe, il est clair qu’elle est une fonction aralytique de z, cette
variable étant prise dans le plan affecté des coupures. Mais aussi sur
celles-ci la valeur de f(®) reste une fonction analytique et ne peut
avoir des points singuliers qu’aux points critiques =1, == }:, de sorte
qu’il ne faut que chercher si elle est uniforme au voisinage de ces
points ou non. Afin d’obtenir la valeur de f[® ()], il suffitde la déter-
miner au voisinage d’un point quelconque, par exemple au voisinage

de x = o; supposant alors x assez petit, nous aurons
FI®(z)] =0 ZA,x .
v=1

Afin d’obtenir les coefficients, considérons la fonction @[/ (u)]
qui, pour des petites valeurs de u, est holomorphe; sa dérivée élant

(f) S (u) = Vf{(}_)_\/ﬁ(f) =1,
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elle doit coincider avec u,

P[f(u)]=u,
ce qui fait voir que 'on a

FIOLf()] = S (#),
de sorte qu’en posant x = f(u), on a
IN =2,

d’olr il suit, par conséquent, que

A=, A=A, =A,=... =0,
et par la
S O(x)==x.

Notre fonction coincide done avec la fonction la plus simple, x, et
cette coincidence devra subsister quel que soit .

Mais en faisant tendre a vers I'infini, la quantité @ (=), ainsi que
f (@), s'approche d’une limite finie, tandis que x devient infini, et
I’équation f(d) =« sera impossible. Ce qui prouve que f(«) n’est
point une fonction partout holomorphe, et que la série qui la repré-
sente doit devenir divergente lorsque le module de « surpasse une
certaine quantité p. Représentons par (p) le cercle de convergence de
ce développement, et dont I'équation est | u| = ¢

D’aprés un théoreme bien connu, il y a an moins un point singu-
lier u; de la fonction f(u) sur la limite de convergence (g) de la
série (2) 1l s’agit d’étudier la nature de la d]snontmunte de f(u) au
voisinage d'un tel point .

I. Supposons d’abord qu'il y ait au voisinage de u, une série des
points z, qui s’approchent indéfiniment de u, en restant  'intérieur
du cerele (p) ettels que Ia quantité /(«,) tende vers une limite finie 2,
lorsque u, tend vers u,. Soit, en premier lieu, x, différent des valeurs

. - I 1. . v pper .
critiques == 1, == - Dans ce cas, I'équation différenticlle (1) prend la
forme

(1" i —Eavw—ro).
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et 'on peut trouver une fonction

-
(29 w.:f(u[uo)zxo—i-zc(,(u—uo)"

v=1
qui y satisfait et se réduit & 2, pour u = u,; le rayon de convergence
de cette série est au moins égal a ﬁ » r désignant une quantité moindre
que le rayon de convergence de la série (1'), et greprésentant le mo-

dule maximum de yR(=z) sur le cercle |z —z,| =r.
Tragons ( f£g. 13), autour du point &, comme centre, le cercle du

Fig. 13.

rayon r et ensuite un autre cercle concentrique ayant un rayon r, plus
petit que r. Choisissons u, de telle maniére que la valeur z, = f(u,)
se trouve représentée par un point x, a lintérieur de (r,). Alors e
développement de la fonction yR(z) autour de x,, i savoir

(3 VR(@) = a (= — 2,),
=0

reste convergent i 'intérieur et sur la périphérie du cercle
|~z |=r—r,

Le module maximum g, de yR(x) sur ce cercle reste inférieur 4 g,

puisque la fonction yR(z) reste holomorphe sur le cercle r, et le
cercle considéré est contenu A l'intérieur de celui-la. Done, la fonc-
tion

(4" f(u):E'!:mv(!—u’)(u——_ul)"
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étant holomorphe au point x, et satisfaisant a 1'équation différen-

. d . ,
tielle 73—’: = VR(x), le rayon de convergence p, de ce dernier dévelop-

. . T r—r . . .
pement est au moins égal & > % je dis qu'on peut déter-

25’1 24

: L -\ s, I'—T
miner la quantité z, de manitre que 'on ait —— > |y, —«,|. En
-]

effet, d’apres I’hypothese, les quantités u, s’approchent indéfiniment
de u, et en méme temps les quantités x, = f(u,) tendent vers x,.

r—7r . -
¢, celui-ci con-

o
28

Construisant autour de u, un cercle avec le rayon

tiendra 2 son intérieur une infinité de points u, parmi lesquels se
trouvent aussi ceux pour lesquels la valeur de f(u,) est aussi voisine
de o, que I'on veut, de sorte qu’on peut supposer, par exemple,

| f (1) — 2o | < 1y ¢. Q- K. .

La série (4’) sera donc convergente 2 U'intérieur d’un cercle conte-
nant z, & son intérieur, ce qui prouve que la fonction f(u) reste holo-
morphe au point u, et coincide avec la série f(«|u,). Le point v, ne
peut donc étre un point singulier de f(u).

Si, en second lieu, la quantité z, était égale 4 une des valeurs cri-

. I . N7 o~ . . , .
tiques =1, =  la fonction VR(2) serait développable en série de

<«
iJ - 1
la forme 2z — x, ¥\ a,(z — x,)" et, en changeant x — x, cn ¢,

vy=0

I'équation différentielle deviendra

de
(") o =N a e

) v=20
et admettra I'intégrale
(a") t=o(u)="¥ o (u—u).

v=1

Or, la méme équation admettant Uintégrale ¢ = v f(u) — =, on
démontre de la méme maniére, comme précédemment, que ces deux
intégrales coincident, de sorte que u, n’est pas un point critique de

S(uw).
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Tl. Cela étant, nous allons voir que, u, étant un point singulier de
f(w), chaque voisinage de u, contiendra des points u, pour lesquels le
module de f(u) devient aussi grand que l'on veut. [maginons & cet
effet une série de points u,, u,, 4,, ..., qui s’approchent indéfiniment
de u, en restant 3 U'intérieur du cercle (p). A chaque point u, correspond
une valeur bien déterminée f(u,) = @,. Supposons que le module de
x, reste inférieur 3 une quantité finie R; alors toutes les quantités

Lo (¢=1,2,3,...)

seront représentées par des points a 'intérieurd’un cercle |2) =R’ > R.
Maintenant deux cas peuvent se présenter ici :

«. Parmi ces points, il n’y en a qu’un nombre fini qui sont diffé-
rents; de I il suit qu’au moins une des quantités /(«,) se présente
une infinité de fois. Or ce cas est impossible, puisque le point «, ne
saurait étre un point singulier, comme nous I’avons vu précédemment,
soit en supposant

1
S(ug)=zs2 =1, £ 7
.

soit pour
xy==1,

=

(. Les points x, sont cn nombre infini. Alors, la région finie (R’)
contenant une infinité de points de I'espece déterminée, il y aura au
moins un point #* a I'intéricur de (R'), tel que chaque voisinage de ce
point contient une infinité de poinls x,; en d’autres termes, chaque
voisinage de u, contiendra des points u,, pour lesquels la quantité
J(u.) sera aussi approchée que I'on voudra d’une quantité finie ", Il
s’ensuit, d’aprés ce que nous avons vu plus haut, que le point u, est
un point ordinaire de la fonction f(u), ce qui est contre I'hypothése.

Donc il y a, & chaque voisinage de u,, des points z, ol le module de
J(u,) est aussi grand que I’on veut.

En posant x = é, ’équation différentielle (1) prend la forme

ds - -
7 =—\(1—2*) (F2— z*) = ay+.a, 5%+ G 5% +.. .,

le développement étant convergent a l'intérieur d’un cercle; soit 7 une
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quantité moindre que le rayon de ce cercle. Soit r, une quantité posi-
tive moindre que r, et tragons le cercle (r,) avec le rayon r, autour
du point 5 = o, ainsi que le cercle (r) avec le rayon r. Lorsque =, se
trouve a 'intérieur de (r,), le rayon de convergence du développement

—VUEE (H) = Wy~ ) (5= 3,) + @y (5 — 5)2+. ..

sera plus grand que r—r,, et son module maximum sur le cercle
| 5 — 5, | =r—r, sera inférieur au module maximum de la guantité

V=5 (B =73%)
sur le cercle | 5| =r, que je désigne par g.
'y

Soit maintenant «, un point tel que |u,—u,|< '-'—Fg;—, et que

Siu)| > ,i Alors il est clair que le développement

1 < v
7(75::% Av(u— u,)

— ,.D
28

7 - »
reste convergent sur le cercle |u—u,|= » (ui contient Je

point u, & son intérieur. La fonction est done holomorphe au

Y
Sf(e) _ _
point u,, ct, comme elle est susceptible de valeurs infiniment petites
au voisinage de u,, elle doit avoir la forme

(i —uy) + (8 — uy )+ . ..

_r
J(uw)

L’équation — ds - =—(1—2*) (k*—*) fait voir que ¢, == £ est dit-
férent de zéro, ce qui donne
1

Slw) = (z—us) [y +Co(tt — 1) + 03 (0 — 14)*+- . '],
ou ,

Slw)= ,-l—--b—- + Do+ b, (6t — uy) + bg(u—u‘,) —+.

La fonction f(«) n"admet donc sur la circonférence (p) d'aulres
points singuliers que des poles qui, par conséquent, s’y doivent pré-
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senter en nombre fini. La fonction est donc méromorphe (et uni-
forme) dans un domaine plus étendu que (). On voit de la méme ma-
niere que les points singuliers de f(«), en dehors de (p), sont des
poles, de sorte que la fonction reste uniforme dans toute 1'étendue du
plan et 0’y admet d’antres singularités que des poles.

5. Etudions maintenant la quantité f[®(x)] = ¥ (x). Soit z, une
quantité quelconque située en dehors des coupures I...1V. La fonc-
tion ® () sera exprimable par une série de la forme

Q(x)= M ay(x — 2,)"-
V=0
Cette série reste convergente & I'intérieur du cercle ayant pour centre
. .-, ¢ I ’
x, et passant par le point critique (i 1, = 7) le plus rapproché
LY
de @, ; mais, en général, elle ne représente ®(x) que dans une partie
de ce cercle.

1° Soit # = a, un point ordinaire de f(u). Dans ce cas on aura, pour
les valeurs de 2 assez voisines de a,, le développement de la forme

Jw)y=2ey(u—a), (v=o0,1,3,...)
et, par conséquent,

fI0(2)] =" (2) = by(x —zo)".

v=0

2° 8i, au contraire, ¥ = a, est un point singulier de f(x), nous au-
rons dans un certain voisinage de a,

flu)= HcotCy(u—ay)+ (e —ag)i+...,
u—a,
ce qui donne
. B_ B_
@ p— n - ne-+1 .
(1) Sfl 1= =gy @ — )t
B_ .
{ + o + B Bua — @)

m étant un certain nombre entier.
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Cela prouve que W' () est une fonction analytique de la variable .
On voit aisément ue les seuls points critiques que cette fone-

tion pourrait avoir sont & = k1, %= ;T et certains poles x,. Mais,
lorsque « est assez petil, on a W(x)=.x. Cette équation subsiste
done, quel que soit . 11 est clair que cette fonction n’a aucune singu-
larité a distance finie, ce qui prouve qu’'un développement de la
forme (1) ne pourra jamais se présenter. En d’autres termes, lorsque x
est fini, la valeur de ® () est un point ordinaire de f(«), tandis que
les valeurs de @ (=0) sont des poles de f(«), comme il est aisé de le voir
en considérant 'équation ¥ (x) = .

La fonction f[® ()] étant uniforme, nous allons en conclure que
J(u) est doublement périodique.

Soient ', " deux points infiniment voisins et placés aux cotés op-
posés d’'une méme coupure, par exemple de la coupure T. On a

D"y -FD(x')=2K +e¢, lime =o;

P 20
L’oii, en écrivant ¥ («') = u, P(2") = 2K + ¢ — 4,
JeK +e—u)—-fu)=2"— x2'.
Comme nous I’avons vu plus haut, /(u) et f(2K + e —«) sont des
fonctions continues de «. Lorsque «” et 2" s’approchent du point x sur

la coupure, u et 2K + ¢ —u s’approchent de ¢ et de 2K— ¢, ce qui

donne
S(2K—0) —f(¢)=0.

Cette équation subsistant pour une série continue des valeurs de ¢
qui correspondent aux valeurs de z sur la coupure I, elle subsiste,
quel que soit ¢, de sorte que nous aurons identiquement

(1) S(2K —u)=/f(u).

On trouve de méme
J(— 2K —u)=f(u),

et, en écrivant u = v — 2K,

(2) F(9) = (0 + bk).

Ann. de I'Fc. Normale, 3* Série. Tome VI. — Sepreupnr 1889, 37
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La considération de la coupure II nous conduit a la formule
JeK+20K — ) =7(u);

d’ou, en posant u = 2K —v et en faisant usage de la formule (1),

(3) S 20K = f(¢).

Cette fonclion f(u) s'appelle le sinus de I'amplitude de u, ou le
sinus modulaire, d’aprés Gudermann, et se désigne par sinamu ou
plus simplement par snu. Elle admet les périodes 4K et 2K’ et prend
la méme valeur aux points de la forme u—+ période, 2K — w+ période.
Je nomme les points de la premiere espece points homologues avee u,
tandis que les seconds sont des points symétrigues avee u. La fonction
snu élant impaire, elle s’annule aux points homologues et aux points
symétriques avec Uorigine. Coinme snu reste uniforme dans toute

I'étendue du plan, les périodes 4K 2:K’ ne peuvent avoir un rapport
!

K’
réel et lrr.ll,mnncl et comme | ne peut étre ni zéro, ni infini, ni un
’I

) . K . .
nombre rationnel, ce quotient —R—— sera une guantité essenticllement
imaginaire. Nous pourrons supposer que la partie imaginaire de ce

quotient E(]—:—f soit positive, quoique nous ayons déjh défini, d'une ma-
niere précise, les quantités K et K'z. Car rien n’empéche d’écrire — K’
an lieu de K’ et de modifier les formules correspondantes; les résul-
tats principaux restent inaltérés par ce changement. Faisons encore
des remarques sur la solution de I'équation snuz = a. Nous avons vu
que sn®(x) = x, équation qui subsiste quel que soit x; done I'équa-
lion SN ==a sera satisfaite en prenant u=®(a), 2K — (I)(a) (i'é(-ri—

il s’agit de voir si l‘ldllc équation n admet pas d’autres solutlonb.
houb avons vu que, pour los valeurs assez petites de u,

P(snu)=

la variable « déerivant un certain contour dans le plan (), la valeur de
snu =z en décrira un autre dans le plan [«]. Lorsque cette variable x
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franchit une des coupures, la valeur de ®(x) change brusquement en
prenant la valeur symétrique de celle qu’avait expression ® () avant
la rencontre avec la coupure. Alors il est clair qu’on revient  la posi-
tion initiale de « avec une valeur de ®(snu) de la forme

« + période, ou de celle-ci 2K — n + période.

Telles sont donc les valeurs de la quantité ®(snu). Supposons main-
tenant qu’on ait snu =a, alors ®(a) devra étre I'une des valeurs de
®(snu), c’esl-a-dire on aura

w=®P(a), aK— ®(a).

Ce sont précisément les valeurs de « trouvées plus haut.
Nous avons, en particulier,

snK =1, sn(K—i—iK’):.%;

comme nous P'avons vu plus haut, les fonctions y1 = snew, i =ksna
restent holomorphes aux points u==K, respectivement u=K + K/,
qui sont les seuls ol elles s’évanouissent respectivement. La fonction
snu devenant infinie lorsque u===iK’, et 2K + /K’ y étant de la forme

—lm + Xey(u — uy),

les racines considérées ne sont pas uniformes au voisinage de ces
poles w,. Mais les fonctions

Vi—sniu, Vi—4Aitsniu, V(iEsnu)(1xEkisnu)

y seront uniformes et le restent dans toute I'étendue du plan. On
éerit ‘
Vi—snfe=cnu=cosamu, 1—/Ai*sn’u=dnu=Adame,

en supposant cno =1, dno = 1. On trouve aisément

D,snu= cnudne,
D.enu=—snudnu,
D.dnu=— Kcnusnu.
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La fonction snz est impaire, tandis que cnu et dna sont paires.
Dounons les périodes des fonctions cnu, dnu.
Comme sn (2K — #) = snu, on aura

en(2K —u)==xcnu
ou, en changeanlz en K+,
en(K —¢)y==2cn (K + ¢),

ce qui exige que en (K + ¢) soit une fonction ou paire ou impaire. Si
cette fonction était paire, sa dérivée devrait s’annuler avec ¢. Or, cette
dérivée étant — sn(K +¢) dn(K +¢), elle se réduit & — 1 —4*
lorsque ¢ == o, ce qui prouve que la fonction considérée est impaire;

on a donc
en(2K —uw)=—cnu

ou, en changeant z en — u,
cn(e+aK)=—cnu.
On trouve de méme, en dilférentiant,
dn(u +2K)=dnu.
On déduit ensuite de I'équation
sn(eK + 2K —w)=snu
cette conséquence que dn (K -+ /K’ + ¢) est une fonction impaire de v,
ce qui donne
dn(u + 2K +2K')=— dny,
ou, en employantla formule dn(u + 2K) = dnu,
dn(u +2K'0) = — dnu;

d’ot1, en différentiant,
en(u+2K'i) =-—cnw.

Développements des fonctions elliptiques.

6. Lafonction snuzimpaire etaux périodes 4K, 27K’ n’ayant d’autres
singularités que des poles=K'i, 2K + Kz, on la développe aisément
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en série en employant la méthode fournie parle théoreme de M. Mittag-

Leffler. Mais, pour m’approcher des méthodes de M. Weierstrass, je
I

sn?u

celles de la fonction pu. Elle satisfait 4 I’équation différentielle

considere la fonction gu = qui jouit de propriétés analogues i

cpl(lt)zztz [I,f?u(?u_l)(?u_k'l),
admet les périodes 2K ot 2K’z et n’a d’autres singularités que les

poles
wy==m.2K 4+ n.2K'7 (m,n==o0,3=1,%F0n, ...,

ou clle est de la forme
»
] al
—_— Cy( e — wy)”.
(u.—-uo)'-‘+2! v( )
n

Yécrirai, pour plus de commodité, 2K =w, 2K'¢ = o, et je vais étu-
dier la série

¥ () = 2' : - T
- (e —mw—ne')t (mo—+ nw')? wt’

ol les indices sommatoires m, n parcourent toutes les combinaisons
de m, n =0, =1, = 2, ... sauf la combinaison m = rn = o.

Cette séric semble jouir des mémes propriétés que la fonction zu. Il
faut d’abord montrer qu’elle est absolument convergente et qu’elle re-
présente une fonction analytique de u. Le premier fait s’établit en

4
.. I )
obsmvanl: qu(, l(l scere z lm ¢st conver gentc, comme on le

voit aisément. En écrivant, pour abréger, w = mw ++ nw’, on voit que
I'on a
44
1 y T w o
(e — it wt T <_T)" w?

(24
d’ol il est aisé de voir que la série

5

est convergente, ce qu’il fallait démontrer.
Pour montrer que F(«) est une fonclion analytique de u, soit (R)

e

1 I

2

(0 —w)t~ w
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un cercle ayant 'ovigine pour centre et R pour rayon, supposé assez
grand pour que « soit & Uintérieur de (R). Ce cercle contient un cer-
tain nombre de quantités v = mw -+ r o’ i son intéricur et i sa péri-
phérie; en supprimant les termes correspondants dans la somme

U I . .
2 [—'— — —.-1, je considtre la somme
(e— w)* g 17
(=3[ —
Fi(ll) T e (lt — W)v_. P

de tous les autres termes.
|, on a évidemment

© Y
1 1 N A
————— e T —_—
(¢ —w)* o? 21 Pt

V=28

et je dis que la série & triple enirée

(A) Z"Z‘L’CZ

est absolument convergente. J'observe, 4 cet effet, que 'on a

{2
(A5

.,

o1

Rk l =
V=2 (I -

et il est clair que la série

| ]

)4 |w|i

‘]
vt ‘ 5y a

= 3 Bfsl-3 i
W v:=2 pos

{2

W

est convergente, ce qui montre la convergence absolue de (A). Done
la série (A), qui, évidemment, représente la fonction F,(u), ne change
pas en inlervertissant 1'ordre de ses termes et peut étre ordonnée sui-
vant les puissances de u :

(B) Fi(uw) =2Avu."—‘.

v=2

La quantité F, («) est donc une fonetion analytique de u qui reste ho-
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lomorphe lorsque [u] <R, et, comme la différence F(u) —F, (%) se
réduit & un nombre fini de termes qui forment une fraction vationnelle,
il est clair qu’aussi F(«) est une fonction analytique de «, qui reste
uniforme pour |u|<<R. Comme F(z) ne dépend point de R, clle est
une fonction analytique uniforme de z dans toute I'étendue du plan;
lorsque v se trouve au voisinage d’un pédle w,, F(u) prend la forme

)

—_— cy(1e — wy )Y
(& —uy)2 + Zey( o)

L’équation (B) fait voir que I'on a

. - v O Y ¥y —1) e
l),,l'l(u):_—Z(v 4+ 1) A, v 3 ) (—W—)l——

V=3 v=2 w
Comme il est aisé de voir que la dernitre série i triple entrée converge
absolument, on aura

DT ( (w)= 2‘ 2“}(”;/2-)1”’_ 2‘ (u—w)‘

uo yar2

ce qui prouve que l'on a
!
. . . ~ I 2 ~
Do F(w) = zz (& —w)? u" }d (1t — vy
W

La fonection F'(u) = D,F(«) ne change pas évidlemmen! en rem-
placant « par« + @ ou par & + o’ ou par u -+ w,, w, étant une période
zw ~+ &' 0. De I'équation

De[F(u4+w)—F(u)]=o0

on déduit
' F(u+ w)—F(u)=0G;

mais

. ! 1 1 1 t
F(w o) — Flu) = [(lt+(v»(,_(,x,)= T (e— W)"] + (W g2 ot

kel 1 1 I 1
—to— 2 ?
2‘ (4 swy—w)t  (u—w)?* (e wp)2 (u—wy)t

. —x . . .
ot a somme " s’étend A tous les w, sauf w = o, w = w,. Cette quan-
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tité devant étre égale & C lorsque u = o, on aura

il 1 [ . .
——> e T R | 2o, .

(¢vp— u)

On a, de méme, en posant u = — w,,

I v
() :Z g e | wZo,
) W (wy— ) e

de sorte que C = — C=o. Done F(u + w,) = F(u), ¢’est-i-dire F(u)

admet les périodes o, o',

La dilféerence 3(u) — F(u) admettant des périodes w, o’ et étant
holomorphe dans toute I'étendue du plan doit nécessairement se ré-
duire & une constante. Pour ohtenir celle-ci, il suffit d’observer que

s(u)=olorsque u=K'i= —, ce qui donne

)
ou="F(u)—F (9)

La fonction F(u) n’est autre chose que la fonction pu de M. Weier-

strass.
On aura donc

! 1 +2’ 1 1 )
sin*ame ~ u? (—mw—na'):  (mo+nre')

mn

] 2’ 1 1 )
(m’>" [me 4+ (n—5" (mw+nn')y
e m.n

2

ou, plus simplement,

2 I { .
—_—= — — | =g,
snu (6 —mo—~na')r (ma+ no' —1a')? ’

nen
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