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Les fonctionnelles sur I’ensemble des fonctions continunes
bornées, définies dans un espace topologique

var

Jan MARIK (Praha)

Nous allons étudier les fonctionnelles linéaires sur 1'ensemble de
toutes les fonetions continues bornées (muni d’une topologie spéciale),
définies dans un espace topologique arbitraire. Nous verrons que chaque
fonctionnelle de la classe considérée peut &tre représentée par une inté-
grale, Nous démontrons d’abord un lemme concernant la megure (qui
est une fonction non pégative ef s-additive) sur une o-algébre arkhitwaire.

LemyEe 1. Soient £ une o-algébre sur Pensemble 4 et v une mesuro
finie sur 8. 81

4 = {J 4,7),

Tl

on peut trouver des nombres positifs ay,a,, ... tels que a, - co e que I
relation

() | [ fav|< 1

a
s0it vérifile pour chaque fonciion f L-mesurable, satisfaisant aux conditions
(2 ved, S f(z)] <@ (n=1,2,...).

Démonstration. Pour n =0, 1,2, ... posons

i
ap = inf»(B), ol Bef,B D4,
71

(om a done ag = 0). Il est facile de voir que a, —> »(4); il existe done des
nombres 0 =y < @y < a3 < ... tels que g, — co et

D Ga(v(4)—0yy) < 1.

fral

') Nous ne supposons pas que A «8..
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8i f est une fonction C-mesurable satisfaisant sux conditions (2),
posons
B, =Ez;0, 1 <|fl@)l <o,] (m=1,2,..

On 2 |f(#)| < @,_, pour chaque
n-1

xel ) Ay;
j=1
on en conclut
n-—1
B,,m(HA,) =9,

n-1

A—B, DU 4,,

F=al
v(4)—»(B,) = v(4—B,) > Un—1) 1{Bg) < v(4)—0p (n=1,2,..),
d’ol

fina = 37 [1fds <f,‘a-nv(Bn) < D an(r(d)—an_p) <1.
4 Nml

flml By Nl
On voit que l'intégrale 1]’ fdv existe et vérifie la relation (1).

Notation. Dans ce mémoire, P désigne un espace topologique,
Y 'ensemble-de toutes les fonctions réelles, finies et continues sur P, Z ’en-
semble de toutes les fonctions borndes appartenant 3 Y. &' (resp. G°,
est la famille de tous les ensembles E[z; f(x) = 0] (resp. E[x; f(z) > 0]),
ot f¢Y; enfin €* est la plus petite c-algébre qui contient F°.

Si J est une fonetion réelle finie dans un espace linéaire LC Y et
i Von & J (af+Bg) = aJ (f)+BJ (g) (o a, # sont des nombresréels, f, ge L),
nous dirons que J est une fonctionnelle (sur L), Si, de plus, J(f) = 0 pour
chaque fonection non négative fe L, la fonetionnelle J est dite non néga-
tive.

Nous dirons que l'ensemble A C P est compact (Tesp. dénombrable-
ment compact), 8i tout recouvrement de 4 par des ensembles ouverts (Tesp.
tout recouvrement de 4 par une famille dénombrable d’ensembles ouverts)
contient un sous-recouvrement fini. Nous dirons que I’ensemble 4 CP
est relativement pseudocompact, si chaque fonction feY est bornée sur 4.

Si A,CP, a,>0 (n=1,2,...), soit U(4,, 4z,...,0.,a8,,...)
I’ensemtle de toutes les fonctions feZ, pour lesquelles les ielations

red,|f@) <a (n=1,2,..)
sont valables.
8i N est un nombre naturel, 4,CP, ¢,>0 (n=1,...,N), on
définit d’une maniére analogue 'ensemble U(4,,..., Ay, @1y ..., &n).
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8i 2 est une famille non vide de sous-ensembles de P, soit B, ()
le systéme de tous les ensembles U(d,, ds,..., &, 6z, ...) olt 4,6,
>0 (1 =1,2,...), @, oo; soit B(YU) le systéme do tous ensembles
U(4y,...; Apy 01y ...y Gy), 00 N est un nombre naturel, Ape, @, >0
(n =17, ..., N). Nous pouvons définir sur Z unc topologie en considérant
les dléments de B, (AU) (resp. B(AU)) comme des entourages de zéro; nous
désignons cette topologie par T, (YU} (vesp. T(A)).

Remarque. Si | ¥ est dense dans P, Pensemtle Z, muni de la topo-
logie To, () (resp. T(¥)), est un espace topologique linéaire an sens habi-
tuel, et la relation

limf, =0

-0
par rapport & la topologie T,(¥) entr: ine que la suite fy, f5, ... est bornée
(au sens classique, c’est-d-dire qu’il existe une constante finie C telle
que l'on ait |f,(z)] < C pour tout n et tout x).

Lemmr 2. Soit A relativement pseudocompact. 8 fpe ¥ (n =1, 2,...),
fa ™ 02), la convergence f,(x) > 0 est uniforme sur A.

Démonstration. Soit ¢ > 0,

o0
g= 2 (fn_5)+s)-
om]l
On voit facilement (cf. [2], § 23, p. 478) que geY. Il existe alors
un nombre C > 0 fel que g(zx) < € pour chaque axed. Si fy(x) = 25, nous
obtenons

P »
(@) = D {In(@)—e)* = D) (fala)—e) = pe;
=1 n=1

on en déduit que f,(¢) < 2¢ pour chaque zeA et chaque p > O/e, co
qui prouve le lemme.

TaGorEME 1. Soit &l wne famille non vide de sous-ensembles relati-
vement pseudocompacts de P. 81 la fonctionnelle J est continue sur Vespace Z
muni de la topologie To (), il eviste emactemoent une fonetion ¢, o-addilive
sur £°, telle que Don ait

3) I = [fap
P

pour chaque feZ. 8i la fonctionnelle J est non négative, ¢ est une mesure.

Démonstration. Supposons que f,eZ (n=1,2,...), f, ™ 0; nous
verrons que Jif,) > 0. En eifet, soit ¢ > 0. Il existe un nombre ¢> 0

?) Clest-a-dire que f, (@) > f,(x) > ..., f,(z) >0 pour chaque x g P,
%) ¢* = max(a, 0).
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tel que f; < €; on a done f, < € pour chaque n. On peut choisir des en-

sembles A;, 4;,...¢2 et des nombres positifs ay, as, ... (6, = o) tels

que |J(f)] < & pour chaque fonction fe U (4;, 4, ..., &y, ds,...). Si l'in-

dice p est assez grand, on a a, > C pour chaque » > p. D’aprés le lemme 2,
»

il existe un nombre g tel que|f, (z)] < min(ay, ..., a,) pour chague z= () 4;

Jml
et chaque 7 > ¢q. 8i #n > g, nous avons f,eU(4,, da,..., @y, 3,...),

d’ou |J(fa)] < &, ce qui prouve que J(f,) — 0. L'e théordme est mainte-
nant une conséquence immédiate de [2], §12, p. 473-474.

Levuzm 3. 8¢ U est une famille non vide arbitraire de sous-ensembles
de P, chaque fonctionnelle continue sur Pespace Z muni de la topologic T ()
(resp. T (%)) peut fire représentée comme une différence de deuax fonction-
nelles non négatives, continues par rapport & la topologie T (U) (resp. T (2U)).

Démonstration, Si feZ, f > 0, posons
Ji(f) =supdg), ol geZ,0=g=7.

‘T existe un Te B, () (resp. B(A)) tel que J(f) < 1 pour tout feT.
Soit maintenant feZ, f > 0. Il existe un nombre 6 > 0 tel que &fU.
Pour tout geZ, ot 0 L g<f, on a alors 8gel, J(g) < 67", &olt J,(f) <
< 87! < oco. On prouve sans peine (cf. [31, §§ 26, 27, 46, p.11-12, 18-19)
qu’il existe exactement une fonctionnelle J, (sur Z) telle que 'on ait
J,{f) = Ji(f) pour chaque fonction non négative feZ; la fonctionnelle
J . est continue par rapport 4 la topologie T, () {resp. T(2)). En posant
J_ =4J, ~J, on obtient la représentation désirée J =J —J_.

Remarque. Nous pouvons naturellement munir I'ensemble Z d’une.
topologie T % l'aide de la norme

[ = sup[f(2)].
P

(La topologie T est identique avec la topologie T'(), ol A contient; exacte-
ment un élément P). On sait (ef. [2], § 24, p. 479) que toute fonctionnelle
non négative sur ¥ peut &tre représentée par une intégrale par rapport 4 une
mesure sur £°. Si mainlenant Z = ¥, chaque fonctionnelle J continue
sur V'espace Z, muni de la topologie T, est de 1a forme (3). Si an contraire
Z # ¥, il existe une suite f,, f;, ... ¢Z et une fonctionnelle J non néga-
tive sur Z telle que l’on ait f, ™ 0, mais

Jh =2, »n=1,2,..

(cf. [2], § 16, p. 475). Cette fonctionnelle est naturellement continue par
capport 4 la topologie T, mais elle ne peut pas 8tre représentée commo
une inlégrale.
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Levtz 4. Soit pu une mesure finie sur S, Soil Be®'. On a alors
u(B) =supu(¥), ok FeF ,FCB.

Démonstration. Soit £, la famille de tous les engembles BC P,
jouissant de la propriété suivante: Ktant donné un nombre & > 0, il existe
des ensemtles FeG*, Ge®® tels que lonait FCBC @G, u(G—F) <¢, 11
est facile de voir (cf. [4], § 5, p. 436) que £, est une o-algébre qui con-
tient &*; on en déduit que £ I £°, ce qui prouve le lemme.

LEMME 5. Soit u une mesure finte sur £°; soit 4 CP. St Vimplication
(4) FeF, Frd=0>uF) =0

est valable, il exisie une o-algibre £4 et une mesure v sur L4 qui possédent
les propriétés suivantes :

10 2 C 4, 4¢84,

2° »(4) =»(P),

3° (B) = u(B) pour chaque BeL"4),

Démonstration. Soit €4 la famille de tons les ensembles ¢ C P,
pour lesquels il existe un Be2* tel que B~ A = 0 ~ 4. €4 est une o-al-
gtbre avec la propriété 1°. Soit maintenant By, BoeéL*, By~ 4 = B~ 4.
Posons By = By ~ B,. On a évidemment By ~ A = By~ 4, et par con-
séquent (B;—Bs) ~ A = @ (i =1, 2). D'aprés le lemme 4, Pimplication
(4) entraine u(B;—B;) = 0, d'od w(B;) = u(By) = p(By).

Posons maintenant, pour chaque Jef4, »(0) = u(B), ot B est un
ensemtle arbitraire de * tel que B~ 4 =C ~ A.8iCe 84, 0o~ C, = D
(m=1,2,...;p #14¢), il existe des ensembles B,eL’ qui satisfont aux
conditions B,~n 4 =0, ~n 4 (n=1,2,...); on peut encore supposer
By~ By=& pour p %£q. On a alors Y»(Cp) = Yu(B,) = u(lUB,),
Aﬁ(UBn) = A-"‘(Uon)1 d'olt Zv(an) = .“(UBn) = "’(Uon)-

Nous voyons que la fonction » est o-additive; les relations 20, 3°
sont évidentes.

TméorkME 2. Soit U une famille non vide de sous-ensembles relati-
vement pseudocompacts de P. Supposons gue U ait la propriété suivante:
8i Ael, FeG*, A DF = &, il eviste une fonction fe¥ telle que f(z) =0
pour chaque xe A et f(z) =1 pour chagque weF ). §i la fonctionnelle J est
continue sur Vespaoe Z mums de la topologie T, (%) (resp. T(A)), il ewisto des
ensembles Ay, 4;, ... (resp. un nombre naturel N e des ensembles
Ay, .oy Aye®) ot une fonction ¢ o-additive sur o o-alpébre AL"S), od

4) Ce lemme est une oonsdquence facile du théordme 4 de [1].

*) Par exemple, la famille de tous les ensembles A dénombrablement compaots
(4 CP) jouit de cette propriété.

) AQ* est la famille de tous les ensembles 4 ~ B, ol Bafl*,
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o0

~
A =4, (|rep. 4= 4,),
A=l

Nl
tels que la formule

(3) J(f) = [ 1dp
)

soit vérifiée pour chaque feZ.
8i, réciproquement,

00 AY
A =nU1A,‘ (resp. A ="U1A,.),
o A,e®, et s p est ume fonction s-additive finie sur AL, la fonctionnelle
J, définie par la relation (5), est continue par rapport & la topologie T, ()
(resp. T(2)).

Démonstration. Soif J une fonctionnelle non négative, confinue
gur ’espace Z, muni de la topologie T, (). D’aprés le théoréme 1, il existe
une mesure yu sur £* vérifiant D’égalité

I = [ fau
P

pour chaque feZ; de plus, il existe encore des ensembles A;, 4;,...e%2
et des nombres positifs a;, ay, ... (a8, — o0) lels que la relation J(f) <1
80it valable pour chaque feU = U(4,, 4,, ..., a1, a3, ...). Soit

4 =04,
n=l
et F un ensemble arbitraire de la famille F* tel que F ~ A = &,
La supposition x#(¥) > 0 méne 4 une contradiction. En effef, il existe
un indice p tel que a, > (x(F))~* pour chaque » > p; ensuite, nous pouvons
trouver une fonction fe¥ qui satisfait anx conditions f(x) = 0 pour chaque

n
€€ U .A"
=l
et f(r) =1 pour chaque zeF. Nous pouvons supposer 0 <f<1. 8i
g = f{u(P)™}, on a évidemment

J(g) =Jgd/¢ > [gap =1;
F

or le choix de 'ensemble U entraine l'inégalité J(g) <0 1. Cette contra-
diction montre que u(F) = 0 pour chague ensemble F¢F*, ot FA 4 = &,

Soit maintenant J une fonclionnelle arbitraire continue sur 1’espace Z
muni de la topologie To (). D’aprés le lemme 3, onaJ =J, —J_, ot
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J,,J_ sont des fonclionnelles non négativey, continues par raport & la
topologie T, (). 11 existe alors des mesures pi., p_ Sur Q* vérifiant les
relations

T = [fape, J_(h = [fau_
P P

pour chaque feZ; il exisie encore des ensembles Af, A eU (0 =1,
2,...) tels que w (F) = 0 pour chaque FeF*, oh

F (i) =,
n=1
et u_(F) = 0 pour chaque FeF* on
Fr(U4dr) =0
Al

Posons A=Af vAT vAf viyv.. 8 FeF' , Fwd=0, on
a évidemment g, (F) =0, x_(F) = 0. D’aprés le lemme 5, il existe des
mesures v, , v_ sur la g-algdbre £4 telles que v, (B) = p (B), v_(B) = u_(B)
pour chaque Bef* et » (P—A) = »_(P—A) = 0. On obtient ainsi

+ = [fan, = [fan, = [fin,, JT_(f) = [far_
P P P 4

pour chaque feZ. En posani ¢(C) = », (0)—»_(C) (CeAS* C ALY,
nous avons

I(f) = d(N—JI_() = [fdp (feZ).
A

Le lemme 1 entraine, réciproquement, que chaque fonctionnelle de
cette forme est continue sur I'espace Z muni de la topologie T\ (%). Le thé-
oréme est ainsi démontré pour la topologie T, (2); la démonstration
pour la topologie T'(2) est analoque.

THEOREME 3. Soit P un espace topologique localement compact de
Hausdorff, qui est la réunion @'une famille dénombrable de sous-cusembles
compacts. Supposons que la fondionnelle J (sur Z) ait la propriété swi-
vante: 8t foeZ (m=1,2,...) et st fo(x) >0 wuniformément sur chaque
ensemble relativement pseudocompact, on a J(f,) = 0. Dans ce cas, il
emiste un ensemble compact K eF* et ume fonction ¢ o-additive sur S°
telle que T'on ail

J{f) =fquz pour chaque jeZ.
K
Démongtration. Soit

P = UKM

Nl
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ol les ensemtles K, sont compacies. Chagque espace localement compact
de Hausdorif est complétement régulier; on en déduit facilement qu’il
existe des fonctions f,eY (n =1, 2,...) telles que f,(z) > 0 pour chaque
zeK, et que les fermetures des ensembles H, = E(z; f,(z) > 0] sofent
compactes. Ensuite, nous pouvons suppposer 0 </, <2 (n=1,2,...).

Si I'on pose
F=Dtn,

Nl

on & f(z) > 0 pour chaque ze¢P et f(z) <2~ pour

reP— UH,,.

k=1

La fonction g=1/f appartient & ¥ et satisfait anz conditions
n
g(z) = 2", (meP—kUHn, n=1,2,...).
-]
Soit B, = E [2; g(x) < n]. La relation

n
B, C U H;
kel
entraine que B, (n = 1, 2,...) est compact. Soit 2 la famille de tous les
sous-ensembles relativement pseadocompactes de P.
Si U=U(4y,..., 45, 6, ..., ay)eB (M), il existe un indice »n tel
que g(z) < n pour chaque

N
Te i) Ay
k=1
et que 1/n < @ pour k=1,...,N; on a alors U D U(B,,1/n). On en
conclut que les ensembles U(B,,1/n) (n =1,2,...) forment une base
de voisinages de zéro par rapport A la topologie T'(2(). Chague fonctionnelle
J qui jouit de la propriété énoncée dans le théoréme est donc continue
sur Pespace Z muni de la topologie T'(2). Nous voyons en méme temps
que T(U) = T(L), ot & = [By, By, ...}.
Le théordme 3 est maintenant une conséquence facile du théordme 2.
Remarque 1. Si nous supprimions I’hypothése que I’espace P est
lo réunion d'une famille dénombrable de sous-ensembles compacts, le
théoréme 3 deviendrait faux, comme le montre ’exemple suivant: Soit P
Despace de tous les nombres ordinaux dénombrables. Si f est une fonection
continue sur P, il existe un nombre réel ¢ et un nombre ordinal a¢ P tels
que f(z) = o pour chaque = > a. A chaque fonction f correspond ainsi un
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nombre ¢. On peut définir maintenant une fonctionnelle J sur ’ensemble Z
(dans ce cas, on a naturellement Z = Y) par la formule J(f) = c¢. Si f, ¢Z
(n=1,2,...) et 5i f,(3) > 0 pour chaque zelP, il exisle un point aeP
el des nombres ¢, tels que f,(2) = ¢, pour chaque x> o, d'olt J(f,) =
= ¢, = fp(a) — 0; pourtant on ne pent pas représenter la fonctionnelle J
comme une intégrale sur un sous-ensemble compact de P.

Remarque 2. Ce mémoire a été éorit & l'instigation de M. W, Orlicz.
Les théordmes que je viens de démontrer sont une certaine généralisa-
tion du théordme 1 de [5] (o P est un intervalle ouvert).
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