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Les fonctionnelles sur l'ensemble des fonctions continues 
bornées, définies dans an espnce topologique 

par 
Jan MLA.SÍK (Praha) 

Nous allons étudier les fonctionnelles linéaires sur l'ensemble de 
toutes les fonctions continues bornées (muni d'une topologie spéciale), 
définies dans un espace topologique arbitraire. Mous verrons que chaque 
fonctionnelle de la classe considérée peut être représentée par une inté-
grale. Nous démontrons d'abord un lemme concernant la mesure (qui 
est une fonction non négative et <r-additive) sur une a-algèbre arbitraire. 

LEMME 1. Soient £ une a-algibre sur Vensemble A et v une mesure 
finie sur fi. Si 

A = LM»1), 

on peut irouvrr des nombres positifs ax,alt... tels que «„-»•(» et que le 
relation 

(1) | J fdv\< 1 
A 

soit vérifiée pour chaque fonction f ¿-mesurable, satisfaisant aux conditions 

(2) xeAn \f{x)\ < an (n = 1, 2, ...). 

Démonstration. Pour » = 0 , 1 , 2 , . . . posons 

a» = infr(-B), où Be£, B D \JA¡ 
1-1 

(on a donc a, = 0). Il est facile de voir que a^ -> ufA); il existe donc des 
nombres 0 = ff0 < Hj < at < ... tels que a, ->- oo et 

00 

n-1 

') Noua ne supposons pas que - á . «Ď . 
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Si / est une fonction 2-mesurable satisfaisant aux conditions (2), 
posons 

Bn = jE[x-, < |/(c)| < <7„] ( « = 1 , 2 , . . . . 

On a |/(œ)| < a„_] pour chaque 
n—î 

« U Af, 
l-i 

on en conclut 

= 

A-Bn OU 
3 = 1 

v(A)-v(Bn) = v{A-Bn) >< , „ _ „ » ( B J ^ . I i ) - « ^ (71 = 1 , 2 , . . . ) , 

d'où 

j\f\dv = £ J \f\àv < ¡£a„v(Bn) ^^an(v(A)~an_l) <1. 
A n-1 Bn n«l n-1 

On voit que l'intégrale^"fâv existe et vérifie la relation (1). 

Notat ion . Dans ce mémoire, P désigne un espace topologique, 
7 l'ensemble de toutes les fonctions réelles, finies et continues s a i P , 2 l'en-
semble de toutes les fonctions bornées appartenant à T. <ï* (resp. ©*, 
est la famille de tous les ensembles .250; f(x) = 0] (resp. H[x;f(x) > 0]), 
où /e T; enfin £* est la plus petite a-algèbre qui contient 5*. 

Si J est une fonction réelle finie dans un espace linéaire I C I et 
si l'on a J(af+fig) = aj (f)+f}J (g) (où a, fi sont des nombres réels, / , geL), 
nous dirons que J est une fonctionnelle (sur L). Si, de plus, J(/) > 0 pour 
chaque fonction non négative feL, la fonctionnelle J est dite non néga-
tive. 

Nous dirons que l'ensemble A CP ©st compact (Tesp. dénombrable-
ment compact), si tout recouvrement de A pal des ensembles ouverts (resp. 
tout recouvrement de A par une famille dénombrable d'ensembles ouverts) 
contient un sous-recouvrement fini. Nous dirons que l'ensemble i C ? 
est relativement pseudocompact, si chaque fonction feY est bornée sur A. 

Si AnCP, an> 0 (n = 1 , 2 , . . . ) , soit TJ(Al, Alt ..., alt a2, ...) 
l'ensemble de toutes les fonctions feZ, pour lesquelles les îelations 

( « = 1 , 2 , . . . ) 
sont valables. 

Si 2? est un nombre naturel, AnCP, a„ > 0 (n = 1, . . . , jV), on 
définit d'une manière analogue l'ensemble TJ(AU ..., AK, alt..., ajf). 
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Si 2t est une famille non vide de sous-ensembles de P, soit 33» (2t) 
le système de tous les ensembles U{Ai, . . . , a u ...), où 
an > 0 {n = 1, 2, . . . ) , o » - * soit 93(21) le système do tous, ensembles 
Ü(A¡, ..., An, AU . . . , aN), où N est un nombre naturel, ANE%, an > 0 
(» = ],..., N). NOUB pouvons définir sur Z une topologie en considérant 
les éléments de 93«, (21) (resp. 93 (2t)) comme des entourages de zéro ¡nous 
désignons cette topologie par T„(2I) (resp. T(21)). 

Remarque. Si U 2t est dense dans P, l'ensemble Z, muni do la topo-
logie T„(2Í) (resp. T(2i)), est un espace topologique linéaire au sons habi-
tuel, et la relation 

lim U = 0 
n-teo 

par rapport à la topologie T„(21) entriîne que la suite fi,f,,... est bornée 
(au sens classique, c'est-à-dire qu'il existe une constante finie G telle 
que l'on ait \fK{x)\ < C pour tout n et tout x). 

Lemme 2. Soit A relativement pseudocompact. Si fneY (n = 1 , 2 , . . . ) , 
/„ \ 0S), la convergence fn(x) ->- 0 est uniforme sur A. 

Démonstration. Soit e > 0 , 
00 

1 1 - 1 

On voit facilement (cf. [2], §23, p. 478) que geY. Il existe alors 
un nombre C > 0 tel que g{x) <0 pour chaque xeA. Si fp{x) > 2s, nous 
obtenons 

v p 

ffW > £(/»(«)-«)+ = j } (/.(»)-«) > pe-, 

on en déduit que fp($) < 2« pour chaque xeA et chaque p > Oje., ce 
qui prouve le lemme. 

THÉOBÈME 1. Soit 2T une famille non vide de sous-ensembles relati-
vement pseudocompacts de P. Si la fonctionnelle J est continue sur l'espace Z 
muni de la topologie T„(SÎ), il existe exactement une fonction tp, a-aàdilwc 
sur £*, telle que Von ait 
(3) J(f) = / fdy 

p 

pour chaque feZ. Si la fonctionnelle J est non négative, <p est une mesure. 
Démonstrat ion. Supposons que f„eZ (n = 1 , 2 , ...), fn\ 0; nouB 

verrons que J¡/„) 0. En effet, soit e > 0. Il existe un nombre C > 0 

») C'est-à-dire que f^x) ..., fjx) -i-0 pour ohaque xB P. 
B) a+ = mai (a, 0). 
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tel que /i < C; 011 a donc /„ < C pour chaque n. On peut choisir des en-
sembles Alt . ..î2( et des nombres positifs ax, at, ... (an -s- oo) tels 
que [J(f)\ < e pour chaque fonction feXJ'(A1, A2, ..., aj, a2, ...). Si l'in-
dice p est assez grand, on a an > G pour chaque n>p. D'après le lemme 2, 

» 
il existe un nombre 4 tel que \fn{x)\ < minfaj, ...,ap) pour chaque xe y A} 

i-i 
et chaque n>ç[. Si n > g, nous avons fneü(Alt A¡, ..., dj, a2,...), 
d'où \J(/n)| < e, ce qui prouve que J(/n) 0. Le théorème est mainte-
nant une conséquence immédiate de [2], §12, p. 473-474. 

LEMME 3. Si 2T est une fcmiïle non vide arbitraire de sous-ensembles 
de P, chaque fonctionnelle continue sur Vespace Z muni de la topologie :T„(2L) 
(resp. T(2t)) peut êlre représentée comme une différence de deux fonction-
nelles non négatives, continues par rapport à la topologie T^Sl) {resp. T(2t)). 

Démonstrat ion. Si feZ, / > 0 , posons 

•M/) =supj'(ff), où g e Z , 0 S g ^ f . 

n existe un re33„(2t) (resp. 93(21)) tel que J(f) < 1 pour tout feU. 
Soit maintenant feZ, / > 0. Il existe un nombre á > 0 tel que SfeU. 
Pour tout geZ, où 0 < g < / , on a alors SgeU, J {g) < i - 1 , d'où J¡(f) < 
< ôr l < 00. On prouve sans peine (cf. [3], §§ 26, 27, 46, p. 11-12, 18-19) 
qu'il existe exactement une fonctionnelle J+ (sur Z) telle que l'on ait 
J+U) = <Ji[f) pour chaque fonction non négative feZ; la fonctionnelle 
J+ est continue par rapport à la topologie (resp. T(2l)). En posant 
J_ = J+—J, on obtient la représentation désirée J — J + —J_. 

Eemarque. Nous pouvons naturellement munir l'ensemble Z d'une, 
lopologie T à l'aide dé la norme 

li/|| = sup|/(œ)|. 
XTP 

(La topologie T est identique avec la topologie T{%1), où 21 contient exacte-
ment un élément P). On sait (cf. [2], § 24, p. 479) que toute fonctionnelle 
non négative sur Y peut être représentée par une intégrale par rapport à une 
mesure sur £*. Si maintenant Z = Y, chaque fonctionnelle J continue 
sur l'espace Z, muni de la topologie T, est de la forme (3). Si au contraire 
Z Y , il existe une suite fu ft, ... eZ et une fonctionnelle J non néga-
tive sur Z telle que l'on ait fn\ 0, mais 

J ( / . ) > 2, n= 1 , 2 , . . . 

(cf. [2], § 16, p. 475). Cette fonctionnelle est naturellement continue par 
rapport à la topologie T, mais elle ne peut pas être représentée comme 
une intégrale. 
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LEMME 4. Soit /i une mesure finie sur £*. Soii He£*. On a alors 

/ ¿ (P) = AUP^-F) , où M ' . I C S . 

Démonstration. Soit £„ la famille de tous les ensembles P C P , 
jouissant de la propriété suivante: Étant donné un nombre e > 0, il existe 
des ensembles Fe<3*, G6©* tels que l'on ait F C B C G, /i(G—F) < s. Il 
est facile de voir (cf. [4], § 5, p. 436) que £0 est une <r-algèbre qui con-
tient ff*; on en déduit que £0 D £ ' , ce qui prouve le lemme. 

LEMME 5. S oit ̂  une mesure finie sur £*; soit A CP- Si l'implication 

(4) Pe?*, Fn A = 0^>n{TP) = 0 

est valable, il existe une a-algèbre £A et une mesure v sur £A Qui possèdent 
les propriétés suivantes: 

1° 2'C£A, A e£A, 
2° v(A) = »(P), 
3° v(B) = /î(P) pour chaque P«£* 4). 
Démonstration. Soit £A la famille de tons les ensembles C C.P, 

pour lesquels il existe m i i i î ' tel que B r\ A = C A. £A est une a-al-
gèbre avec la propriété 1°. Soit maintenant Bu P se£*, Pi r> A = Ps ^ A. 
Posons P» = 2?! r. P2. On a évidemment Pa n> A = Bi /s A, et par con-
séquent (Bt—P3) ^ A = ® (i = 1, 2). D'après le lemme 4, l'implication 
(4) entraîne p{Bi—B3) = 0, d'où //(P,) = fi(Bs) = fi{B2). 

Posons maintenant, pour chaque Oe£A, v(0) = fi(B), où B est un 
ensemble arbitraire de £* tel que P ^ A = C ^ A. Si Cne £A, C„ ^ Cq = 0 
(n — 1, 2, ...j p zfc q), il existe des ensembles Bne£* qui satisfont aux 
conditions P„ r\ A = (7„ r-* A (n = 1 , 2 , . . . ) ; on peut encore supposer 
Bpr,Bt = 0 pour p -¿g. On a alors %v{Cn) = ¿ V f P J = »{\JBn), 
A^(U^n) = in(UO.) , ¿'OÙ 2»(Cn) = tfUJW = " ( U < U 

Nous voyons que la fonction v est <r-additive; les relations 2°, 3° 
sont évidentes. 

THÉORÈME 2. Soit 21 une famille non vide de sous-ensembles relati-
vement pseudocompacts de P. Supposons que 2t ait la propriété suivante: 
si .Ae2I, Fe'S', A D F = <P, il existe une fonction feY telle que f(x) = 0 
pour chaque xeA et f(x) = 1 pour chaque xeF6). Si la fonctionnelle J est 
continue sur l'espaoe Z muni de la topologie T«,(2i) (resp. T(21)), il earisto des 
ensembles Ai, A}) ... e 21 (resp. un nombre naturel N et ¿les ensembles 
Au ..., ANe$l) et une fonction <p a-additive sur la a-algèbre A£'s), où 

*) Ce lemme est une oonsôquenoe faoile du théorème 4 de [1]. 
") Par exemple, la famille de tous les ensembles A dénombrablement oompaots 

c P) jouit de cette propriété. 
•) -AS* est la famille de tous les ensembles A n B, où B « 2 * . 
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•4 = LU. {resp. A = \JAn), 
n-ï n-l 

tels que la formule 

(9) Jif) = J fdy 
A 

soit vérifiée pour chaque feZ. 
Si, réciproquement, 

os -V 

4 = (resp. A = U 
«—î ii>] 

où -4ne2i, et si q> est une fonction o-additive finie sur A£', la fonctionnelle 
J, définie par la relation (6), est continue par rapport à la topologie Tn(H) 
{resp. T(2t)). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit J une fonctionnelle non négative, continue 
sur l'espace Z, muni de la topologie Tœ(2t). D'après le théorème 1, il existe 
une mesure « sur £* vérifiant l'égalité 

J(f) = f fd/L 
P 

pour chaque feZ-, de plus, il existe encore des ensembles Ai,Ai,...e21 
et des nombres positifs a^, a» , . . . (o„->- oo) tels que la relation J(f) < 1 
soit valable pour chaque ftU = U(Alt At,..., Oj, a j , . . . ) . Soit 

i = U A 

et .F un ensemble arbitraire de la famille 5 * tel que F r\ A = <£, 
La supposition /i (F) > 0 mène à une contradiction. En effet, il existe 

un indice p tel que ar > (/1 (-F1))-1 pour chaque r > p ; ensuite, nous pouvons 
trouver une fonction f e Y qui satisfait aux conditions f(x) = 0 pour chaque 

V 
œe U An »=i 

et f(x) = 1 pour chaque xeF. Nous pouvons supposer 0 < / < 1. Si 
g = f[/j,(F))~1, on a évidemment 

J (g) = jgdt1 > J o^m = i ; 

or le choix de l'ensemble U entraîne l'inégalité J(g) < 1. Cette contra-
diction montre que [¿(F) = 0 pour chaque ensemble F6*5', où Fn A = 0. 

Soit maintenant J une fonctionnelle arbitraire continue sur l'espace Z 
muni de la topologie Tn(2(). D'après le lemme 3, on a J = J+ — J _ , où 
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J+,J- »ont des fonctionnelles non négatives, continues pur rapoit à 1». 
topologie Tx(21). H existe alors des mesures /i_ sur £* vérifiant les 
relations 

J+(f) = /M"+, •/-(/) - /M»_ 
p P 

pour chaque feZ; il existe encore des ensembles , A^tVl (n = 1, 
2 , . . . ) tels que fi+(F) = 0 pour chaque. Fe^*, oii 

i" M Û .4,1) -11=1 

et /.(_ (J1) = 0 pour chaque FE'S* où 

j" - ( u = 
n—1 

Posons A = Af ^ Aï ^A} ^ Aï ^ . . . Si Fe%*, F ^ A = (S, on 
a évidemment ,U+[F) = 0, /J_(F) = 0. D'après le lemme 6, il existe des 
mesures v+, v_ sur la c-algèbre £ A telles que v+ (S) = //.+ (S) , v_(B) = ¡i_ (B) 
pour chaque Be£* et v+(P—A) = r_ (P—A) = 0. On obtient ainsi 

J + (/) = / M » * = / = / /&+ , </-(/) = f A*»-
P P A À 

pour chaque feZ. En posant <p(C) = v+(0)—v_(C) (CeAS.* CA2A), 
nous avons 

Le lemme 1 entraîne, réciproquement, que chaque fonctionnelle de 
cette forme est continue sur l'espace Z muni de la topologie T^fSt). Le thé-
orème est ainsi démontré pour la topologie T « , ^ ) ; la démonstration 
pour la topologie T(2l) est analoque. 

THÉOBÈME 3. Soit P un espace topologique localement compact de 
Hausdorff, qui est la réunion d'une famille démmbrable de sous-cnsembles 
compacts. Supposons que la fonctionnelle J (sur Z) ait la propriété sui-
vante : si fneZ (« = 1,2,...) et si fn{z)->0 uniformément sur chaque 
ensemble relativement pseudocompact, on a < / ( / „ ) - » • 0 . Sans ce cas, il 
existe un ensemble compact Ke%* et une fonction q> o-additive sur £* 
telle que l'on ait 

J(f) = J fdtp pour chaque feZ. 
K 

D é m o n s t r a t i o n . Soit 

e = Cl*., 
n-i 
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où les ensembles K n sont compactes. Chaque espace localement compact 
de Hausdorff est complètement régulier; on en déduit facilement qu'il 
existe des fonctions / „ e l (» = 1 , 2 , . . . ) telles que fn(x) > 0 pour chaque 
xeKn et que les fermetures des ensembles Hn = F[x; fn(x) > 0] soient 
compactes. Ensuite, nous pouvons suppposer 0 < / „ < 2~* (n = 1, 2 , . . .) . 
Si l'on pose 

/ = j > > n-l 

on a j[x) > 0 pour chaque xeP et f(x) pour 

xeP-[JHn. 
k = l 

La fonction g = 1 If appartient à Y et satisfait aux conditions 

(xeP-[JEn,n = 1 , 2 , . . . ) . 
fc-i 

Soit Bn = E [as; g(x) < « ] . La relation 

Bn C Ù Bk 
k-l 

entraîne que Bn {n = 1 , 2 , . . . ) est compact. Soit 21 la famille de tous les 
sous-ensembles relativement pseudocompactes de P. 

Si U = V(AX,..., AN, ALT ..., AN)EC8(%), il existe un indice N t e l 
que g(x) <n pour chaque 

AT 
xe U Ak 

k-l 

et que 1 / i K dj. pour le = 1, ..., N-, on a alors U D U(Bn, lin). On en 
conclut que les ensembles U(Bn, ljn) (n — 1, 2 , . . . ) forment une base 
de voisinages de zéro par rapport à la topologie T(2t). Chaque fonctionnelle 
J qui jouit de la propriété énoncée dans le théorème est donc continue 
sur l'espace Z muni de la topologie T(2l). lions voyons en même temps 
que T(2t) = T(£) , où £ = [Bu B,, ...J. 

Le théorème 3 est maintenant une conséquence facile du théorème 2. 
Remarque 1. Si nous supprimions l'hypothèse que l'espace F est 

la réunion d'une famille dénombrable de sous-ensembles compacts, le 
théorème 3 deviendrait faux, comme le montre l'exemple suivant: So i tP 
l'espace de tous les nombres ordinaux dénombrables. Si / est une fonction 
continue sur P, il existe un nombre réel c et un nombre ordinal aeP tels 
que f{x) = o pour chaque x > a. À chaque fonotion / correspond ainsi uil 
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nombre c. On peut définir maintenant une fonctionnelle J sur l'ensemble Z 
(dans ce cas, on a naturellement Z = Y) par la formule J(f) = c. Si fn eZ 
{n = Í , 2, ...) et si fn(x) -> 0 pour chaque xeP, il existe, un point aeP 
et des nombres on tels que fn(x) = en pour chaque x > a, d'où J(fn) = 
= en = fn(a) -*• 0; pourtant on ne peut pas représenter la fonctionnelle J 
comme une intégrale sur un sous-ensemble compact de P. 

Remarque 2. Ce mémoire a été éorit à l'instigation de M. W. Orlicz. 
Les théorèmes que je viens de démontrer sont une certaine généralisa-
tion du théorème 1 de [5] (où P est un intervalle ouvert). 
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