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О РАЗМЕРНОСТИ с!т ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

Д. АДНАДЖЕВИЧ 

Београд 

Эта статья представляет собою обзор главных свойств размерности д т 
топологических пространств. Наряду с этим будет указано на некоторые про
блемы стоящие в связи с размерностью с!т. 

Понятие размерности йт основывается на понятии нерва покрытия1) 
и размерности с15 этого нерва. 

Под нервом ЛГ(Ф) покрытия °11 = {171? ..., 17р} понимается полный сим-
плициальный комплекс, вершинами которого являются элементы С/?,..., 17° 
(соответствующие элементам покрытия ^^,..., ^р); множество вершин С/?,..., 
..., С/? является симплексом 17* комплекса N({Ш) тогда и только тогда, когда 
^^оп ... п ^^к ф 0. Нерв Щ%) можно считать частично упорядоченным мно
жеством (N($1), ^ ) , где отношение _̂  определено так, что С/* ^ С/5, & ̂  5, 
тогда и только тогда, когда симплекс [/* является гранью симплекса 175 (см. [4]). 

Для линейно упорядоченных множеств X1 = {х19 ..., хр; <^}, 1 = 1,..., г, 
будем говорить, что они порождают по суперпозиции частично упорядоченное 
множество X = {х19..., хр; ^ } , если 

1° х5 < х( => х8 < г х19 для каждого г е {1, ..., г}; 

2° если х5 и х( несравнимы, то х5 < 1 х19 хг <] х89 по крайней мере для одно
го г и одного ] Ф и I, ] е {1,..., г}. 

Минимальное число линейно упорядоченных множеств, порождающих по 
суперпозиции частично упорядоченное множество X, называется размерностью 
<35 X множества X (см. [6]). 

Размерность йт X топологического пространства X определяется следую
щим образом. 

1° йт0 = - 1 ; 
2° йт X = О, если в каждое покрытие пространства X можно вписать 

покрытие, в нерве которого нет сравнимых между собою элементов; 
3° йт X ^ п, где п > О, если в каждое покрытие пространства X можно 

вписать покрытие, нерв которого имеет размерность ё 5 не больше чем п + 1. 
Если д т X -— п9 г, йт X _̂  п — 1 не имеет места, тогда ё т X = п. 

*) Под покрытием понимается конечное открытое покрытие. 
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4° ё т X = оо, если для всякого конечного п существует покрытие в кото

рое нельзя вписать покрытие, нерв которого имеет размерность ё х меньше 

чем п. 

Определенное таким образом понятие размерности, очевидно, есть топо

логический инвариант. 
Размерность йт X монотонна по замкнутым подмножествам. 

Монотонна ли размерность ё т X в других случаях, остается нерешенным 
вопросом. В частности, неизвестно, монотонна ли размерность ё т X по откры
тым подмножествам в наследственно нормальных пространствах. 

Укажем теперь на еще одно свойство этого типа. 
Если каждое открытое подмножество С топологического пространства X 

удовлетворяет условию йт О ^ п, тогда для каждого А а X имеет место со
отношение ё т А ^ п. 

Оказывается, что теорема суммы не имеет м х т а даже в случае конечного 
числа слагаемых. Именно, если взять на окружности 5 1 две различные точки а, Ъ, 
тогда 5 1 = Ь х и Ь 2 , где Еъ Ь 2 пути, определенные точками а, Ь, и Ех п Ь 2 = 
= {а, Ь}. Из того, что йт ^^ = йт Е2 = 1, о!т 5 1 = 2, следует утверждение. 

Что касается соотношения между размерностями йт X и ёнп X, то ока
зывается, что ёта X ^ йт X. Для некоторых пространств имеет место равен
ство; пример такого пространства — эвклидово и-мерное пространство Еп. 
Для других пространств имеет место неравенство; пример такого простран
ства — окружность 5 1 , для которой известно что ёнп 5 1 = 1, ё т 5 1 = 2. Ка
жется очень трудной проблема найти все пространства, для которых имеет 
место равенство размерностей ёнп X и ё т X. Но во всяком случае можно ска
зать, что размерность йтХ представляет глобальное свойство пространства: 
размерность ё т X является свойством покрытий всего пространства. 

Отметим еще одно свойство самых общих топологических пространств по 
отношению к размерности ё т X. 

Пусть Аьг = 1,..., г, открытые и замкнутые подмножества пространства 
г 

X = \) Аь. Если ё т Аь ^ и, тогда йт X = п. 
1=1 

Не доказано, верна ли эта теорема и для бесконечного числа слагаемых. 

Перейдем теперь к результатам, полученным для нормальных пространств. 
Сперва приведем три предложения, из которых выводится несколько 

теорем. 

Пусть Е замкнутое подмножество нормального пространства X и пусть 

% = {[/15..., ^V} — покрытие пространства X. Если ё т Е = п, тогда суще

ствует система IV = {УУи..., И7,.}, выполняющая условия: 

1° IV г открыты в X; 

2° Е с 6 Щ; 
1=1 
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3° cucmeMa #" enucana e noKpumue %; 

ťésN{ar)<\nth ecm n>0-
s x ; - [ 2 ecAu n = (X 

ECAU F — 3aMKiiymoe nodMnootcecmeo nopuaAbnoeo npocmpancmea X, dm F ^ 
S n, u ecAu ÓAH Kawcdoeo 3aMKnymoeo noÓMHOMcecmea K <= X,ne nepecCKafoufeeo F, 
UMeem jwecmo coomHoxuenue dm K ^ n, moeda dm X ^ 2n+ 1. 

Tlycmb dm v4 ^ n, ede A a X, X — uopMaAbnoe npocmpancmeo. ECAU ČAR KCIMC-
doeo 3aMKnymo2o noÓMHoateecmea F, ne nepecemwujeeo A, eunoAueuo ycAoeue 
dm F :§ m, moeda UMeem Mecmo coomnouienue dm A ^ m -{• n -\- 1. 

Ha ocHOBaHHH 3TMX npefljiOKeHMH H CBOHCTB pa3MepHocTH ds HacxHHHo ynopa-
floneHHbix MH05KecTB nojiynaioTCJi xeopeMBi o pa3MepHOCTH cyMMM no^MHo^cecTB. 

Ceiwae H3JIO»CHM ocHOBHtie nojiyneHHBie pesyjitTaTM. 
ECAU uopMaAbnoe npocmpaucmeo X neAnemcn oúbedunenueM noÓMHOMcecme A 

u B,u dmA^m,dmB^n,moedacnpaeedAueocoomnouienuedmX ^ 2(m + w) + 3. 
# 0 CHX nop ocTaeTCH OTKPBITOM npo6jieMa3 MOUCHO JIM B o6meM cjiynae CHH3HTB 

3xy cmemcy pa3MepHocTH oGte^HHeHHH. O^Haico, B nacTHBix ajiyna^x ee MOUCHO 

CHH3HTB. 
ECAU uopMaAbnoe npocmpancmeo X neAnemcn oóbeduuenueM nodMHOJtcecme A 

u B, xomn 6u odno U3 Komopux 3aMKnymo, u ecAu dm A ^ m, dm B ^ n, moeda 
d m l ^ m + n + 1. 

ECAU nopMaAbnoe npocmpancmeo X neAnemcn oóbedunenueM nodMnootcecme A 
u B, xomn 6u odno U3 Komopux omKpumo, u dm A ^ n, dm B ^ n, moeda dm X :g 

Tlycmb X — nacAedcmeenuo uopMaAbnoe npocmpancmeo u nycmb X = A u B, 
ede dm A ^ m, dm B ^ n. Toeda UMeem Mecmo coomnouienue dm X ^ m + n + 1. 

.ZJJM 3BKJTHAOBMX npocTpaHCTB cnpaBe,zgiHBa TeopeMa: 

Pa3Mepnocmb dm En deKAudoea npocmpancmea En paena n. 
KaK cKa3aHO Btiine, ,II;JIH OKpŷ cHocTH S1 HMeeM dm S1 = 2. BepHo JIH dm Sw = 

= n + 1 flJIH npOH3BOJII>HOro KOHeHHOrO W, OCTaeTCH QTKpMTBIM BonpocoM. 
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