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COMPLÉTION ET COMPACTIFICATION 
D'ESPACES SYNTOPOGÈNES 

À. CSÂSZÀR 

Budapest 

Une théorie de structures générales, appelées structures syntopogènes, embrassant 
les structures topologiques, les structures uniformes, les structures de proximité et 
d'autres, a été élaborée par l'auteur dans l'ouvrage [1]. Le terme primitif dont se sert 
cette théorie est la notion d'ordre semi-topogène; on entend par ordre semi-topogène 
sur un ensemble E une relation binaire < définie pour deux sous-ensembles de E et 
remplissant les condi t ions 

(O,) 0 < 0 , E<E; 

(02) A < B implique A c B ; 

(03) AŒ A' < B' Œ B implique A < B . 

Un ordre topogène est un ordre semi-topogène satisfaisant à la condition: 

(Q) A < B et A' < B' impliquent A n A' < B n B' et A u A' < B u B'. 

Nous appelons structure syntopogène sur E une famille Sf d'ordres topogènes sur E 
vérifiant les axiomes: 

(Sj) < ' , <" eïf implique V existence de < eSf tel que A<B découle 
de Vune quelconque des conditions A <' B et A <" B ; 

(S2) < e / f implique l'existence de <' e Sf tel que A < B entraîne 

A <' C <' B pour un ensemble convenable C . 

Dans un espace topologique E, on introduit un ordre topogène en posant A < B 
si et seulement si A a Int B; la famille {<} composée de cet ordre est une structure 
syntopogène sur E. Dans un espace de proximité E, on définit un ordre topogène < en 
posant A < B si et seulement si A ô E — B; la famille {<} constitue de nouveau une 
structure syntopogène. Enfin, dans un espace uniforme E, on peut faire correspondre 
à chaque entourage symétrique V un ordre topogène <v en posant A <v B si et 
seulement si x e A, (x, y) e V entraînent y e B; la famille {<F} de tous ces ordres 
forme une structure syntopogène sur E. 

Dans ce qui suit, nous employons la terminologie et les notations de [1]. Dans 
§ 16 de [1], les questions de complétion d'espaces syntopogènes et de compactification 
d'espaces topogènes ont été étudiées. Par l'application des méthodes nouvelles et de 
quelques idées nouvelles, dues en partie à notre collaborateur J. Czipszer, nous avons 
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réussi récemment à donner à la théorie de la complétion et de la compactification une 
forme plus générale et en même temps plus précise. 

Considérons deux ensembles E et E* et une opération h qui fait correspondre à un 
sous-ensemble quelconque A cz E un sous-ensemble h(À) cz E* et qui vérifie les 
cond i t i ons suivantes: 

(1) h(0) = 0 , h(E) = E* ; 

(2) A cz B cz E implique h(À) cz h(B). 

Si < est un ordre semi-topogène sur F, définissons une relation <h entre deux 
sous-ensembles de E* en posant 

(3) A* <h B* si et seulement si il existe deux ensembles A et B tels que 

A < B, A* a h(A), h(B) cz B* . 

La relation <h est un ordre semi-topogène sur E*. Par exemple, sifest une application 
de E* dans E et si l'on pose h(À) = f-1(A), on aura <h = f~i(<)(cf. [1], p. 51). De 
plus, si f est une application biunivoque de E sur un sous-ensemble F* Œ E* e t si 
l'on a 

(4) f(A) = F* n h(A) pour A cz E , 

on vérifie aisément l'égalité < = f~l(<h)-

Sf étant une structure syntopogène sur F, la famille 

(5) Sfh = {<hq : < eSf} 

(cf. [1], p. 27) est une structure syn topogène sur F*, satisfaisant à l'égalité 

(6) y=f-\^) 
(cf. [1], p. 91) si la condition (4) a lieu. 

En généralisant une méthode connue de prolongement d'espaces topologiques 
(v* P]» M ' P]> P- 159), on peut définir une méthode générale de prolongement d'es
paces syntopogènes de la façon suivante. Dans un espace syntopogène [F, Sf\ (cf. [1], 
p. 62), appelons grilles fondamentales les grilles (cf. [1], p. 183) de la forme {{x}} 
pour x e E, et désignons par f l'application qui fait correspondre à x e F la grille 
fondamentale f(x) = {{x}}, par E* l'ensemble des grilles fondamentales, et par E* 
un ensemble de grilles dans E contenant F* comme sous-ensemble. Pour A cz £, 
désignons par h(A) l'ensemble des grilles x* e E* telles qu'il existe un ensemble X e x*, 
X cz A. Alors (1), (2) et (4) ont lieu, de sorte qu'en définissant, pour < eSf, <h 

d'après (3), e t ^* d'après (5), Sfh sera une structure syntopogène sur E* satisfaisant à 
(6). De plus, on vérifie aisément que l'image par f de la grille x* e E* (cf. [1], p. 184) 
converge vers x*: 
(7) f(x*)-+x* (Sfh) 

(cf. [1], p. 185), et que par conséquent E% est dense dans [E*9&
h~\ (cf. [1], p. 221). 

En généralisant la terminologie de [2], nous dirons qu'une grille 9t est ronde 
dans un espace syntopogène [£, Sf\ si R e 9t implique l'existence de < eSf et R' e 9t 
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tels que R' < R. Or si, dans la construction précédente, les x* G F* — F* sont des 
filtres ronds dans [F, Sf\ on a 

(8) /(x*) = $*(x*) (n) F* pour x* G F* - F* 

(cf. [1], p. 183), où 93*(x*) désigne le filtre des voisinages (cf. [1], p. 185) du point x* 
par rapport kSfh. Si, de plus, les grilles x* e F* — F* sont des filtres ronds qui ne 
convergent pas dans \E,S?\ alors la structure syntopogène Sfh est relativement sé
parée par rapport à F0 en ce sens que x*, y* e F*, x* #= y* impliquent l'existence de 
<* eS?h tel que soit x* <* F* — y*, soit y* <* E* — x* a lieu, sauf le cas où 
x*, y* G F*. 

Supposons maintenant que les grilles x* G F* sont comprimées dans \E,S?\ 
(cf. [1], p. 191). On a alors 

(9) Sfhs ~ Sfsh 

(cf. [1], pp. 75 et 19) et au lieu de (7) 

(10) /(x*) -» x* (Sfhs) pour x* G F* , 

de sorte que F* est dense dans [F*, Sfhs\ De plus, si les grilles x* G F* sont des grilles 
de Cauchy dans [F, Sf\ (cf. [1], p. 189), on peut remplacer (7) et (10) par 

(11) /(x*) -» x* (Sfhsh) pour x* G F* 

(cf. [1], p. 75), de sorte que F* est dense dans [F*, Sfhsh\ 

Réciproquement, soient [F, Sf\ et [F', Sf'\ deux espaces syntopogènes, F0 cz F', 
&"0=&"\ F0 (cf. [1], p. 94), k un isomorphisme de [F0,<9%] sur \E,Sf\ (cf. [1], 
p. 103) et F0 dense dans [F', Sf'\ Désignons par S3'(x') le filtre des voisinages de 
x' G F' par rapport kSf ', et posons 950(x') = 23'(x') (n) F0. Alors k(830(x')) sera, pour 
x' G F' — F0, un filtre rond dans [F, Sf\ et si l'on désigne par F* l'ensemble composé 
de tous ces filtres k(530(x')) (x' e E' — E'0) et de toutes les grilles fondamentales, puis 
on construit Sfh de la manière décrite plus haut, alors l'application 

/(*') = f(k(x')) pour x' G F0 , 

l(x') = k08o(x')) pour x' G E' - F0 

sera (^"p , 5^p)-continue (cf. [1], pp. 73, 74 et 102), et si l'on suppose encore que Sf' 
est symétrique (cf. [1], p. 62), / sera même (Sf\ ^^-continue. 

Les méthodes de prolongement d'espaces syntopogènes que nous venons d'es
quisser permettent d'obtenir facilement la solution des problèmes de complétion et de 
compactification. En effet, si [F, Sf\ est un espace syntopogène quelconque, désignons 
par F* l'ensemble composé des grilles fondamentales et des filtres de Cauchy ronds qui 
ne convergent pas dans [F, Sfsb\ et construisons^ comme plus haut. Alors les struc
tures syntopogènes Sfh et Sfhsh sont complètes (cf. [1], p. 193), F* est dense dans 
[E*9S?hsh\ Sfh est relativement séparée par rapport à E%, et l'on a Sf =f'l(S^% 
d'où résulte que / e s t un isomorphisme de [F, Sf\ sur [F*, Sfh j F0]. Convenons d'ap
peler complétion pour un espace syntopogène \E,Sf\ le triple (E',Sf\f) d'un en-
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semble £', d'une structure syntopogène Sf' sur E' et d'une application / ' de £ sur 
£ 0 cz E' jouissant des propriétés: Sf' et Sf'sh sont complètes, £ 0 est dense dans 
[£', Sf'sh\ Sf' est relativement séparée par rapport à £ 0 e t / ' est un isomorphisme de 
\E,Sf\ sur \E'0,Sf' | £ 0 ] . On peut dire alors que, pour un espace syntopogène quel
conque \E,Sf\ il existe au moins une complétion (Ë,Sf',f) satisfaisant même à 
l'égalité plus précise Sf = f~x(Sf'). Si Sf est séparée (cf. [1], p. 175), Sf' sera égale
ment séparée, et si Sf est symétrique, parfaite, biparfaite ou symétrique et biparfaite 
(cf. [ l ] , p. 62), on peut choisir Sf' de la manière qu'elle jouisse de la même propriété. 

On peut même démontrer que la complétion d'un espace syntopogène est déter
minée univoquement à un isomorphisme près. Cela veut dire de façon plus précise que 
si (E',Sf',f) et (E",ST'\f") sont deux complétions pour un espace syntopogène 
[£,5^], alors il existe un isomorphisme g de \E',Sf'\ sur \E",Sf"\ tel que g \f(E) = 
= f" o / ' " 1 . C'est une conséquence immédiate du théorème d'extension suivant. 
Soient [£, Sf\ et [£', Sf'\ deux espaces syntopogènes, Sf'sh complète, £ 0 cz £ dense 
dans [£, Sûsh\ et / 0 une application (Sf | £0,/5^')-continue de £ 0 sur un ensemble 
£ 0 cz £'. Il existe alors une application (Sf, ,S^')-continue de £ dans £ ' telle que/1 £ 0 = 
= f0. Cette application est déterminée univoquement si soit Sf' est séparée, soit Sf est 
relativement séparée par rapport à £0 , Sf' est relativement séparée par rapport à £ 0 

e t / 0 est un isomorphisme de \E0,Sf | £ 0 ] sur [£0 , Sf' | E'0\; ces dernières conditions 
entraînent que / est un isomorphisme de [£, Sf\ sur [/(£), Sf' \ / (£ ) ] et, si de plus 
Sfsh est complète et £ 0 est dense dans [£', Sf'sb\ on a encore/(£) = £'. 

Pour étudier la question de compactification, on considère un espace topogène 
[£, ST\ (cf. [1], p. 62), on désigne par £* l'ensemble composé des grilles fondamenta
les et des filtres comprimés ronds qui ne convergent pas dans [£, STS\ et on construit 
la structure topogène STh. On voit alors que STh et SThs sont compactes (cf. [1], p. 195), 
£* est dense dans [£*, SFhs\ STh est relativement séparée par rapport à £*, et on a 
enfin ST =•• f~x(STh), de sorte que/est un isomorphisme de [£, ST\ sur [£ 0 , STh \ £*]. 
Appelons double compactification pour un espace topogène [£, SF\ un triple 
(£', ST' ,f) d'un ensemble £', d'une structure topogène y' sur £ ' et d'une application 
/ ' de £ sur un sous-ensemble £ 0 cz E', si SF' et ST'S sont compactes, £ 0 est dense dans 
[£', ST'S\ S!T' est relativement séparée par rapport à £ 0 e t / ' est un isomorphisme de 
[£, ST\ sur [£0 , ST' \ E'0\ Par conséquent, il existe au moins une double compactifi
cation (£', ST',f) pour un espace topogène quelconque [£, ST\ de plus, si 2T est 
symétrique ou séparée, F' jouira de la même propriété. Si (£', ST' ,f) et (£", ST" ,f") 
sont deux doubles compactifications pour [£, ST\ il existe un isomorphisme g de 
\E', ST'\ sur [£,r, 2T"\ tel que g \f(E) = f" of " \ ce qu'on peut démontrer à l'aide 
d'un théorème d'extension semblable à celui que nous avons formulé à propos de la 
question d'unicité des complétions. On peut l'obtenir en y remplaçant Sfsh parSfs, Sf'sh 

par S/"s et le mot „eomplète" par „compacte'\ 
Les résultats énumérés comprennent, comme cas particuliers, plusieurs théorèmes 

connus sur la complétion d'espaces uniformes et sur la compactification d'espaces 
topologiques et d'espaces de proximité. Il est même possible de donner à ceux-ci une 
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forme plus générale que leur formulation généralement connue. Par exemple, si E est 
un espace uniforme (séparé ou non), on peut ajouter à E des points idéaux de la 
manière que l'espace E' qui résulte soit un espace uniforme complet contenant E 
comme sous-espace dense et relativement séparé par rapport à F en ce sens que 
x', y' e F', x =)= y' impliquent qu'il existe un entourage qui ne contient pas le couple 
(x', y'), sauf si x', y' e E. De plus, si E' et E" sont deux espaces uniformes du type en 
question, alors il existe un isomorphisme de E' sur E" admettant les points de E pour 
points fixes. 
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