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P Ř E D M L U V A K P R V É M U V Y D Á N Í 

Za poslední dvě — tři desetiletí vyšlo mnoho •prací, v nichž se problémy 
důležité pro theorii i pro aplikace řeší pomocí integrálních rovnic. 

Stačí se na příklad zmínit o pracích ze statické theorie pružnosti a pra-
cích o problému obtékání v hydrodynamice. Je také známo, jak důležitou 
úlohu hrají integrální rovnice v theorii kmitů, v úlohách o stabilitě stlačo-
vaných tyčí a v mnoha jiných problémech. 

Zdá se fni, že se stalo naléhavým systematické zpracování obšírného-
materiálu o užití integrálních rovnic, který se nahromadil v časopisech 
v uvedeném období. Pokusem o takové zpracování je tato kniha. 

Kniha se skládá ze dvou nestejně velkých částí. Prvá kapitola obsahujei 
základní výsledky theorie integrálních rovnic a také methody jejich přibliž-
ného, řešení. Zvláštní místo zaujímá v této kapitole theorie singulárních 
integrálních rovnic, obsahujících hlavní hodnotu integrálu. Tato theorie, 
ačkoliv je dostatečně dobře zpracovaná a má četné, velmi plodné aplikace, 
nenašla dosud místa v učebnicích integrálních rovnic. Proto jsem považoval 
za nutné vyložit zde stručně základy této theorie. 

Značná část prvé kapitoly obsahuje věci, vykládané obyčejně v učebni-
cích integrálních rovnic. V takových případech zpravidla uvádím pouze 
výsledek a pro důkaz odkazuji čtenáře na příslušné učebnice. 

Všude, kde to bylo možné, jsou výsledky theorie ilustrovány na numeric-
kých příkladech. 

Druhá kapitola, značně obšírnější než prvá, je věnována aplikacím-
Přehled úloh, řešených ve druhé kapitole, je jasný z obsahu. Poznamená-
vám, že jsem věnoval pozornost především problémům theorie pružnosti 
a hydrodynamiky. To nevyplývá jen z mých zálib, nýbrž i z toho, že 
v těchto dvou oblastech jsou aplikace integrálních rovnic nejčetnější. 
Většinou se omezuji na úlohy lineární a rovinné. Methodě integrálních 
rovnic se často vytýká, a ne bez jistého oprávnění, nedostatečná efektivnost. 
Tato výtka je zvláště oprávněná, pokud se týče trojdimensionálních úloh. 
Když jsem se chtěl omezit na ty případy, v nichž lze získat efektivní řešení, 
byl jsem nucen se zříci vyšetřování prostorových problémů. 

Leningrad, červenec 1944. S. Michlin 
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P Ř E D M L U V A K D R U H É M U V Y D Á N Í 

Druhé vydání se znační liší od prvého, hlavní v prvé části (kapitola I 
:prvého vydání). Ve druhém vydání upouštím, od stručného výkladu theorie-
integrálních rovnic a vykládám je s dostateční podrobnými důkazy. Poža-
davky aplikability i vlastní theorie me přiměly zříci se v učebnicích tradič-
ního předpokladu o spojitosti jádra. Nahrazuji jej předpokladem, že 
jednoduchý integrál čtverce jádra je omezený-, pak zůstávají v platnosti 
-víty o stejnoměrné konvergenci posloupnosti postupných aproximada řady 
Hilbert-Schmidtovy. Přesné odůvodnění theorie za předpokladů, které 
jsem učinil, vyžaduje užití Lebesgueova integrálu. Čtenář, jenž Lebes-
gueovu ťheorii nezná, musí existenci příslušných integrálů postulovat. 

Ve druhé části (kapitola II prvého vydání), věnované aplikacím, je při-
dáno několik nových paragrafů, z nichž dva se vztahují na trojdimensi-
onální problémy. Ostatní změny spočívají v tom, že jsou zpravidla pro-
vedeny dostatečně podrobně důkazy tam, kde byly pouze naznačeny nebo 
vůbec nebyly. 

V druhém vydání byly opraveny tiskové chyby a jiné vady prvého vy-
dání; byly zkontrolovány a v nutných případech opraveny výpočty. 

Profesoři G. M. Goluzin a L. V. Kantorovič mě upozornili na některé 
vady prvého vydání. Prof. Dorodnicyn uvedl v recensi, uveřejněné v tisku, 
některé terminologické nedostatky. Aspirant J. A. Ickovič upozornil na 
řádu tiskových chyb. Jim všem patří můj upřímný dík. 

Leningrad, květen 1948. S. Michlin 
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C A S T I 

M E T H O D Y Ř E Š E N Í I N T E G R Á L N Í C H 

R O V N I C 

K A P I T O L A 1 

R O V N I C E F R E D H O L M O V A T Y P U 

§ I. Klasifikace integrálních rovnic. Mnohé úlohy mechaniky, matema-
tické fysiky a techniky vedou k rovnicím typu 

<p(x) - X JK(x, s) cp(s) ds = f(x), (1> 
a 

kde <p(x) je neznámá funkce. Tyto rovnice se nazývají integrální, pro-
tože neznámá funkce se v nich vyskytuje v integrandu. 

Tyto úlohy zde nebudeme uvádět, neboť velký počet jich bude vy-
šetřován v druhé části. Přistoupíme ihned ke zkoumání vlastních 
rovnic. 

Známé prvky, jež se vyskytují v integrální rovnicí (1), se nazývají 
takto: f(x) — pravá strana, funkce K(x, s) — jádro a číselný koeficient-
X — parametr rovnice. Parametr není nutno zavádět. Je možno jej 
vždy učinit rovným jednotce tím, že označíme součin X K(x, s) jako 
K-y(x, s) a uvažujeme K-^x, s) jako nové jádro. Uvidíme všfik, že se za-
vedení tohoto parametru při vyšetřování integrálních rovnic ukazuje 
užitečným. 

Budeme předpokládat, že meze a a b jsou konečné konstanty. 
Poznamenejme, že parametr X i funkce q?(x), K{x, s) a f(x) mohou; 

nabývat jak reálných, tak komplexních hodnot. 
Charakter integrální rovnice je v podstatě určen vlastnostmi jejího 
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jádra. V aplikacích se často setkáme se spojitým jádrem, avšak vysky-
tuj í se i nespojitá jádra. Budeme uvažovat tři typy rovnic: 

1. Když jádro K(x, s) je spojité pro a <1 x b a a ^ s ^ i nebo 
když nespojitosti jsou takové, že alespoň dvojný integrál 

b b 

ff\K2(x, s)| dx ds 
a a 

je konečný, budeme rovnici (1) nazývat rovnicí Fredholmova typu. 
2. Když jádro má tvar 

kde H(x, s) je omezená a oc je konstanta vyhovující nerovnosti 

0 < a < 1, 

budeme rovnici (1) nazývat rovnicí se slabou singularitou. 
3. K třetímu typu integrálních rovnic přijdeme, jestliže uvažujeme 

jádra typu 

x — s 
kde čitatel A(x, s) je diferencovatelná funkce x a s.1 V tomto případě 
integrál 

b b 

J K(x, s) <p(s) d s=f ^ ^ f(s) ds, 
a a 

vyskytující se v rovnici (1), je obecně divergentní. Avšak při velmi 
obecných předpokladech ohledně funkce (p{x) existuje hlavní hodnota 
tohoto integrálu, t . j. limita 

X—e b 

lim [ / K ( x , s) <p(s) ds + JK(x, s) <p(s) ds], 
¿->•0 a x + e 

Jestliže nyní v rovnici (1) chápeme divergentní integrál ve smyslu 
této hlavní hodnoty,2 přicházíme k třetímu typu integrálních rovnic, 
jež budeme nazývat singulárními. 

1 Tento předpoklad je možno nahradit slabším. 
2 Podrobněji o pojmu hlavní hodnoty integrálu viz kap. III, §§ 21 a 22. 



Uveďme několik příkladů. 

a) Rovnice x 

cp(x) — f(x2 + s2) 93(5) ds = x2 

o 
je Fredholmova typu, neboť její jádro K(x,s) = x 2 s 2 je spojité 
pro 0 a; 1, 0 s <1 1. V této rovnici X = 1, f(x) = x2. 

b) Rovnice l 

(p{x) — /lg\x — s| 9?(s) ds = f(x) 
o 

je také Fredholmova, neboť i když jádro je nespojité pro x = s, dvojný 
integrál ' u > 

//lg2 |a; — da; ds 
o o 

je konečný. 

c) Vyšetřujme rovnici y 

X 

v W ~ x f & E z : í ř d a = f(xy, o < « < i. (*) 
o 

Nechť je f(x) definována a řekněme spojitá v intervalu 0 ^ x a. 
Potom má smysl uvažovat tuto rovnici v tomto intervalu. Spadá pod 
obecný typ (1), i když to není tak očividné jako v prvých dvou přípa-
dech. Abychom se přesvědčili, že rovnice (*) je typu (1), položme 

Nyní se rovníce (*) napíše ve tvaru (1): 
a 

(p(x) — X f K(x, s) <p(s) ds = f(x). 
o 

Rovnice (*) má slabou singularitu; bude současně i Fredholmova, 
jestliže 0 < a < protože potom dvojný integrál 

//*.<*, s) dx ds=fdx = 
0 0 0 0 

je konečný. 



d) Rovnice 
2jt 

/ S cc 
c o t g — — <p{s) ds = f(x), 

v které se integrál chápe ve smyslu jeho hlavní hodnoty, je singulární, 
poněvadž její jádro je možno vyjádři t ve tvaru 

1 (x — s) cotg£(s — x), X — s 
a funkce 

(x — s) cotg£(s — x) 

je spojitá a diferencovatelná v intervalu 0 x 27c. 
K naší klasifikaci je nutno poznamenat, že je především neúplná; 

je možno uvést mnohé typy integrálních rovnic, jež nelze zahrnout pod 
t ř i uvedené. Omezíme se však na ty to tři jako na rovníce zvláště důle-
žité pro aplikace. Dále musíme říci, že rozdíl mezi rovnicemi Fredhol-
mova typu a rovnicemi se slabou singularitou není příliš podstatný. Až 
na několik výjimek jsou nejdůležitější výsledky theorie společné pro 
rovnice obou typů. 

V řadě případů je třeba uvažovat integrální rovnice, v kterých je 
neznámá funkce definována nikoliv na úsečce osy x, nýbrž na nějaké 
rovinné či prostorové křivce nebo na oblastí dvoj- či trojrozměrné. 
Prvý případ nepředstavuje nic nového: stačí jako nezávisle proměnnou 
zavést délku oblouku křivky nebo jiný parametr, jenž určuje polohu 
bodu na křivce, a dostaneme se již k uvažovanému typu rovnic. 

Jestliže je neznámá funkce definována v %-rozměrné oblasti Q 
(v příkladech důležitých pro aplikace se n obyčejně rovná dvěma nebo 
třem, obecně však může být libovolné), budeme se místo (1) zabývat 
rovnicí 

<p{M) - X JK(M, Mj) cp(MJ dM1 = f(M), (2) 
a 

kde M a M1 jsou body oblasti Q a dM je element oblasti. Podle pře-
dešlého budeme A nazývat parametrem, funkci K(M, Mj ) jádrem 
a f(M) pravou stranou integrální rovnice (2). Rovnice typu (2) budeme 
klasifikovat takto: 
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Jestliže má integrál 
f f\K*(M, MJ\ áM áM1 

a a 
konečnou hodnptu, pak zahrneme rovnici (2) k typu Fredholmovu. 
Speciálně, rovnice (2) bude Fredholmova, když bude jádro spojité nebo 
alespoň omezené. 

Vzdálenost mezi M a M1 označme r. Rovnici (2) zahrneme k typu 
rovnic se slabou singularitou, jestliže její jádro má tvar 

kde H(M, M J je omezená funkce a oc leží v mezích 0 < a < n. 
Je možno definovat i singulární integrální rovnicí s několika nezá-

visle proměnnými. Neuděláme to však, protože takové rovnice jsou pro 
aplikace méně důležité. 

Integrální rovníce se nazývá homogenní, jestliže její pravá strana 
je identicky rovna nule. Homogenní rovnice má tedy tvar 

b 
<p[x) — A / K ( x , s) <p(s) ds = 0 (3) 

a 
resp. 

<p(M) — A /K{M, Mx) <p(MJ d M 1 = 0. (4) 
a 

Jestliže pravá strana není identicky rovna nule, rovnice se nazývá ne-
homogenní. 

Theorie a také praktické methody řešení Fredholmových rovnic 
jsou úplně stejné pro případ jak jedné, tak několika nezávisle pro-
měnných. Budeme proto uvažovat v nejbližších paragrafech pouze 
rovnice s jednou nezávisle proměnnou. Je velmi lehké vyslovit nale-
zené výsledky pro případ několika nezávisle proměnných. 

Rovnice tvaru (1) a (2) se nazývají integrálními rovnicemi druhého 
drujiu na rozdíl od rovnic prvého druhu, které mají tvar 

fK(x, s) <p{s) ds = f(x), (5) 
a 

nebo pro případ několika proměnných 

[K(M, MJ <p(MJ dM1 = f(M). (6) 
o 

9 



§ 2. Methoda postupných aproximací. Pojem resolventy. P ř i s t u p m e 
k řešení integrálních rovnic. V §§ 2 až 9 této kapitoly budeme uvažo-
vat pouze rovnice typu Fredholmova. 

Jádra těchto rovnic podrobíme dalšímu doplňujícímu omezení: 
budeme předpokládat, že jednoduchý integrál ze čtverce absolutní 
hodnoty jádra je omezený: 

b 

/|K2{x, s)| ds < G1 = konst. (1) 
a 

O pravé straně budeme předpokládat, že integrál ze. čtverce její abso-
lutní hodnoty je konečný: 

/ | /2(z) | dz < co. (1J 
a 

Budeme hledat řešení integrální rovnice 
b 

<p{x) — l$K{x, s) (p(s) ds = f(x) (2) 
a 

methodou postupných aproximací. Za tím účelem napíšeme rovnici (2) 
ve tvaru 

b 

<p(x) = f(x) + 1 fK(x, s) <p{s) ds. (3) 
a 

Jako nultou aproximaci vezmeme pravou stranu rovnice (2): 

<p0(x) = f(x). 
• 

Nultou aproximaci dosadíme do pravé strany rovnice (3) a nalezený 
výsledek vezmeme za prvou aproximaci: 

b 

<Pi(x) = f(x) + * fK(x> s) <Po(s) 
a 

Prvé přiblížení opět dosadíme do pravé strany rovnice (3) atd. Obecně 
řečeno, jestliže byla nalezena n-tá aproximace <pn{x), pak za (n -j- l)-vou 
aproximaci vezmeme výsledek dosazení <pn(x) do pravé strany rovnice 
(3). Postupné aproximace jsou tedy určeny rekurentním vztahem 

?n+ l(s) = /(«) + A ¡K{x, S) (pn(s) ds. (4) 
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Jestliže postupné aproximace stejnoměrně konvergují k nějaké 
limitě, je ta to limita řešení rovnice (3); jestliže ta to limita neexistuje, 
pak použití methody postupných aproximací nemá zřejmě smysl. 

Vyšetřeme podrobněji s trukturu postupných aproximací. Zřejmě 

9l(x) =Ř f(x) + A fK(x, S) f(s) ds. 
Dále 

b 

<p2(x) = f(x) + A JK(x, s) 9^(5) ds = 
a 

b b b 

= f{x) + A JK(X, s) f(s)ds + A2 jK(x, t) dt jK{t, s) f(s) ds. 
a a a 

V dvojnásobném integrálu provedeme záměnu pořádku integrování. 
•Označíme-lj pro stručnost 

b 

K2(X, S) = ¡K{x, t) K{t, É) dř, (5) 
a 

dostaneme: 
b b 

<p2(x) = f(x) + A fK(x, s) f(s) ds + A2 fKt(x, s) f(s) ds. 
a a 

Právě tak najdeme: 

= /(*) + A fK(x, s) f(s) ds + A2 ¡IC2(x, S) f(s) ds + 
a a 

+ A3 JK3(x, S) f(s)ds, 
a » 

kde 

K 3 ( X , S ) = fK(x,t)K2(t,S)dt, (6 ) 
a 

& obecně 1 

9,„(*)" = f(x) + f Km(x, s) f(s) ds; (7) 
m = 1 a 

Km[x, s) je určeno rekurentní formulí 
b 

K^x, s) = K(x, s); Km(x, s) = /K{x, t) K ^ t , s) dt. (8) 
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Funkce Km(x, s) se nazývá m-týrn iterovaným jádrem vzhledem k da-
nému jádru. Dá se lehko dokázat, že iterovaná jádra vyhovují obec-
nější formuli než (8): 

b 
Km{x, s) = J K t ( X , t) K^T{t, a) d t , (9) 

a 

kde r je libovolné přirozené číslo menší než m. 
Vyjádříme-li v (8) jádro Km_1(tí s) pomocí Km__2 podle téže formule 

(8), dostaneme 
b b 

Km{x, s) = //K(x, í j Z(řx, t2) K^_2(t2, s) d t x dt2. 
a a 

Jádro Km_2(i2, s) je možno vyjádřit pomocí Km_3 atd. Pokračujeme-li 
v tomto postupu, dostaneme po konečném počtu kroků vzorec 

b b 

K m ( x , s ) = F . . . J K ( X , t x ) K[tj, t2) . . . K{t m—1> d ř j dí2 • • • dím—1, (*) 
a a 

Oddělíme-li integrování podle tr, můžeme transformovat poslední 
vzorec na tvar 

b ( b b 

Km{x, s) = / dťr / . . . JK(X, tj) K(tv t2)... K(tr_v tT) d t,... d í r _ x . 
a (.a a 

. / ... fK{t„ tT+1) ... K i ^ s) d tr+1... d í m l 
a u J 

Podle vzorce (*) je prvý z integrálů ve složené závorce roven KT[x, tr) 
a druhý K ( t „ s). Tedy 

b 

Km{x, s) = J K t ( X , tT) K ^ t r , s) d í r . 
a 

Zaměníme-li zde označení í r n a t, dostaneme vzorec (9). 
Předpokládáme-li, že postupné aproximace konvergují, a prove-

deme-lí v (7) limitní přechod, dostaneme řešení integrální rovnice (2) 
ve tvaru nekonečné řady 

<p(x) = f(x) + jKm(x, s) f(s) ds, (10> 
m= 1 a 

jejímž ji-tým částečným součtem je cpn(x). 
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Vyjasněme rychlost konvergence postupných aproximací. Označme 
Gm supremum integrálu 

¡¡Km(x, s)|2ds 
a 

a najděmé odhad veličiny Cm. Ve vzorci (9) položme r = m — 1; 
potom 

b 

Km{x, s) = J K ^ X , t) K(t, s) dí. (8X) 
a 

Použijme na daný integrál Buňakovského1 nerovnosti 

IKm (x , s)|2 ^ JlK^ix, í)|2 dí f\K(t, s)|2 dť. 
a a 

Integrujíce tuto nerovnost podle s, dostaneme: 

¡¡K^x, s)|2 ds £ B2 f\Km_¿x, í)]2 dí ^ 5 2 C m _ 1 . 
a ' • a 

Pro supremum integrálu na levé straně tedy najdeme: 

Cm < 3*0^. 

Z této rekurentní nerovnosti plyne přímo hledaný odhad: 

Cm <; B2m~2Cv ' (11) 

Zaveďme do úvah veličinu 

I) = ] / / W ) l às. 

N a obecný člen řady (10) užijme Buňakovského nerovnosti: 

|fKm(x, s) f{s) ds|2 ^ j\K2
m(x, S)| ds l\f(s)\2 ds £ 

a a a 

Odtud plyne, že obecný člen řady (10) je absolutně menší než veličina 

takže řada (10) konverguje rychlejší než geometrická řada s kvocien-
tem | X\B. 

1 Tato nerovnost je často nazývána nerovností Schwarzovou, ačkoliv ji po prvé 
odvodil Buňakovskij. Pozn. překladatele. 
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Z toho plyne řešitelnost rovnice (2), jestliže < B-1. Dokážeme 
nyní, že pro ta to X má pouze jedno řešení. Předpokládejme opak a nechť 
(p-^x) a; <p2{x) jsou dvě řešení rovníce (2). Potom 

b 

TP^X) — X J K ( X , s) <PI(S) d s = f ( x ) , 
a 
b 

<p2{x) — X jK{x, s) <p2(s) ds = f(x). 
a 

Odečteme-li obě rovnice a položíme-li (p^x) — <p2{x) = <w(z), dostaneme 
b 

tu(x) = X f K(x, s) co(s) ds. 
a 

Užijeme Buňakovského nerovnosti: 

H ( * ) | ^ Sb\K2{x,s)| ds /V 2 (* ) | ds; (12) 
a a 

nalezenou nerovnost integrujeme podle x. Potom dostaneme 

b b b ' b 

J\a>2(x)\ dx £ |A2J fJ\K2(x, s)| dx ds j > 2 ( s ) | ds 
a a a a 

neboli 
b 

(1 — \A2\B2) fco2(s) ds £ 0. 
a 

Prvý součinitel nalevo je kladný a druhý je nezáporný, tudíž je nu tně 
b 

J > 2 ( s ) | ds = 0. 
a 

Nyní z (12) plyne, že |a>2(a;)| ^ O a odtud co(x) = 0 čili y^x) = ^ ( s l -
itovnice (2) má tedy jediné řešení. 

Z našich úvah plyne ta to věta. 

V ě t a . Jestliže 
b 

f \K2(x, s)| ds <1 Clt Ci = konst., 
a 

pak postupné aproximace stejnoměrně konvergují pro všechny hodnoty X, 
jež leží uvnitř kruhu 
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, b b 
B2== íf\K*(x,s)\dxds. 

-D ' a a 
Limita postupných aproximací je řešení rovnice (2), a to řešení jediné. 

Jestliže se v řadě (10) omezíme na členy, jež obsahují X až do n-té 
mocniny, je zřejmé, že chyba nebude větší než 

— \X\n+lBn 

^ • - n b p - <13> 
Jako příklad uvažujme rovnici 

<p(x) - 0,1 jK(x, s) <p{s) ds = 1; K(x, s) = { * * j j $ 

Zde je A = 0,]|, B = 1 : |/6, C1 = 1 : 3 a postupné aproximace kon-
vergují. Dále je zřejmě D = 1. Najdeme přibližné řešení, při čemž se 
omezíme na dvě aproximace. Pak v řadě (10) zůstanou tř i členy a chyba 
nepřevýší 

1 0 l 3 -1-
0,0001. 

Máme V6 

•Pote) = 1 , 
<Pi(z) = 1 + TOŽ — VóZ2> 
<p2(x) = 1 + hVqX — YoZ2 — 6"Ua;3 + YJTÍ-6X4. 

Jestliže položíme přibližně <p(x) = <p2(x), pak s chybou menší než 0,0001 
budeme mít: 

<p(x) = 1 + isVoZ — sV^2 — a o oX3 + niyax*. 

Předpokládejme, že jádro je omezené, t . j. existuje taková konstan-
ta A, že 

|K(x, s)| < A 

pro všechny hodnoty x a s. Snadno vidíme, že postupné aproximace 
stejnoměrně konvergují pro všechny komplexní hodnoty X, jež leží. 
uvnitř kruhu 

w < 
v komplexní rovině X. 
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Jestliže integrál (1) není omezený, avšak dvojný integrál 
b b 

//¡K2(x, í)| dxds 
a a 

má konečnou hodnotu, pak i když postupné aproximace mohou divergovat 
v obyčejném smyslu, konvergují v jistém zobecněném smyslu (t. zv. konver-
gence v průměru, viz § 20) a jejich zobecněná limita dává řešení rovnice (2) a to 
jediné. Rámec naší knihy nám však nedovoluje, abychom se u toho zdržovali 
déle. 

Zaměňme v řadě (10) pořádek sčítání a integrování.1 Potom 

<p(x) = f(x) +. jf(s) f Am Km{x, s) ds. 
a m=> 1 

Zaveďme označení 
r{x,s-,k) = f x m - ^ K m { x , s ) . (14) 

m—l 
Funkce r(x, s; A) se nazývá resolventou rovnice (2). Její pomocí lze na-
psat řešení v obzvlášť kompaktním tvaru: 

<p{x) = f(x) + A //(s) r(x, s; A) ds. (15) 
a 

Tento vzorec dovoluje okamžitě napsat řešení integrální rovnice (2), 
jestliže byla napřed vypočtena její resolventa. 

Vzorec (14) definuje resolventu pouze pro |A| < 1 : B. Zaveďme nyní 
obecnou definici. Řekneme, že pro dané A má integrální rovníce (2) 
resolventu r(x, s; A), jestliže tato rovníce má řešení, a to jediné, při 
libovolné pravé straně a je-li toto řešení určeno vzorcem (15). 

Jestliže resolventa existuje, pak je jediná. Nechť má rovnice (2) pro 
A = A0 dvě resolventy r(x, s; ?0) a F^x, s; ?.a). Libovolná funkce f(x) 
splňuje identitu: 

b b 

/(x) + A0 / r ( x , s; A0) f(s) ds = f(x) + A0 / r ^ x , s; A0) f(s) ds, 
a a 

která vyjadřuje tu skutečnost, že pro A = A0 má rovnice (2) jediné 
řešení. Odtud 

b 

fu(x, s) f(s) ds = 0; u{x, s) = r(x, s; A0) — r^x, s; A0). 
a 

1 Lehce se dokáže, že tato záměna je dovolena. 
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Poněvadž /(s) je libovolná funkce, zvolme x pevně a položme f(s) = 
= u(x, s). Potom 

t> 
J' |u(x, s)|2 ds = 0 
a 

a u(x, s) = 0, což dokazuje, že resolventa je jediná. 
V § 9 uvedeme takové vyjádření resolventy, jež platí pro všechny 

hodnoty X, pro které resolventa existuje. 
Na závěr ještě uvedeme poznámku, která má praktický význam: 

Methoda postupných aproximací vede k řadám, jež se obyčejně nedají 
sečíst v uzavřeném tvaru. V praxi může dát methoda postupných apro-
ximací pouze přibližné řešení integrální rovnice; v těch případech, kdy 
se podaří sečíst řadu (10) v uzavřeném tvaru, ukáže se zpravidla mož-
ným řešit integrální rovnici speciálním postupem, aniž použijeme 
obecné theoríe. 

§ 3. Rovnice Volterrova typu. Některé úlohy matematické fysiky ve-
dou k Fredholmovým rovnicím speciálního tvaru, nazývaným rovnice 
Volterrovy. Budeme tak nazývat rovníce, jejíchž jádra jsou omezená 
a pro s > x identicky rovna nule. Za těchto předpokladů je v integrálu 

b 

/K(x, s) <p(s) ds 
a 

s 

intergrand roven nule pro a ; < s ^ í ) a uvedený integrál je roven 
X 

f K(x, s) <p(s) ds. 
a 

Integrální rovníce typu Volterrova má tedy tvar: 

<p(x) - X J K ( X , s) 9>(s) ds = f(x). , (1) 
a 

Pro rovnici Volterrova typu platí následující věta. 

Vě t a . Jestliže pravá strana rovnice Volterrova typu je absolutně 
integrovatelná, pak postupné aproximace řešení této rovnice konvergují 
pro všechny hodnoty X. 

Dokážeme především, že se iterovaná jádra Volterrovy, rovnice 
rovnají nule pro x < s a pro x > s jsou dána vzorcem 

\ 
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Km(x, s) = fK(x, t) K ^ t , s) dt . (2) 
s 

Máme 
b 

K2(X, A) = fK(x, t) K(t, s) dt. 
a 

Pro t > x je roven nule prvý činitel za integračním znamením a pro 
t < s činitel druhý. Jestliže x < s, je vždy buď t > x, nebo t < s 
a integrál je roven nule. Jestliže x > s, je intégrand různý od nuly 
pouze pro s < t < x, a tak dostaneme formuli (2) pro případ m = 2. 
Úplnou indukcí je možno dokázat (2) pro libovolné m. 

Podle definice je jádro K(x, s) omezené; nechť | K ( x , s)| < M. Před-
pokládejme, že pro nějaké m je správný odhad 

. r. , ,, Mm(x — s)™-1 

Dosadíme-li ve (2) m + 1 místo m, dostaneme 
X 

f Mm+ 1 r 
|Km+1(x, 5)1 = I jK{x, t) Km{t, s) dí| < ^ z r j y r J ( t - s)™-1 dť = 

s 

_ Mm+1(x — s)m 

ml 

t . j. odhad (3) je správný i pro index m + 1. Poněvadž je triviální pro 
m = 1, je správný pro libovolné m. Nahradíme-li ve (3) rozdíl (x — s) 
jeho nej větší hodnotou b — a , dostaneme 

,„ . .. Mm(b — a)m_1 

5)1 < (to — 1)! • 
Obecný člen řady (10), § 2 je tedy absolutně menší než 

b 

(m — 1)! 
A 

a odtud plyne absolutní a stejnoměrná konvergence uvedené řady pro 
libovolné A. 

Je možné uvažovat Volterrovy rovnice, jejichž jádra nejsou omeze-
ná, mají však slabou singularitu. Tyto rovnice mají tvar 
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X 

v { x ) - X f ^ ^ <p(s) ds = f(x)} O < « < 1. (4) 
a 

Postupné aproximace pro tyto rovnice také konvergují, i když poněkud 
pomaleji. Dokážeme to. 

Nechť |H(x, s)| < M, kde M je konstanta, takže 

Najdeme odhad pro iterovaná jádra. 
Předpokládejme, že pro nějaké m platí odhad 

IK (x ^ ' í » - « ) " - 1 - ' ^ - « ) ,5> |Am(a;'5)l< r(m-ma) ' (5> 

kde r je známá Eulerova funkce gamma. 
Dosadíme-li ve (2) m -{- 1 místo m a odhadneme-li pravou stranu 

pomocí nerovnosti (5), dostaneme 
X 

Jfm+irm/J i" 
\Km+1(x,s)\< r { m l m o i )

 ] J [x-t)-«{tsr+™ dí. 
8 

V posledním integrálu proveďme substituci t = s + (x — s) v. Potom 

IK^to .>1 < 7 d T " ~ c - ' ) - " ^ 
o 

= r(m + 1 — (m + 1) « ) ' 

Odhad (5) je tedy správný i pro m + 1. Poněvadž zřejmě platí i pro 
m = 1, platí pro všechna m. Pro dostatečně velká m bude exponent 
u (x — s) kladný. V tom případě můžeme nahradit (x — s) větší hod-
notou b — a. Potoin pro abs. hodnotu obecného členu řady (10), § 2 
platí odhad 

^ 1 ^ ( 6 - ^ - ^ ( 1 - , , ) j m d s ( 6 ) 
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Dokážeme, že řada s obecným členem (6) konverguje. Použijeme 
k tomu Stirlingovy formule 

r ( p ) = j / y p?e - ř , + i h , 0 < ů < 1. 

Označíme-li pro stručnost veličinu (6) am, máme 

}— |A| M(b —a)1"-^ r( 1 — a)[m( 1 — «)]ál + 
]/am -

m(l 0í){2jl)2m 

Tento výraz konverguje k nule pro ra oo; podle Cauchyova kriteria 
řada (10), § 2 konverguje absolutně a stejnoměrně pro libovolné X. 

Jako příklad budeme uvažovat rovnici 

?>(x) — X Je*-" <p(s) ds = f(x). (7) 
o 

Vypočteme iterovaná jádra a resolventu. Dostaneme 

K2{x, s) = jď-lé-s d t = { x — s) e 1 - ' . « 

Obdobně najdeme 

a obecně 

Nyní 

r(s, x; X) = e * - s 2 , 1 ,7, = e í^X*- ' ) . 
m=i (m — 1)! 

Tento vzorec platí pro s ^ x; pro s > x je zřejmě r(x, s; X) = 0. Podle 
vzorce (15), § 2 dostaneme řešení ve tvaru 

<p{x) = f(x) + X /e<A+1><*-s> f(s) ds. (8) 
o 

Radu postupných aproximací se podařilo sečíst v uzavřeném tvaru. 
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Poznamenejme, že se integrální rovníce (7) dá převést lia velmi 
jednoduchou diferenciální rovnici. Derívujeme-li (7), dostaneme: 

<p'{x) — A <p(z) — A fe* "s <p(s) ds = f'{x). (9) 
0 

Vyloučíme-li integrál z (9) pomocí (7), dostaneme lineární diferenciální 
rovnici 1. řádu s neznámou <p(x): 

<p'(x)-(l+l)<p(x) = f ' ( x ) - f ( x ) . 

Integrujeme-li ji při počáteční podmínce 99(0) = /(O),1 dostaneme ře-
šení (8). 

§4 . Integrální rovnice s degenerovaným jádrem. E x i s t u j e d ů l e ž i t á 
třída integrálních rovnic, jež se jednoduše řeší převedením na soustavu 
algebraických rovnic. Budeme nazývat jádro degenerovaným, jestliže je 
součtem konečného počtu sčítanců, z nichž každý je opět součinem 
dvou činitelů, ze kterých jeden je funkcí pouze x a druhý pouze s. 
Degenerované jádro má tedy tvar 

K(x,s) = fai(x)bi(s); (1) 
1 = l 

integrální rovnice s degenerovaným jádrem se dá napsat ve tvaru 

<p{x) - A 2 a^x) fbjs) <p{s) ds = f(x). (2) 
i«= 1 a 

Funkce a((x) lze považovat za lineárně nezávislé; v opačném případě 
lze počet sčítanců v (1) snížit. Stejně lze považovat funkce 6ť(s) za ne-
závislé. 

Integrální rovnice s degenerovaným jádrem se řeší takto: Označíme 
b 

c, = /6ť(s) <p{s) ds. (3) 
a 

Veličiny cť jsou neznámé konstanty, neboť neznáme funkci <p{x). Z rov-
níce (2) nyní dostaneme 

1 
1 Tuto počáteční podmínku dostaneme, položíme-li v (7) x = 0. 
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a zbývá ještě určit konstanty c{. Dosadíme proto výraz (4) do integrální 
rovnice (2). Po jednoduchých úpravách dostaneme: 

2«<(*){c, - /&<(«)[/(«) + X | c f c aft(s)] ds} = 0. 
¿=1 a k=i 

Poněvadž funkce at(x) jsou lineárně nezávislé, plyne z poslední rovnice: 
b n 

ct — /6ť(s)[/(s) + X 2 ck 0^(0)] ds = 0, i = 1, 2, . . . , n. 
a k=1 

Označme ještě pro stručnost 

Potom je 

fbi{s) f{s) ds = fi, fbi{s) ak(s) ds = aik. 

Ct — X 2PikCk = /.•; i = 1,2 (5) 

Konstanty ci jsou tedy řešením soustavy lineárních algebraických 
rovnic. Je j ím řešením najdeme i řešení rovnice (2); její řešení je dáno 
vzorcem (4). Naopak není-li soustava (5) řešitelná, nemá řešení ani 
integrální rovnice. 

Determinant soustavy (5) se rovná 

D(X) 

1 — Ag&u, — X&i 2, 
— X&21, 1 — Act22, 

Xa-nv Xa„ 

— Xaln 

— Xa2n 

1 — Aa„„ 

(6) 

To je polynom nejvýše n-tého stupně pro X\ není roven identicky 
nule, neboť pro X = 0 má hodnotu 1. Z toho plyne, že existuje nejvýše 
n různých hodnot, pro něž D(X) = 0. Pro tyto hodnoty X je soustava 
(5) a s ní i integrální rovnice (2) buď neřešitelná, nebo má nekonečně 
mnoho řešení. Pro ostatní hodnoty X má integrální rovnice'řešení, a to 
jediné. 

Poznamenejme, že soustavu (5) je možno napsat, aniž dosadíme 
výraz (4) do rovníce. Stačí vynásobit rovnici (4) bk(x) (k = 1 , 2 , . . n ) 
a zintegrovat v mezích od a do 6. Zaměníme-li označení i Zdi k £L naopak, 
dostaneme soustavu (5). 
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P ř í k l a d . Budiž dána rovnice 
i 

q>(x) — A f(z + s) <p(s) ds = f(x). 

Její řešení má tvar ^ ^ ^ + ^ + ^ 

Podle výše vyložené methody dostaneme pro určení konstant cx a c2 

soustavu: . ,, , , 
(1 — P ) C ! — A c 2 = flt 

— + (1 — P ) ca = h, 
kde x a 

h ^ j m d s , f2 = jsf(s)ds. 
0 o 

Determinant této soustavy, rovný — tVA2 — A + 1, rovná se nule pro 
dvě hodnoty A: • 

Ax = — 6 + 4|/3, A2 = — 6 — 4]/3. 

Pro A různé od Ax a A2 má naše rovníce jediné řešení: 
1 

/n « i • i f6(* — 2)(x + s) — 12xs — 4A,. 

= / ( * ) + a j - i — ' ¿ + 1 2 \ _ 1 2 — / ( • ) 
o 

Pro A = Ai nebo A = A2 je naše rovnice obecně neřešitelná. Čtenář 
snadno najde podmínky, jež musí splňovat funkce f(x), aby řešení 
existovalo i při těchto výjimečných hodnotách A, a také najde tvar 
obecného řešení. 

Uvažme ještě rovnici 
2u 

cp(x) — A /sina; coss <p(s) ds = f(x). o 
Položíme-li 2.i 

J<p(s) coss ds = c, 
o 

máme , . 
95(3;) = f(x) -f- Ac srna;. 

Vynásobme poslední rovnicí cosa; a zintegrujme v mezích od 0 do 2n. 
Pak dostaneme 2„ 

c = f f ( x ) cosa; da;, 
a tedy o ^ 

<p(z) = f(x) + A /sina; coss /(s) ds. 
o 
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§5. Obecný případ Fredholmovy rovnice.Řešení Fredholmovyrovnice 
v obecném případě je možno převést na řešení rovníce s degenerovaným 
jádrem. To je možno učinit mnoha způsoby. Napišme na příklad 
Fouríerův rozvoj jádra K(x, s) v dvojnou kosinovou řadu 

K(x, s) ~ 2, Aik cos r cos 7 • (1) 
i,k= o o — a o — a 

Přitom nepředpokládáme, že Fourierova řada konverguje. Označme 
nyní 

2" . inx kns 
Aik cos r cos r = P{x, s), i,k= o o — a o — a 
K{x, s) — P(x, s) = K'(x, s). 

Danou integrální rovnici 
b 

<p{x) — X /K(x, s) <p{s) ds = f(x) (2) 
a 

přepíšeme ve tvaru 
b b 

' <p(x) — XjK'(x, s) <p{s) ds = f(x) + X JP(x, s) <p{s) ds. (3) 
a a 

Výraz na pravé straně v (3) budeme dočasně považovat za známý. 
Potom je možno uvažovat rovnicí (3) jako integrální rovnici s jádrem 
K'{x, s), parametrem X a pravou stranou 

f(x) + X JP(X, S) <p(8) ds. 
a 

Dokážeme, že rovnice (3) je řešitelná methodou postupných aproxi-
mací, a to za toho jediného předpokladu, že n je dostatečně velké. 

Jádru K'(x, s) přísluší Fouríerův rozvoj 

VH \ V V A kns 
K (x, s) ~ 2 ZAik cos r cos z 1-

i=0 4=n+l O O, o—a 
co 00 • T v v a l n x kns + 2, Z ^ifcCOSr — cos r -• i=n+1 k=0 o — a o — a 

Zaveďme označení b b 

lj\K'(x, s)\* dx ds = B'2. 
a a 
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V důsledku Parsevalovy rovnice 

B» = ( b - a ) 2 
4 

Rada (4) je zbytek konvergentní řady 

{
n oo CO CO 1 

2 2 + 2 2 \Aik\>. (4) 
i=0 fc.=n+l t=n+l fc=0 J 
(6 -a? 

, 2 i^*12 
4

 i, 4 = 0 

a pro dostatečně velká % lze její součet učinit libovolně malým. 
Zvolíme n tak, aby byla splněna nerovnost 

B' < 1 : |A|. 

Podle věty § 2 lze rovnicí (3) řešit methodou postupných aproximací; 
existuje resolventa n 

r'(x, S-, X) = 1^K'm{x, sY 
m — l 

a řešení rovnice (2) lze napsat podle vzorce (15), § 2: 

<p(x) = f(x) + X JP(x, s) <p(s) ds + X jr'(x, <; X)[f(t) + 
a a 

b 

+ X JP(t, s) <p(s) ds] dí. 
a 

Zaveďme označení 

f(x) + X fr'(x, <; X) f(ť) dí = F(x), 
a 
b 

P{x, s) + Xf r'(x, t\ X) P(t, s) dt = K"{x, s). (5) 
a 

Potom poslední rovníce nabývá tvaru 
b 

<p{x) — Xf K"(x, s) <p(s) ds = ' F(x). (6) 
a 

To je integrální rovníce s neznámou <p(s), jež je ekvivalentní rovnici (3). 
Dokážeme, že její jádro K"{x, s) je degenerované. Skutečně, P(x, s) je 
trigonometrický polynom. Vyjádříme jej ve tvaru 

P(x, s) = 2 cos r——- 6ť(s), »= i o — a 
1 K'm(x, s) jsou iterovaná jádra, získaná z jádra K'(x, s). 
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kde 

f>As) = %Aik COSr^-. /;= 1 o — a 
Dále 

b n b • , 

fr'[x, t; A) P(t, s) dt = 2M«) í; A) COS dř. 
a i= 1 a O — a 

Zavedeme-li nyní označení -

%7C0C í IrJXfř a,i{x) = cos r 1- A / r'(x, ť; A) cos 7 dř, o — a a o — a 
můžeme napsat „ 

K"(x, s) = Jat{x) 6 ť ( 5 ) ; 
i=i 

jádro K"(x, s) je skutečně degenerované. Způsobem uvedeným v § 4 
převedeme integrální rovnici na soustavu lineárních algebraických 
rovnic. 

Uvedený způsob není ovšem jediný možný; obecnou Fredholmovu 
rovnici převedeme na rovnici s degenerovaným jádrem, jestliže jakým-
koliv způsobem rozložíme jádro na dva sčítance: 

K(x, s) = P(x, s) + K'{x, s), (*) 
z nichž prvý má charakter degenerovaného jádra a druhý splňuje ne-
rovnost 

B'* = ff\K'(x, s ) [ 2 d z d s < - ^ - . 
a a 

Vyloženého způsobu se v praxi užívá v tomto zjednodušeném 
tvaru. 

Nechť rozklad (*) je takový, že 
b 

f\K'(x, s)\*ds<C', 
a 

kde C' je dostatečně malá konstanta. Připustíme-lí, že daná integrální 
rovnice má řešení, vidíme, že integrál 

b. 

JK'{x, s) cp{s)ds 
a 

je také malý. V důsledku Buňakovského nerovnosti skutečně máme 
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b b b b 

I jK'(x, s) <p(s) ds|2 £ J\K'(x, s)f2 ds j> 2 (s) | ds £ C' J>2(«)| ds. 
a a a a 

Zanedbáme-11 tuto malou veličinu, dostaneme místo rovníce (3) hned 
Tovnici s degenerovaným jádrem: 

b 

<p(x) — X fP(x, s) <p(s) ds = f(x). 
a 

Postup tedy spočívá v tom, že nahradíme jádro blízkým jádrem 
•degenerovaným, aniž měníme pravou stranu rovnice, při čemž stupeň 
blízkosti jader je určen veličinou C". 

Uvažujme další příklad. Řešení Diríchletova problému pro konečnou 
Tovinnou oblast ohraničenou křivkou L může být převedeno na řešení 
integrální rovnice1 

, ( t ) - i f ^ l M ( r ) d a = m . (7) 
L 

Zde jsou t a r hodnoty parametru, jenž určuje polohu bodu na křivce 
L\ r je vzdálenost mezi body, jež odpovídají těmto hodnotám para-
metru; v je vnější normála k L v bodě r; der je element oblouku L; 
konečně fi(t) je neznámá a f(t) daná funkce. 

Ve druhé části bude dokázáno, že rovnice (7) má řešení pro libovol-
nou funkci f(t). 

Řešme přibližně rovnici (7) za předpokladu, že hraníce oblastí je 
elipsa s poloosami a a b (obr. 1). Její parametrické rovnice jsou 

x — a cosr, y = b sinr; 

parametr v se mění od 0 do 2n. Určeme 
jádro rovnice. Především 

r2 = a2(cos i — cosr)2 + 62(siní — sinr)2 = 

= 4a2 sin2 | l — e2 cos2 

kde e = ]/<x'2 — 62 je číselná excentri-

cita elipsy. Dále Obr. l. 

1 Viz část JI, kap. I, § 29. 
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cos(v, r) de = [cos^, x) cos(r, x) + cos(j>, y) cos(r, y)~\ d<r = 

- ~ [a(cosť — cost) dy — 6(sinř — sinr) dz] 

a h 
= — [cosr(cosř — cost) + sinr(siní — sinr)] dr 

Nyní 

2 ab . Q t — x , 
= sin 2—-—dr. r 2 

1 • , SA B D T 

— cos(i>, r) da = r ' 2 a , t + r 1 — e2 cos2 —-— 
Z 

(8) 

Tím, že se v napsané řadě omezíme na konečný počet členů, nahradíme 
jádro naší rovnice jádrem degenerovaným. Řešit rovnici je už potom 
lehké. Provedeme další výpočty za předpokladu, že excentrícita je 
malá, takže je možno sé omezit na členy s s2. 

Máme tedy řešit rovnici 
2* 

M t ) + 2Lf(l + £2 cos2 nr2)M(r) dr = /(í)-
o 

b be2 

« = « r - (l + P = f 
2na 2 ' ^ 4tia 

Dosadíme-li + cos(í + r)] za cos2£(í + r), dostaneme: 

fj,{ť) + / ( « + cosť cosr — P síní sinr) n(r) d r = f(t). (9) 
o 

Zde jsme označili . 

Z (9) plyne, že 
fi{ť) = f(t) — cx — c2 cosť — c3 siní, (10) 

kde 
2n 2.1 cx= ot Jn{r) dr, c2 = ¡3 / f i { r ) cosr dr, 

o o 
2.1 

c3 = — /? f fi(r) sinr dr . 
o 
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Vynásobíme-li (10) výrazy a, j3 cosr a —/S sinr a zintegrujeme-li ji 
v mezích od 0 do 2tc, dostaneme následující rovnice pro neznámé 
ci, c2, c3: 

Ci = fi — 2nxCi, 
c2 = fz — 
c3 = fa + Wc3> 

kde 
2.-i 2;i 2n 

/i = « //(T) dT> h = P f f(r) cosr dr, f3 = — /S / / ( r ) sinr dr . 
o 

Odtud najdeme 

/i /s Cl - 1 + 2*«' Ca ~ 1 + 3TJS' Ca ~ ( U ) 

Užijeme-li téhož postupu, není obtížné nalézt i přesnější řešení. 
Stačí ponechat v rozvoji jádra vyšší mocniny e. Můžeme získat 
i přesné řešení, avšak ve tvaru nekonečné řady. Abychom toto řešení 
dostali, užijeme tohoto postupu: Rozvineme funkcí 

1 
1 — e? cos2^ 

ve Fourierovu řadu. Tato funkce je sudá; mimo to se nemění, položí-
me-li ů + ti za ů. Z toho lze lehko usoudit, že její Fourierova řada má 
tvar 

1 ™ 
i i ; cos2M 
1 — e2 cos2«? ¿To 

neboli 
1 _ „ _(_ V p2ťfc« i V ? ? p-2 iW 

1 - e2 cos2# ~ a ° +
t f 1 - 2 e + , f l 2 e • 

Odtud, podle známých vzorců, 

_ J_ f i 
, _ 2?e J i — e2 cos2«? ~ y r z r ? ' o 

2* • 

=

 2Ťt J 1 — £2 COS2#' 
o 
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Abychom vypočetli poslední integrál, položíme eiů = z. Po elemen-
tárních úpravách dostaneme 

_ _L f áz2k+1 dz 

*ak ~ 27ii J 4z2 — e2(z2 + l)2' 
y 

kde y je kružnice \z\ = 1. Uvnitř y leží póly integrované funkce 

Residua mají v pólech z1 a z2 stejnou hodnotu, a to 
-2 k 

2]/l — e2(l + ]/l — e2)2*' 
Odtud najdeme 

2 e 2 t . . . 
ak = , = . —k, > I. 

]/l — e2(l + j/l — £
2)2* -

Hledaný rozvoj má tvar 

i i íq = 1/—•— Í 1 + 2 S Í V ) ^ 0 8 2 ^ 1 . 

Nyní 

. (cosJet coskx — sin&í sin&r)J, 

kde c je výstřednost elipsy; naše integrální rovnice nabude tvaru 
2ti 2.-1 

Mt) + K- M*) dx + ~ y ( — r ) coskt / í«(t) coskx d r — 
2TI J 71 k= 1 \a + 6/ J 

o o 

- - 2 (—T-r) sinfcí í f i ( x ) sinkx dx = f(t). (12) 
71 k=0 'O + 01 J 

O 
Označme 

2 71 2,-1 2 JI 

/ /¿(t) d r = — / m(t) cosAr d r = Ak, — / «(r) sinfcr dr = Bk. 
¿71J 71 J 71 J 
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Potom, jak plyne z (12), 
00/ \2 k « 

/"(<) = M - Aa - 1 ( ^ P ů ) (A k c o s k t - B * s i n H ) - í1 3) 

Znásobíme-li (13) postupně výrazy , c o a ^ a a zintegruje-
271 71 71 

me-li ji, najdeme 
A - I F A (* + t>)kF* D + ni> 

A0-iJ! o, - (o + + (o _ 6)ť ^ - ( o + 6)t_(a_6)iA14J 

kde 1*0, -Fi a ^ jsou Fourierovy koeficienty funkce f(t): 
2n • 2ji 

F0 = ¿ / / ( T ) d r> = fW cosfcr dr, (15) 
o o 

2n 
F'k = ^ / f a ) sinfcr dr. 

o 
# 

Pro kružnici c = 0 a řešení má tvar 
2 " 

p{t) = f(t) — A0 = f(t) - ¿ j f ( r ) dr. (16) 
o 

Toto poslední řešení však dostaneme jednodušeji přímo. Skutečně, 
pro kružnici a = b, e = 0 a rovnice (7) nabývá tvaru 

2ji 

/"(O + ¿ / Mr) dr = /(<). 
o 

Odtud 
2ji 

p(ř) = f(t) —c, c = I ^(t) dr . 
o 

Integrujeme-li poslední rovnici v mezích <0, 2ti}, najdeme 
2ti 

c = é f f { T ) d r ' 
0 

což znovu dává vzorec (16). 
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§ 6. Soustav/ integrálních rovnic. V aplikacích se často setkáváme se 
soustavami integrálních rovnic. Taková soustava má tvar 

n b 

<PÁX) — * 2 fKik(x> s) <Pk(s) ds = fi{x), i = 1, 2, . . . , n. (1) 
k= 1 a 

Theorie a také methody řešení soustav integrálních rovnic jsou tytéž 
jako pro jednu rovnici. Tak postupné aproximace konvergují pro 
malá X, speciálně jestliže X vyhovuje nerovnosti 

1̂ 1 < { m a x 2 v ff\%ik(x> s)l2 dx ds | (2) 
(l^i^n

 k =
 j ' a a ) 

a integrály b 
l\Kik(x, S) |2d5 
a 

jsou omezené. Jestliže jádra K(x, s) jsou degenerovaná, převede se 
soustava (1) na soustavu lineárních algebraických rovnic. V obecném 
případě se soustava (1) převede na soustavu s degenerovanými jádry 
methodami vyloženými v § 5. 

Soustavu integrálních rovnic lze nahradit jedinou rovnicí takto: 
Uvažujme proměnné x a, s, probíhající interval (a, nb — (n — 1) a), 
jehož délka je ?i-krát větší než délka počátečního intervalu (a, by. 
Definujme funkce &(x), F(x), K(x, s) ve zmíněném intervalu vzorci: 

0(x) = (pi{x-{i-\){b-a)), 
když 

{i — 1) b — [i — 2)a<Lx <ib — (i — 1) a; 
F(x) = f ^ x - i i - m - a ) ) , 

když 
(i — 1) b — (i — 2) a x < ib — (i — 1) a; 

K(x, s) = Kik(x - (i — 1 )(b — a), s-(Jc — 1 )(b - a)), 
když 

(i — 1 )b — (i —2)a,<Lx<ib — (i — 1) a, 
(k — l)b — (h — 2)a<Ls < kb — (Je — 1) a. 

Při takové definici se soustava (1) převede na jedinou rovnici 
nb— (n—l)a 

0(x) — X ¡K(x, s) 0(S) ds = F(x). (3) 
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§ 7. Užití přibližného integrování. Nahrazení daného jádra degenero-
vaným nám umožňuje najít řešení ve tvaru vzorce vhodného pro celý 
interval a £ x £b a pro libovolné hodnoty parametru X. Vážným 
nedostatkem tohoto způsobu se jeví nutnost výpočtu kvadratur, 
někdy, značně obtížných a četných. Stejný nedostatek má i methoda 
postupných aproximací. Vyložíme nyní methodu přibližného řešení 
integrálních rovnic, jež nevyžaduje výpočtu kvadratur. 

Nechť v rovnici 

<p(x) - X ¡K(x, s) <p(s) ds = f(x) (1) 
^ a 

jsou jádro K(x, s) i pravá strana f(x) spojité pro a £x£b,a£s£b. 
Potom je <p(x) také spojitá. Integrál 

b 

jK(x, s) <p(s) ds 
a 

nahradíme konečným součtem podle některého ze vzorců pro přibližný 
výpočet integrálů, na příklad podle vzorce vztaženého na dělení obdél-
níkové 

b n 
jK{x, s) <p(s) ds fa h £K(x, xk) <p(xk), 

a 1 
kde 

h = -, xk = a 4- Uch. n ^ 

V přibližné rovnici 
n 

<p{x) — Xh J^K{x, xk) <p(xk) = f(x) 
4=1 

dosadíme za x hodnoty xv x2, ..., xk. Dostaneme tak soustavu lineár-
ních algebraických rovnic s neznámými q>{x^), <p(xz), ..., q>(xk): 

n 

cp{Xi) — Xh 2 K { x í , xk) <p(xk) = f(Xi), i = 1, 2, ..., n. (2) 
4 = 1 

Řešením této soustavy dostaneme přibližné hodnoty neznámé 
funkce <p(x) v bodech xlt x , ..xk. Užijeme-lí kterékoliv z interpolač-
ních method, dostaneme přibližné vyjádření <p(x) v celém intervalu. 
Nejjednodušeji se ovšem přibližné vyjádření dostane přímo z integrální 
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rovníce: nahradíme-lí v ní integrál konečným součtem, dostaneme při-
bližné vyjádření 

n 
<p(x) & f(x) + Xh ^K(x, xk) <p{xk). 

k= 1 

Místo obdélníkové methody je ovšem možno užít i jiných vzorců pro 
přibližný výpočet integrálu. Mnohem přesnější výsledky dostaneme, 
užijeme-lí vzorce Símpsonova nebo ještě lépe Gaussova., 

Když TI —> oo, výraz <p(x) nalezený naznačeným způsobem má za 
limitu řešení integrální rovnice (1) za předpokladu, že řešení existuje 
a je jediné. Důkaz je možno nají t na příklad v knize L. V. Kantoroviče 
a V. I. Krylova [42], 

Řešme uvedeným způsobem rovnicí (7), § 5 pro elipsu. Aby bylo 
možno všechny výpočty provést až do konce, udejme číselné hodnoty 
veličin a a 6 a zvolme určitou funkcí /(£). Nechť na př. 

a = 5, 6 = 3, f(t) = x2 + y2 =- 25 cos2í + 9 sin2í. 

Naše rovnice přibližně zní 
2jz 

/ dr 
¡u(r) — — = 25cos H + 9sin2ť 

o 1 — 0,64 cos2 — — ¿i 
neboli, užijeme-li periodičnosti funkce ¡i(t), 

+ 71 

M + /"<*> M - J U + t ) = 2 5 - 1 6 SÍn2í" ( 3 ) 

71 

Pravá strana nabývá stejných hodnot v bodech symetricky polo-
žených vzhledem k osám souřadnic. Není obtížné zjistit pomocí vzorce 
(13), § 5, že tuto vlastnost má také /¿(í), t . j. že 

>(ti - t) = fx{— t) = n{t). ( 4 ) 

Zřejmě také má ¡x(t) periodu 27t. Stačí tedy určit /n(t) v intervalu 
O ^ t <; ¿tc. 

Vezměme n = 12, takže h = {n. Označme pro stručnost 

i"(°) = Vv = V2> M j ^ ) = ž/3> = VÍ-
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Soustava (2) v našem případě zní: 

1,192/i + 0,35 y2 + 0,3tys + 0,15^ = 25, -
0,182/! + 1.34 + 0,32^/3 + 0,16Í/4 = 21, 
0,162/! + 0,322/2 + 1,342/3 + 0,18Í/4 = 13, W 

0,152/í + 0,3l2/2 + 0,352/s + l,192/4 = 9-
Řešení je 

2/i = 16,04; y2 = 12,27; y3 = 4,73; yt = 0,94. 
V našem případě je nejlépe interpolovat pomocí Fourierova rozvoje, 

neboť funkce fj,(t) je periodická. Protože fi{t) splňuje relace (4), má její 
Fourierův rozvoj tvar m 

/¿(i) = cos2iř. 
i = 0 

Ponechme v této řadě pouze prvé čtyři členy. Známe-li čtyři hodnoty 
funkce /¿(ť), můžeme vypočítat čtyři koeficienty a0, av a2, a3. Obvyk-
lým způsobem najdeme 

a„ = 8,50; ax = 7,54; a2 = 0 ; a3 = 0; 
>(í) «w 8,50 + 7,54 cos2ť. (6) 

Porovnejme (6) s přesným řešením nalezeným v § 5, vzorce (13) až (15). 
V našem případě 

f{t) = 25 — 16 sin2í = 1 7 + 8 cos2ř, 

takže F0 = 17, F2 = 8 a všechny ostatní Fourierovy koeficienty jsou 
rovny nule. Podle vzorců (14), § 5 

A0 = 8,50; A2 = 7,53. 

Ostatní koeficienty Ak a všechny Bk jsou rovny nule. Tudíž 

fi(t) = 8,50 + 7,53 cos2ř. 

Přibližné řešení (6), jak vidíme, je prakticky shodné s přesným; 
maximální relativní chybu dostaneme pro t = % JI a t a činí přibližně 
1%. Pro t = 0 je relativní chyba menší než 0,07%. 

§ 8. Fredholmovy věty. Už jsme viděli, že integrální rovnice není 
obecně řešitelná v uzavřené formě. Obyčejně je při řešení integrálních 
rovnic třeba použít přibližných method. Pří tom, jak bylo pozname-
náno v §§ 5 a 7, můžeme přibližných method s jistotou užít jen tehdy, 
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když byla řešitelnost rovnice dokázána již dříve, při čemž máme na 
mysli řešitelnost při libovolné pravé straně. Proto nabývá velkého 
významu rozbor rovníce, jenž předchází jejímu vlastnímu řešení. 
Tento rozbor lze vždy provést pomocí obecných vět o integrálních rov-
nicích, jež byly dokázány Fredholmem. Takové věty jsou čtyři. 

Budeme užívat následujícího názvosloví. Hodnoty X, pro něž 
existuje resólventa Fredholmovy rovníce, budeme nazývat regulární 
a hodnoty X, pro něž resólventa neexistuje, nazveme charakteristické. 
Převrácené hodnoty charakteristických čísel se nazývají vlastními 
hodnotami rovnice. 

Je zřejmé, že homogenní rovnice 
b 

<p{x) — Xf K{x, s) (p{s) ds = 0 (1) 
a 

má pro regulární X pouze triviální řešení <p{x) = 0. 
Předpokládejme, že homogenní rovnice (1) má netriviální řešení; 

podle věty (1) je to možné jen tehdy, když hodnota X je charakteris-
tická. Jestliže (pi(x) je řešením rovnice (1), pak c cp^x), kde c je libovolná 
konstanta, je také řešením; jestliže (px(x) a <p2(x) jsou dvě taková řešení, 
je jejich součet (p^x) + <PZ(x) také řešení. Tudíž když <Pi(x), <p2(x), ..., 
<pk(x) vyhovují homogenní rovnici (1), pak jejich libovolná lineární 
kombinace C i ^ + c> ^ + + c& ^ 

jí vyhovuje také. Jestliže má tedy homogenní integrální rovníce 
alespoň jedno netriviální řešení (t. j. takové, jež není identicky rovno 
nule), má jich nekonečně mnoho. Netriviální řešení homogenní in-
tegrální rovníce se nazývají vlastními nebo charakteristickými funkcemi 
jádra K(x, s) (nebo rovnice), odpovídajícími danému charakteristické-
mu číslu. 

Vyslovíme nejprve všechny Fredholmovy věty, potom uvedeme 
některá dobře známá tvrzení lineární algebry a jejich pomocí dokážeme 
Fredholmovy věty. 

V ě t a 1. V libovolné omezené části komplexní roviny X existuje pouze 
konečná množina charakteristických čísel Fredholmovy integrální rov-
nice b 

<p(x) — Xf K(x, s) <p(s) ds = f{x). (2) 
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V ě t a 2. Ke každému charakteristickému číslu patří alespoň jedna 
charakteristická funkce. Počet lineárně- nezávislých charakteristických 
funkcí, jež příslušejí danému charakteristickému číslu, je konečný. 

Dříve než vyslovíme dvě zbývající Fredholmovy věty, zavedeme 
nový pojem, jenž hraje důležitou úlohu v theorii'integrálních rovnic. 
Jádro K(s, x), jež dostaneme z daného jádra K(x, s) výměnou pro-
měnných a přechodem k funkci komplexně sdružené, nazývá se 
konjugované s daným jádrem a rovnice 

_ b 
Y>(x) — A fK{s, X) ip(s) ds = g(x) (3) 

a 

se nazývá konjugovanou s rovnicí (1) a také s ní příslušnou nehomo-
genní rovnicí. Konjugovaná rovnice se dostane z dané záměnou jádra 
za konjugované a záměnou parametru za komplexně sdružený; pravá 
strana g{x) je úplně libovolná.1 

Poznamenejme, že konjugovanost je reflexivní, takže rovnice (1) je 
konjugovaná s (3). 

Jestliže jádro K(x, s) je reálné, dostane se konjugované jádro 
prostou výměnou proměnných. 

V ě t a 3. Jestliže Á0 je charakteristické číslo jádra K(x, s), pak A0 je 
charakteristické číslo konjugovaného jádra K(s, x). Počet lineárně nezá-
vislých charakteristických funkci rovnice 

b 

<p(x) — Á0f K(x, s) <p(s) ds = 0 (4) 
a 

a rovnice s ní konjugované 
_ b 

y>(x) — I0 ¡K(s,x) f(s) ds = 0 (5) 
a 

je tentýž. 

1 V učebnicích integrálních rovnic se konjugovaná rovnice obyčejně píše ve 
tvaru 

b 

w(x) '— XjK(s, X) t o ( s )ds = H(x); 
a 

tuto formu konjugované rovnice dostaneme tím, že položíme co(x) = tp(x), 
h(x) = g(x) a nahradíme všechny členy rovnice (3) komplexně sdruženými. 
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V dalším hraje důležitou úlohu pojem skalárního součinu. Skalárním, 
součinem (<p, ip) dvou funkcí <p(x) a y>(x) se nazývá integrál 

b 
('9> V) = J<p(x) V>(x) d^-

a 

Uveďme několik jednoduchých vlastností skalárního součinu, jež 
vyplývají bezprostředně z jeho definice. 

a) Jestliže <p(x) a x p ( x ) jsou součtem několika sčítanců, provede se 
skalární násobení podle pravidla o násobení mnohočlenů. Tak na př.: 

(9>i + 9'2. V>i + W2) = (<Pi> V>i) + (<P 1» V2) + (Vs. Vi) + (<P* V>»)-
b) Pří záměně činitelů se součin stane komplexně sdruženým: 

(rp, cp) = (<p, y>). 

c) Konstantní koeficient u prvého činitele lze vytknout před ska-
lární součin: 

(,\<p, ip) = X{cp, y>). 

d) Konstantní koeficient u druhého činitele lze vytknout před ska-
lární součin, když jej před tím nahradíme komplexně sdruženým: 

(?, ty) = ~Ž{<P, V>)-
e) Skalární součin funkce se sebou samou je veličina nezáporná: 

{tp, <p) = j y (s)| dx ^ 0; 
a 

rovná se nule, když a jen když cp = 0. 
Dvě funkce <p a xp se nazývají orťhogonální v intervalu (a, 6), když 

b 
(<p, y>) = f<p(z) ip(x) da; = 0. 

a 
Jestliže jsou tyto funkce reálné, je podmínka orthogonality jedno-
dušší a nabývá tvaru 

b 
J<p(x) y>(x) da; = 0. 

a 

Veličina ]!{q>, cp) se nazývá normou <p(x) a značí se ||g?||. 
Funkce, jejíchž norma se rovná jedné, se nazývají normované. 
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Uveďme některé důležité vlastnosti normy. Zřejmě norma libovolné 
funkce je nezáporná; rovnost normy nule je ekvivalentní s indentickým 
vymizením příslušné funkce. Dále je zřejmé, že ||a?>|| = |a| . ||<p||, jest-
liže a je konstanta. Užijeme-li na integrál 

6 
(<P> f ) = f<p(x) f ( x ) da; a 

Buňakovského nerovnosti, dostaneme 

v)l2 ú ( / W ) l • W ) \ d * ) 2 ^ /V 2 (* ) l d * J V M I á x 

a a a 
a odtud 

\(<p,v>)\£ IMMIvll-
Poslední nerovnost budeme také nazývat nerovností Buňakovského. 

Uvažujme nyní veličinu 

lto> + vil = (<p + v> <p + v) = (v. <p) + (<p> v) + (v. v) + (v> v)-
Aplikujeme-lí nerovnost Buňakovského na dva střední členy, dosta-
neme 

II? + vil2 ^ IH 2 + 2|Ml. Uvil + llvll2; 
odtud plyne t. zv. trojúhelníková nerovnost 

II<P + Vil ^ M + llvll-
Vlastností normy zde vytčené široce využijeme v kap. II . 

V dalším budeme užívat označení 
& 

K(p = /K(x, s) tp(s) ds. 
a 

Integrál, jenž se vyskytuje v konjugované rovnici, budeme označovat 
K*r- b 

K*F = fK(s, X) ip(s) ds. a 
Výraz Kcp budeme nazývat Fredholmovým operátorem a výraz K*ip 
operátorem konjugovaným s Kcp. Je zřejmé, že K<p je operátor konjugo-
vaný s K*y>. Konjugované operátory jsou spolu vázány velmi důle-
žitým vztahem 

(K<p,y>) = (<p,K*f). '(6) 
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Skutečně 
b b b b 

(Kcp, y>) = /{yi(x) fK{x, S) <p(s) ds} da; = J<p(s) {¡K(x, s) ip(x) da;} ds 
a a a a 

čili, když nahradíme X Zet S 31 naopak, 
b b 

(K(p, y>) = f qi(x){fK(s, x) y>(s) ds} dx. 
a a 

Avšak 
b b 

/K{s, x) ip(s) ds = / K ( s , x) ip(s) ds = K*ip, 
a a 

a tedy 
b 

(K<p, y>) = /cp{x) K*y> da; = (<p, K*yi). 
a 

Jestliže Kcp a Lep jsou dva operátory tvaru 
b b 

Kxp = JK(x, s) ip(s) ds, Lep = J L ( X , s) <p(s) ds, 
a a 

pak, jak je lehce vidět, K(L<p) je operátor téhož tvaru, totiž 
b 

K{Lcp) = f M(x, s) <p(s) ds, 

kde 
b 

M(x, s) = / K ( x , ť) L(t, s) dt. 
a 

Budeme psát KLq> místo K(Lq>). Poznamenejme, že obecně KLcp 4= 
4= LKcp. Dále budeme značit K\ = KKcp, K3 = KK2q> atd. Zřejmě 

b 
Knq> = fK„(x, s) <p(s) ds, 

a 

kde Kn(x, s) je n-té iterované jádro příslušející jádru K(x, s). 
Není obtížné nahlédnout, že 

{.KL)* <p = L*K*<p. 

Skutečně podle vzorce (6) 

(KLrp, q>) = ( f , (KL)* cp). 
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Na druhé straně, podle téhož vzorce (6), 

(KLf, <p) = (Ly, K*<p) = (y>, L*K*<p). 

Porovnáním obou výsledků dostaneme 

(V, (KL)* <p — L*K*<p) = 0. 
Funkce a>(x) = (KL)* <p — L*K*<p, která je orthogonální k libovolné 

funkci f , je orthogonální speciálně k sobě samé. Tudíž 
b 

0 = (co, co) = J\co2(x)\dx, 
a 

odkud co(x) =i 0, a tedy {KL)* q> = L*K*<p. Z dokázané rovnice mezi 
jiným plyne, že (Kn)* = (K*)n, t . j. jádro konjugované s «-tým itero-
vaným je n-tým iterovaným jádrem pro konjugované. 

Pomocí pojmu orthogonality můžeme formulovat čtvrtou Fredhól-
movu větu. 

V ě t a 4. Nechť A0 je charakteristické číslo jádra K(x, s). Aby nehomo-
genní rovnice b 

<p(x)-l0fK(x,s)<p(s)ds = f(x) (7) a 
měla řešení, je nutné a stačí, aby její pravá strana f(x) byla orthogonální 
ke všem charakteristickým funkcím konjugované homogenní rovnice 

b 
ip(x) — Á0fK(s, x) ip(s) ds = 0. 

a 
Uveďme nyní bez důkazu některé věty z theorie lineárních algebraic-

kých rovnic. Podrobný výklad těchto otázek čtenář najde na př. 
v knize V. I . Smirnova, Kurs vyšší matematiky, sv. I I I . 

Každou soustavu n komplexních čísel, napsaných v určitém pořádku 
(xv x2, ..., x„), budeme nazývat vektor a budeme ji označovat písme-
nem se šipkou nahoře. Definujme pro vektory sčítání, násobení číslem 
a skalární součin vzorci 

x + y = (x1 + ylt x2 + y2, ..., xn + yn), 
kx = (Axj, Xx2, ..., Xxn), 

(x, y) = xíyí + x2y2 + ... + xnyn. 

Jestliže (x, y) = 0, pravíme, že vektory x & y jsou orthogonální. 
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Vektor (0, 0, ..., 0) nazýváme nulovým a značíme obvyklým sym-
bolem 0. Vektory x(1>, x(2), . . x ^ nazýváme lineárně nezávislé, 
jestliže rovnost 

k 

2C3Í<>> = 0 

je splněna pouze tehdy, když všechna čísla c} jsou rovna nule. V opač-
ném případě se vektory nazývají lineárně závislé. 

Soustavu lineárních rovnic 
n 

= bít j= 1,2 71 (8) 
k= 1 

je možno uvažovat jako jedinou rovnici pro neznámý vektor x = 
= (xv x2, ..., xn), je-li dán vektor b = (6^ ¿>2, ..., bn). Soustava 

n 

Kyk = 9i, j = 1, 2, ..., n (9) i=l 
se nazývá konjugovanou k soustavě (8). Determinanty dvou konjugo-
vaných soustav mají hodnoty komplexně sdružené. 

Platí následující věty: 

a) Jestliže determinant soustavy je různý od nuly, potom jak sou-
stava daná, tak i soustava k ní konjugovaná jsou řešitelné, a to jedno-
značně pro libovolné pravé strany soustavy. Speciálně homogenní 
soustava má pouze nulové řešení. 

b) Jestliže determinant soustavy je roven nule, má homogenní 
soustava řešení různá od nulového.1 Počet lineárně nezávislých řešení 
dvou homogenních konjugovaných soustav je tentýž; leží mezi jednot-
kou a n. Jestliže x{2\ ..., x^ jsou různá lineárně nezávislá řešení 
homogenní soustavy, potom její obecné řešení je 

T 

X = 
7=1 

kde Cj jsou libovolné konstanty. 

1 Taková řešeni soustavy budeme nazývat netriviální na rozdíl od triviálního — 
nulového. 
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c) Jestliže determinant soustavy (8) je roven nule, je tato řešitelná, 
i d y ž a jen když je vektor b orthogonální ke všem řešením homogenní 
Jtonjugované soustavy. Obecné řešení soustavy (8) má tvar 

T 

X = Í<°> + ŽCJX<Í>, 
3 = 1 

kde Cj a mají tentýž význam jako ve větě b) a x(0) je libovolné parti-
kulární řešení soustavy (8). 

Přistupme k důkazu Fredholmových vět. Jak bylo dokázáno 
v § 5, Fredholmova rovnice obecného tvaru vede na rovnici s ní ekvi-
valentní, avšak s degenerovaným jádrem, která opět vede na lineární 
algebraickou soustavu. Nechť A leží v kruhu |A| £ R. Jestliže ve shodě 
s § 5 provedeme rozložení jádra tak, aby bylo B' < 1 : (R + 1), 
budou koeficienty a pravé strany ve výše uvedené soustavě holo-
morfnímí funkcemi A v témže kruhu |A| £ R . Dále determinant sou-
stavy není roven identicky nule, neboť nabývá hodnoty jedna pro 
A = 0. Potom však determinant, protože je holomorfní funkcí A vkruhu 
|A| £ R, může mít v tomto kruhu pouze konečný počet nulových 
bodů. V důsledku věty a) budou všechny zbývající hodnoty A v uve-
deném kruhu regulární. Tím je prvá věta Fredholmova dokázána. 

Poznámka 1. Z prvé Fredholmovy věty plyne důsledek, který je s ní 
ekvivalentní: 

Množina charakteristických čísel Fredholmovy integrální rovnice je bud 
konečná, nebo spočetná-, v posledním případě rostou charakteristická čísla 
do nekonečna spolu se svým indexem. 

Poznámka 2. Jestliže je jádro degenerované, je shora uvedený deter-
minant polynom v A. Odtud pijme, že degenerované jádro má konečný 
počet charakteristických čísel. 

Druhá věta Fredholmova plyne přímo z věty b). Skutečně, nechť 
A = A0 je charakteristické číslo. Potom determinant soustavy (5), § 4 
je roven nule a příslušná homogenní soustava má určitý počet r, 
1 <1 r £ ti, lineárně nezávislých řešení c(í) = (c(/', cl

2
J), . . . , c^'). Podle 

vzorce (4), § 4 přísluší každému z nich řešení homogenní integrální 
rovnice n 

<PÁX) = 2Ci} ai(X)' 
¿=1 
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Tato řešení jsou lineárně nezávislá: skutečně, nechť <PÁX) = 
. i=í 

Dosadíme-li sem hodnoty <p}(x) a užijeme-li lineární nezávislosti 
funkcí at(x), najdeme, že 

2 ^ ) = 0, i = 1 , 2 , ...,n, 
j=i 

čili, což ie totéž, ~ ->. J 2«»cW) = o. 
»=i 

Poněvadž vektory cW) jsou lineárně nezávislé, je = 0, j = 1,2, 
..., a tedy jsou také lineárně nezávislé. Jiných řešení homo-
genní Fredholmova rovnice zřejmě nemá. 

číslo r se nazývá hodnost charakteristického čísla. 
Třetí Fredholmova věta plyne jednoduše z věty b) v tom případě, 

když jádro rovnice je degenerované. Stačí si jen všimnout, že se konju-
gované integrální rovníce v tomto případě převádějí podle § 4 na kon ' 
jugované líneární soustavy, které v důsledku věty b) maj í stejný 
počet lineárně nezávislých řešení. 

Tuto úvahu nelze provést přímo pro Fredholmovy rovnice s libovol-
ným jádrem, protože, převedeme-li podle § 5 dvě konjugované rovnice 
na rovnice s degenerovanými jádry, přesvědčíme se, že tyto poslední 
konjugované nejsou. Abychom se vyhnuli této překážce, budeme po-
stupovat takto: Na rovnici (4) užijeme postupu z § 5 a ten nás přivede 
k ekvivalentní rovnici 

b 

<p{x) — A0 / K " { x , s) <p(s) ds = 0. (10) 
a 

Rovnici (5) konjugovanou se (4) napíšeme ve tvaru 
_ b _ b 

V(x) — A0 /Z'(«, x) y>(s) ds = Á0f P(s, x) y{s) ds (11) 
a a 

a položíme b 

ip{x) — T0 f K'(s, x) y{s) ds = co(x). (12) 
a 

Uvažujíce (12) jako integrální rovnici s neznámou ip(x), rozřešíme ji 
methodou postupných aproximací. Potom dostaneme 

_ b 

ip(x) = co{x) + A0 /r'(s, x; A0) (o{s) ds. (13) 
a 
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Dosadíme výrazy (12) a (13) dó rovnice (11). Tím dostaneme pro a>(x) 
integrální rovnici s degenerovaným jádrem 

b 
co{x) — A0 jK"(s, X) CJ(S) ďs = 0, (14) 

a 
konjugo vanou s (10). Podle shora dokázaného má právě tolik řešení 
jako rovníce (10) nebo, což je totéž, jako rovnice (4). Rovníce (12) 
a (13) definují vzájemně jednoznačnou korespondenci mezi řešeními 
rovnic (5) a (14), při čemž lineárně nezávislým řešením odpovídají 
lineárně nezávislá. Odtud pijme, že rovnice (5) a (14) a tedy i konjugo-
vané homogenní rovnice (4) a (5) mají stejný počet lineárně nezávislých 
řešení. 

Přejděme ke čtvrté větě Fredholmově. Jednoduše se dokáže, že pod-
mínka věty je nutná. Nechť A0 je charakteristická hodnota a y>(x) je 
libovolné řešení rovnice (5). Předpokládejme, že nehomogenní rovnice 

. 6 
(p{x) — A„ s) <p(s) ds = f{x) 

a 
má řešení. Utvořme skalární součin funkcí f(x) & y>(x): 

(/> V>) = (<P ~ ¿oK<P, V) = (<P> v) — UK<P, V>)> 
což je podle vzorce (6) možno napsat ve tvaru 

(/. V) = (<P> V) — ¿o{<P, 
Oba skalární součiny napravo sloučíme v jeden; číselný koeficient 
připojíme ke druhému činiteli ve skalárním součinu, při čemž je nutno 
A0 nahradit A0. Nyní 

(/. V) = (<P> V — hK*V>)-
Ve skalárním součinu napravo je druhý činitel roven nule v důsledku 
rovníce (5). Avšak potom (/, y>) = 0. 

To, že podmínka čtvrté věty je postačující, dokážeme nejprve pro 
degenerované rovnice. Rovnici (5) můžeme podle § 4 převést na lineární 
soustavu 

n 

— h Jflki7k = 0, 7 = 1, 2, . . ( 1 5 ) 
kde b 

7i = faj(s)y)(a) ds . a 
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Přitom, jak je zřejmé, n 

ip(x) = A„ 

Nechť hodnost charakteristického čísla je rovna r. Soustava (15) má 
právě r. lineární nezávislé řešení: 

? ň = {yf, 7Í\ • • /„»). 7 = 1 , 2, . . , r , 
kterým přísluší řešení rovnice (5) 

n 

WÁX) = 2 y f K{ž).. 
i = l 

Podle věty c) soustava (3), § 4 a s ní i daná integrální rovnice je řeši-
telná, když 

( 7 , > > ) = 0, j = 1, 2, . . . , r , (16) 
kde 

/ — (/l> Í2i • • •> fn)-
Dále, podle definice fk, 

n n b b 

(7- yU)) = 2hyf = 2 y f f m M*) dx = Jf(x) ^(x) dx = (/, f j ) 
k=l k=l a a 

a podmínky (16) řešitelnosti integrální rovnice se převádějí na podmín-
ky čtvrté Fredholmovy věty. 

V obecném případě převedeme danou rovnici na rovnici s ní ekvi-
valentní (6), § 5, k jejíž řešitelnosti podle již dokázaného stačí, aby 

(.F, co) = 0, (17) 

kde a>(x) je libovolné řešení homogenní rovníce (14), konjugované 
s (6), § 5. Avšak F(x) = f(x) + ?.or'f, kde jsme označili 

r'f = ¡r\x, a-, a0) m ds, 
a 

a odtud 
(F, co) = (/ + V 7 , co) = (/, co) + X J T f , co). 

Avšak podle vzorce (6) (/"/, co) = (/, /"*«), kde 
6 

T'*co =-fr'(s, x; Á0) co{s) ds. 
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Uvažujeme-li stejně jako v důkaze třetí Fredholmovy věty, najdeme, 
že 

(F, co) = (f,co + Tor'*co), 

neboli podle vzorce (13) 
(F, co) = (f,W), • 

kde rp je řešení homogenní rovnice (5), konjugóvané s rovnicí danou; 
podmínka (17), která stačí pro řešitelnost dané rovníce, přejde v pod-
mínku 

(f,V) = o, 

což je podmínka čtvrté Fredholmovy věty. 

Jestliže lo je charakteristické číslo a rovníce 
b 

cp{x) — /K(x, s) cp(s) ds = f(x) (18) 
a 

je řešitelná, pak má nekonečně mnoho řešení. Nechť cp0(x) je řešení 
rovnice (18). Položme cp(x) = tp„(x) + &(x). Dosadíme-lí toto do (18), 
nalezneme, že &(x) vyhovuje homogenní rovnici 

6 

®(x) — A„ /K(x, s) &(s) ds = 0. 
a \ 

Podle věty 2 má poslední rovnice netriviální řešení. Nechť cp±(x), 
q>2(x), ..., <pk(x) jsou lineárně nezávislé charakteristické funkce této rov-
nice. Potom její obecné řešení bude 

0{x) = cp^x) + c2 <p2{x) + ... + ck cpk(x) 

a obecné řešení rovnice (18) bude 

<p(x) = <p0{x) + c1 cp^x) + c2 <p2(x) + ... + ck <pk(x). (19) 

Z Fredholmových vět plyne t. zv. Fredholmova alternativa: 

Buď je nehomogenní rovnice řešitelná, at je její pravá strana• jakákoliv, 
nebo příslušná homogenní rovnice má netriviální řešení. 

Právě Fredholmovy alternativy se používá nejčastěji při rozboru 
integrálních rovnic. 
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§ 9. Fredholmova resolventa.1 V § 2 jsme sestrojili analytický výraz pro 
resolventu, vhodný pouze pro malá A: 

r{x, a- A) = f > - i Km(x, s). (1) 
m—l 

Konečným cílem tohoto ;paragrafu je analytické vyjádření resol-
venty, platné pro všechny regulární hodnoty parametru. Budeme nyní 
předpokládat, že jádro vyhovuje mimo nerovnost (1), § 2 ještě nerov-
ností 

b 
f\K2(x, s)\dx<E, E = konat. (2) 

a 

Určíme předběžně některé vlastnosti resolventy, vycházejíce 
z řady (1). 

Najdeme odhad pro iterovaná jádra. Podle vzorce (8), § 2 
b 

Km(x, s) = f K ^ x , t) K(t, s) dř. 
a 

Užijeme nerovností Buňakovského na poslední integrál: 

\K2
m{x, «)| ^ f\K_¿z, í)| dť j\K\t, s)] dř, 

a a 
odkud podle nerovnosti (11), § 2 a nerovnosti (2) tohoto paragrafu 

\Km(x, í)| < (3) 
Z odhadu (3) plyne, že řada (1) konverguje absolutní a stejnoměrní pro 
x a s coučasní v kruhu |A| < 1 : B. V řadě (1) nahradíme iterovaná 
jádra jejich výrazy ze vzorce (8), § 2. Vyměníme-li pořádek sčítání 
a integrování, což je dovoleno vzhledem k stejnoměrné konvergenci 
řady, zjistíme, že resolventa vyhovuje integrální rovnici2 

b 
r(x, s; A) ='K(x, s) + A / K ( x , ť)T(t, s; A) dř. (4) 

1 Tento paragraf může být vynechán bez újmy pro pochopení dalšího výkladu. 
2 Kdybychom vyšli ze vzorce (Si), § 2, přišli bychom touž cestou k rovnici 

b 
r(x, s; X) = K(x, s) + A ¡K(t, s) T[x, t; X) d ř . - « 
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Vyšetřme ještě integrál 

fr(x, t; A) r(t, s; A) dí = / Ja»-1 Km(x, t) Kn(t, s) dt. 
u a m=1 n=l 

Absolutní konvergence řady (1) dovoluje vynásobit v integrandu obě 
řady člen za členem a stejnoměrná konvergence této řady dovoluje ji 
integrovat člen za členem. Tudíž 

fr(x, t; A) r(t, s; A) dí = f fr+n~z Km+n{x, s). 
a m=ln=l 

Položme m + n = p a zaměňme pořádek sčítání; řada na pravé straně 
nabude takového tvaru: 

00 p—1 CO 
. 2 2 > - 2 Kp(x, s) = - 1). A"-2 Kv(x, s) = — r(x, S-, A). 

p=2»=l p = 2 0/t 
Tak jsme našli, že resolventa vyhovuje integro-diferenciáliií nelineární 
rovnici b 

dr(x, 
S P Ü = J í ; A) T(í, s; A) dí. 3A ~ ' ' ' — ( 5 ) 

Učiňme nyní tuto poznámku: Pro x = s nemusí být jádro íntegrova-
telné v intervalu a £ x £ b. V takovém případě změníme hodnoty 
jádra pro x = s libovolným způsobem tak, aby funkce K(x, x) byla 
třeba spojitou v intervalu a £ x £ b. Můžeme na př. předpokládat, 
že K(x, x) = 0. Taková změna jádra nezmění ani v jednom bodě hod-
noty Fredholmova operátoru 

b 

jK(x, s) 9?(s) ds • 
a 

v třídě funkcí, jež uvažujeme. Nyní můžeme předpokládat, že integrály 
b 

Am = fKmfa x) dx 
a 

existují pro všechna to. Integrál Am nazýváme TO-tou stopou jádra 
K{x, s). Také se nazývá stopou TO-tého iterovaného jádra. Klademe-li 
v (1) s = x a integruj eme-li, dostaneme v dalším užitečný vzorec 

' / / > , A) dx = f ^ J L — 1 . * (6) 
a m= 1 
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Vyšetřme nyní strukturu řešení integrální rovnice pro libovolné 
regulární X. Zvolme libovolné kladné číslo R a uvažujme kruh |*| ^ R. 
Jádro K{x, s) rozložme na součet K(x, s) = P(x, s) + K'(x, s), kde 
P(x, s) je trigonometrický polynom a 

6 6 

Postupujeme-li dál jako v § 5, převedeme danou integrální rovnici na 
rovnici (6), § 5, jejíž jádro je degenerované. Poslední rovnice se opět 
převede podle § 4 na lineární algebraickou soustavu. Když tuto řešíme, 
snadno najdeme, že v kruhu ^ R je možno napsat řešení dané in-
tegrální rovnice ve tvaru 

<p(x) = f(x) + X f r ( x , s; X) f(s) ds + X %k ak(x); (7) 
a k= 1 

ck jsou řešení výše zmíněné lineární soustavy; ta je totožná se sousta-
vou (5), § 4, v níž je pouze třeba položit 

b b b 
' U = fF(s) bk(s) ds = /[/(«) + X fr'(s, f , X) f(t) dt] bk(s) ds = 

a a a b 
= Jf(s) Bk(s) ds, 

a 

kde jsme pro stručnost položili 
b 

bk(s) = bk + X jr'(t, s; A) bk(t) dt. -
a 

Poněvadž« hodnota X je regulární, determinant soustavy (5), § 4, jejž 
označíme DR(X), je různý od nuly a ck jsou určeny podle Cramerova 
vzorce. Determinanty, jež stojí v čitatelích uvedeného vzorce, rozlo-
žíme podle prvků fm, což vede na vzorce: " ^ 

1 " 
ck ' J)R{X) 2^mk(X) fm, 

Amk značí algebraický doplněk prvku, jenž stojí v m-té řádce a /c-tém 
sloupci. Dosadíme-li hodnoty ck a fm do (7), dostaneme 

cp{x) = f(x) + X fr(x, s; X) f(s) ds, ' (8 ) 
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kde jsme položili • 

r(x, s; A) = r'(x, s; A) + 7T-73T i Amik(X)ak(x)bm(s). (9) 
JjRW k,m=l 

Vzpomeneme-li si na definici resolventy danou v § 2, můžeme vy-
vodit: Fredholmova rovnice, má resolventu <pro každé regulární A. V kruhu 
|A| £ R je resolventa definována vzorcem (9). 

Uveďme jednoduché vlastnosti resolventy: 
1. Resolventa je meromorfní v celé rovině A. To přímo plyne z toho, že 

resolventa může mít v kruhu s libovolným poloměrem R jen konečný 
počet pólů. Těmito póly mohou být jen charakteristická čísla — nulové 
body determinantu DR(X), jež v absolutní hodnotě nepřevyšují R. 

2. Pro malá A je resolventa definována řadou (1). To plyne z jedno-
značností resolventy, dokázané v § 2. 

3. Z principu analytického pokračování plyne, že v celé rovině X. 
vyhovuje resolventa rovnicím (4) a (5). 

4. Každé charakteristické číslo je pól resolventy. 
Předpokládejme opak. Nechť pro charakteristické číslo A0 je resol-

venta holomorfní. Nechť y)0(x) je charakteristická funkce konjugované 
rovníce b 

rp(x) — A0 fK(s, X) Y>(s) ds = 0. 
a 

V důsledku čtvrté Fredholmovy věty rovníce 
b 

<p(x) — A0 / K ( x , s) <p(s) d s = Y>0(X) ( 1 0 ) 
a 

nemá řešení. Nechť nyní A je regulární bod, blízký k A0. Rovnice 
b 

- <p{x) — A / K ( x , s) <p[s) = y>0(x) (11) 
a 

má řešení dané vzorcem (8), v kterém je třeba nahradit f(x) funkcí ipQ(x). 
Dosadíme-li toto řešení do (11), dostaneme identitu 

b . b r 
f0(x) + A / r ( x , s; A) y)0(s) ds — A fK(x, s) ^„(s) + 

a a l 

+ A jT(s , t; A) f0(t) dt 
a 
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Poněvadž resólventa je holoinorfní pro X = X0, je možno v poslední 
rovnici provést limitní přechod pro X -> X0 za integračním znamením. 
Když jej provedeme, dostaneme novou rovnici 

b b ( 

V>o(X) + ¿o s; A0) y>0{s) d s — X0 / K ( x , s) V 0 ( s ) + 
a a ( 

+ X0 fr(s, t; ;.„) ip0(t) dři ds = ip0(x), 

která ukazuje, že rovnice (10) má řešení, rovné 
b 

Vo(x) + ;o /r{x, s; A0) y>0(s) ds. 
a 

Tím dostáváme spor, jenž dokazuje naše tvrzení. 
Protože je resólventa meromorfní funkcí X, může být vyjádřena jako 

podíl dvou celistvých funkcí. Sestrojme je. 
Položme v (9) x = s a zintegrujme nalezenou rovnici: 

b b n b 
fr(s, s; X) ds = fr'(s, s; X) ds + y — r 2 ¿mfc(A)/a t(«)£m(«)da.(12) 
a a JJR(A) k, m=l a 

Dokážeme, že součet na pravé straně poslední rovnice je roven 
— D'R(X). Derivujeme-li D R ( X ) (vzorec (6), § 4), máme 

11 n díi 
DR(X) — 2

 a

mk^mk ^ 2 DMK. 
k,m= 1 k, m = l 1A 

Dále podle definice ^¿(s) máms 
n b n b 

2 Amkjb{s) ak(s) ds = 2 ^mJbm(s) «*(«) ds + 
' ktm= 1 a k, m— 1 a 

n b b 

+ A 2 Amkff bm(t) ak(s) r\t, s; X) dt ds = 
k
t
 1 a a 

n n b b 

= 2 a » ^ « * + A 2 ¿ m J f b m ( t ) «»(«) ^'(í, A) dř ds 
k, m— 1 k, m— 1 a a 

a stačí dokázat, že 

/ / U 0 «*(«) r'(t, s; X) dí = ^ Í . (13) 
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Připomeňme (viz § 5), že bm nezávisí na X a 

ak(z) = <xk{x) + X Jr'(x, r; X) ock(r) clr; ¡xk{r) = cos - k n T 

b — a 
Odtud 

b b b 
amk = fbje) «*(«) ds + Xffbm(s) «»(ř) r'(a, ř; X) dř ds; (14) 

a a a 

b b • b b 

ffbm(t) ak(s) r'(t, s; X)dsdt = f f bm(t) <xk(s) r'(t, s; X) dř ds + 
a a a a 

b b b 

+ X //fbm(t) <xk{r) r\t, s; X) /"(s, r; X) ds dř dr. (15) 
a a a 

Trojný integrál napišme ve tvaru 

//&»(«) «fc(T) dř dr ¡r\t, s; X) r\s, r; X) ds. 
a a a 

V důsledku integrodiferenciální rovnice (5) pro resolventu je vnitřni 

integrál roven — rf(t, r; A) a rovnice (15) přejde v rovnici následující: 
CA 

b b b b 

ffbm(t) ak(s) r\t, s; X) dř ds = //¿>m(í) «*(*) ^'(ř, s; X) dř ds + 
a a a a 

+ A Hbm(t) *k(T) dF[t:r' X) dř dr. (16) 
a a o/ 

Porovnáme-lí to s (14), přesvědčíme se o správnosti (13). 
Máme nyní 

/V(s, s; X) ds = f r'(s, s; X) ds - ^ T V (17) 
a a J-J^A) 

Prvý člen napravo v (17) je holomorfní v kruhu |A| £ R. Nechť X' 
je m'-násobný kořen determinantu DR(X), ležící v témže kruhu. 
Vzorec (17) ukazuje, že X je jednoduchý pól funkce 

b 
6{X) = jr{s, s\ X) ds * 

a 

s resíduem rovným — m'. Odtud plyne, že násobnost zůstane nezmě-
něna při změně R, i když se determinant DR(X) při tom mění. Dále, jak 
je patrno ze (17), má meromorfní funkce ó(X) pouze jednoduché póly, 
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identické s charakteristickými čísly jádra K(x, s) a s residui, jež se 
rovnají celým záporným číslům. Odtud plyne, že funkce 

x 
—/<S(A) cU 

D(X) = e o (18) 

je celistvá funkce, jejíž nulové body v kruhu |A| R (kde R je libo-
volné kladné Číslo) se shodují s nulovými body DR{X) a mají touž ná-
sobnost. Avšak potom, jak je patrno z (9), součin 

D(x, s; X) = D(X) r(x, s; X) (19) 

je holomorfní v kruhu |A| <1 R; protože R je libovolné, je D(x, s; X) ce-
listvá funkce X. Tím jsme dostali vyjádření resolventy ve tvaru podílu 
dvou celistvých funkcí: 

r(x, s; X) = (20) 

při čemž póly resolventy jsou totožný s nulovými body jmenovatele. 
Jestliže |A| < 1 : B, pak 

<5(A) = f A n X n - \ 
71=1 

kde An jsou výše definované stopy jádra K(x, s). Odtud 
00 A 

— s » / i n / ® J 
D(A) = e » = 1 " = 2 L

T l
I 2 - H . (21) 

*=o lc\ n I 
Srovnáme-li poslední řadu podle mocnin X, dostaneme řadu konver-
gující v celé rovině. To je zřejmé, neboť funkce D(A) je celistvá. 

V ě t a . Čitatel a jmenovatel resolventy je dán Fredholmovými řadami, 
konvergujícími v celé rovině ^ ( — 1 ) " D(x,s-, X) = 2 K—j^Bn{x, s)X\ 

»To n\ 
(22) 

( — 1 ) " 
= 1 — c n X n , (23) „To n\ 

kde 
B0(x, s) = K(x, s), 

b b 
Bn{x; s) = f ... fAn(x, s) dři dt2 ... d tn 

<ř O 
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a K(x,s), K f a t J , K(x, í2), .. ; K(x,tn) 
K(t1>S), K(tvtJ, K ^ t J , .. O 

A„(x, s) = K(tt, s), K(tz> tjj, K(t2, í2), .. ., K(tz, tn) 

K(tn,s), K(tn,tJ, K(tn,t2),.. ; K{tn, tn) 

(24) 

cn = J...f 

c0 = 1, 

K(t2, íj), K(t2,t2), ..., K(t2,t„) dčx d í i . . . dřn. (25) 

K{tn,tx), K(tn, í2), ..., K(tn,tn) 

Dokážeme nejdříve, že Bn(x, s) a c„ splňují vztahy 
b 

Cn+1 = s) dí, 
u 

b 
Bn(x, s) = c„ sj — » / ť ) B^(t, s) dt. 

(26) 

(27) 

Rovnice (26) je zřejmá. Abychom dokázali rovnici (27), rozviňme de-
terminant (24) podle prvků prvé řádky: 

Bn(x, s) = K(x, s) c„ + 2 f . . . / ( - í j ¿.(a) di j dť , . . . dt„, 
a = 1 a a 

kde 
.... K(h,ta+1), K(tltQ 

IC(h,s), K{t»tJ, Z(ť2,K(t2,tx+1), ..., iř(í2,í„) 

Z(řn,5), i f f c - M , ..., ía_i), K{tn,ta + 1), ..., Jf(íB, í„) 

Ve sčítanci s indexem <x posuneme «-tou řádku na prvé místo, čímž 
se determinant vynásobí (— l)" - 1 , a provedeme změnu označení 
integračních proměnných podle schématu - , 

4t> ¿2! • • •> ¿<*+i> 

£> ^d í»> • • •> 1> • • •> r̂t -1 

tak, že horní symbol nahradíme dolním. Po této záměně budou integ-
rály v součtu stejné a dostaneme (viz (24x)) 
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b b b 
Bn{x, s) = cn K{x, s) —n f Ě(x, t ) d t f . . . fA^^t, s) dťx d í 2 . . . d tn = 

a a a 
b 

= c„ K(x, s)—nf K[ x, t) B ^ t , s) d t. 
a 

Vztahy (26) a (27) nám umožňují najít rekurentní vztah mezi koefi-
cienty c„. Položme v (27) x = s a zintegrujme v mezích od a do 6. 
Potom dostaneme 

b b' 

cn+1 = cnA1 — n JJK(S, ť) B^{t, s) ds dí. 
a a 

Dosadíme-li do této rovnosti za -B„_1 podle vzorce (27), lehce jej upra-
víme na tvar 

b b 

1 = cnAx — ncn_1A2 + n(n — 1) //K2(s, t) B'n_2{t, s) ds d t. 
a a 

Opakujeme-li tento postup, nalezneme hledanou závislost 

y ( - 1 )»~*n\An-l+1 
C " + 1 - ¿ o ¿1 ( 8 ) 

Nyní už není těžké najít rozvoj D{X) v mocninnou řadu. Nechť 

D{X) = I ^ - ^ V * 1 ; y„ = ( - 1)»D<«>(0). 
n=0 nl 

Z (18) plyne D'(l) = —ó(A) D(X). 

Derivujeme-li n-krát tuto relací podle Leibnítzova vzorce, najdeme: 

i * * « « » = - i ac—«(o)z><*>(0) 

nebOU - y ( — A n - k + 1 
*to k\ Yn+l = 2 " ' r,  

Veličiny yn+1 a cn+1 vyhovují jednomu a témuž rekurentnímu 
vztahu. Dále y0 — co = 1- Odtud plyne, že y„ = c„ pro libovolné n. 
Celistvá funkce -D(A) je tudíž dána řadou (23), která proto konverguje 
pro všechna konečná A. 

Obraťme se k funkci D(x, s; A). Dosadíme-li• 
D(x, s; A) r(x, r, A) - D { X ) 
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do integrální rovnice pro resolventu, nalezneme, že D(x, s; X) vyhovuje 
rovnici 

b 
D(x, s; X) — X f K(x, t) D(t, s; X) dř = K(x, s) D(X). (29) 

a 

Řešení této rovnice budeme hledat ve tvaru nekonečné mocninné 
řady pro proměnnou X: 

n— f l . 

Dosadíme-li tuto řadu do (29) a porovnáme-li koeficienty u stejných 
mocnin X, dostaneme rekurentní vztah pro l/3„(x, s): 

Po(x, s) = K(x, s), 
b 

. /3„(a;, s) = cn K(x, s)—n jK(x, ť) fin^t, s) dí. 
a 

Porovnáme-li to s (27), přesvědčíme se o tom, že @n{x, s) = Bn(x, s), 
čímž je dokázán vzorec (22). Rada (22) konverguje v celé rovině — to 
plyne přímo z toho, že D(x, s; X) je celistvá funkce. 

P o z n á m k a . Koeficienty BH{x, s) i c„ je možno určit z rekurentních 
vzorců (26) a (27), čímž obejdeme výpočet a integrování determinantů 
z (24) a (25). 

Řady (22) a (23) po prvé nalezl Fredholm, jenž také dokázal jejich 
konvergenci pro všechna konečná X za předpokladu, že jádro je ome-
zené. Fredholmův důkaz spočívá na pozoruhodné Hadamardově větě 
pro odhad hodnoty determinantů.1 Carleman [15a] dokázal, že řady 
(22) a (23) jsou celistvými funkcemi X za toho jediného předpokladu, 
že integrál 

jf\K2(x, 5)| dxds 
a a * 

je konečný. Jiný důkaz Carlemanovy věty je uveden v našem článku 
[27n]. Úvah tohoto článku jsme vhodně užili i v této knize pro případ 
méně obecný, kdy jádro vyhovuje nerovnostem (1) a (1^, § 2. Konečně 
I. A. Ickovič [41] ve svém článku dokázal konvergence řad (22) a (23) 

1 Hadamardova věta a Fredholmův důkaz se zpravidla uvádějí v učebnicích 
integrálních rovnic. Viz na př. [2], [5] a [7]. 
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pro všechna konečná A za ještě obecnějších podmínek než Carleman. 
Funkce D(X) se obyčejně nazývá Fredholmovým determinantem 

a D(x, s; X) prvým Fredholmovým minorem. Fredholm zavedl pojem 
min ořů libovolného řádu. Jsou to řady svou strukturou obdobné řadám 
(22) a (23). My je však nepotřebujeme, a proto je v této knize nebude-
me zavádět. 

P ř í k l a d . Najděme resolventu jádra 

K(x, s) = x + s. 

Máme c„ = 1, B0(x, s) = x + s. Dále 
i 

cx = f2sds = 1, 
o 

i 
Bt(x, s) = x + s — f(x + t)(t + s) dt = \(x + s) — xs — 

o 
i 

C 2 = J(s — s2 — £ ) d s = — i, 
o 

B2(x, s) = —i(x + s)—2f(x + t)ti(t + s) — ts — i ] dí = 0. 
o 

Když B2(x, S) = 0, pak, jak je vidět ze vzorců (26) a (27), všechny 
koeficienty c3, c4, . . .; B3, Bi} . . . se rovnají nule a dostaneme 

D(x, s;X) = x + s — [f (x + «) — xs — X, 
B(a) = 1 —X —ÝsX2, 

a: + s — [$(x + s) — xs — i ] X  
1 {X' S' Á) ~ i - A - - . V A 2 ' 

P o z n á m k a ke k o n v e r g e n c i p o s t u p n ý c h a p r o x i m a c í . Me-
thoda postupných aproximací dává řešení ve tvaru mocninné řady pro 
proměnnou X. Tato řada zřejlpě konverguje uvnitř nějakého kruhu 
¡A| R, jestliže v tomto kruhu konverguje mocninná řada, kterou je 
dána resolventa. Avšak z obecných vět theorie funkcí komplexní pro-
měnné je známo, že tato řada konverguje uvnitř kruhu |A| < lA^, kde X1 

je charakteristické číslo s nejmenší absolutní hodnotou. Odtud plyne, 
že postupné aproximace konvergují v témže kruhu. Z toho vyplývá: 

Jestliže v nějakém kruhu [A| R neleží žádné charakteristické číslo, 
postupné aproximace v tomto kruhu konvergují. 
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§ 10. Rovnice se slabou singularitou. Připomeňme, že rovnicemi se 
slabou singularitou nazýváme rovnice, jejichž jádro má tvar 

K { X í s ) = tfM 
v ' \x «1" 

kde 0 < « < 1 a H(x, s) je omezená funkce, nebo jestliže integračním 
oborem je omezená oblast Q «-dimensionálního prostoru, pak 

K(M, MJ = H{M;a
Mí\ 0 < « < n, (1) 

kde M a M1 jsou body oblasti Q a r je vzdálenost těchto bodů. Theorie 
rovnic se slabou singularitou je téměř shodná s theorií Fredholmových 
rovnic. Zvláště, jak ukážeme, zůstávají v platnosti Fredholmovy věty 
a s nimi i Fredholmova alternativa. Budeme zde uvažovat obecný 
případ »-dimensionální oblasti Q, neboť právě tento případ je nejdůle-
žitější pro aplikace, a dimense prostoru hraje jistou úlohu při formulaci 
•a důkazu hlavní věty theorie rovnic se slabou singularitou. Tato věta 
zní takto: 

V ě t a 1. Necht 

|K(M, M,)\ < \L(M, MJ\ < ^ , 

kde Axa A2 jsou konstanty Potom pro jádro 

N(M, MJ = f K(M, Mt) L(M2, M J dM2 
a 

-platí odhad 
C, a + 0 < n, 
C\\gr\, <x + 0 = n, .„. 

G 
a + P > n> 

kde G je nějaká konstanta. 

Označme r0 vzdálenost MM2, r1 vzdálenost M1Mi a h veličinu, jež 
není menší než průměr oblasti Q. Máme 

\N{M, M-j)\ £ AtA, m < AxA2 f (3) 
J r0ri J r0J'i 
a 
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Jestliže « -f /S < n, integrál v ^3) stejnoměrně konverguje a je proto 
omezený; odhad (2) je v tom případě dokázán. Nechť nyní a + (i ^ n. 
Položme počátek souřadnic do M a veďme osu xx bodeiň tak, aby 
směr od M k Mx byl kladný. Souřadnice bodů M a Mx budou (0, 0, 
..., 0) a (r, 0, ..., 0). Souřadnice bodu M2 označíme (xlt x2, ..., xn). 
Potom 

n n 

= ri = (xi — r f + 2xl ř=1 k=2 

V integrálu (3) provedeme substituci xk — r£k, k = 1, 2, ..., n. Odhad 
(3) přejde v 

M j f , < f _ ( 4 ) 

i n - i)2 + 2 m 1 

eš— t= z 

Zde jsme označili Q = 1/ 2 Odhadněme integrál v (4). Máme 
V k= 1 

d f 1 d | 1 . . . d f n = e ^ d e d s , 
kde djS je plošný element nadkoule jednotkového poloměru v prostoru 
se souřadnicemi f j, f 2> • • •> !„. Dále 

( l i - l ) 2 + | f l = e 2 - 2 f x + ( e - i ) 2 . 
k=2 

Není obtížné nahlédnout, že pro Q > 2, (Q — l)2 > ÍQ2, a tudíž 

( f i - i 
k= 2 

Nyní 

W . f , + 2" f ť-1—* de dsl. 
\ á m - i r + l n f 2 < e i ^ 

Prvý integrál v závorce je konstanta a je pro a + > n menší než 

O8* f dg 2n~aS 
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kde S je plošný obsah nadkoule jednotkového poloměru. Výraz v zá-
vorce (5) je tedy menší než nějaká konstanta a odhad (2) je proveden 
pro a + /?.> n. Konečně jestliže a + /3 = n, druhý integrál (5) se 
rovná h 

r 

« / ^ - « n g * , 
2 

odtud plyne odhad (2) i pro tento případ.1 

D ů s l e d e k . Jestliže jádro má slabou singularitu, všechna jeho itero-
vaná jádra, od některého počínaje, jsou omezená. 

Jestliže jádro vyhovuje nerovnosti (1)., pak pro jeho n-té iterované 
jádro, jak vyplývá z věty (1), platí odhad 

Cv 

|Km{M, MJ\ < yma—(7rt—~ljn' « « — (»» — 1) » > 0, 

Gm,' moc — (to — 1) n 0, 

kde Cm je nějaká konstanta. Tudíž Km{M, J f 1 ) je omezená, jestliže 

m > — — . (6) n — a 
V dalším budeme TO považovat za číslo, jež splňuje nerovnost (6), 

takže jádro Km(M, MJ je omezené. 
Zaveďme následující označení. Libovolnou funkci <p(M) budeme 

také označovat Ecp, takže 

E<p = (p(M). 

V souhlase s t ím budeme na př. psát: 

<p{M) — X fK(M, MJ <p{Mú áM1 ={E — XK) <p. 
a 

Polynomy s mocninami operátoru K lze násobit jako obyčejné poly-
nomy, jestliže přitom uvažujeme E jako jednotku; tak na př. 

(E — XK){E + XK) <p = (E — X2K?) <p = <p{M) — 
- A2 JK2(M, MJ <p{MJ dMx. 

1 Srovnej s S. L. Sobolev, TJravněnija metematičeskoj fiziki, Gostěchizdat, 1947, 
str. 233 — 237. 

61 



Uvažujme nyní rovnici 

<p(M) - X ¡K(M, M,) <p{MJ dMx = f(M), (7) 
Í) 

kde K(M, M^) má tvar (1). Nechť m je libovolné číslo, vyhovující ne-
rovnosti (6). Rovnici (7) napišme ve tvaru 

(E — XK) <p = f(M) 

a aplikujme na obě strany operátor 

(E — eXK)(E — e2XK) ... (E — e^^XK) = E + XK + X2K2 + 
+ ... + 

2 id 

kde e = e >» . Potom dostaneme rovnici Fredholmova typu s omezeným 
jádrem 

(E — XmKm) <p = (E + XK + X2K2 + ... + Xm-lKm~1) f 

nebo podrobněji 

<p(M) - Xm ¡Km(M, MJ <p{MJ d M 1 = f(M) + 
a 

+ X f K(M, MJ Í{MX) d M 1 + X2 JK2(M, MJ f(MdMx + (8) 
a a 

+ . . . + X ^ j K ^ M , MJ / ( J f J d M x . 
a 

Je zřejmé, že každé řešení rovnice (7) vyhovuje také rovnici (8). Tato 
okolnost hraje důležitou úlohu ve všem dalším. Opačné tvrzení je 
obecně nesprávné — rovnice (8) může mít řešení, jež nevyhovuje rov-
nici (7). 

Přistupme k důkazu Fredholmových vět pro rovnici (7). 
Pozměníme nyní poněkud definicí charakteristického čísla: číslo X0 

budeme nazývat charakteristickým číslem jádra K(M, J / J , jestliže 
homogenní rovníce ^ _ ^ ^ = Q 

má netriviální řešení. Poznamenejme, že se ta to definice hodí i pro 
Fredholmovy rovnice. To plyne z 2. Fredholmovy věty. 

1°. Uvažujme kruh |A| £ R, kde R je libovolné číslo > 0; nechť X0 

je charakteristické číslo jádra K(M, Mx), které leží v tomto kruhu. 
Označme <p0[M) příslušnou charakteristickou funkci, takže 

q>o(M) — X0 fK(M, Mt) <p0(Mj) áMx = 0. • (9) 
a 
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V důsledku shora řečeného vyhovuje <p0(M) také identitě 

<p0(M) - A? jKm(M, MJ ^(MJ dM1 = 0. (10) 
Si 

Odtud je vidět, že A™ je charakteristické číslo jádra Km{M, M^. Toto 
má v kruhu poloměru R pouze konečný počet charakteristických čísel. 
Potom však i jádro K(M, J ř J jích má v kruhu |A| <1 R pouze konečný 
počet. Tím je pro jádro K(M, Mx) dokázána první Fredholmova věta. 

2°. Nechť rovnice (9) a (10) mají r resp. r' lineárně nezávislých cha-
rakteristických funkcí. Poněvadž každé řešení rovnice (9) vyhovuje 
také rovnici (10), platí r r'. Avšak Číslo r' je konečné. Tedy také r je 
konečné; druhá věta Fredholmova je tudíž správná i pro jádra se sla-
bou singularitou. 

3°. Označme ještě r* počet lineárně nezávislých řešení rovníce, 
konjugované s (9) 

(E — I0K*) f = 0. (11) 
Zvolme m tak, aby ani jedno z čísel 

eA0, e2A0, . . . , em-1A0 

nebylo charakteristické číslo jádra K{M, M^J. Vybrat takové číslo m 
je vždy možné, neboť v opačném případě by jádro K(M, J ř J mělo ne-
konečně mnoho charakteristických hodnot na kružnici |A| = |A0|, což 
odporuje první Fredholmově větě. Při této volbě m jsou rovnice (9) 
a (10) ekvivalentní. Abychom to dokázali, přepíšeme (10) ve tvaru 

m 
(E - eX0K) — E*XQK) cp0= 0. 

a=2 
Označme m 

n ( E - ť W v ^ t p á M ) . 

¡>=2 
P o t ° m (E-eX0K)(pi=0, 

a poněvadž není charakteristické číslo, <px{M) == 0, čili 
m 

Y\(E - e"X0K) <p0 = 0. 
<x~ 2 

m 

Položíme-li nyní — e"X0K) <p1 = <p2(M), dokážeme úplně stejně, že 
a=3 
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<p2(M) = 0. Pokračujeme-li v tomto postupu, najdeme nakonec, že 

(E — emW ?0= (E — X0Il) <p0 0, 

což je identické s (9). 
Jestliže rovníce (9) a (10) jsou ekvivalentní, počet lineárně nezá-

vislých řešení poslední rovnice je r. Stejný počet řešení podle 3. Fred-
holmovy věty má s ní konjugovaná rovnice 

(E — X™K*m) co = 0. (12) 
Avšak tato poslední rovnice, kterou lze napsat ve tvaru 

(E — l\K*){E — ~eňaK*) ...{E— ě—^Jř*)^ — X0K*) co = 0, 
má alespoň r* řešení. Odtud r* <[ r. 

iTplně obdobně dokážeme, že r* r . Tedy r* = r, a to je 3. Fred-
holmova věta. 

4°. Přejděme ke 4. Fredholmově větě. Nutnost podmínky věty se 
dokazuje stejně jako v § 8; zde dokážeme, že podmínka je postačující. 
Zvolme m jako dříve tak, aby čísla eX0, e2A0, . . . , em~1X0 nebyla charak-
teristická čísla jádra K(M, Mx). Potom rovnice (7) a (8) jsou ekvi-
valentní — to se dokáže stejně jako pro rovnice (9) a (10); je třeba jen 
položit 

<pk(M) = ní* - e°X0K)[(E - X0K) <p - /], 

a vyjasnit podmínky řešitelnosti rovníce (8). Podle 4. Fredholmovy 
věty je rovnice (8) řešitelná, když 

m—1 
(Y\(E - e"X0K) /, co) = 0, (13) 

a= 1 
kde co je libovolné řešení rovnice (12). Podmínku (13) upravíme takto: 

m.—1 
Položíme (E — é*A0K) f = / 1 a potom 

a—2 
0 =((E — eX0K) fv co) = ( f v co) - eX0(Kfv co) 

neboli podle vzorce (6), § 8 

0 = (h, co) - eUh, K*co) = (/1; (E - íl0K*) co) = 
m—1 , 

= (11 (E - f , {E - eXoK*) co). 
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m—1 
Položíme nyní — Ě"X0K) f = f2 a td . Pokračujeme-lí takto, pře-

0=3 
vedeme rovnici (13) na tvar 

m—l 

(f,U(E-š'J0K*)w) = 0. (14) 

Napíšeme nyní rovnici (12) v tomto tvaru: 
m—l m—l 

— ě"X0K*) co =(E — X0K*) 110 — ě"X„K*) co = 0. 

Z toho je vidět, že druhý činitel ve skalárním součinu (14) je řešením 
rovnice (11), konjugované se (7). Tedy k tomu, aby rovnice (8) a s ní 
i ekvivalentní rovnice (7) měla řešení, stačí, aby f{M) byla orthogonální 

m—l 

k jistým řešením rovnice (11), totiž k těm, jež mají tvar —eaX0K*)(a, 
a= 1 

kde co(M) je řešení rovnice (12). Tím spíše stačí, když f{M) je 
orthogonální ke všem řešením rovnice (11). 

Tím je dokončen důkaz 4. Fredholmovy věty pro rovnice se slabou 
singularitou. 

P o z n á m k a 1. Není obtížné dokázat, že každé řešení rovnice (11) má 
tvar 

m—1 
V(M) = U($ ~ě"Ž0K*) co, 

<x=i 

kde ca{M) vyhovuje rovnici (12). 

P o z n á m k a 2. Při důkaze Fredholmových vět pro jádro se slabou 
singularitou jsme použili pouze toho, že jeho iterovaná jádra, od něja-
kého počínaje, jsou omezená. Vyjádření jádra ve tvaru (1) nehrálo 
žádnou úlohu. Tím jsou Fredholmovy věty dokázány také pro libo-
volnou integrální rovnici, jestliže její iterovaná jádra jsou omezená od 
jistého počínaje. 

Jestliže A není charakteristické číslo rovnice (7), nazveme X regulár-
ním. Dokážeme, že rovníce (7) má řešení, a to jediné, jestliže X je regu-
lární . V tom případě má skutečně homogenní rovnice 

f(M) —1 f K(MV M) tfMj) dM1 = 0 (15) 
a 
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pouze triviální (nulové) řešení; podmínka 4. Fredholmovy věty je 
automaticky splněna pro libovolnou funkcí f(M), což zabezpečuje 
řešitelnost rovnice (7). Jednoznačnost řešení plyne z toho, že rov-
nice (15) nemá netriviální řešení. 

K A P I T O L A 2 

s o u m ě r n é r o v n i c e 
( h i l b e r t - s c h m i d t o v a t h e o r i e ) 

§ 11. Souměrná jádra. Jádro nazýváme souměrným, jestliže je iden-
tické s jádrem k němu konjugovaným. Takové jádro je charakteriso-
váno identitou 

K(x, s) = K{s, z). (1) 

Jestliže jádro je reálné, potom jeho souměrnost je definována vzta-
hem 

K(x, s) = K(s, z). - (2) 

Integrální rovnici se souměrným jádrem nazýváme souměrnou. 
Jestliže jádro je souměrné, můžeme se lehce přesvědčit o tom, že 

všechna jeho iterovaná jádra jsou také souměrná. Tak na příklad 
b h 

K2(x, s) = jK(z, t) K(t, s)dt = f K(s, t) K{t, x) dí = K2(s, x), 
a a 
b b ' 

K3{x, s) = ¡K2(X, í) K(t, s) dí = jK{s, t) Ií2{t, x) dí = K3(s, x) 
a a 

atd. 

P ř í k l a d y . Jádra x + s, \g\x — sj, i(x — s ) jsou souměrná. Jádro 
i(x + s) je nesouměrné, neboť v tomto případě 

K{š7x) = — K(x, s). 
Základní vlastnost souměrných jader, která v podstatě určuje celou 

theorii souměrných integrálních rovnic, spočívá ve vztahu 
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(Ktp, ip) = (<p, ICf), (3) 

v nějž přejde identita (6), § 8 v případě souměrného jádra. 
Posloupnost funkcí 

. 9>1 (x),<p2(x), ...,q>„{x), ... (4) 
se nazývá orthogonálni, jestliže jsou tyto funkce navzájem po dvou 
orthogonální. Budeme nazývat posloupnost orthonormovanou sousta-
vou, jestliže, je orthogonální a norma každé funkce je rovna jedné. Jest-
liže posloupnost (4) je4 orthonormovaná, pak 

, v fo , i * k, 
?>) = { ! , i = k . 

Každou orthogonální soustavu lze lehce převést na orthonormovanou; 
stačí každou funkci dělit její normou. 

Vyjdeme-lí z libovolné orthonormované soustavy, lze vybudovat 
theorii „Fourierových řad" , analogickou theorii trigonometrických 
řad. Naznačíme stručně tuto theorii. 

Pro každou funkcí f(x)1 si můžeme položit tuto úlohu: Jest určit 
koeficienty x0, av . . . , «„ tak, aby kvadratická chyba přibližné relace 

n * 

f(x) SW 9k{x) 
k= 1 

byla co nejmenší. Kvadratická chyba je podle definice rovna 

<5„ = f\f(x)-^<xk<pk(x)\Uix. 
a <- = 1 

Označme b 

ak = (/, <Pk) = //(») <PÁX) 
a 

čísla ak se nazývají Fourierovými koeficienty funkce f(x) vzhledem 
k orthonormované soustavě (4). Po jednoduchých úpravách dosta-
neme 

K = /l/2(*)l ds + Í K - ®*l2 - Í K 1 2 . 
a k=1 A=1 

1 O f(x) pouze předpokládáme, že ona sama i její čtverec jsou absolutně integro-
vatelné. 
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Odtud je patrno, že dk bude nejmenší, když <xk = ak, t . j . když za 
koeficienty otn zvolíme Fourierovy koeficienty funkce f(x). Nejmenší 
hodnota ón je rovna 

f\f(x)\*dx - = U/U* - Í\ak\*. (5) 
a k=1 k=1 

Poněvadž tato hodnota je nezáporná, platí 

I M 2 ^ II/II2-
4=1 

Levá strana poslední nerovnosti je n-tý částečný součet řady s klad-
nými členy 

í m 2 
k= 1 

a naše nerovnost ukazuje, že částečné součty této řady jsou omezené. 
Odtud plyne, že uvedená řada konverguje, při čemž platí nerovnost 

Í W 2 ^ II/II2, (6) 
Jt=l 

jež se nazývá Besselovou nerovností. 
Necháme-li v přibližné rovnosti (3) n růst nade všechny meze, 

dojdeme k Fourierově řadě funkce f(x) 
00 

2ak<Pk(x). (?) 

Pravíme, že funkce f(x) se dá rozvinout ve Fourierovu řadu podle 
funkcí q>1(x),(p2(x),. ,.,fn(x), . .., jestliže řada (7) příslušející této 
funkci konverguje a její součet je roven f(x). Jestliže f(x) se dá rozvi-
nout ve stejnoměrně konvergentní řadu Fourierovu (7), potom platí 
t . zv. Parsevalova identita 

I k i 2 = li/li2- (8) 
fc=l 

Pro dostatečně velké n skutečně 
n 

— f(x)\2< e, 
k1 
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kde e je libovolná kladná konstanta. Avšak potom 

<5«= II/II2 — 2 N 2 < e ( b - a ) . 
*= i 

Necháme-li e 0 a tudíž n oo, dostaneme Parsevalovu identitu. 
Pokud se týče řady (7), vznikají dvě základní otázky: Za jakých 

podmínek tato řada konverguje, a jestliže konverguje, zda její součet je 
roven f{x)1 Prvá otázka klade v obecném případě značné potíže pří 
řešení, avšak v prakticky důležitých případech se často podaří nalézt 
jednoduché dostatečné podmínky stejnoměrné konvergence Fourierovy 
řady. 

Přejděme ke druhé otázce. Orthogonální soustavu budeme nazývat 
neúplnou, jestliže existuje funkce, jež se nerovná identicky nule a jež 
je orthogonální ke všem funkcím soustavy. V opačném případě se sou-
stava nazývá úplnou. Tak na př. soustava 

cosa;, sinx, cos2a;, sin2a;, ..., 

jež je orthogonální v intervalu <— TZ, it), je neúplná, neboť funkce 
<p(x) = 1 je orthogonální ke všem funkcím uvedené soustavy. V theorii 
trigonometrických řad se dokazuje, že soustava funkcí 

1, cosa;, sinx, cos2x, sín2a;, . . . , 

orthogonálních v intervalu <— n, TI), je úplná. 
Jestliže soustava (1) je úplná a řada (7) konverguje stejnoměrně, pak 

její součet je roven f(x). Proveďme důkaz této jednoduché a důležité 
věty. Položme m 

co(x) = <PÁx) — f(x). 
k= 1 

Funkce tu(x) je orthogonální ke všem funkcím q>k(x). Víme, že řada (7) 
konverguje stejnoměrně a je tedy možno jí integrovat člen po členu. 
Odtud také plyne, že skalární součiny (to, <pk) jsou rovny nule: 

00 

(tu, <pk) = Jan{cpn, cpk) — (/, cpk) = ak — ak = 0. 
n= 1 

Poněvadž však soustava (1) je úplná, je co(x) = 0, a tedy 
OO 

<Pk(x) = f(x). 
i=l 
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Je možno dokázat, že když je soustava (1) úplná, přejde Besselova 
nerovnost pro libovolnou funkci f(x) v Parsevalovu identitu. 

V aplikacích se setkáváme také s Fourierovými řadami poněkud 
obecnějšího charakteru. Nechť r(x) je nějaká nezáporná funkce. Pra-
víme, že funkce <p(x) a ip(x) jsou orthogonální s vahou r(x), když 

b 
fr(x) <p(x) ip(x) dx = 0. (9) 
a 

Soustavu (1) budeme nazývat orthonormovanou s váhou r(x), jestliže 
platí vztahy & r . , 

fr(x) Vi(x) <pk(x) dz = j ^ J * £ (10) 

Úplně tak jako shora dojdeme k pojmu Fourierovy řady funkce f(x) 
podle soustavy funkcí orthonormováných s nějakou vahou. Fourierovy 
koeficienty jsou definovány vzorcem 

b 

ak = fr(x) f(x) <pk(x) dx; (11) 
a 

Besselova nerovnost a Parsevalova identita se napíší ve tvaru 

ŽK\2ú}r(x)\f(x)\*dx (12) 
k = 1 a 

resp. „ „ 
Z\ak\*= Jr(x)\f(x)\*dx. (13) 

fc=l o 

Pojem úplností a z něho vyplývající důsledky se přenášejí beze změny 
i na tento případ. 

Uveďme několik příkladů orthogonálních soustav. 

a) Soustava <pk(x) = ellx, kde k probíhá všechna celá čísla- z inter-
valu (—oo, oo), je orthogonální v intervalu —tc, 7t). Není normo-
vaná, neboť n 

]\cpk{x)\*dx = Jdi = 2n. 
— 71 71 

Zřejmě soustava funkcí 

, - 2 = eikx, k =...,— 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , . . . 
\2n 

je orthonormovaná v intervalu <—n, TC). 
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b) Funkce 
1, cosa;, cos2x, . . . 

tvoří orthogonální soustavu v intervalu <0,7t>. V tomtéž intervalu 
tvoří orthogonální soustavu i funkce sinfcc, k = 1,2, ... 

c) Legendrovy polynomy 

P0{x) = 1, Pn(x)= ~ ( ^ 1 , 2 , . . . 

jsou orthogonální v intervalu <—1, 1>. Splňují relace 

+i 
fPiix) Pk(x) dx = 

d) Čebyševovy polynomy 

0, i =f= k, 

WTÍ' ť = k ' 

cmou 

Tk{x) = ^ ¿ i cos(A arccosx), k = 0, 1, 2, . . . 

jsou orthogonální s vahou 

r { x ) = n = č 
v intervalu <—1, 1>. Je možno je normovat vynásobením Tk(x) veli-

W - . 
e) Nechť J„{x) značí Besselovu funkci prvého druhu n-tého řádu 

a nechť <xk,n jsou její kladné nulové body. Budeme předpokládat, že 
n > — 1. Soustava funkcí 

Jn(<*k,nZ), k = 1. 2, . . . 
je orthogonální s vahou r(x) = x v intervalu <(0, 1). Tyto funkce vyho-
vují relacím 

fxJn(yi,nx) Jn(ockinx) dx = |0J2 , \ 
0 lyn + ll^JťnJ» 1 — K-

Soustavy a) až e) jsou úplné. 
Uvedené soustavy hrají důležitou úlohu v mnohých praktických 

otázkách. Počet příkladů takových soustav je možno značně rozšířit. 
V theorii řad rozvinutých podle' orthogonálních funkcí má velký 

význam t. zv. o r t h o g o n a l i s a c e , jež umožňuje libovolnou posloup-
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nost lineárně nezávislých funkcí převést na orthonormovanou. Nechť 
<pn(x), n = 1, 2, . . . je posloupnost (konečná nebo spočetná) takových 
funkcí, že <px(x), <p2(x), ..., fm(x), kde m je libovolný index, jsou navzá-
jem lineárně nezávislé. Utvořme takovou orthonormovanou posloup-
nost con(x), n= 1, 2, . . . , aby com(x) byla lineárně vyjádřena pomocí 
<PI(x), <p2(x), ..., <pm{x) a naopak, aby <pm(x) byla lineárně vyjádřena 
pomocí co^x), <o2{x), ..., com(x). 

Funkce q>x{x) není identicky rovna nule, protože nula je lineárně zá-
vislá na každé soustavě funkcí. V tom případě je její norma kladná. 
Položme , , 

Vi(*) = ®i(®) = ij^y-; 

potom je funkce cox(x) normovaná. Předpokládejme nyní, že hledané 
orthonormované funkce OJ^X), <x>2(x), ..., (ún_x(x) jsou už sestrojeny. 
Položme 

Wnipc) = tpn(x) — *>k{x) 
t=i 

a zvolme koeficienty ak t ak , aby y>n[x) byla orthogonální k co^x), 
co2{x), ..., av-i(z): 

n—1 
(<Pn, c»}) — co,) = 0, j = 1, 2, . . . , n — 1. 

1=1 
Avšak 

/ X í 0 

( » * = { l f k = j t 

a z poslední rovnice nalezneme = (<pn, (o}). 
Funkce \pn(x) není identicky rovna nule, neboť by se funkce q>n(x) 

dala v opačném případě vyjádř i t lineárně pomocí co^x), co2(x), ..., 
í o „ _ i ( 4 a tudíž i pomocí 9l{x), q>2(x), .. (pn_i(x). Nyní stačí položit 

n ( )
 ~ W 

J a k vyplývá z konstrukce, je posloupnost co„(x), n = 1,2, ... ortho-
normovaná a co„(x) je lineárně vyjádřena pomocí cp-^x), <p2(x), ..., <pn{x). 
Opačně <pn(x) je lineárně vyjádřena pomocí CŮX(X), U>2(x), ..., co„(x): 

n—1 
9n{*) = IIVJ uJ?) + 2(<Pn, °>k) Oih{x). 
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§ 12. Základní věty o souměrných rovnicích. V ě t a 1. Jestliže jádro 
K(x, s) je souměrné a není identicky rovno nule, pak má alespoň jedno 
charakteristické číslo. 

Existuje několik důkazů této velmi důležité věty; každý z nich je 
podkladem pro nějaký způsob přibližného výpočtu charakteristických 
čísel. Tyto způsoby jsou podrobně probírány v následujících odstav-
cích. Je třeba poznamenat, že pro nesouměrná jádra není první věta 
správná: existují nesouměrné rovnice, jež nemají charakteristická 
čísla. Takové jsou na př. rovníce Volterrovy. 

Věta 1 je důsledkem věty 3, níže uvedené v tomto paragrafu, jejíž 
důkaz bude proveden na konci kapitoly v § 20. 

V ě t a 2. Všechna charakteristická čísla souměrného jádra jsou reálná. 
Nechť A0 je charakteristické číslo a <p0{x) jemu příslušející charakte-

ristická funkce jádra K(x, s). Podle definice vyhovují rovnici 
b 

<p0(x) — ¡IC(x, s)]<p0(s) ds = 0 (1) 
a 

čili, jestliže užijeme označení, které jsme zavedli v § 8, 

<p 0(x) — X0Kcp0 = 0. 

Násobme tuto identitu výrazem <p0(x) a integrujme vzhledem k x v me-
zích od a do b. Potom dostaneme 

IIPoMH2 — h(K<Po> fo) = 0, 
odkud x = llyofo)!!2 * ( 2 ) 

Čitatel ve (2) je kladný; dále podle základní vlastnosti souměrného 
jádra (vzorec (3), § 11) 

{K<p0, <p0) = (<p0, K<p0). 

Avšak výměna činitelů ve skalárním součinu je ekvivalentní s jeho 
nahrazením komplexně konjugovanou hodnotou: 

(<p0, K<p0) = (K<p0, <p0). 
TudlZ {Kn, (p0) = (K<p0, <p0). (3) 

Číslo (K<p0, 95,,), jež se rovná číslu k němu konjugovanému, je reálné. 
Nyní ze (2) plyne, že hodnota A0 je také reálná. 
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V ě t a 3. Převrácená absolutní hodnota nejmenšího charakteristického 
čísla souměrného jádra se rovná maximu veličiny 

b b 
|(K<p, <p)| = | f f K ( x , s) <p(x) <p(s) dx ds| (4) 

a a 
s vedlejší podmínkou 

b 

(<P, <P) = J V ( * ) | dx = 1. (5) 
a 

Uvedeného maxima nabude, je-li <p(x) charakteristická funkce jádra, jež 
přísluší nejmenšímu charakteristickému číslu. 

Důkaz této věty není elementárníma je třeba zavést k němu několik 
nových pojmů; tomuto důkazu bude věnován § 20 této kapitoly. 

, V ě t a 4. Charakteristické funkce souměrného jádra, jež příslušejí růz-
ným charakteristickým číslům, jsou navzájem orťhogonální. 

Nechť I , a jsou různá charakteristická čísla souměrného jádra 
K{x, s) a <?>i(x), <Pz{x) jsou jim příslušející charakteristické funkce. 
Potom . . . , r . , . , T. 

<Pi\x) — X1K<p1 = <Pz\x) — X2K<p2 = 0. 
Vynásobme skalárně první rovnici výrazem X2 <p2(x) a druhou 

Xí<pí(x). Číselné koeficienty vytkneme před skalární součin a přihléd-
neme k tomu, že podle věty 2 jsou reálné: 

h{<pi, <Pz) — hK{K<Pv <Pi) = 0, (6) 

h{<Pi, <Pi) — h^ÁK-Vi, <Pi) = • (7) 
V (7) vyměníme činitele ve skalárním součinu a nahradíme všechny 
členy sdruženými. Potom dostaneme 

¿i(<Pi> <Pz) — K<P*) = 0 

čili, podle vzorce (3), § 11, 

h(<Pi> <Ps) — X1X2{Kcp1, <p2) = 0. (8) 

Odečtěme (6) od (8): 
(X2 — aíxpí, <p2) = 0. 

Avšak X2 =j= Xlt tudíž je nutně (<pv <p2) = 0, čímž je věta dokázána. 
V souvislostí s větou 4 učiňme tuto poznámku. Nechť některému 

charakteristickému číslu odpovídá n lineárně nezávislých charakteris-
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tických funkcí. Jejích libovolná lineární kombinace je také charakteris-
tickou funkcí. Pomocí orthogonalisace je možno z daných n lineárně 
nezávislých funkcí sestrojit n lineárních kombinací, jež budou normo-
vané a po dvou orthogonální, pří čemž dané funkce budou opět lineár-
ními kombinacemi sestrojených. Avšak v takovém případě je možno 
učinit všechny charakteristické funkce souměrného jádra .po dvou 
orthogonálními. Opravdu, jestliže charakteristické funkce příslušejí 
témuž charakteristickému číslu, budou orthogonálními v důsledku 
orthogonalisace; jestliže příslušejí různým charakteristickým číslům, 
pak jsou orthogonální v důsledku věty 4. Tak dojdeme k větě: 

V ě t a 5. Posloupnost charakteristických funkcí souměrného jádra je 
možno učinit orthonormovanou. 

V dalším budeme vždy předpokládat v souhlase s větou 5, že po-
sloupnost charakteristických funkcí souměrného jádra je orthonormo-
vaná. Umluvíme se ještě, že při psaní posloupnosti charakteristických 
čísel budeme opakovat každé z nich tolikrát, kolik mu přísluší charak-
teristických, lineárně nezávislých funkcí. Potom můžeme předpoklá-
dat , že každému charakteristickému číslu odpovídá pouze jedna 
charakteristická funkce; přitom se mezí charakteristickými čísly mo-
hou vyskytovat čísla stejná. Umluvíme se také, že budeme číslovat 
charakteristická čísla podle vzrůstajících absolutních hodnot. Tudíž, 
jestliže Xm a A„ jsou dvě charakteristická čísla a m <C n, pak |Am| £ 
£ W -

§ 13. Věta Hilbert-Schmidtova. L e m m a 1. Množina charakteristických 
čísel druhého iterovaného jádra je totožná s množinou čtverců charakteris-
tických čísel daného jádra. 

Nepředpokládáme zde, že jádro je souměrné. 
a) Nechť A0 je charakteristické číslo jádra K(x, s) a <p0{x) je příslušná 

charakteristická funkce. Potom (E — X0K) rpa = 0. Aplikujeme-li na 
obě strany poslední relace operátor E + X0K, dostaneme 

(E — 4ř2) <p0 = 0 
čili podrobněji b 

<Po(x) — ¿o fKi(x> *) <?>(«) d« = 0. 
a 

odkud plyne, že je charakteristické číslo jádra K2(x, s). 
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b) Nechť /i0 je charakteristické číslo jádra K2(x, s) a <p0{x) je příslušná 
charakteristická funkce, takže (E — [¿qK?) (p0 = 0 čili, když položíme 
/ÍQ — AQ, 

(E — X0K)(E + X0K) cp0 = 0. (1) 

Může se stát, že X0 je charakteristické číslo jádra K(x, s); potom lem-
ma 1 je správné. Předpokládejme nyní, že tomu tak není. Označme 
(E + X0K) <p0 = cp^x). V důsledku rovnice (1) (E — X0K) rpx = 0; 
protože X0 není charakteristické číslo jádra K(x, s), pak (px(x) = 0 čili 
(E + X0K) cp0 = 0. Poslední relace ukazuje, že —X 0 je charakteris-
tické číslo jádra K{x, s). Tím je lemma dokázáno. 

P o z n á m k a . Lze dokázat i obecnější tvrzení: Množina charakteris-
tických čísel jádra Kn(x, s) je identická s množinou íi-tých mocnin 
charakteristických čísel jádra K(x, s). 

L e m m a 2. Nechť'jádro K(x,s) je souměrné a vyhovuje nerovnosti 
(1). § 2, 

6 

j\K*(x, 5)1 ds < Cv Cx = konst. 
a 

Dále necht q>n(x), n = 1, 2, . . . je posloupnost všech charakteristických 
funkcí jádra K(x, 5) a Xn jsou jim příslušející charakteristická čísla. 
Potom řada 

2 (2) 
«=1 ^n 

konverguje a její součet není větší než konstanta C'1. 
Zvolme pevně hodnotu proměnné x a uvažujme jádro K(x, s) jako 

funkci proměnné s. Najděme Fourierovy koeficienty této funkce vzhle-
dem k orthonormované posloupnosti q>n(s), n = 1 , 2 , . . . Označme tyto 
koeficienty a„; potom 

r 9n{x) 
an = ]K{x, s) <pn(s) ds = - j — • 

a An 
Podle Besselovy nerovnosti 

Ž Hí— £ l\K2(x, 5)1 ds £ Clt 
n=l A

n a 
čímž je lemma dokázáno. 
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L e m m a 3. Jestliže Ax, A2, ..., A„, An+1, . . . je množina všech charakte-
ristických čísel jádra K(x, s) a <PÍ{X), <p2(x), ..., <pn{x), <pn+ -¡(x), ... jsou 
jim příslušející charakteristické funkce, pak souměrné jádro 

K*\x, s) = K(x, s)-Z f n ^ vM (3) 
m = 1 ^m 

má charakteristická čísla A„+1, Xn+Í, ..., jimž příslušejí charakteristické 
funkce <pnJrl(x), (pn+2(x), ... Jiná charakteristická čísla a charakteristické 
funkce jádro K(n\x, s) nemá. 

Rovnicí b 

<p(x) — A f Kw(x, s) <p(s) ds = 0 
a 

je možno napsat ve tvaru 

<p(x) - A fK(x, s) <p(s) ds + A i ^ (<p, <pm) = 0. (4) 
a m=1 "m 

Dosaďme do levé strany rovnice (4) A = Aj a <p(x) = cps{x), kde j > n. 
Poněvadž funkce <pk(x) jsou orthogonální, je pro j > m (<p3-, cpm) = 0; 
po dosazení dostaneme 

b 

<pf{x) — Kj ¡K(x, s) 9 d s , 
a 

což je očividně rovné nule. Tudíž A, a <Pj{x), j > n, jsou charakteris-
tická čísla a charakteristické funkce jádra K(x, s). 

Nechť nyní A„ je charakteristické číslo a <p0(x) charakteristická 
funkce jádra K(n)(x, s), takže 

9o(x) - A„/^„ + A0 Í ' ^ (<p0, <pm) = 0. (5) 
m = 1 ^m 

Vynásobme tuto rovnici skalárně <p}(x), avšak tentokrát pro j £ n. 
Vzhledem k orthogonálnosti a normovanosti funkcí <pm(x) dostaneme 

(7>o, <PJ) — UK<Po, <PJ) + (<Po, <Pi) = (6) 

Podle vzorce (3), § 11 {Kfo, = {<p0, K<pj). Dosaďme toto do (6) a 
slučme poslední dva členy. Potom 

A 
(<Po> <Ps) + J («Po. <Pi ~ hK(Pi) = (9>o>.<Pi\= 
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Avšak pak v rovnici (5) vymizí součet a dostaneme 
& 

cp0{x) — X0f K(x, s) <p0(s) ds = 0. 
a 

Z toho plyne, že A„ je charakteristické číslo a <p0(x) charakteristická 
funkce jádra K(x, s). Přitom <p0(x) 4= <Pj(x), j £ n, neboť tyto fuiikce 
jsou orthogonální. Avšak potom <p0(x) a A0 jsou nutně obsaženy v po-
sloupnostech <pn¥1(x), <pnf2(z)> . . . a Anf 1; A„+2, . . . 

P o z n á m k a . Předpokládejme, že K(x, s) má pouze konečný počet 
charakteristických čísel Xv A2, . . . , Xn. Potom jádro Kin)(x, s) nemá 
charakteristická čísla. Podle věty (1), § 12 K(n){x, s) = 0. Odtud plyne, ' 
že n 

k ( x j a) = ^ y m (1 
a tudíž jádro K(x, s) je degenerované. 

V § 4 jsme dokázali, že každé degenerované jádro má pouze ko-
nečný počet charakteristických čísel. Srovnáme-li tyto dva výsledky, 
dojdeme k závěru, že souměrné jádro má konečný počet charakteristic-
kých čísel tehdy a jen tehdy, když je toto jádro degenerované. 

V ě t a H í l b e r t - S c h m i d t o v a . Necht A2, ..., A„, ... jsou charak-
teristická čísla souměrného jádra K(x, s) a cp^x), <p2{x), ..., <p„{x), ... jsou 
příslušející charakteristické funkce. Necht h(x) je funkce, jejíž čtverec je 
absolutně integrovatelný v intervalu (a, 6). Jestliže integrál 

j\K*{x, s)| ds 
a 

je omezený, potom funkci 
b 

f{x) = Kh = f K(x, s) h(s) ds (7) 
a 

lze rozvinout v absolutně a stejnoměrně konvergentní Fourierovu řadu 
podle orťhonormované soustavy funkcí <p„(x): 

CD 

/(«) = 2/» <Pn{*), fn = (/. <Pn)-
n=1 

Fourierovy koeficienty /„ funkce f(x) jsou vázány s Fourierovými koefi-
cienty h„ funkce h(x) relacemi 
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fn =~T> K= (K 93„), An 

takže cd 7 
" / (*)= Z ^ í * ) - (8) 

n = l An 

Všimněme si toho podstatného faktu, že nepředpokládáme ani konver-
genci Fourierovy řady funkce h(x), ani úplnost orthonormované sou-
stavy charakteristických funkcí. 

1°. Najděme Fourierovy koeficienty funkce f(x) vzhledem k ortho-
normované soustavě q>n(x), n = 1, 2, . . . 

ín = (/. <P») = (Kh, cpn) = (h, K(pn). 

Avšak ipn — XnK(pn = 0. Odtud K<pn = y <p„(x) a 
A„ 

fn= T (h, cpn) = y-An An 

Uvažujme Fourierovu řadu funkce f(x). Tato řada má tvar 

Í / » 9 > n ( z ) = Ž y > n ( z ) . (9) 
n = l n—1 An 

Odhadněme její zbytek. Podle Cauchyho nerovnosti 
n+3J 
2 K 

<pk{x) n+p n+p i / \ i o n+p 
s 2 h 2 l ^ s f l í ^ 

4 = n + l 4 = t í H Ak 4 = 71 + 1 4 = 1 Ak 

Podle lemmatu 2 je druhý součet omezený a prvý součet může být 
00 

v důsledku konvergence řady učiněn libovolně malým. Odtud 
4=1 

plyne, že řada (9) konverguje absolutně a stejnoměrně. Součet této 
řady označme co(x) a její n-tý částečný součet co„(x). 

2°. Odhadněme veličinu \\f(x) — co„(x)\\2. Máme 

f(x)-ojn(x) = Kh-Z =Kh - i {-^^<pm(x) = K™K, 
m=l Am m — l Am 

kde v souhlase s naším označením 

Kin)h = jK(n){x, s) h(s) ds. 
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Dálp 
||/(s) - con(xW = \\K.(n)M\* = [K^h, K(n)h). 

Aplikujeme-li na skalární součin vzorec (3), § 11, dostaneme 

\\f(x) — C0n{x)\\2 = {h, (#">)» A). 

(KM)2 je Fredholmův operátor, jehož jádro je druhým iterovaným 
jádrem vzhledem k K(n)(x, s). Označme toto iterované jádro K("\x, s), 
jak je zvykem a pišme K ^ h místo (K{n))2 h. Potom 

||f(x)-con(x)f=(h, K™K). 

Podle lemmat 3 a 1 je nejmenší charakteristické číslo jádra K^ix, s) 
rovno X^+i a podle věty 3, § 12 

_ L = m a x ( M ? > ) 1 

^n + lj (<P> <P) 
Potom pro. libovolnou funkcí h(x) 

(h, Kf%) < _ 1 
(h, h) = A2

+1' 

čili (h, K f h ) £ -—^— (h, h). Avšak A„+1 oo. Odtud 
n+1 

IIf(x) - con(x)\\* = (h, K™K) 0 pro n -> oo. 

3°. Dokažme nyní, že f(x) = co(x). Odhadněme proto nejdříve veli-
činu ||/ — a)||. Podle trojúhelníkové nerovností 

| | / - c o | | ^ I I / - C O J + I K - c o l l . 
Podle dokázaného, konverguje prvý sčítanec napravo k nule pro 
n - > 00. Stejně tak konverguje k nule i druhý sčítanec. Skutečně řada 
(8) konverguje stejnoměrně; proto pro dostatečně velká n bude 
||con(a;) — «(z)|| < E, kde e > 0 je libovolné číslo. 

Odtud b 

IK - «II2 = f\con(x) - co(x)\2 dx < e\b - a), [] 
a 

což může být učiněno libovolně malým. Tudíž ||/ — co 11 —s- 0 pro n 00, 
avšak ||/ — co|| nezávisí na n, tedy ||/ — co|| = 0 a tedy také f(x) = a)(x). 

1 Vynecháváme zde znak absolutní hodnoty, neboť 
(<P, K^cp) = (<p, <p) = (E(»V, K{n]<f) = W{n)'P\? > 0. 
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§ 14. Určení prvého charakteristického čísla Ritzovou methodou. 
Věta 3, § 12 převádí úlohu určit nejmenší charakteristické číslo sou-
měrného jádra na úlohu určit maximum veličiny 

b b 

\{K<P, <p)\ = I JfK(x, s) cp{x) <p(s) dxds | (1) 
a a 

s vedlejší podmínkou 

ifp, <p) = /V2(x) | dx = 1. (2) 
a 

Tato věta nám umožňuje užít přímých method variačního počtu 
k nalezení nejmenšího charakteristického čísla. Speciálně je možno 
užít methodý Ritzovy. Zvolme libovolnou posloupnost funkcí 

•••»VnW. •••> (3) 

kterou budeme považovat za úplnou, pří čemž pojmu „úplná posloup-
nost" dáváme takový význam: pro libovolnou funkci f(x) je vždy 
možno zvolit číslo n a koeficienty xlt oc2, . . . , «„ tak, aby ' 

« 

\\f(x) — vsítil < e> 
i=l 

kde e je libovolné kladné číslo. Jinými slovy, posloupnost (3) nazýváme 
úplnou, jestliže je možno zvolit koeficienty <xk a číslo n tak, aby střední 
kvadratická chyba relace 

n 
f(x) ^(xkipk(x) 

k=l 

byla libovolně malá. Zejména jako posloupnost (3) můžeme zvolit libo-
volnou úplnou orthonormovanou posloupnost. Položme v (1) 

cp(x).= a^xp^x) + a2ip2{x) + ... + a„y>„(x), 

kde a l t cl2, —, a,n jsou libovolné koeficienty vyhovující podmínce, ze 
(<p, <p) = 1. Tato podmínka nabývá tvaru 

n 
2 a i ®fc(Vť. v>*) = 1 (4) 

ť,i=l 
a výraz (1) přejde v 

\(Ktp,tp)\ = (5) 
i , i = 1 
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kde 6 b . 
Aik = f j K ( x , s) ipfc) fk(s) dx ds. 

a a 

V důsledku souměrnosti jádra Aik = Aki. 

Budeme hledat maximum výrazu (5) pří podmínce (4). Máme tedy 
nalézt maximum funkce několika proměnných. Jestliže tu to úlohu 
rozřešíme a vypočteme maximum veličiny (5), najdeme t ím současně 
přibližnou absolutní hodnotu nejmenšího charakteristického čísla. 
Dokažme, že t ímto způsobem dostaneme přibližnou hodnotu, která 
je větší než hodnota přesná a která k přesné hodnotě konverguje pro 
n oo. 

1 

Označme maximum veličiny (5) a cpw(x) funkcí, jež toto maxi-

mum realísuje. Potom 
^ = | ^ m a x | ( ^ , cp)\ = J-j, 

kde je co do absolutní hodnoty nejmenší charakteristické číslo da-
ného jádra. Odtud A(

x
n) ¡> |AX|. 

Zbývá dokázat, že A ' " ' ( . Protože soustava (3) je úplná, mů-
žeme na j í t funkcí tvaru 

n 
w ( x ) = Vfcí2-)' Kk — konst. 

Jfc= 1 
takovou, že H^ — co|| < Je, kde q>x(x) je charakteristická funkce jádra 
K(x, s) příslušející charakteristickému číslu Ax a e je libovolné kladné 
číslo. Položme dále 

«!<*>= 

Potom cd^x) vyhovuje podmínce (2). Odhadněme veličinu \\cpx — c o . 
Podle trojúhelníkové nerovnosti máme H^JI — ||a>|| £ \\q>1 — co|| £ l e, 
odkud | H | > 1 — J e . Označme ještě ||co|| = a. Nyní 

a ^ 1— \e ' 
Př í dostatečně malém e, 1 — J e > £ a tudíž 

ll<Pi — o>ill < 2 | | — co|| = 2\\<px — co — (1 — a) ^H ^ 
£ 2119?! — co|| + 2|1 — cr| < e. 
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Nyní odhadněme rozdíl 

A = \(K<Pl, ^[-1(^,0)01. 

Funkce co^x) vyhovuje podmínce (2). Odtud a z věty 3, § 12 vyplývá, 
že A > 0. Dále je zřejmě 

A <: |(K<pv — (Kati, cuJl. 
Uvažujme veličinu 

(K(<Pi + «i), <Pi — w i ) = (K(Pi + K°>v <Pi — w i ) = 
(K<Pv <Pi) + (^">1» <Fi) — (k<Pv <"I) — (K°>v 

Podle vzorce (3), § 11 se druhý a třetí člen na pravé straně vzájemně: 
ruší, takže dostaneme 

A £ |(K(<p!+ co^^ — wj]. 

Užijme nerovnosti Buňakovského: 

A2 ^ \\Kicp, + o^l l 2 . ^ - < e
2 | |K(Vl + a ^ f , 

D á l p 
ll?i + ««lil ^ lišili + IKII = 2 

ll-Ktei + «i)lla = ¡\ÍK(x, 8)1^(8) + 0 ,^ ) ] ds|2dx. 
a a 

Opět podle nerovnosti Buňakovského 

I JK(X, 3)^,(8) + fl,»] ds|2 ^ / |K*(x, s)| ds f\Vl(a) + ft,^)!2 ds < 
a a a 

b 
£4:J\K2{x, s) |ds. 

a 

Integruj eme-lí tuto nerovnost, dostaneme 

a konečně A < 2Bs. 

Podle definice funkce q>(n) 

Odtud 

Kil Ál 
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Avšak A může být učiněno libovolně malým. Odtud plyne, že —^ -> 

_ L a tedy A Í 0 - * ^ . 

Připomeňme několik případů, kdy může být úloha zjednodušena. 

a) Jestliže je jádro K{x, s) reálné a funkce y>i{x) jsou zvoleny také 
Teálně, potom se můžeme omezit na uvažování pouze reálných koefi-
cientů ak. Místo (4) a (5) dostaneme výrazy 

' n 

2®i®fc(Vť>V*) = (4i) ť, k= 1 
n 

\{K(p,cp)\ = \2Ail<aiak\, (5X) 
V v i , 4 = 1 

pra cemz b b 
Alle= ¡¡K(x, s) rpi{x) y>k(s) dx ds. 

a a 

Případ reálného jádra je nejdůležitější pro aplikace, jež nás zajímají. 
Na tento případ se zde omezíme. 

b) Jestliže posloupnost (3) je orthonormovaná, nabývá vztah (4X) 
jednoduššího tvaru: 

l « f = i-
1 = 1 

c) Úloha se obzvláště zjednoduší, jestliže je známo, že výraz 
(Kq>, <p) nabývá pouze kladných hodnot.1 V tomto případě je třeba 
určit maximum kvadratické formy 

n 

(K<P, <p) = (52) 
i,k=l 

při podmínce (4X). Vzorec (2), § 12 ukazuje, že v uvažovaném případě 
jsou charakteristická čísla kladná, a maximum formy (52) ihned dává 
hledanou přibližnou hodnotu charakteristického čísla. 

Pomocí Lagrangeovy methody neurčitých koeficientů se maximum 
formy (5^) nalezne takto: Označme 

F = fAilfliak, 0 — F — a f a ? , (6) 
i,k= 1 ¡=1 

1 Jádra, jež mají tuto vlastnost, se nazývají hladné definitni. 
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kde cr je neurčitý koeficient. Extrémní hodnoty proměnných a t jsou 
určeny rovnicemi gjř* 

5—= 3 2aat — 0 
ca i odj 

nebo v explicitním tvaru 
n 

2Aikak — ™i = 0> i = 1, 2, . . . ,». (7) 

Soustava (7) je lineární, homogenní. Koeficienty a ť nejsou současně 
n 

rovny nule, neboť = 1, a proto se determinant soustavy (7^musí 
t=i 

rovnat nule; tím dostaneme pro neznámou a rovnici 
AX1 a, A12, ..., Aln 

A21, A22 o, ..., A2n 
= 0. (8) 

-^nli An2, . . ., -4nn - - <7 

Násobíme-li (7) výrazem a{, sečteme-li pro všechna i a užíjeme-li toho, 
n 

že = 1, najdeme, že a = F. Přitom F zde zřejmě označuje extrém-
¿=1 

ní hodnotu kvadratické formy F. Je také zřejmé, že se maximální 
hodnota F rovná největšímu z kořenů rovníce (8). 

Řešení rovníce (8) se značně zjednoduší, jestliže užijeme methody 
akademika A. N. Krylova k výpočtu determinantu na levé straně.1 

Současně s charakteristickým číslem bývá důležité určit i příslušnou 
charakteristickou funkci. Tato úloha je podstatně složítější než úloha 
určit charakteristická čísla. Jednoduše se však řeší, jestliže už předem 
víme, že nalezenému charakteristickému číslu přísluší pouze jedna 
charakteristická funkce. V tomto případě stačí nalézt a l t a 2 , . . . , a n ze 
soustavy. (7); výraz n~ 

í=l 
se přibližně rovná hledané charakteristické funkci. 

1 Podrobněji o této methodě viz v Slánku A. N. Krylova „O čislennom rešenii 
uravněnija, kotorym opreděljajutsja častoty malých kolebanij matěrialnoj sis-
těmy". Izvěstija AN SSSR, Otděl matěmatičeskich i jestěstvěnnych nauk, 
1931, No. 4. 
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Uvažujme jako příklad rovnici 
i 

<p(x) — X jK(x, s) <p(s) ds = 0, 

kde 

K{x, s) = 

1 
x(x x(x 

X 
x(x 

1 
s(x 

X 
s(x 

(x > !)• (9) 

K .¿této rovnici dospějeme při řešení jedné z úloh theoríe vedení 
tepla. Lze dokázat, že jádro (9) je kladné. Za posloupnost (3) vezmeme 
posloupnost orthonormovanou v intervalu <0, 1> 

ipk(x) = ]/ 2 sin&jrx, k = 1 , 2 , . . . 

Nalezněme přibližné hodnoty nejmenšího charakteristického čísla; 
při tom budeme klást n = 2, 3, 4. Zvolme pro určitost, x = 2. Pro 
koeficienty Aik lehce dostaneme: 

(— 2 
Aik = ikn* ' ' * h Aii = ÍW-

Yezmeme-li n = 2, budeme řešit úlohu nalézt maximum kvadratické 
formy , 

F (2a* - a,a2 + \a\) 
71 

při podmínce a\ + a\ = 1. Rovnice (8) nabývá v našem případě tvaru 
(T = CT7C2) 

' 2 — r, — 1 
— 1, 2 — 4r = 0 

čilí 4r2 — lOr + 3 = 0. Větší kořen této rovnice je i w 2,15. Odtud 
t2 Tt* 

2JL5 
4,59. 

Vezmeme-li n = 3, dostaneme pro r = <T7r2 rovnici 

2 - r, - 1, 1 
— 1, 2 — 4r, — 1 

1, —1, 2 — 9 r 
= 0 

86 



čili 
18T3 — 49 T2 + 21r — 2 = 0; 

její největší kořen se rovná 2,22. To dává pro hodnotu ta 4,47. 
Vezmeme-li n = 4, přijdeme k rovnicí 

čili 

2 - r , — 1, 1, — 1 
- 1 , 2 — 4r, — 1, 1 

1, - 1 , 2 — 9 r , — .,1 
— 1, 1, — 1, 2 — 16t 

= 0 

576z4 — 1640i3 + 819r2 — 120r + 5 = 0. 

Její největší kořen se rovná 2,258, což dává Á1 4,371. Přesnější 
hodnota Av kterou dostaneme jiným způsobem, se rovná 4,115. 

Objasněme stručně, jak jsme dostali tuto hodnotu At. Homogenní rovnice 
s jádrem (9) má tvar 

x 1 

i f y{x) J a(x — x) <p(s) ds 

o 
Derivujeme-li ji, dostaneme 

x 
* c 

<p'(x) -\ I a <p(s) ds 

a) <p(3) da = 0. (10) 

x r x r 
— la gp(s) da I 
« J x J 

(x — a) q)(s) da = 0, 
(11) 

<p"(x) + X <p(x) = 0. 
Odtud <p{x) = A cos/ix + B sin fix, fi = ]/A. Z (10) a (11) plyne, že <p( 0) = 0, 
(y. — 1) <p'(l) + <p(l) = 0. První z těchto relací dává A = 0; druhá, jež má pro 
x — 2 poněkud jednodušší tvar p ' ( l ) + <p(l) = 0, dává rovnici pro určení /u: 

f* + tg/i = 0. 
Kořený této rovnice dostaneme, sestrojíme-li v rovině (fi,y) průsečíky křivek 
y = — ¡i, y = tg/i. Není obtížné nahlédnout, že nejmenší kladný kořen leží 
v mezích £k < /i < ir. Položme (i = 7t — v a takto nalezenou rovnici 

tgv = 7t — v 
budeme řešit iterační methodou, ldadouce v0 = 1. Opakujeme-li proces tak dlou-
ho, dokud nedostaneme řešení na 4 desetinná místa přesně, nalezneme v = 
= 1>1128, odkud [i = 2,0288 a A = /i2 = 4,115. 
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§ 15. Určení prvého charakteristického čísla pomocí stop jádra. Ve 
vzorci Hilbert-Schmidtově (8), § 13 položme h(s) = K(s, t). Dostaneme 

71=1 
kde co„(t) jsou Fourierovy koeficienty jádra K(x, t) vzhledem k soustavě 
jeho charakteristických funkcí y^x), . . . , cpn(x), ... Není obtížné vypočí-
ta t tyto koeficienty. Podle vzorců pro Fourierovy koeficienty 

6 

ojn(t) = ¡K(x, t) <pn{x) da; 
a 

čili, jelikož jádro je souměrné, 
b 

co„(t) = ¡K(t, x) tpjx) dx. 
a 

Avšak <pn(x) vyhovuje rovnici 
b 

<pn(x) = Xn fK(x, t) <pn(t) dí. 
a 

Změníme-li označení t 
Zet cc db naopak, najdeme 
b 1 ¡K(t, x) <pn(x) dx = T <pn(t) / 

a A-n 
a konečně 

wn(0 = Y ^(O-
Nyní 

* , (* , o = i (1) 
7 1 = 1 A „ 

Podobně najdeme 

*,(*, t)=i 
a obecně 

= ' (2) 
»=1 

Abychom dostali na př. vzorec pro K3(x, t), můžeme opět užít vzorce 
Hilbert-Schmidtova, položíme-li v něm h(s) = K2(s, t). Při tom je 
třeba si uvědomit, že podle vzorce (1) je n-tý Fourierův koeficient jádra 

KJ 
x, ť) roven — <p„(t). 
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Rada (2) konverguje stejnoměrně vzhledem k oběma proměnným 
x, t současně, jestliže m ^ 3 a je splněna podmínka, kterou obyčejně 
předpokládáme: 

b 

/|K\x, í)| dí < Cv Gí = konst. 
a 

Abychom to dokázali, uvažujme zbytek řady (2) 

<Pk{x) 
n+p 

I 
k=n +1 

(pk(x) <pk(s) i n + p 
< —— 7 
= hm-21 , ^ 

\
A

n+l I i = 7 i + l 

< 1 V 
m-21 
n+l|k— 1 

<pk(x) 
K 

K 

<Pk(s) 
Afc 

< 

Užijeme-li Cauchyho nerovnosti a lemmatu 2, § 13, dostaneme 

< _ L _ ( ý M í r f í y M ^ l V c 
= l ^ + - i 2 l lÁ K I U=i K í = 

"y q>Ax) <Pk(s) 
k=n+1 A

k = 1 ^ 1 

Poslední zlomek konverguje k nule, neboť ?n -> oo; odtud plyne stejno-
měrná a absolutní konvergence řady (2). Rada (1) konverguje stejno-
měrně vzhledem ke každé z propiěnných x a t, zvolíme-li pevně hod-
notu druhé proměnné. To plyne z věty Hilbert-Schmidtovy. 

Rada (2) se nazývá bilineární řada jádra Km(x, t).1 Připomeňme, že 
integrál b 

= jKm(x, x) da; 
a 

jsme nazvali m-ton stopou jádra K(x, s). Jestliže je jádro souměrné, 
jsou jeho stopy v jednoduchém vztahu k charakteristickým číslům, 
totiž „ 

^ = (3) 

1 Můžeme sestrojit bilinpární řadu i pro jádro K(x, s). Má tvar 

2^ <Pn(x) <PM 

. i K ' 
71 = 1 

Rada (*), obecně řečeno, diverguje. Můžeme však dokázat, že konverguje 
v průměru ke K(x, s). Jestliže řada (*) konverguje stejnoměrně vzhledem1 

k x i s , pak její součet je roven jádru K(x, s). 
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Vzorec (3) lehce dostaneme, póložíme-lí ve vzorci (2) t = x a zintegru-
jeme-li jej v mezích od a do b. Při tom je nutno si uvědomit, že charak-
teristické funkce jsou normovány, takže 

f\<pn(x)\*dx= 1. 
a 

Při odvození vztahu (3) je třeba integrovat člen po členu řadu 

y l M M 
Á A? 

Pro TO > 2 je tento postup oprávněný vzhledem k stejnoměrné kon-
vergenci řady (2) a pro TO = 2 vzhledem k Lebesgueově větě o integro-_ 
vání řad s kladnými členy člen po členu. 

Stopy se sudými indexy jsou všechny kladné, protože 

•d-2m — 2 ' (4) 
n=l In 

a charakteristická čísla A„ jsou reálná. 
Poznamenejme ještě, že 

A2m = f f f K J x , ¿)|2dz dí. (5) 
a a 

Skutečně podle vzorce (8), § 2 
b 

K2m(x, s) = jKm(x, t) Km(t, s) dí 
a 

čili v důsledku souměrnosti jádra 

Kim{x, s) = jKm(x, t) Km(s, t) dt. 

Odtud 

Kim{x, x) = J\Km(x, í)|2dí. 
a 

Integruj eme-li poslední rovnici vzhledem k proměnné x, dostaneme 
vzorec (5). 

Ukažme, jak lze určit nejmenší charakteristické číslo, jestliže známe 
stopy jádra. Nechť číslu A2 přísluší p lineárně nezávislých charakteris-
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tíckých funkcí a číslu — jestliže je také charakteristické, přísluší q 
lineárně nezávislých charakteristických funkcí, takže se člen, v němž se 
vyskytuje objevuje v řadě (4) r = (p + gj-krát. Přepišme (4) ve 
t va ru r 

Azm = + em), (6) 

kde jsme jako em označili veličinu 
1 -

"Užijeme-li toho, že |A„| > |Aj| pro n> r, můžeme lehce dokázat, že 
s m - > 0 pro m oo. 

/ A \2m 

Skutečně nechť se sčítanec vyskytuje v em r '-krát. Potom 

a. je zřejmo, že poslední výraz konverguje k nule pro m -»• oo. Nyní 
ze (6) plyne m 

% = H m = lim V - 1 - . (7) 

Z (6) dostaneme také přibližné vzorce, jež jsou vhodné při dostatečně 
velkém m: 

x 2m 

' V S r ^ " • > 
2 (3) můžeme dostat vzorec, jenž dává Ax i se znaménkem 

1 
A j = l i m 2m+i , (

8

) 

m °° + l 
a příslušný přibližný vzorec 

2m + l 

F 2m+1 
Oba jsou správné vždy, když g = 0. 
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Užití vzorce (8j) je možno doporučit pouze tenkrát, když se nepodaří 
určit znaménko ^ jiným způsobem. 

Ze vzorce (6) plyne 2m- 2m 

I*. A 2 m 
Tudíž druhý ze vzorců (7X) dává hodnotu menší než je hodnota 
přesná. Prvý vzorec (7j) dává hodnotu |Aj| větší, než je hodnota přesná. 
Skutečně je zřejmé, že sm > em+1, a proto 

•^2'" . 1 ~t~ £m jp 
•A-2m+2 1 Em+1 ' 

Jako příklad vezměme jádro uvažované již v předcházejícím para-

v ' }£s(2 — x), x ^ s.. 

Vypočtěme jeho druhé iterované jádro. To nám dovolí určit stopy 
A2 a Protože K(x, s) je souměrné, stačí nalézt K2(x, s) pouze pro 
s < x. Máme 

1 8 
K2(x, S) = f K(x, Ť) K(t, s) dt = J ¡(2 — x)(2 — S) í2 dí + 

o o 
x 1 

+ i ft(2 — t) s(2 — x) dř + i /x&(2 — ř)2 dť = 
a x 

= T V [ — S3(2 — x) + s{x3 — 6x2 + 7a;)] (5 < x). 
Hodnoty K2(x, s) pro x < s dostaneme, zaměníme-li v posledním 

výraze proměnné x a s: 

Kt{x, s) = TV[— X3(2 — s) + x(s3 — 6s2 + 7«)] (x < s). 
To plyne ze souměrností jádra K2{x, s). 

Vypočtěme stopy A2 a A4. Podle vzorce (5) 
i i 

A2 = //K2(x, s) dx ds. 
o o 

Absolutní hodnotu zde nemusíme psát, neboť jádro K(x, s) je reálné. 
Poslední vzorec poněkud upravíme. Je možno jej napsat ve tvaru 

A2 = f/K2(x, s) dx ds, 

92 



kde a je čtverec O <1 a; 1, 1 (obr. 2). Vedeme-lí úhlopříčku 
x = s, rozdělíme a na dva trojúhelníky a1 a cr2, takže 

A% = Jf K\x, s) dx d s + f f K2(x, s) dx ds. 

V důsledku souměrností K(x, s) jsou integrály nad 
<r1 a cr2 shodné; proto 

1 X 
A2 = 2 / / K * ( x , s) dx ds = 2 fdx JK*(x, s) ds. 

o, 0 0 

Obecně t x 

.. Aim = 2 fdx jKÍ(x, s) ds. 
o o Obr. 2. 

V našem příkladě 

A2 = i f d x f s 2 ( 2 — xf ds = TVo 

Úplně obdobně 

A4 = / d x / [ — s3(2 —x)+ s(x3 — 6z2 + 7a;)]2 ds = J H t - • 
o o 

Ve druhém ze vzorců (7j) položme m = 2. Potom1 

1 
Hil 

čilí, neboť > 0 (viz § 14), 
Wi 

^ 4,115. 

To nám dává přibližnou hodnotu A1 menší, než je hodnota přesná, 
avšak velmi blízkou k přesné hodnotě. Vidíme, že vzorec (7X) dává 
přesnější výsledek než methoda Rítzova. Dobrý výsledek také dosta-
neme, jestliže užijeme prvý ze vzorců (7j). Speciálně položíme-li v něm 
m = 1, dostaneme hodnotu Áx větší než jé hodnota přesná, 

186. 

1 Můžeme dokázat, že v našem příkladě r = 1. 
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§16. Kelloggova methoda. Způsob určení charakteristického čísla sou-
měrného jádra navržený Kelloggem je elegantní a výhodný, i když ne-
vede vždy k cíli. Kelloggova methoda spočívá v tom, že vezmeme libo-
volnou funkci w(x) a vycházejíce z ní sestrojíme posloupnost 

b 
co^x) = f s ) a>(s) ds, 

a 
b 

CÚ2(X) = f K(x, s) c o ^ s ) d s , 
a 

( 1 ) 
b 

">„(») = /K{x, s) <an_i{s) ds, 

Limita 
lim „ = fM (2) 

VW 
obecně existuje a rovná se absolutní hodnotě jednoho z charakteristic-
kých čísel jádra K(x, s). Dále existuje limitní funkce 

y>(x) = lim (3) 

která je za určitých podmínek charakteristickou funkcí jádra K{x, s), 
příslušnou charakteristickému číslu + ¡x nebo — ¡i. Připomeňme, že 
normou libovolné funkce f(x) nazýváme veličinu 

= ]/ I\P(x)\dx. 

Objasněme, za jakých podmínek dává Kelloggova methoda kladný 
výsledek. Nechť <Pi(x), q>2{x), ..., (pn(x), ... jsou charakteristické funkce 
jádra K(x,s) a X2, ..., ).n, . . . jsou jim příslušející charakteristická 
čísla. Může se stát, že co{x) je orthogonální ke všem funkcím <Pi(x). 
V tom případě, jak ukazuje Hilbert-Schmidtův vzorec 

b 
OJX(X) - f K(x, s) co(s) ds = O 

a 

a všechny členy posloupností (1) jsou rovny nule. V tomto případě 
nevede Kelloggova methoda k cílí. Nechť nyní není m{x) orthogonální 

94 



ke všem funkcím <Pi(x). Označme <pr(x) prvou z charakteristických 
funkcí, ke které a)(x) není orthogonální. Hilbert-Schmídtův vzorec 
nyní dává a> 

= 2 r V t W / ar. 4= 0, 
i = r f>k 

kde ak = (co, <pk) jsou Fourierovy koeficienty funkce oy(x) vzhledem 
k orbhonormované soustavě cp^x), <p2(x), ..., q>n(x), ... Užijeme-li znovu 
téhož Hílbert-Schmidtova vzorce, dostaneme: 

OD 
con(x) = Iyn<pk(x)- (4) 

Z (4) plyne, že - -
k u (5) 

Dokažme to. Vzorec (4) ukazuje, že Fourierovy koeficienty funkce 

co„(x) vzhledem k funkcím (p^x), ..., <pn[x), ... jsou rovny Vyná-
Xk 

sobme nyní (4) výrazem con(x) a ̂ integrujme. Uvědomíme-li si definici 
normy, dostaneme: ® 

Ihnll2 = 2 Yn (Vť *=r Ák 
Avšak (q>k, co„) = (co„, <pk) a skalární součin (co„, <pk) je k-tý Fourierův 

koeficient co„(a;), jenž je roven Dosadíme-li toto do poslední rov-
Ák nice, dostaneme vzorec (5). 

Může se stát, že číslu 1 r nepřísluší jedna, nýbrž několik charakteris-
tických funkcí. Dále se může ukázat, že — ).r je taktéž charakteristické 
číslo. V takovém případě bude v řadě (5) několik členů se jmenovate-
lem Nechť jsou to členy s indexy r, r + 1 , . . . , / . Označme 

A*=\ar\* + \ar+1\* + ... + 

Veličina A je různá od nuly, protože aT =t= 0. Přepišme nyní vzorec (5) 
ve tvaru ' 

kde 
i k i i + « « . 
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Není obtížné dokázat, že.«„->G- pro n - > oo. Najdeme-li n-tou 
odmocninu ||aj„|| a přejdeme-li k limitě, dostaneme po jednoduché 
úpravě 1 n 

T T , = i ™ y K i i -
l^rl 7i-»-oo 

Zkoumejme nyní podíl 
a>2n(x) A2n ak <pk(x) 

a). 
J 

A]/í + oc2nár Af 

Osamostatníme-li v součtu členy, obsahující X\n ve jmenovateli, 
dostaneme 

IKnll A\i\ + a2„i=r' + l \Afc/ 

Lehce se ukáže, že pro íi oo konverguje druhý součet k nule. Přejde-
me-li k limitě, dostaneme 

l i m T Ě T T = 2 5 ^ - ) . (6) 
71-coo ||C"2n|| k—r -ft-

Předpokládejme nyní, že ze dvou čísel AT a —XT je pouze jedno 
charakteristické. Potom je součet v (6) lineární kombinace charakteris-
tických funkcí, příslušejících k číslu Ar (nebo —Ar), a tudíž je sama 
charakteristickou funkcí příslušející k témuž číslu. Pří tom se uvedený 
součet nerovná identicky nule, protože fmikce <pT{x), q>TJ_1(x), ..., cpT,(x) 
jsou lineárně nezávislé a aT 4= 0. 

Jestliže co(x) není orthogonální k rp^x), určíme podle Kelloggovy 
methody nejmenší charakteristické číslo i jemu příslušející charakteris-
tickou funkci. 

Jestliže dobře zvolíme výchozí funkcí a>{x), můžeme dosáhnout po-
měrné jednoduchosti výpočtu. V tom je největší výhoda Kelloggovy 
methody. Jej í podstatný nedostatek spočívá v tom, že nám není pře-
dem známo, zda nebude co(x) orthogonální k některým charakteristic-
kým funkcím, a zůstane nerozhodnuto, které z charakteristických 
funkcí se nám podařilo určit. 

Poznamenejme, že absolutní hodnotu charakteristického čísla mů-
žeme také určit ze vzorce 

, = i - M - <**> 
»->co IIWn+211 
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Jestliže místo (2) a (2X) vezmeme příslušné přibližné vzorce 
n 

" ( 7 ) 

IPn + lll 
pak vzorec (7X) dává hodnotu fx větší, než je hodnota přesná. O vzorci 
(7) nemůžeme v tomto smyslu nic říci. 

Abychom ozřejmili Kelloggovu methodu, vezměme totéž jádro, které 
jsme už uvažovali v předešlých paragrafech: 

Už jsme ukázalí, že charakteristická čísla tohoto jádra jsou kladná. 
Dále je možno dokázat, že každému charakteristickému číslu přísluší 
pouze jedna charakteristická funkce. Kelloggova methoda nám umož-
ňuje tuto funkci určit. 

Položme o)(x) = x. Abychom vypočetli co„(x), budeme muset znát 
hodnoty integrálů x 

f K(x, s) sn ds. 
o 

Jednoduchý výpočet dává 

fV/ 1 » J ( n + 3)® x n + 2 /m 
I K ( X ' S} S d S = 2(n + l)(n + 2) ~ ( n + l)(n + 2)" <9> 

Nyní , 
cojix) = jK(x, s) s ds = }x — ix3; IKH = 0,1371; 

o 

co2(x) = ¡K(x, S) coAS) + I N I « 0,03328; 

co3(x) = JK(X, s) a>2(s) ds R= — + - JGJ; 

Ho,,]) = 0,0080083. 

Ve vzorci (7) položme n = 3. Potom dostaneme fi ^ 4,998. Protože 
charakteristická čísla jádra K(x, s) jsou kladná, je = (i m 4,998. 
Vzorec (7J dává za 4,156. 
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Už jsme uvedli, že každému charakteristickému číslu jádra (8) pří-
sluší pouze jedna charakteristická funkce. V takovém případě můžeme 
v souhlase se vzorcem (6) položit 

M = - . 
I M ® ) I I A I 

Veličina M je určena požadavkem, aby <Pi(x) byla normovaná. 
Potom můžeme zřejmě položit M = 1 a 

^ ( x ) = 2,643a; — 1,724a;3 + 0,347a;5 — 0,025a;7. (10) 

§ 17. Určení dalších charakteristických čísel. Jes t l i že c h a r a k t e r i s t i c k á 
čísla ).-y, /z, . . ) v n a jim příslušející charakteristické funkce (p^x), 
<p2(x), ..., <pn(x) jsou známy, můžeme určit další charakteristické číslo 
?.n+! a jemu příslušející charakteristickou funkci cpn+ ^x). Způsoby, jak 
určit 1 a <pn+ ^x), mohou být založeny na dvou větách: 

V ě t a 1. Absolutní hodnota charakteristického čísla An+1 jádra K(x, s) 
je převrácená hodnota maxima integrálu 

b b 
\(K<P, q>)I = I f f K ( x , S) <p(x) <p{s) dx ds\ (1) 

a a 

s vedlejšími podmínkami 
(<p, <p) = 1, ((p, (pj = 0, (<p, (p2) = 0, ..., (<p, <p„) = 0. (2) 

i 
V ě t a 2. NechtX1; )2, ..., ...je posloupnost všech charakteristických 

čísel jádra K(x, s) a <Pi{x), q>2(x), • ••, <pn(x)> -•• jsou jim příslušející ortho-
normované charakteristické funkce. Potom je žn+1 co do absolutní hodnoty 
nejmenší charakteristické číslo jádra 

*«»>(*, s) = K{x, s ) - 2 2 i í í l 2 i í f ) (3) 
i Ak 

a <pn+1(x) je charakteristická, funkce jádra K(n)(x, s), příslušející charakte-
ristickému číslu An+1. 

Věta 2 plyne z lemmatu 3, § 13. Větu 1 můžeme odvodit ze vzorce 
Hilbert-Schmidtova. Dokažme ji. 

Jestliže <p(x) je orthogonální k ^(x) , <p2(x), ..., q>„{x), pak podle 
vzorce Hilbert-Schmidtova ((8), § 13), 
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K ( p = i *.(«)• 

Vynásobme skalárně obě strany této rovnice funkcí q>(x). Dokažme, že 
řadu na pravé straně můžeme integrovat člen po členu. Skutečně, 
položme 

m=p+1
 m  

Potom 

m=n+1 

Dále podle nerovnosti Buňakovského 

\(RP, <p)\ £ H^ll. \\v\\. 

Funkce <pm(x) jsou orthonormovány; proto v důsledku Parsevalovy 
rovníce 

M = P + 1 A M " ) T L » = P + 1 AJJ + 1 

Avšak potom také (Rv, <p) -> 0; necháme-li p v (*) růst nade všechny 
meze, dostaneme 

• < * * * > = i 
m = n + l 

Nahraďme všechna }m nejmenším. Potom 

K ^ . ^ l ^ r r - r 2 Kv. v«)r-
x

 l^n+xl m=n+l 

čili, jestliže užijeme Besselovy nerovnosti, 

Ml2 

Konečně podle podmínky věty 2 H9?|[ = 1 a 
1 

| (Kcp, <p) | ^ 

' věty 2 Upil = 

|{Kcp, <p)\£-
\K+i\ 

K dokončení důkazu věty 1 zbývá si pouze všimnout, že v poslední 
relací skutečně platí vztah rovnosti: k tomu stačí položit <p(x) = cpnJrl(x). 
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Užití těchto vět v praxi jé obtížné, protože se vždy nepodaří určit 
charakteristické funkce dostatečně přesně. Ukažme postup, jehož po-
mocí můžeme určit charakteristická čísla počínaje druhým, aniž 
užijeme charakteristických funkcí. Pro určitost předpokládejme, že 
známe Ax a chceme nají t X2. Utvořme rozdíl (co J \ 2 00 J 00 J 

, 2 Tis) — 2 2 I2m12m' (4) 
k= 1 A

k
 / k=lA

k n = 2 l < L A - < n A
k
 A

n 

Předpokládejme pro jednoduchost, že charakteristická čísla Ax a X2 

jsou jednoduchá a že — Xx, —-,X2 nejsou charakteristickými čísly. Pro 
-dostatečně velká m bude mít v součtu (4) rozhodující význam sčítanec 
.,„ * ; ostatní sčítanci budou vzhledem k němu mizivě malí. Potom 

ze (4) dostaneme přibližný vztah , 

1 ^ 
~ 2 

a odtud 2m 

<6) 

Jestliže známe Xx přesně, dává vzorec (6) přibližnou hodnotu X2, jež je 
menší než hodnota přesná. 

Vyjdeme-li ze vzorce (4), dostaneme snadno také vzorec, který dává 
hodnotu \X2\ větší, než je hodnota přesná: 

Přibližným vzorcům (6) a (7) odpovídají přesné limitní vzorce 

= r^r lim = T^T lim 1 / (8) 
| « l | rn->-co 1 / D l ^ - l l m - v o o f J ? 2 m + 2 

t ' - ° 2 m 

Jako příklad vypočítáme druhé charakteristické číslo jádra, jež jsme 
již několikráte uvažovali: 

K ( x .v í i * ( 2 - « ) 

V tomto případě 
B% = A\ —• Aí = ídVD"-
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Vezměme — 4,115 (viz § 14). Potom, položíme-li ve vzorci (6) 
m = 1, dostaneme 

= ¿ 5 VŠ100 = 21,87. 

Přesnější hodnota je l 2 = 24,14. 
Jako druhý příklad vypočítáme prvé dva kořeny Besselovy funkce 

nultého řádu J0(x). Čtverce těchto kořenů jsou charakteristickými 
čísly souměrného jádra 

T / \ i—y™ ^ (x ^ s)> 

(integrační meze jsou a = 0, b = 1). 
Vypočtěme nejdříve druhé itegrované jádro L2(x, s). Nechť x < s. 

Potom 
8 X 1 

L2(X, S) = / L ( x , t) L{t, s) dř + fL(x, t) L(t, s) dt + /L(x, i) L(t, s) dt =•• 
0 a x 

, . 8 X 1 
= Vxs{ /1 lgx lgs d t+ f t lgx Igř d t + Jt lg n dí} = 

0 8 X 

= i]/^š[(a;2 + s2) lgx + 1 — x2]. 

Jednoduché výpočty nyní dají: 

A2 = FA, AI = -¡-TÍBT, B2 = TYÍTT-

Položíme-li přibližně 

budeme mít: 
Xx = 5,7813, ;.2 = 27,117. 

Odmocněním najdeme prvé dva kořeny Besselovy funkce, a to menší 
než hodnoty přesné: 

« ! 2,4044, <x2 Kí 5,2702. 

Přesnější hodnoty těchto kořenů, jež nalezneme v tabulkách, jsou:1 

= 2,4048, oí2 = 5,5200. 

1 P. O. Kuzmin: Besselevy funkcii. GTTI, 1933. 
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Vzorce analogické (8) můžeme dostat, vyjdeme-li z těchže úvah i pro 
charakteristická čísla s vyššími indexy. Tak na př. pro X3 nalezneme 
bez obtíží přibližný vzorec 

2 m 

i a 3 | ~ i ( 9 ) 

Tento vzorec je správný za těchže předpokladů jako vzorec (8). 
! 

§ 18. Jádra, která lze převést na souměrná. Jes t l iže m á j á d r o K(x, s) 
tvar 

K(x, s) = r(s) L(x, s), (1) 
t 

lide r(s) ^ O a L(x, s) je souměrné, takže L(x, s) = L(s, a;), pak se rov-
nice 

6 

<p(x) — X ¡K(x, s) <p(s) ds = f(x) ( 2 ) 
a 

lehce převede na rovnici se souměrným jádrem. Vynásobme obě strany 
rovnice výrazem ]/r{x) a zaveďme novou neznámou funkci y>(x) = 
= ^r(x) <p{x). Pro tuto funkci dostaneme integrální rovnici 

6 

y>(x) - X /I!r(x) r(s) L(x, s) y,(s) ds = \r(x) f(x), (3) 
a 

jejíž jádro je souměrné. 
Jádra typu (1) se často vyskytují v aplikacích. 

§ 19. Řešení souměrných integrálních rovnic. Souměrná in tegrální r o v -
nice je zvláštní případ rovnice Fredholmovy . Řešení souměrných rovnic 
může být založeno na obecné theorii. Zde však je otázka položena jinak: 
Jestliže si klademe úlohu řešit souměrnou integrální rovnici, předpoklá-
dáme, že známe všechna charakteristická čísla i charakteristické funkce 
jádra. Za těchto předpokladů se rovnice řeší neobyčejně jednoduše. 

Uvažujme rovnici 
b 

<p(x) —Xf K(x, s) <p(s) ds = f(x), (1) 
a 

jejíž jádro je souměrné. Nechť Xv X2, ..., X„,... jsou její charakteristická 
čísla a <Pi[x), <Pz{x), ..., <pn(x), ... příslušející charakteristické funkce. 
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Označme an Fourierovy koeficienty neznámé funkce <p(x) vzhledem 
k orthonormované soustavě <pn{x): 

b 

an = (<P, <Pn) = f<p{x) <Pn(x) dx. (2) 
a 

Podle věty Hilbert-Schmidtovy 
b oo 

fK(x,a)tp{8)ds = 2 TVÁ*)-
a >» n= 1 A

n 

OD 

= (3) 
« = 1 An 

Z rovnice (1) nyní plyne, že 

<p(x) = 

zbývá pouze určit koeficienty an. Proto vynásobme obě strany rovnice 
(3) výrazem <pm(x) a integrujme v mezích od a do b. Poněvadž posloup-
nost cp^x), <p2(x), ..., <pn(x), . . . je ort^honormovaná, zbude po integraci 
v řadě (3) jediný člen, jehož index n = m. Podle definice koeficientů an 

dostaneme: v \ _ 
am = fm + am; fm = (/, <pm). (4) 

Jestliže A není charakteristické číslo, potom ze (4) okamžitě nalezneme 
hodnotu am: 

„ ^mfm / e \ 
am = j. (5) 

Am — A 

Jestliže ji dosadíme do (3), dostaneme řešení ve tvaru 

fp[x) = f(x) + A 2 -r^— <pn(x). (6) 
n=l A

n
 A 

Lze dokázat, že řada v (6) kónverguje absolutně a stejnoměrně. 
Nechť je nyní A charakteristické číslo. Potom se vyskytuje v posloup-

nosti Aj, A2, . . . , A„, . . . , a to třeba.i několikrát. Nechť A = Ar = Ar+1 = 
= . . . = Ar'. Pro indexy m, různé od r, r -+- 1, , r ' , jsou koeficienty am 

definovány touž formulí (5). Jestliže se m rovná jednomu z těchto 
čísel, potom rovnice (4) nabývá tvaru fm = O, m = r, r + 1, ..., r'. 
Tudíž, jestliže A je charakteristické číslo, je rovnice řešitelná tehdy 
a jen tehdy, když je pravá strana orthogonální k charakteristickým 
funkcím příslušejícím tomuto číslu. Jestliže je tato podmínka splněna, 

je řešení dáno týmž vzorcem' (6); koeficienty, jež mají neurčitý tvar 

lze nahradit libovolnými čísly. 
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§ 20. Věta o existenci charakteristického čísla. Cílem t o h o t o p a r a g r a f u 
je důkaz věty (3), § 12. Odložili jsme jej až na konec kapitoly, neboť 
není vůbec elementární a vyžaduje zavedení řady nových pojmů. 
Poznamenejme, že samotný fakt existence charakteristického čísla 
pro spojité souměrné jádro může být dokázán pomocí dosti elementár-
ních prostředků. Příslušné důkazy lze nají t v kursech integrálních 
rovnic, jež jsou uvedeny v seznamu literatury na konci knihy. 

Podstatnou úlohu ve všech úvahách tohoto paragrafu hraje pojem 
konvergence v průměru. Říkáme, že posloupnost <p„(x) konverguje v prů-
měru k <p(x) v intervalu (a, 6), jestliže 

\\<Pn ~ «Pil = { / W ) ~ ?»(*)|2 ¿Z}' "> 0. 
a 

Posloupnost nemůže konvergovat v průměru ke dvěma různým 
funkcím: jestliže | |?„— ? | | - » 0 a \\cpn — potom podle troj-
úhelníkové nerovnosti 

— V|| = — <pn ~ ÍV> — <Pn) II < Il7> — <P J + IIV — 9>J -»• 

Odtud ||(p —ip\\ = 0 a q> = y>. 

Platí věta, jež je analogická Cauchy-Bolzanovu konvergenčnímu kri-
teriu: 

Nutná a postačující podmínka k tomu, aby posloupnost funkcí <p„(x) 
s integrovatelnými čtverci konvergovala v průměru k nějaké funkci 
<p(x) s integrovatelným čtvercem, je 

tímllv* — 9>».|| = 

Tato věta je známa pod názvem věta Fischer-Rieszova. Její důkaz je 
možno naj í t na př. v [7]. 

Kdykoliv budeme v tomto paragrafu mluvit o konvergencí posloup-
nosti funkcí, budeme mít na mysli konvergenci v průměru. 

Budeme říkat, že řada 

ux{x) + u2(x) + ... + un{x) + . . . (1) 

konverguje v průměru v intervalu <(a, 6) a má součet rovný v(x), jest-
liže posloupnost částečných součtů této řady konverguje v průměru 
k v(x) v témže intervalu. 
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Věta 1. Nechť řada (1) konverguje v průměru a necht f(x) je libovolná 
funkce s integrovatelným čtvercem. Potom řada (1), jestliže vynásobíme 
její členy funkcí f(x), může být integrována člen po členu. 

Máme dokázat rovnici 

Jv(x) f(x) dx = f ¡Uk(x) f(x) dx. (2) 
a 4 = 1 o 

Označme n-tý částečný součet řady (1) vjx). Potom \\v — vn\\ —0, 
když n oo. Odtud plyne, že 

\(v-vn,J)\ _tfn|j. H/ll -+0 
pro oo, a tedy 

n oo 
(v, /) = lim(wn, /) = lim 2 K , /) = 2(wn. I), 

n - * c o 4 = 1 4 = 1 

což je identické se vztahem (2), neboť 
_ b _ b 

(v, /) = Jv(x) f(x) dx, (un, f ) = fu„(x) f(x) dx- • 
a a 

podle definice skalárního součinu. 
Množinu funkcí budeme nazývat omezenou, jestliže normy těchto 

funkcí tvoří omezenou množinu; množinu funkcí nazýváme kompaktní, 
jestliže z její libovolné nekonečné podmnožiny můžeme vybrat kon-
vergentní posloupnost. Libovolná orthonormovaná posloupnost je pří-
kladem množiny omezené, nikoliv však kompaktní. Poslední tvrzení 
plyne z toho, že když jsou tpn(x) a <pm(x) orthogonální a normované, pak 

Il9>» — 7V.II2 = (<Pn — <Pm, <Pn - <Pm) = (<Pn, <Pn) + (<Pm, <Pm) ~ 
" — (Tn,?m)' — (<Pm, <Pn) = 2 

a podmínka Riesz-Fischerovy věty není splněna. 

V ě t a 2. Fredholmův operátor 
b 

Ktp = f K(x, s) <p(s) ds, 
a 

jehož jádro vyhovuje podmínce 
b b 

f f\-K2(x, s)| dx ds = B*< oo, 
a a 

převádí libovolnou omezenou množinu funkcí v kompaktní množinu. 
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Jinak řečeno, jestliže je dána libovolná omezená množina funkcí 
0 (||<p|| < M, M = konst., jestliže cp e0), pak je z ní možno vybrat 
takovou posloupnost {(pn(x)\, že 

IIK<pn — K<Pm\\ = IIK{<Pn — <Pm)\\ 0, p r o 71, TU ^ CO. 

Napišme Fourierovu řadu odpovídající jádru K(x, s): 

m \ V A i n x kns K{x, s) ~ 2, Aik cos r cos r i, í = 0 O ® O & 
a položme 

V A i n x kus Z Aik cos J—- COS r = Pj(x, S), itk= o o •—a, o — a 
K(x, s) —Pj{x, s) = K'j{x, s). 

V důsledku Parsevalovy identity 
b b 

lim /S \K]{x , s)|2 da; ds = 0. (3) 
?->oo a a 

Položme dále 
Kcp = + K\<p, 

kde Pj-p a K^p jsou Fredholmovy operátory, jejichž jádra jsou Pj{x, s) 
a K'(x, s). Nechť <p(x) je funkce z dané množiny. Utvořme její Fourie-
rovu řadu: ® ^ 

<P(%) ~ 2 cos . 
*=o b — a 

Potom podle věty (1) 
_ v v AtMikHb—a) 
Pfp = 2 COS r 2 - í i — ^ ¿• (4) 

» = 0 o cik=0 * 

Množina všech koeficientů ak je omezená, neboť 

= cosí=^dx] = 
r i> 

La J 

Podle známé Weierstrasšovy věty o existenci hromadného bodu ome-
zené množiny čísel je možno z dané množiny 0 vybrat takovou po-
sloupnost {<pn}, že existují limity 
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lim dn\ k = 1, 2, . . . , j, 
»->00 

lide a(n} je k-tý Fourierův koeficient funkce <pn{x). Vzorec (4) potom 
ukazuje, že Pj<pn konverguje pro n oo k nějaké limitě. 

Vyberme z množiny 0 posloupnost {<pln} tak, aby existovala limita 
(ve smyslu konvergence v průměru) l i m P ^ , , . Dále vyberme z posloup-

»-> oo 

nosti {<pln\ částečnou posloupnost {<p2n} tak, aby existovala limita 
limP2992n. Poznamenejme, že posloupnost {P1<P2n}, jež tvoří část po-
7Í-VOO 

sloupnosti {Pifln}, také konverguje. Z posloupnosti {<p2n} vyberme 
částečnou posloupnost {(p3n) tak, aby existovala limita limP3<p3n atd. 

»-»•CO 
Pokračuj eme-li v tomto postupu neomezeně dále, dostaneme nekoneč-
nou množinu posloupností 

•Pn. <Piz< •••> <Pm> ••• 

<Píli <P22> •••! fini ••• ^ 

<Pnl, 9>n2. •••> <P»n, ••• 

Každá z nich je obsažena v předcházející, při čemž posloupnost 
Pjykn, n = 1, 2, . . . konverguje pro j £ k. Uvažujme diagonální po-
sloupnost 

<Pu,'<Pn, •••> <Pnn, ••• 

Všechny její prvky až na konečný počet příslušejí libovolné z posloup-
ností (5). Odtud plyne existence limity 

lim Pjq>nn (6) 
»—• OO 

pro Libovolné j. Dokažme nyní, že posloupnost {Kcpnn} konverguje. 
Podle trojúhelníkové nerovnosti 

\\K<pm — K<pmm\\ £ \\Ktpnn—Pfpnn\\ + \\PíVnn -i>wm|| + 
+ \\K9mm-Pj<pmm\\. (7) 

Máme 
b 

K<Pnn — Pjfn« = K'jVnn = J ^¡(X, S) <Pnn(s) dS. 
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Odtud, v důsledku nerovnosti Buňakovského 

II K<pnn - Pj(pnn\\* £ I I ^ J* f f l K f a s)|2 dx ds < 
a a 

b b 
<M2 JJlK'f(x, s)|2 da; ds 

a a 
a úplně obdobně 

IIKVmm -PjVmm ||2 < M* illK^x, 5)|2 dx ds. 
a a 

V důsledku relace (3) můžeme zvolit j tak velké, aby jak první, tak 
třetí sčítanec v (7) byl menší než ^e, kde e je libovolné kladné číslo. 
Zvolíme-li pevně takové j a užijeme-li existence limity (6), můžeme 
zvolit n0 tak velké, aby pro n ^ m ¡> n0 bylo \\Pfl>m —Pjfmm II < 
< ie- Nyní ||K<pnn — K<pmm|| < e, jestliže n ¡> n0, m^>n0, a z věty 
Riesz-Fischerovy plyne existence limity 

Mm.K(pnn. 
71-»-00 

Zabývejme se nyní důkazem věty 3, § 12. Uvažujme množinu funkcí 
<p(x) s normou rovnou jedné. Označme /J, supremum veličiny \{K<p, y)\. 
Podle definice suprema existuje posloupnost funkcí ipn{x), jejichž normy 
jsou rovny jedné a jež vyhovují relaci 

]im\(Ky>n,Wn)\ = n . (8) 
71-». oo 

Předpokládáme, že jádro K(x, s) je souměrné. V takovém případě je 
skalární součin (Kipn1ipn) reálný a mohou nastat pouze tř i případy: 

a) lim[Kyn,y>n) = /J, 

b) lim(K-ipn, %pn) = — fi, 

c) posloupnost ipn(x) je možno rozdělit na dvě — nazveme je y>'n(x) 
a f"n{x) — tak, že 

lim(Kfn, w'n) = liMKlfn, f 'n) = ~ 
n-*-co n-KO 

Budeme uvažovat pouze případ a). Případ b) se převede na případ a) 
záměnou A na — A a K(x, s) na — K(x, s) v integrální rovnici; v pří-
padě c) stačí uvažovat posloupnost y>'n(x). 

Podle věty 2 je možno z posloupnosti {y>n(x)} vybrat takovou částeč-

108 



nou posloupnost, kterou podle předcházejícího označíme {yn{x)} tak, 
aby existovala limita 

m{x) = lim Kyin. 
n-*- co 

Dále nechť je rjn(x) libovolná funkce, jejíž čtverec je integrovatelný 
v intervalu <a, by, a t je libovolné reálné číslo. Norma funkce 

ipn(x) + t rjn(x) 
\kn + tr]n\\ 

je zřejmě rovna jedné. Podle definice čísla ¡i 

l K y>n.+ tr}n yn + tt]n \ < 

\ \\Vn + tr,n\\' \\fn + trln\\J = fX-
Odtud lehce dostaneme 

n + ty 
7») ? tyn 

Odstraníme-li závorky a uvědomíme-li si, že (ipn,y>n) = \\fn\\2 = 1, do-
staneme 

{KWn, Wn) - fx + 2t Re(Ky,n - rjn) + t*[(Kr]n, Vn) - M?} £ 0. 

Levá strana poslední nerovnosti je kvadratický troj člen vzhledem k t, 
jenž nemění znaménka. V takovém případě je jeho diskriminant ne-
kladný 

|Re{Ky>n — fj.y>n), rjn)\ /¿\\r)n\\2 — (Krjn, rjn) ]'fi — (Kipn, y>„). (9) 
Nechť je nyní rjn taková, že 

M\\r,n\\* - (Krjn, rjn) < G, (10) 

kde C je konstanta nezávisející na n. Potom z (8) a (9) plyne, že 

limRe(iifyn — fitpn, rjn) = 0. . (1.1) 
«->00 

Položme nyní 
b 

r]n{x) = K f n —¡i\pn=—n y>n(x) + ¡K(x, s) fn{s) ds. 
a 

Dokažme, že nerovnost (10) je při tom splněna. Protože ||y„|| = 1, 
podle trojúhelníkové nerovnosti skutečně platí 

| I I / W , s)y>n(s) ds||. 
a • 
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Dále 

I f K ( x , s) Wn{s) ds|2 ^ J > » | ds J\K2(x, s)| ds = J\K2{x, 5)1 dS. 
a a a a 

Integrujeme-li vzhledem k proměnné x a odmocníme-li, dostaneme 

| | / £ ( * , « ) V f l ( « ) d a | | ^ i ? . (12) 
a 

Tudíž \\r)n\\£pc + B . Nyní 

H\\R,N\\2 - (KVn, Vn) £ ¡U(FI + B)2 +{!JL + B) \\Kr,n\\. 
Dále 

\Kr,n\2 = 1 / ^ , 5 ) ^„(5) /M5)|2d5 f\K*(x, S)| dS £• 
a a a 

£ (ft + B)2 f\K2(x, s)| ds; 
a 

odtud tak jako shora najdeme 

\\KVn\\ £ B(p + B) (13) 
a konečně 

/¿\\Vn\\2 - (KVn, r,n) £(v + B)\ 

Nyní vztah (11) nabývá tvaru 

límRe{Krpn — [,ifn, Kxpn — ¡xxpn) = 0. 
n-*- oo 

Avšak poslední skalární součin je kladný a rovný ||Ky>n—[¿fn\\2-
Odtud plyne, že 

lim \\Kipn — /¿yn\\ = 0 
«-»•00 

čilí 
lim(/!fyn — p.fn) = O, (14) 

odkud 

limy„(a;) = lim — Ky>„_ = — co{x). 
oo n->oo [A> 

Označme — co{x) = (p^x). Potom ipn(x) (p^x). Zřejmě 11̂ 11 = 1. 
iu 

Opakuj eme-li t y úvahy, jichž jsme užili při odvozování nerovností 
(12) a (13), lehce nalezneme, že K<pv Provedeme-li limitní 
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přechod ve (14) a položíme-li — = Ax, dostaneme 
111 

<p1{x)—l1K<p1= 0. (15) 

Funkce (px{x) není identicky rovna nule, neboť její norma je rovna jed-
né. Avšak potom z (15) plyne, že je charakteristické číslo jádra 
K(x, s). Tím je věta 3, § 12, a tedy také věta 1, § 12 dokázána. 

K A P I T O L A 3 

s i n g u l á r n í i n t e g r á l n í r o v n i c e 

§ 21. Hlavní hodnota integrálu. Obvyklá definice, jež definuje integrál 
jako limitu integrálních součtů, je vhodná pouze pro omezené funkce. 
Jestliže integrovaná funkce je neomezená, zavádíme pojem „nevlast-
ního integrálu". Připomeňme ho. 

Nechť funkce f(x) definovaná v intervalu a £ x není omezená 
v okolí bodu c tohoto intervalu, avšak je integrovatelná na každém 
z intervalů a <1 x £ c — e' i c + e" £ x £ b pro libovolně malá kladná 
čísla e' a e". Utvořme součet 

//(*) dx + j f ( x ) dx. (1) 
a c + e" 

Jestliže má tento součet limitu, když e' a e" konvergují k nule nezá-
visle na sobě, nazýváme uvedenou limitu nevlastním integrálem 
funkce f(x): 

b c—e' b 

Jf(x) dx = lim [//(«) dx + / f ( x ) dx]. (2) 
a £'->0 a c 4e" 

e"-fQ 

Může se stát, že součet (1) nemá limitu, když e' a e" konvergují k nule 
nezávisle na sobě, avšak limita existuje, jestliže e' a e" jsou při svém 
přibližování k nule vázány nějakým vztahem. Uvažujme na př. funkci 

f(x) = —-—> a < c < b. Máme: 
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a c + t" 

Když e' a e" konvergují k nule, veličina (3) neltonverguje k limitě, 
e ' 

neboť podíl — se při tom může libovolně měnit. Avšak, jestliže podro-
bíme e' a e" na př. podmínce e' = ke", kde k je kladná konstanta, bude 
mít součet (3) limitu rovnou 

i g ^ + ig*. 

Speciálně, jestliže položíme e' = e" = e, dostaneme 
c—e b 

l i m [ f ^ - + = (4) 
L J X —c J X — c j D c — a 

a c+e 

Zaveďme nyní následující definici. 
Nechť je funkce f(x) definována v intervalu a £ x a nechť je 

integrovatelná na každém z intervalů a £ x — e a c + e £ x 
pro libovolně malé kladné číslo s. Hlavní hodnotou integrálu funkce 
f(x) v intervalu a £ x £b nazveme limitu (jestliže existuje) 

c—e b 

. lim[Jf{x)dx + Jf(x)dx], (5) 
£—>0 a c+e 

Pojem hlavní hodnoty i samotný název byly zavedeny Cauchym. 
Místo „hlavní hodnota integrálu" budeme často, říkat „singulární 
integrál".1 

Hlavní hodnotu integrálu budeme značit obvyklým symbolem 

f f ( x ) dx. 
a 

Také se užívá symbolů 
b 'b *b 

V . P . Jf(x) dx; ¡f(x)dx; ff('x)dx; 
a . a a 

nejsou však obzvlášť nutné. 

1 Rusky buď „CHHryjiHputiň HHTerpaJi" nebo „ocoSuii HHTerpaji" (u Privalova). 
Pozn. překladatele. 
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Poznamenejme, že. hlavní hodnota integrálu splývá s obvyklým 
(vlastním nebo nevlastním) integrálem, jestliže tento existuje. 

Uveďme nyní širokou a pro aplikace velmi důležitou třídu integrálů, 
pro něž hlavní hodnota existuje. 

Především z relace (4) plyne, že existuje singulární integrál 
b 

dř n b — x • , 
= lg , a < x < b . . (6) J t — x 

Nechť funkce f(x) splňuje tak zvanou podmínku Lipschitzovu s expo-
nentem <x. Tato podmínka zní takto: existují konstanty K a a, 0 < 
< cc £ 1 takové, že pro všechny dvojíce bodů x', x", ležící v intervalu 
a £ x £ b, je splněna nerovnost 

\f(x')-f(x")\<K\x'-x'r. ^ (7) 

Třídu funkci, splňující Lipschitzovu podmínku s exponentem a, 
budeme značit symbolem Lip a; okolnost, že funkce f(x) přísluší třídě 
Lip«, označíme takto: 

f(x) e Lipoc. 

Jestliže f(x) má v intervalu a £ x £b omezenou derivaci, pak 
f(x) e Lipl . To plyne bezprostředně z věty o střední hodnotě. 

V ě t a 1. Jestliže f(x) e Lípa, pak singulární integrál 
b 

m 
f t — X 

dř (8) 

existuje pro všechna x v intervalu a < x < b. 

D ů k a z je velmi jednoduchý. Napišme integrál (8) ve tvaru 
b . b 

V prvém integrálu platí pro integrand odhad 
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Tento integrál existuje jako nevlastní pro <x < 1 a jako vlastní pro 
« = 1. Druhý integrál existuje v důsledku vzorce (6). 

Pojem hlavní hodnoty se dá lehce rozšířit i na křivkové integrály. 
V důsledku častého užití v aplikacích budeme formulovat tento pojem 
pro integrály funkcí komplexní proměnné. Nechť L je hládliá křivka 
(uzavřená nebo neuzavřená) se spojitou křivostí a c je komplexní sou-
řadnice nějakého bodu na Oddělme bod c kruhem s poloměrem e 
a se středem v tomto bodě. Zbývající část křivky označme Le. Před-
pokládejme, že funkce f(z) je integrovatelná na Lc pro libovolně malé 
kladné číslo e. Hlavní hodnotou integrálu nebo singulárním integrálem 
funkce /(z) na křivce L nazveme limitu (jestliže existuje) 

lim //(z) dz 

a označíme ji symbolem 
L 

Budeme říkat, že funkce f(z) splňuje na křivce L Lipschitzovu pod-
mínku s exponentem a a budeme to značit /(z) e Lipa, jestliže pro libo-
volné body z', z" křivky L bude splněna nerovnost 

\f(z')-f(z")\<K\z'-zr, (9) 
kde K a a jsou nějaké kladné konstanty a 0 < oc £ 1. Platí věta ob-
dobná větě 1: 

V ě t a 2. Jestliže f(z) e Lipoc, pak singulární integrál 

JML« 
L 

existuje pro všechny body z na křivce L, až snad na její body koncové. 
Probíhá-li x interval a < x < 6, je integrál (8) funkcí proměnné x. 

Označme b 

a 

O funkci fj{x) platí následující věta.1 

1 Viz na př. I. I. Privalov, Vvěděnije v těoriju funkcij kompleksnogo pěremen-
nogo, izd. 8, Gostěchizdat, 1948. 

r/(z) dz. 
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V ě t a 3 (I. I . P r i v a l o v a ) . Jestliže f(x) e Lip«, a < 1, pak v každém 
uzavřeném intervalu ax £ x £ blt kde ax > aab1 <C b, platí /1(x) e Lip«; 
jestliže f(x) e Lipl , pak v témže intervalu x £ b1 platí /1(x) e Lip 
kde ¡3 je libovolné kladné číslo menší než jedna. 

Obdobná věta platí i pro integrály (10). Při tom, jestliže je křivka 
uzavřena, 

/ . « - j y ^ « 
L 

přísluší třídě Lip x resp. Lip/9 na celé křivce L. 
Jako důsledek shora uvedených vět dostanemé větu, kterou bu-

deme formulovat, abychom se neopakovali, pouze pro integrál (8), 
i když platí i pro integrál (10). 

V ě t a 4. Nechť f(x) e Lipa v intervalu a £ x £ b. Nechť 

a 
b 

«*»" / 
a 

b 

/ , < * > = j h u 
a 

Singulární integrály fx{x), f2(x), ..., fn(x), ..., existují pro a < x < b; 
v každém uzavřeném intervalu a1£ x £ bv kde ax > a a bt < b, máme 
fn(x) e Lip« pro « < 1 a fn(x) e Lip/9, kde (i je libovolné číslo menší než 
jedna, jestliže <x = 1. 

§22. Jádro Cauchyho a Hilbertovo. Důležitá úloha, kterou v řadě apli-
kací hraje pojem singulárního integrálu, je důsledkem následující věty 
theorie funkcí komplexní proměnné. 

V ě t a . Nechť L je hladká křivka a nechť <p(£) je funkce bodu na této 
křivce, jež vyhovuje Lipschitzovč podmínce s exponentem a, 0 < a £ 1. 
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Jestliže bod z konverguje z vnitřku resp. z vnějšku křivky L k bodu t této 
křivky, pak integrál Cauchyho typu 

konverguje k limitě L 

(2) 

resp. 

F J t ) = _ * w a\ + - L / t 

L 
kde integrály ve vzorcích (2) a (3) jsou singulární. 

Tato věta dává podnět k několika poznámkám. 
Především se předpokládá, že křivka L probíhá v kladném směru, 

takže jí omezená oblast leží po její levé straně. Index i (vzorec (2)) 
značí, že z t z vnitřku oblasti, a index e (vzorec (3)) značí, že z -> t 
z vnějšku. Dále, když hovoříme o konvergenci bodu z k t, budeme před-
pokládat, že se křivka, kterou probíhá bod z, nedotýká křivky L; 
v opačném případě může být tvrzení věty nesprávné. Konečně může 
křivka L sestávat z několika oddělených křivek. 

Důkaz této věty neprovedeme, protože jej lze nají t v kterékoli učeb-
nici theorie funkcí komplexní proměnné. 

— Z v l á š t ě je třeba se zmínit o případu neuzavřené 
\ křivky. 
/ Jestliže L je jednoduchý oblouk (obr. 3), ztrácí 

pojem „z vnitřku oblasti" a „z vnějšku oblasti" 
smysl, avšak vzorce (2) a (3) zůstávají v platnosti. 

3- Směry i a e jsou definovány takto: Doplňme L 
obloukem L' na uzavřenou křivku, jež je oriento-

vána proti směru hodinových ručiček, a nechť D je oblast jí omezená. 
Pod i a e ve.vzorcích (2) a (3) je potom třeba chápat směry z vnitřku 
resp. z vnějšku oblasti D. 

Výraz df 

kde f a t jsou body křivky L, budeme nazývat Cauchyho jádrem. 

(4) 
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Důležitou úlohu hraje také t. zv. Hilbertovo jádro: 

o o t g ^ — ^ d o , (5) 

kde s a a jsou reálné proměnné, jež probíhají interval <0, 2n}. Hilber-
tovo jádro také souvisí s theorií analytických funkcí. Objasněme tuto 
souvislost. 

Vyjděme z Poissonova- integrálu 
In 

o 
jenž vyjadřuje hodnoty harmonické funkce U(r, s) uvnitř kruhu r < I 
pomocí jejích hodnot u{a) = U(\, a) na obvodu tohoto kruhu. Položme 
re1* = z, ela = Potom, jak se lehce přesvědčíme (y je kružnice 

v 
Označme V(r, s) harmonickou funkcí, konjugovanou s U(r, s). 

Funkce F(r, s) je až na aditivní konstantu určena. Tuto konstantu 
zvolme tak, aby se V(r, s) rovnala nule ve středu kruhu. Potom 

U(r,S) + iV(r,S) = ^ . f u ( a ) t ± í f 
y 

Nechť nyní r 1, takže z konverguje k bodu kružnice y, zůstávajíc 
uvnitř kruhu. Užijeme-li vzorce (2), dostaneme po několika elementár-
ních úpravách 2.-1 

v(s) = - ¿ / c o t g dff, (6) 
o 

kde v(s) = F(l, s) je limitní hodnota harmonické funkce V(r, s) na 
kružnici y. 

Vzorec (6) tedy váže limitní hodnoty konjugovaných funkcí, harmo-
nických uvnitř kruhu, pří čemž konjugovaná funkce F(r, s) je podro-
bena podmínce 

V(r, s)]r=o = 0. (7) 
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Jádro Hilbertovo a Cauchyho jsou v dosti jednoduchém vztahu. 
Nechť L je jednoduchá uzavřená hladká křivka se spojitou křivostí. 
Nechť její parametrické rovnice jsou 

x = x(s), y = y(s). 
O parametru s budeme předpokládat, že probíhá interval <(0,2TU). 

Označme t = x + iy a t(s) = x(s) + i y(s). Rovnici křivky L lze na-
psat ve tvaru t = t(s). Nechť £ je bod na L příslušející hodnotě para-
metru a, takže £ = t(a). Potom není obtížné dokázat vzorec 

^ 7 = i c o t g ^ = - S d c y + P ( « , ( T ) d o , (8) 

kde P(s, a) je spojitá funkce obou argumentů, splňující Lipschitzovu 
podmínku s nějakým kladným exponentem. 

§ 23. Vzorce pro skládání singulárních integrálů. Nechť 

L 
kde L je uzavřená křivka, ať už jednoduše nebo mnohonásobně sou-
vislá. Určeme, jak lze přímo vyjádřit <p2{ť) pomocí q>(t). Uvažujme 
integrály Cauchyho typu: 

fl \ 1 C <P(£) i i / \ 1 f<PiU)ňr 

L L 
Podle vzorce (2), § 22 

/,«) - m 4 + /..w - m«> + ti / f s « ' 
L 

Odtud, užijeme-li definice cp^ť) a <p2(t), dostaneme: 

<Pi(t) = ft(t) ~ M O . <P*(t) = fu(t) - M ( í ) . (2) 
Dosaďme hodnotu ^(ř ) z (2) do /^z): 

f m . i t i « d { . ,s, 
27TI J I — Z 4711 J Q — Z 

L L 
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Prvý integrál ve (3) je Cauchyho integrál, neboť jeho hustota1) /,(£) je 
limitní hodnota funkce f(z) regulární uvnitř L. Uvedený integrál se 
tedy rbvná f(z). Druhý integrál ve (3) se zřejmě rovná | /(z). Tudíž 
U(z) = \f{z) a fu(t) = */ť(í). Nyní ze (2) plyne 

<PS) = mt) - m t ) - mo] = Iv®. 
Tím jsme dostali Poincaré-Bertrandův vzorec pro skládání singulár-

ních integrálů: 

• L L 

Poznamenejme, že v dvojnásobném singulárním integrálu nelze 
zaměnit pořádek integrování; jestliže zaměníme pořádek integrování 
ve (4), dostaneme integrál 

d r 
(2ni)'J rv" J (£ — T)(T - t)' 

L L 
jenž se rovná nule. 

Jestliže í #= t, pak opravdu 

f d r 1 _ f f d r _ f d r _ 1 
J (C — r)(r—t)~ í — řU r — t J r - C j ' 
L L L 

Ve vzorci (1), § 22 položme <p(f) = 1. Potom F(z) = 1, jestliže z leží 
uvnitř L\ vzorec (2), § 22, v němž nahradíme x za nyní dá 

_ L f d r = 1 
2ni J x — t 2 

Úplně obdobně 

a tedy 

J _ f d r 
2 ni J x — i 

dr 1 
T - f 2' 

L 

f u - x ) ( x - t ) 
L 

dr „ 
= 0, f # i . 

Hustotou integrálu typu Cauchyho I df se nazývá funkce //(£). 
27TÍ J £ — Z 
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Odvoďme vzorec pro skládání integrálů s Hilbertovým jádrem. 
Nechť 

2jz f <Pi(s) = ^ Z J f ( a ) c o t g — o) d<*> 

(5) 

<Ps(3) = <P<(°) co tg i(s — a) dff. 
o 

Označme U(r, s), Ujfr, s), U2(r, s) funkce harmonické uvnitř kruhu 
r < 1, jejichž hodnoty na kružnici r = 1 jsou resp. 95(5), <p^s), <p2{s). 
Potom f/1(r, s) je funkce konjugovaná s U(r, s) a U2(r, s) je konjugo-
vaná s U^r, s). 

Z rovnic Cauchy-Riemaimových není obtížné nahlédnout, že 

U2(r, s) = — U(r, s) + C, C = konst. 

V souhlase s tím, co bylo řečeno v § 22, je konstanta C určena podmín-
kou U2(r, s)|r'_o = 0. Odtud 

C=U(r,8)\„ 0. 

Avšak hodnota harmonické funkce ve středu kruhu se rovná aritme-
tickému průměru jejích hodnot na kružnici. Odtud 

2 ji 2 ji 

^ ¿ / ^ ^ ¿ / ^ d c r . 
o o 

Nyní 

U2(r, s) = — U(r, s) +• i - J<p{o) der. 
o 

Položme v této rovnici r = 1. Protože £7(1, 5) = y{s), U2(\,s) = 
= q>2{s), dostaneme konečně 

2ji 

— <PÁs) = — <p(s) + <P(a) d<T-
o 

Nahradíme-li <p2{s) a potom ^ ( s ) jejich výrazy ve tvaru singulárních 
integrálů, dostaneme Hilbertův vzorec: 
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¿.n '¿n 

Jcotg £(0 -r-s)dů J<p{a) cotg — &)do = 
o o 

in 

= - 9 ' ( s ) + ¿ JV(*)d<r. (6) 
o 

Jednoduše se skládají dva integrály, z nichž jeden je singulární 
a druhý obyčejný. Nechť H(s, a) je funkce, vyhovující Lipschitzově 
podmínce. Potom ve dvojnásobném integrálu 

2 « 2,-z 

F(s) = /cotg | ( 0 — s) d0 / # ( 0 , a) der 
o o 

lze zaměnit pořádek integrování a F(s) splňuje Lipschitzovu podmínku. 
Obdobná věta platí i pro integrály s Cauchyho jádrem. Podrobnější 
důkaz tohoto tvrzení lze najít v [28f]. 

§ 24. Singulární integrální rovnice s Hilbertovým jádrem. 

Budeme uvažovat rovnici tvaru , 
2rt 2.1 

a <p(s) + ^ j<p(a) cotg Ha — s) der + JK(s, a) <p(a) de = f(s), (1) 
' o o 

kde a a b jsou obecně komplexní konstanty. 
O jádru K(s, a) budeme předpokládat, že splňuje Lipschitzovu 

podmínku. Totéž budeme předpokládat o pravě straně. 
Předpokládejme nejdříve, že K(s, a) = 0, takže uvažujeme rovnici 

271 

í f L<p = a <p{s) + — I <p(<r) cotg }(<? —s) der = f(s). . (2) 

Řeší se takto: 
Položme 

2ti 

Mct> = a a>(s) — I a>(a) cotg £(cr — s) der, (3) 
¿71 J 

o 
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kde a>(a) je libovolná funkce. Na obě strany naší rovnice aplikujme 
operátor (3). Dostaneme novou rovnici 

MLtp = F{s), F(s) = M f , 

kterou, užijeme-li Hilbertova vzorce, lehce uvedeme na tvar 
2ji 

(a2 + 62) <p(s) - ^ f<p(a) do = F(s). (4) 
o 

Jestliže a2 + b2 4= 0, pak je to Fredholmova rovnice s velmi jedno-
duchým degenerovaným jádrem. 

Dokažme, že je ekvivalentní rovnici (2), jestliže jen a 4= 0. Napišme 
proto rovnici (4) ve tvaru MLcp — Mf = 0 čili M{L<p — /) = 0. Ozna-
číme-li Lep — f = co, dojdeme k rovnici Mco = 0 cili podrobněji 

2TI 

a co(s) — f co(<7) c o t £ — der = 0. 
o 

Aplikujme na obě s trany této rovnice operátor 

a V>(s) + V'(5) c o t g — 5) d s -
o 

Potom dostaneme rovnicí, jíž nutně vyhovuje co(s): 
2n 

+ c^a co(s) — f ^ ^ cotS — j 
o 

2ji 2.-I 

J cotg \{a — s) der ja co(s) « W cotg — a) d0 j = í). 

Odstraňme závorky a dvojnásobný integrál nahraďme podle Hil-
bertova vzorce. Potom dostaneme 

2TI 

b2 r 
(a2 + b2) co{s) — — / co{a) do- = 0. (*) 

o 
Odtud plyne, že co(s) = konst. Dosadíme-li do (*) a>(s) = co(a) = C, 
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najdeme, že a2C = O čili G = 0. Nyní co(s) = 0 čilí Lq> — / = 0, t . j. 
z rovnice (4) jako důsledek plyne rovnice (2). Na druhé straně je zřejmé, 
že rovnice (4) je důsledkem rovnice (2); tím je jejich ekvivalence do-
kázána. Rešíme-li rovnici (4) methodou § 4, dostaneme hledané řešení 

2ji 
f ( s )

 b_ 
ffl2 + 6 2 / w 2 n(a2 + b2) <P(«) = ^5"T-i3 /(5) — o-/ ,»", /.a y f c o t g i(a — «) der + 

+ Í Z ^ T T ^ f fM (ň) 

o 
2ji 

b2 

27ia(a2 f b2) 
o 

Jestliže a2 + b2 = 0, lze dokázat, že rovníce (2) je v obecném případě 
neřešitelná. 

Zvlášť je třeba pojednat o případu a = 0. Položíme-li 6 = 1 , což 
není zřejmě na újmu obecnosti, dostaneme rovnici prvého druhu 

2.1 

^ J <p(o) cotg i(<r - s) der = f(s). (6) 
o 

Vzorce (5) se v tomto případě nedá užít, avšak rovnice (6) se lehce 
řeší přímo. Proveďme záměnu písmen a a s na •& a a, násobme obě stra-
ny rovnice výrazem 

cotg ¿(a — s) der 

a integrujme v mezích <0, 2TC). Užijeme-li Hilbertova vzorce, dosta-
neme 

2ji 2JI 

?(*) - ¿ f <p{s) ds = F(s), F(s) = - i - J / ( a ) c o t g i ( o - « ) da. (7) 
o o 

Tato rovnice se lehce řeší. Položme 

¿f<?(s)ds = C. 

Potom 
— c = F(s). 
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Integrujeme-li tuto rovnici .v mezích <0, 2TZ}, dojdeme lt rovnici 
2.T 

0 = i - JF(s) ds. (8) 

o 

Není obtížné se přesvědčit, že je splněna vždy, ať je funkce f(s) jaká-
koliv. Konstanta C zůstává libovolnou a tak dostaneme 

2.-I 

<p(s)= — ^ J f ( a ) cotg j(a—s)da + C. (9) 
o 

Dosadíme-li toto do (6), přesvědčíme se, že výraz (9) vyhovuje 
rovnici tehdy a jen tehdy, když 

f f ( s ) ds = 0. (10) 
o 

Podmínka (10) je tedy nutná a postačující k tomu, aby rovnice (6) 
měla řešení. 

V případě obecnější rovnice (1) dostaneme, jestliže aplikujeme na 
obě její strany operátor (3), integrální Fredholmovu rovnici obecného 
tvaru. Úloha se t ím převádí na její řešení. Lze dokázat, že uvedená 
Fredholmova rovnice a rovníce (1) jsou ekvivalentní. 

Na závěr řekněme několik slov o singulární rovnici obecnějšího 
tvaru: 

a{s) <p(s) 9>W cotg \{a - s) da + j K(s, a) v(a) do = f(s) (11) 
o o 

s proměnnými koeficienty a a 6. Jestliže a(s) a b(s) vyhovují Lipschítzo-
vě podmínce, potom, aplikvijeme-li na obě strany rovnice (11) ope-
rátor 

M(o = a{s) (o{s) — ^ Jco(a) cotg i(a — s ) da, 
o 

dostaneme integrální rovnici Fredholmova typu. Tato však nemusí 
být ekvivalentní rovnici (11). 
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§ 25. Síngulární integrální rovnice s jádrem Cauchyho. 

Singulární rovnice 

L 

kde a a b jsou konstanty a L je uzavřená křivka,1 se také řeší velmi 
jednoduše. Na obě strany rovnice (1) aplikujme operátor 

Mco = aco(t)—^ fP^rdC. 
711 J Q _— t 

(2) 

Užijeme-li Poincaré-Bertrandova vzorce, lehce najdeme 

{a2 - b2) <p(t) = a f(t) - X f -¡IQ- df . 
Til J Q í 

L 
Jestliže a2 — b2 4= 0, dostaneme: 

= s r ^ s / w - ( S T ^ i j y ^ - <3> 
L 

Dosazením do (1) se přesvědčíme, že funkce (3) skutečně vyhovuje naší 
rovnici. Případ a = 0 není tentokráte výjimečný. 

V případě rovnice obecnějšího tvaru, 

a(t) <p(t) + bM f -pQ-d£+ f K(t, 0 <p(0 dí = /(<), a2(t)-b2(t) =}= 0, 
m ť C - * l (4) 

vede užití téhož operátoru 

Mco = a(t) co(t)-bM f P ^ d C ni J C —t 

.na rovnici Fredholmovu. Jestliže a a 6 jsou konstanty, je získaná 
Fredholmova rovnice ekvivalentní rovnici (4). V obecném případě tato 
otázka vyžaduje dodatečného vyšetřování. 

1 Nezáleží na tom, zda je jednoduše nebo mnohonásobně souvislá. 
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§ 26. Případ neuzavřené souvislé křivky. J e s t l i ž e k ř i v k a L n e n í 
uzavřená, vzorec Poincaré-Bertrandův neplatí a methody řešení singu-
lárních rovnic vyložené v § 25 nelze užít. Užijeme zde jiné methody, 
založené na převedení singulární rovnice na tak zvanou úlohu Rieman-
novu.1 Poznamenejme, že této methody lze také užít, jestliže křivka L 
je uzavřená. 

Nechť L je jednoduchý hladký oblouk se spojitou křivostí. Uvažujme 
rovnici 

L 
Pro jednoduchost předpokládejme, že a a b jsou konstanty a a2 — 

— ó2 #= 0. 
Jako novou proměnnou zavedeme integrál Cauchyho typu s husto-

t o u <p(£): 

L 
Ze vzorců (2) a (3), § 22 plyne: 

<p(t) = F&) - F.(t), 

dC = FÁt) + Fe(t). (3) x r 
m J Z - t 

L 

Dosadíme-li toto do (1), dostaneme rovnici: 

(a + b) Ff(t) - ( a - b ) Fe(t) = f(t). (4) 

Tak jsme došli k Riemannově úloze: určit funkci F(z), jestliže je dána 
lineární relace mezi jejími limitními hodnotami z vnitřku a z vnějšku 
křivky. 

Položme T7. . , , , . , 
F(z) = 0(z) (o{z) (5) 

a zvolme co (z) tak, aby 

(a + ó)coť(z) = (a-b)coe(z). (6) 

Funkce co(z) je tedy řešením homogenní Riemannovy úlohy. 

1 Podle terminologie N. I. Muschvelišviliho [28f] na úlohu Hilbertovu. 
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Uvažujme funkci ¡ z 
= ( 7 ) 

kde tx a jí jsou počátek a konec oblouku L, m je libovolná konstanta. 
Každá větev této funkce je regulární v rovině, rozdělené řezem podél L. 
Zvolme její libovolnou větev, na př. tu, jež se rovná jedné pro z = oo. 
Při oběhu proti ručičkám hodinovým okolo bodu <x se funkce OJ (z) 
násobí činitelem e2"im. Tudíž 

we(z) = eZnim a>,(*). 

Určeme nýní číslo m z podmínky 

e&rfm =
 a + 

a — b' 
Potom funkce (7) vyhovuje rovnici (6). Rovnice (8) určuje číslo 

(8) 

1 , a + b 
2ni a — o 

až na libovolnou celistvou aditivní konstantu. Zvolme tuto konstan-
tu tak, aby platUo 0 ^ Re(m) < 1. 

K tomu stačí vzít hodnotu are ° (* mezi 0 a 2n. Při této volbě čísla m 
° a — b 

jsou obě funkce a>(z) a | absolutně integrovatelné podél L. 

Dosadíme-li nyní nalezenou hodnotu co(z) do (5) a dále do (4), dosta-
neme: 

•^-«o-^st^)" (10) 

Tato jednodušší Riemaxmova úloha se řeší velmi lehce. Vzorce (3) 
právě ukazují, že jako 0(z) lze zvolit integrál Cauchyho typu 

= - o - z ^ r I Í T ^ Í M) A : - (ID 
Nyní 

r i c - p y 
2ni(a + b) J \£—aJ 

L 

" • ' - W + í r ^ / í f e T " 0 ^ <12> 

127 



Řešení integrální rovnice (l) lze najít pomocí prvého ze vzorců (3): 

- " rar ^ f f í ^ f m & (.3, 
L 

Řešení (13) není obecně jediné. Abychom se o tomto přesvědčili, 
uvažujme homogenní rovnici 

«9>O(0 + - T í j ~ d C = 0. (14) 
711 I L t L 

Užijme téhož postupu a položme 

L 

= ífE^f (16) 
Všimněme si, že se F0(z) a tedy i 0o(z) rovná nule pro z = oo. Místo 
k (1-0) dojdeme nyní k rovnici 

- ®o.(0 = 0. (17) 

Funkce 0o(z) nabývá tedy na oblouku L stejné limitní hodnoty z'růz-
ných jeho stran. Z toho lehce usoudíme, že <ř0(z) je regulární v celé 
rovině, až snad na body <x a /?. Požadujme, aby součin 

?o(*)ig jErjj 

byl absolutně integrovatelný podél L. 
Nechť zx a z2 jsou dva libovolné body roviny z, ležící vně L. Integru-

jeme-li (15) po cestě, která spojuje Zj a z2 a která nemá společné body 
s L, budeme mít N 

JF0(Z) dz = j9»o(C)lg4 
C — z2 2 

Zi « 

Necháme-li z2 -> najdeme, že -Foí3) je integrovatelná po libo-
volné cestě, která spojuje « a /? a nemá jiné společné body s křivkou L. 
Odtud plyne, že neurčitý integrál 

JF0(Z) DZ 
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je omezený v bodech « a j5. To by nebylo možné, kdyby « a p bylypod-
statně singulárními body funkce &0(z). Avšak potom mohou být pouze 
jejími póly. Předpokládejme, že reálná část m je různá od nuly; potom 

P 
0 < Re(m) < 1. Poněvadž integrál jF0(z) dz má konečnou hodnotu, 

ct 
snadno najdeme podle vzorce (16), že /S je regulární bod a a je pól prvé-
ho řádu nebo regulární bod funkce $Q{z). Konečně &a( co) = 0. Z toho 
všeho plyne, že , 

0a{z) = c' = konst. (18) 
Z OÍ 

Nyní c , 
= {z — ÍX)1 m(z — P)m 

a podle prvého ze vzorců (3) nalezneme řešení homogenní singulární 
rovnice (14): 

v M - i t - . ^ t - p r ' c = c ' ( 1 ~ e 2 l , i m ) - ( 1 9 ) 

Obecné řešení rovnice (I) je dáno vzorcem 

L 

£ 
+ (« — oiy-m(t — p)m' ( 2 0 ) 

kde c je libovolná konstanta. Tuto konstantu lze zvolit tak, aby cp{t) 
byla omezená na jednom či druhém konci oblouku L. 

Místo (13) lze nají t druhý výraz, v němž JC a /9 vystupují souměrněji. 
Položme 

W{z) = (z — x)1-"1 (z — fi)m F(z). (21) 

Dosadíme-li toto do (4), dostaneme: 

y ť (0 - v.® = f w - « ) i -» (t - /?)». 

Odtud 

2ni(a + b) J £ — z 
L 
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Nyní již není obtížné určit (p(t): 

az—b*"' (a2 — b2) ni(t — a ) m (t — P) 
f ( ( - a ) i-m(C_p)mf(C) 

J C-i 
L 

d f , (22) 

Toto je partikulární řešení. Obecné řešení pak lze napsat ve tvaru 

v ( 0 = ^ - 7 5 / ( 0 - h 

f 

a2 _ b21 v > (02 __ ¿2) ni(i _ ay-m _ py* • 

( t — r - i t - w - A t ) . 

L 
Hodnoty konstanty c v (20) a (23) jsou různé. 

Uvažujme speciálně rovnici prvého druhu: 

L 
Zde a = 0, 6 = 1. Dále 

m = _ L l g ( - l ) = i 
2 711 

a vzorec (20) v tomto případě dává 

L 
Položíme-li a = 0 ve (23), dostaneme řešení v druhém tvaru: 

( t ) _ i _ r v ( c - ^ ) ( c - j ) / ( c ) d n - c 
Tli)/(t — <x){t — fi) J C—t ]/(t—Cx){t—P) 

(26) 
P 

Jestliže Re(m) = 0, pak ze vzorce (16) a z toho, že integrál fF0(z) dz 
a 

je konečný, plyne, že ot a p jsou regulární body funkce 0o{z). Avšak 
potom podle Liouvillovy věty $0(z) = konst., a protože 0o(°o) = 0, 
0o(z) = 0. Rovnice (1) má v tom případě jediné řešení, určené vzorcem 
(13); vzorec (22) nedává řešení pro Re(m) = 0. 
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§ 27. Případ neuzavřené nesouvislé křivky. Nechť se n y n í k í i v k a Lr 
skládá z n jednoduchých oblouků L2, ..., Ln, jež nemají po dvou 
společné body. Rovnice 

L 

s konstantními koeficienty a a b se řeší týmž způsobem jako v § 26-
Položíme-li 

L 
dostaneme jako dříve 

(a + b) F&) - (a-b) Fe(t) = f(t). (2> 

Označme ock a /3fc počáteční a koncový bod oblouku Lk. Položme 
n I \m 

F{z) = n ^ r m , (3> 
k=L \Z Pk! 

kde exponent m je definován vzorcem (9), § 26. Dosadíme-li toto do (2), 
dostaneme 

odkud plyne, že lze zvolit 

L 

a tím dostaneme partikulární řešení rovnice (1): 

* « > - ( E ď f Ů ' 
«» 

Z těchže úvah jako v předcházejícím paragrafu najdeme, že v případě 
homogenní rovnice je příslušná funkce 0O(z) rovna 

ck 

fc=l Z OIK 
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čili, jestliže ty to zlomky převedeme na společného jmenovatele, 

*„(*) = , P n ~ l i Z ) , (6) 
TT(z —«») 
£= 1 

kde P„_i(z) je libovolný polynom stupně ti — 1. Nyní lehce najdeme, 
že řešení homogenní íntegrální rovníce 

"M + hff®-,*-" <
7

> 
L 

se rovná 

<Po(t) = ~n ^ ^ , (7) 

r i K í - « * ) 1 — 
j=I 

kde Q„_i(í) je libovolný polynom stupně n — 1. Obecné řešení rovnice 
(1) má tvar 

<p(t) 
a2 L b2 /(ř) ( o . _ 6«) n i fl (ř _ pj • 

f n i « - • » . ) ' - « - A » - ! 
k= 1 

Polynom Q„-\{ť) lze zvolit tak, aby cp{t) byla omezená v daných n kon-
cových bodech oblouků L2, ..., Ln. 

§ 28. Soustavy singulárních integrálních rovnic. Sous tava s ingulárn ích 
rovnic s Hilbertovým jádrem má tvar 

2* 

Lk(<Pi, <p3, • • <pn) = ^ j^fcí <PÁs) + ^ J'(PÁa) °otg i(a —s)da + 
0 

2jí 

+ JKkj(s, a) <pM) d f f } = fk(s), k = 1, 2, . . . , n, (1) 
o 

kde jádra Kkj(s, ex) splňují Lipschitzovu podmínku vzhledem k oběma 
proměnným. 

132 



Tuto soustavu lze lehce převést na Fredholmovu. Stačí ji nahradit 
soustavou 

M^L* Ln) = Mk(fi,.fi, •./«), (2) 
kde 

2.-I 

Mk(o> 1. ft>2, . . . , co„) = —^J"cotg£(er — s) der.j (3) 
o 

Není obtížné se přesvědčit o tom, že soustava (2) má tvar 

i {Akm <pm(s) + fz*m(5, a) <pm(o) der} = Mk(flt /
2
, ..., /„), (4) 

m= 1 0 
kde 

n 
Akm = 2.iakflim + bkjbjm) (5) 

7 = 1 

a Klm(s, a) jsou nějaká nová jádra, jež také splňují Lipschitzovu pod-
mínku. Otázka, jsou-li soustavy (1) a (4) ekvivalentní, je dosti obtížná. 
Některé návody na její řešení lze na j í t ve článku N. I . Muschelišvi-
liho [28e], 

To, co bylo řečeno, se beze změny přenáší na soustavu singulárních 
rovnic s jádry Cauchyho, jestliže se integrály vyskytující se v soustavě 
berou podél uzavřené křivky. 
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Č Á S T I I 

U Ž I T Í I N T E G R Á L N Í C H R O V N I C 

K A P I T O L A 1 

D I R I C H L E T Ů V P R O B L É M A J E H O U Ž I T l 

Dirichletův problém má v matematice co do četnosti a různorodosti 
aplikací mimořádné místo. Na něj se bezprostředně převádí základní 
úloha hydrodynamiky — úloha o obtékání, dále problémy torse 
a ohybu v theorii pružnosti. S ním jsou také těsně svázány základní 
úlohy statické theorie pružnosti jak v rovině, tak v prostoru. S týmž 
problémem mají styčné body i úlohy z theorie šíření vln v pružném 
prostředí. Tento výčet by bylo lehce možno rozšířit. 

V této kapitole vyložíme methody řešení Dirichletova problému, jež 
jsou spojeny s theorii integrálních rovnic, a některé jeho aplikace. Bu-
deme se zde především zabývat rovinným problémem, jenž má pro nás 
zvláštní význam jak pro hojnost aplikací, tak pro větší rozpracovanost 
a efektivnost method řešení. 

Připomeňme, že Dirichletův problém spočívá v určení funkce, har-
monické uvnitř oblasti, jestliže jsou známy hodnoty této funkce na 
hranicí oblasti. 

§29. Dirichletův problém pro jednoduše sou-
vislou rovinnou oblast. U v a ž u j m e ne jd ř íve 
případ konečné oblasti (obr. 4). Označme oblast 
písmenem D, její hranici písmenem L. O křivce 
L budeme předpokládat, že je hladká a má spo-
jitou křivost. Hledanou harmonickou funkci O b r . 4 . 
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označme U(x, y), její hodnoty dané na L označme u(t), kde t je kom-
plexní souřadnice bodu na hranici. Harmonická funkce U(x, y) v jedno-
duše souvislé oblasti může být považována za reálnou část nějaké 
analytické funkce <p{z), regulární v této oblasti;1 naši úlohu rozřešíme, 
jestliže nalezneme funkci <p(z). Tuto poslední budeme hledat ve tvaru 
integrálu typu Cauchyho 

•M-Sj/^«- <*> 
L 

jehož hustotu fx(Ç) budeme považovat za reálnou. Tím se úloha převádí 
na určení fi(Ç). 

Nechrne bod z ve vzorci (1) konvergovat z vnitřku oblasti k nějaké-
mu bodu t na hranici. Užijeme-lí vzorce (2), § 22, dostaneme: 

L 
Určeme ve (2) reálnou část. Všimneme-li si, že Re{?(í)} = u(t), najdeme 

^(0 + ^Im J f ^ j d C = 2u(t)} 
L 

čili, protože funkce fi(Ç) je reálná, 

Mt) + f*{C) Im (^4=7) = 
L 

Vypočtěme jádro integrálu. Nechť £ — t = re ,d. Potom 
I m = I m ( d l g ( ^ - ť)) = d ů = 

kde dá je element oblouku hranice. V důsledku Cauchy-Riemannových 
rovnic 

1 Zde i dále budeme funkci komplexní proměnné nazývat analytickou v oblasti, 
jestliže tato funkce je holomorfní v každém bodě oblasti, až snad na konečný 
počet bodů nebo čar. Budeme nazývat analytickou funkci regulární v oblasti, 
jestliže tato funkce je jednoznačná a nemá uvnitř oblasti singulární body. Námi 
užívaná terminologie není obecně přijata. 
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d& 3 lg r 1 3 r 
3ď dv r dv 

Zvolme směr rádius-vektoru r od £ k t. Potom, jak lze snadno vidět 
dv 
g^- = — cos(r, v), a tedy definitivně 

r 

Jestliže r -> 0, pak i cos (v, r) -> 0; bez obtíží lze dokázat, že při našem 
COSÍF Y) 

předpokladu spojitosti křivosti křivky L je jádro ^—- spojité. Tím 

docházíme k integrální rovnici Fredholmova typu s neznámou /i{t): 

M(t) - ~ f k O ^ ^ - d a = 2u(t). (3) 
JI J r 

L 
Ve speciálním případě, kdy hranice L je elipsa, jsme tuto rovnici 

studovali v §§ 5 a 7. Dokážeme, že rovnice (3) je řešitelná a má jediné 
řešení pro libovolnou pravou stranu. Jinými slovy dokážeme, že 

1 cosřv X = — není charakteristické číslo jádra '—. Podle Fredholmovy 
TI r 

alternativy (§ 8) stačí dokázat, že příslušná homogenní rovnice má 
pouze triviální řešení. 

Nechť u(t) = 0. Rovnice (3) se stane homogenní. Nechť fi0(t) je její 
libovolné řešení, takže 

= (4) 
L 

^ - é s f ^ - <
5

> 

Položme (z je bod uvnitř D) 

= J - . f c 

L 

Podmínka u(t) = 0 ukazuje, že Re{<p0(í)} = 0, jestliže t je bod na L. 
Podle věty o jednoznačnosti Dirichletova problému Re{^0(z)} = 0 
v celé oblasti D. Nyní z Cauchy-Riemannových rovnic plyne, že <p0(z) 
je ryze imaginární konstanta, <p0(z) = ia. Rovnici (5) lze převést na tvar 

1 v je vnější normála k L. 
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1 
2m J C—z 

při čemž tato identita platí pro každý bod z uvnitř D. Avšak potom, 
podle známé věty o Cauchyho integrálech, fi0(C) — ia je limitní hod-
nota na L nějaké funkce ip(z), regulární vně L a rovné nule v nekonečnu. 
Imaginární část této funkce se rovná na L konstantě a, avšak potom 
y>(z) = konst. Protože se rovná nule pro z = oo, ip(z) = 0. Funkce 
ju0(t) je hodnota Re{^>(x)} na hranici, a proto ¡u0(t) = 0. Tím je naše 
tvrzení dokázáno. 

Protože — není charakteristické číslo rovnice (3), lze na tuto rovnici 
71 ' ' 

užít přibližných method řešení, vyložených v §§ 5 a 7. 
Řešme nyní Dirichletův problém pro oblast D', vnější vzhledem 

k L. Tentokráte nelze hledat <p{z) ve tvaru integrálu typu Cauchyho, 
protože se takový integrál rovná nule pro z = oo, zatím co <p(z) je 
pouze omezená v nekonečnu'. Budeme proto hledat 93(2) ve tvaru součtu 
integrálu typu Cauchyho a nějaké konstanty; položíme 

L L 

Hustotu /t(£) budeme podle předcházejícího považovat za reálnou. Ne-
cháme-li z konvergovat k bodu t na hranici, dostaneme v souhlase se 
vzorcem (3), § 22: 

„(0 = _ I M Í ) + ¿ j m . dC + ¿ / M C ) d„. 
L L 

Opakujeme-lí předcházející úvahy, dojdeme k integrální rovnici 

M 0 + ^ f MC) d d - i U d . = - 2u(t). (7) 
71 J r 71 J 

L L 

Dokažme, že rovnice (7) je řešitelná. Nechť jako výše u{ť) = 0, fi0(O 

nechť je řešení homogenní rovnice 

Vo(t) + i f MO da - i f MC) da = 0 (8) 
71 J r 71 J 

L L 
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L L 

Z rovnice (8) plyne, že Re{?0(í)} = 0, t e L. Avšak potom, stejně jako 
výše q>0(z) = ia. Dosadíme-li toto do (9) a necháme-li z oo, dosta-
neme 

ia = ^J¡¿0{£) do-. 
L 

Protože funkce ft0{Q je reálná, je 

a = 0, _/>„(£) d<r= 0. (10) 
L 

Nyní zřejmě 

L 

V důsledku známých vlastností integrálu typu Cauchyho odtud plyne, 
že /i0(C) je limitní hodnota na L nějaké funkce ^¿(z), regulární v D. 
Při tom lm(yj(z)) = 0, protože ^(C) je reálná. Odtud y1(z) = C = 
= konst. a tudíž [i0(Q = C. Dosadíme-li toto do (10), přesvědčíme se, 
že C = 0 a konečně ,«„(0 = 0. 

V souhlase s Fredholmovou alternativou můžeme nyní tvrdit, že 
rovnice (7) má řešení, a to jediné, ať je funkce u(t) jakákoliv. Řešíme-li 
tuto rovnici a dosadíme-li řešení do (6), dostaneme řešení Dirichletova 
problému pro oblast D'. 

§30. Příklad: Konformní zobrazení vnitřku elipsy na kruh. J a k je 
známo, Dirichletův problém se dá jednoduše řešit, jestliže je známo 
konformní zobrazení oblasti na kruh. Naopak jestliže je pro nějakou 
jednoduše souvislou oblast známo řešení Dirichletova problému, lze 
nají t funkci, konformně zobrazující oblast na kruh. Dokažme to. 

Nechť w = a)(z) je funkce realisující konformní zobrazení oblasti D 
na kruh |m>J < 1. Nechť dále z = a je bod oblasti D, jenž je zobrazen na 
střed kruhu w = 0. Potom 

co(z) = (z — a) f(z), (1) 
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kde y>(z) je regulární a různá od nuly v D.Y tom případě funkce 

<p{z) = lg v>(ž) 

je také regulární v D. Najděme podmínky, určující funkci <p(x). 
Jestliže z splyne s bodem t hranice, pak 

|w| = \t — a\. |y>(f)| = 1. 
Odtud 

Re{?(í)} = lg|V(í)| = - lg|« - 4 (2) 

Abychom tedy určili <p(ť), je třeba řešit Dirichletův problém pro 
u(t) = — lg Jř -— a\. Najdeme-li <p(t), pak již lehce určíme co (z). 

Jako příklad najdeme funkcí, která konformně zobrazuje vnitřek 
elipsy 

x = a cosů, y = b sin# 
na kruh |w>| < 1. 

Tuto úlohu lze řešit pomocí eliptických funkcí. Podáme však zde 
jiné řešení užitím integrálních rovnic. 

Žádejme, aby střed elipsy, přešel v střed kruhu. Pro funkci cp(t) 
dostaneme podmínku na hranici 

Re{<p(í)} = - l g | í [ / 
Položíme-li r 

L 

dojdeme k integrální rovnici (§ 5, vzorce (14) až (15)) 
2n 

o 
Najděme Fourierův rozvoj funkce 2 lg[ť|. Máme: 

2 lg|f| = lg(a2 cos2«? + b2 sin2??). 

Bez obtíží si ověříme identitu 

lg(a2 cos2«? + b2 sin2«?) = 2 lg ^ t l + 2R e lgl l + <T2), 
¿í \ CL ~p O J 

kde a = el°. Rozvineme-li v nekonečnou řadu logaritmus na pravé 
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straně rovnice a oddělíme-Ii reálnou část, nalezneme hledaný rozvoj: 

lg(a2 cos2# + b2 sin2??) = 2 lg + 2 S — T " — í ^ ř í ) oos2JW. (4) 
2 k=i * ~r "I 

Podle vzorců (14), § 5 nalezneme Fourierovy koeficienty funkce ¡u(t): 

fc (a + 6)2* + (a — i»)24' 
c2 = a2 — b2. 

Ostatní koeficienty se rovnají nule. Nyní 

MU) = - lg • 2 2 ( f l + 6 ) u + C a _ 6 ) u ° « ^ (5) 

_ 2 V (— 1 ) t ~ 1 |tu L f c o s 2 J c ů A* 
¿i k (a + by +(a — b)2* 2ni J £ — z C' 

L 
při čemž f = a cosi? + ib sin«?. Vypočtěme integrály v (6): 

2TI 

1 í cos2M ^ _ 1 fcos2&#(— a siní? + ib cos#) ^ 
2ni J í — z ~ 2ni J a cosů + ib sinj? — z 

L o 
Položíme-li eid = a, převedeme tento integrál na integrál 

(«» + «-•»)[<« + b) <,' - (« - 6)1 dff = 
4ni J (a + b) a2 — 2az + (a — b) a 

M=i 
kde / j a / 2 jsme označili integrály 

1 f a2*-i[(a + b) o2-(g-b)]  
1 2ni J {a + b) a2 — 2az + {a — b) ' 

H = i , 
= Ca-2^[{a + b)a2-{a-b)} 

2ni J {a + 6) a2 — 2az + (a — 6) 
M = i 

Integrand v má jednoduché póly v bodech 

_ z + ]'z2 — c2 ' _ z — }lz2 — c2  

_ a + b ' °2 - a + b • 

(6) 
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Residua v těchto bodech se rovnají 

i ^ m * $ = m m 

Dokažme, žs oba póly ax a cr2 leží uvnitř kruhu |cr[ < 1. 

Součin ff1cr2 se rovná ^ a tudíž je menší než jedna. Jedno z čísel 

a u a2 je tedy v absolutní hodnotě nutně menší než jedna. Jestliže by 
a'bsolutní velikost druhého byla větší než jedna, pak b.y se integrál 
rovnal jednomu z residuí (7) a nebyl by regulární uvnitř elipsy, což 
zřejmě není možné.1 Z již dokázaného plyne, že 

(z + + (z -
h = (a + b)2k 

1 Proveďme přímý důkaz našeho tvrzení. Označme 

odkud z 

- j/g» -
= X> 

. Toto zobrazení transformuje rovinu z rozdělenou řezem 

podél úsečky c, c> bud na vnitřek, nebo na vnějšek kružnice \x\ = 1, což zá-
visí na volbě znaménka před odmocninou. Nechť na příklad při volbě znaménka 
minus před odmocninou dostaneme \x\ < 1. Potom tím spíše 

T' 
a + b 

< 1. 

a + b • 
Uvažujme nyní kružnici \%\ = • Jestliže provedeme zobrazení 

+ Tz 

přejde tato kružnice v danou elipsu 
x = a cosů, y = b sin#. 

Vnitřním bodům elipsy při tom odpovídají body roviny %> P r ° n ěž 1 ^ \%\ < 
a + b 

< . Tudíž uvnitř elipsy 

čili 

+ l/z2 - ca 

c 

Z + 

< 
a + b 

< 1. 
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Abychom vypočetli / 2 , položme a = —. Potom 

_ J_ í r -
2ni J (a — • 6) t 

M-i 

+ b — (a — b) t2] 
2 zx + (a + 6) 

dr. 

Uvažujeme-li obdobně jako v předcházejícím, najdeme, že oba póly 
integrandu leží vně jednotkové kružnice, a tedy I 2 = 0. Tak dosta-
neme 

(z + + (z — 1 í cos2M _ J_ 
4;ri J T ^ - z ~ 2 

Z" — C' 2\2k 

(a+b) 24 (8) 

Čitatel na pravé straně je zřejmě polynom stupně 2k. Označme jej 
pro stručnost F2k(z). Potom 

a + b 
<p(z) = — lg- - 2 

2 ái k 

a hledané zobrazení se rovná 

(_1)í.-i i C2 k 
(a + 6)

2 4

 (a + b f + (a — 6)
2fc F u { z ) 

(9) 

co(z) = 
2z - 2 t±v k-1 - 2 4 

a + b 
e 4 = 1 (a + fc)2* ( a + 6 ) 2 f c + ( a — Í > ) 2 A (10) 

§31. Dirichletův problém pro mnohonásobně souvislé oblasti. Nechť Z) 
je omezená (n + l)-násobně souvislá oblast. Její hranice L se skládá 
z n + 1 uzavřených křivek, jež označíme L0, 
Llt..., L„, při čemž index nula připíšeme křiv-
ce, omezující oblast z vnějšku (obr. 5). 

Dříve než přistoupíme k řešení našeho 
problému, učiňme jednu poznámku. Jestliže 
funkce U(x, y) je jednoznačná a harmonická 
v mnohonásobně souvislé oblasti, bude funkce 
V(x, y) s ní konijugóvaná obecně mnohoznač-
ná. Objasněme charakter její mnohoznačnosti. Nechť v je směr vnější 
normály k L. Označme 

O b r . 5 . 

1 C^U , , 
2?ř J ~dv k = 1 ' 2 ' - ' n. (1) 
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9ř7 dV 
V důsledku Cauchy-Riemannových rovnic = g— a 

- / — der = 2ti A k. K 
do 

H 
Avšak poslední integrál se rovná přírůstku V{x, y) při oběhu kolem 
křivky Lk proti hodinovým ručičkám. Jestliže tedy je harmonická 
funkce jednoznačná v D, vzroste funkce s ní konjugovaná o konstantu 
2izAk při oběhu kolem křivky Lk, k = 1, 2, . . . , n. Při tomtéž oběhu 
vzroste analytická funkce <p(z) = U(x, y) + i V(x, y) o 2niAk. Tentýž 
přírůstek získá funkce Aklg(z — zk), kde zk je libovolný bod uvnitř D. 
Odtud plyne, že q>(z) lze napsat ve tvaru 

<p(z) = 2Aklg(z-zk) + <p*(z), ( 2 ) 
Í-=I 

kde <p*(z) je jednoznačná funkce regulární v D. 
Dirichletův problém lze řešit takto: Nechť u(ť) je daná hodnota 

funkce U(x, y) na L. Potom z (2) plyne 

Re{9P*(ř)} = « ( í ) - Í ^ f c l g | ř - ^ | . (3) 
i=l 

Jednoznačnou funkcí <p*(z) budeme hledat ve tvaru integrálu typu 
Cauchyho: r 

*•<*> = i JVS« W 
L 

s reálnou hustotou /x(C). Ciníme-li tytéž úsudky jako v předcházejícím 
paragrafu, dojdeme k integrální rovnici 

rtt) - - ÍrfC) do = 2u{t) - 2 ÍAk lg|í - zk\. (5) 
n J v t-i 

L 

Lze dokázat, že — je charakteristické číslo jádra c o s^ v ' r) a m u 
TI r 

přísluší n lineárně nezávislých charakteristických funkcí. Koeficienty 
Ak určíme z podmínky, že pravá strana (5) je orthogonální k charakte-
ristickým funkcím konjugované rovnice. Potom je rovnice (5) řešitelná. 
Řešíme-li ji, nalezneme podle vzorců (4) a (2) řešení Dirichletova 
problému. 
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Vyložená methoda je v praxi málo vhodná, neboť vyžaduje výpočet 
charakteristických funkcí konjugované rovnice. Uvedeme proto jinou 
methodu, oproštěnou od uvedeného nedostatku. 

Označme a(t, C) funkci, která se rovná jedné, jestliže body t a £ leží 
na téže vnitřní křivce Lk, a která se rovná nule ve všech ostatních 
případech. Rovnici (5) nahradíme touto: 

MO - ^ / í ^ ^ + a(t, £ ) ) / * ( £ ) dor = 2u(t) - 2 ŽAt l g | t - zk\. 
L k 1 (6) 

Napíšeme-lí tuto rovnici podrobněji, má tento tvar: 

Jestliže t leží na Lk, k = 1 , 2 , . . . , » ; pak 

( ř ) _ I f f ¿ t ( f ) d < x = 2w(í) —2 2 Ak\g\t—zk\, 71 J r 71J 1=1 
L H (7l) 

jestliže t leží na L0, pak 

•/'•(O - ^ / C 0 S ( " ' r)M0 der = 2u(ť) - 2 j U * lg|í - zfc|. (72) 
L 

Dokažme, že rovníce má řešení, a to jediné, ať je pravá strana jaká-
koliv. K tomu stačí se přesvědčit o tom, že homogenní rovníce 

to® + o(í, o) MO do = 0 (7) 
L 

má pouze triviální řešení /-i0(t) = 0'. 

Nechť ¡u0[t) je libovolné řešení rovnice (7). V rovnici (7) převeďme 
napravo integrál s jádrem a(t, £). Potom lzé tuto rovnici napsat ve 
tvaru: 

1 / cosi V 7*) 1 I 
Mt) —-J-—jr— MO do = - J >o(C) do, t e Lk, k > o, 

L LK 

L 145 



Zaveďme označení 

J M der = bk, k= 1 , 2 , . . . , n; 

položme ještě b0 = 0. Rovnici, jíž vyhovuje 1a0(í), lze napsat v následu-
jícím tvaru: 

i«o(0 - | f C°SÍr' r)MO d<x = 26». « « A = 0, 1 , 2 , . . . , n. (8) 
L 

Uvažujme integrál typu Cauchyho: 

L 
Užijeme-li rovnice (8) a opakujeme-li úvahy § 29, nalezneme, že <p0(z) 
vyhovuje na křivkách Lk vztahům 

Re{9>0(í)} = bk, C e Lk, k = 1 , 2 , . . . , n. 

V důsledku Cauchy-Riemannových rovnic 

dv do 
0, C e L , 

neboť veličiny bk jsou konstantní. Funkce <p0(z) je regulární v D a její 
imaginární část je harmonická v D. Normální derivace imaginární 
části se rovná nule na L; podle věty o jednoznačnosti řešení Neuman-
nova problému <p0(z) = konst. Př i tom Re{9>0(z)} = 0, neboť ta to funkce 
se rovná nule na L0. Tudíž bk = 0 a <p0(z) = ia, kde a je reálná konstan-
ta . To dává 

¿ J a K L ^ « - o , . . * 

Odtud plyne, že na každé z křivek Lk je funkce /J0{£) — ia limitní 
hodnota funkce, rovné nule v nekonečnu a regulární v každé oblasti 
komplementární k D, omezené křivkou Lk. Imaginární část té to 
funkce je konstanta rovná a; avšak potom je i její reálná část kon-
stanta: 

MO = ck = konst., C e Lk. 
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Při tom c0 = 0, neboť pro z = oo se /M0(f) — rovná nule. Dále 

Lk Lk 
Odtud ck = 0 a tudíž /¿0{C) = 0. Nyní z Fredholmovy alternativy 
plyne, že rovníce (6) má řešení, a to jediné, ať je pravá strana jaká-
koliv. Řešíme-li rovnici (6), podrobíme koeficienty Ak požadavku, aby 

//*(£) do =0, k= 1,2, 

Potom rovnice (6) a (5) jsou si rovny a podle vzorců (4) a (2) nalezneme; 
řešení naší úlohy. 

Přejděme k případu neomezené oblasti. Nechť oblast ^ ^ 
D je vnějšek n křivek Llt L2, ..., Ln (obr. 6). Vzorec L 

(2) zůstává v platnosti, pouze koeficienty Ak jsou ^ 
tentokráte podrobeny podmínce ' 

A1 + Ai+... + An = 0. (9) Q b r 6 

Kdyby rovnice (9) neplatila, rostla by harmonická 
00 

funkce Re{<j?(z)} v nekonečnu jako lg]z| c°ž odporuje definicí 
a-=I 

harmonické funkce. Jako v § 29 nemůže být <p*{z) napsána ve tvaru 
pouhého integrálu typu Cauchyho, a proto položíme 

L L 
To vede na rovnici 

M0 + -ÍM0°OS[V' r ) d a - - f¡i{Oda=-2u{t) + 2^Ak\g\t-zk\. n j r n j i=i . . 
L L (11) 

Tato rovnice má n — 1 charakteristických funkcí. Podmínky ortho-
gonality pravé strany (11) k charakteristickým funkcím konjugované 
1 Rovnice ///(C) da = 0 představují soustavu lineárníchTiehomogenníchalgebraic-L k 

kých rovnic pro koeficienty Ak. Tato soustava má vždy řešení, neboť v opačném 
případě by měl homogenní Dirichletův problém, jak se lehce přesvědčíme, ne-
triviální řešení. 
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rovnice tvoří spolu s rovnicí (9) soustavu n rovnic, kterou jsou určeny 
koeficienty Ak . 

Abychom nemuseli počítat charakteristické funkce konjugovaného 
jádra, budeme postupovat jako v případě omezené oblasti. Označme 
b(t, £) funkci, jež se rovná jedné, jestliže t a £ leží na téže křivce Lk, 
k = 1, 2, . . . , n — 1, a nule v ostatních případech. Rovnici (11) na-
hradíme touto rovnicí: 

Mt) + ~JMí) + b(t, a ) da - ^ f m da = 
L L 

11 

= -2u{t) + 22Ak\g\t-zk\ (12) 

nebo podrobněji: Jestliže t leží na Lk, k = 1, 2, . . . , n — 1, pak 

M Í ) + ^ jMO + I jM) d a — 1 jM(C) da = 
L LK L 

n 
= —2u(t) + 22^ , . lg | í - z , | ; (13i) 

i=l 
jestliže t leží na Ln, pak 

JI J r TI J 
L L 

n 
= —2u(t) + 22Ak\g\t—zk\. (132) 

t=i 
Právě tak jako shora lze dokázat, že rovnice (12) má řešení pro libo-
volnou pravou stranu. Rešíme-li ji,.žádáme, aby 

Jfi(C) da = 0, k = 1, 2, ..., n — 1. (14) 
H 

Rovnice (9) a (14) tvoří soustavu n lineárních rovnic, z nichž určíme 
koeficienty Ak. Jestliže jsou splněny podmínky (14), pak rovníce (11) 
a (12) splynou; takto určená funkce f i (0 umožní řešení Dirichletova 
problému. 

§ 32. Modifikovaný Dirichletův problém a Neumannův problém. Modi-
fikovaným Dirichletovým problémem budeme nazývat úlohu určit 
analytickou funkci, regulární v mnohonásobně souvislé oblasti, jestliže 
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na každé z křivek tvořících hranici je dána reálná část této funkce 
až na aditivní konstantu. 

Hledaná analytická funkce <p(z) musí tedy na hranici vyhovovat této 
podmínce: Jestliže t leží na křivce Lk, pak 

R e{<p(t)}--=f(t) + bk, (1) 

kde f(t) je daná funkce a bk jsou nějaké konstanty. Ty musí být určeny 
z podmínky, že <p(z) je jednoznačná v oblasti. Jednu z konstant bk lze 
zvolit libovolně. Ostatní jsou pak určeny jednoznačně. Dokažme to 
sporem. Zvolme na př. pevně b0 a nechť <Pi(z) a <p2(z) jsou dvě funkce 
regulární v oblasti D, vyhovující rovnicím 

R*{<PI(t)} = f(t) + b't, , , 
Re{<p2(t)} = M + bl, bo~b°' teL"' 

\ 

Potom rozdíl OJ(Z) = (P^Z) — <p2(z) je také regulární v Z) a jeho reálná 
část se rovná konstantě b'k — b"k na každé z křivek Lk. V takovém 
P ř í P a d ě aim{co(Q} _ r _ 9Re{q)(<)} _ 

3 v 1 do 
Protože co(z) je regulární v D, je Im{co(z)} harmonická v D. Podle 

věty o jednoznačnosti řešení Neumannova problému Im{oj(z)} = 
= konst. Potom z Cauchy-Riemannových rovnic plyne, že Re{co(z)} = 
= konst. Avšak na L0 Re{co(z)} = 0, neboť b'0 = Óq, a proto Re{co(z)} = 
= 0, a tedy b'k = b"k. Z toho mezi jiným plyne, že řešení modifikova-
ného Dirichletova problému je určeno až na čistě imaginární aditivní 
konstantu. 

Výsledky předcházejícího paragrafu dovolují jednoduše řešit modi-
fikovaný Díríchletův problém. V případě omezené oblasti (obr. 5) na-
pišm e integrální rovnicí 

/<(í) ~nf l22^^ + a(í> f>) M) da = 
L 

V souhlase s tím, co bylo řečeno v předcházejícím paragrafu, má tato 
rovnice jediné řešení. Řešme ji. Označme nyní 

b0=0, bk = XjM(C)do, k= 1 , 2 , . . . , » . (3) 
H 
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Potom, jestliže t leží na Lk, 

d<7 = 2 m + bk]. (4) 
L 

Položme nyní 

L 

Levá strana v (4) se rovná 2Re{<p(í)} (viz § 29) a z (4) plyne, že jedno-
značná funkce <p(z), regulární v D, vyhovuje podmínce (1) a je tudíž 
řešením modifikovaného Dirichletova problému. 

Jestliže je oblast neomezená, pak řešení problému "dostaneme, jest-
liže řešíme integrální rovnici 

+ é f í*2^^- + b(t, £)) M ) da-^J¡u(t) do = - 2f(t). (6) 
"L L 

Zde položíme 
b k = ± f ^ ) d o - ± f ^ ) d o (7) 

a potom integrál (5) dává řešení modifikovaného Dirichletova problé-
mu pro nekonečnou oblast. 

Na modifikovaný Dirichletův problém lze převést řadu úloh: pro-
blém konformního zobrazení mnohonásobně souvislých" oblastí, pro-
blém kroucení dutých tyčí, problém obtékání a mnohé jiné. Na tentýž 
problém se převede t . zv. Neumannův problém. 

Neumannův problém zní takto: Určit funkci harmonickou v oblasti, 
jestliže jsou na hranici známy hodnoty její normální derivace. 

Podmínka nutná a postačující, aby Neumannův problém měl řešení, 
je 

JF(C) do= 0, 
L 

kde F(£) je daná hodnota normální derivace hledané funkce. Důkaz 
tohoto dobře známého tvrzení se uvádí v učebnicích matematické 
fysiky. 
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Nechť U(x, y) je hledaná funkce a F(Q je daná hodnota její normální 
derivace na hranici. Nechť dále V(x, y) je funkce konjugovaná s U(x, y) 
a <p(z) = ř7 + iV. 

Jak už jsme ukázali v předešlém paragrafu, 

q>{z) = 2Ak\g{z-z]t) + cp*{z), (8) 
*=i 

kde <p*(z) je jednoznačná funkce. V tomto případě jsou koeficienty Ak 

známy: 

^ = - i 
H 

á úloha se tím převádí na určení jednoznačné funkce <j>*(z). 

Bez obtíží lze určit krajové podmínky pro <p*(z). Nechť 

q>*{z) = V* + iV*. 

Na hranici L známe normální derivaci funkce U*: 

Na křivce Lk zvolme libovolný bod tk. Potom na této křivce máme 

V* = / W ) dff + bk, (10) 

kde bk je dosud neurčená konstanta. Funkce — i <p*(z) = V* — iU* je 
řešením modifikovaného Dirichletova problému s krajovou podmínkou 
(10). Řešíme-li tento problém, řešíme tím současně i problém Neuman-
nův. 

§ 33. Kroucení plných a dutých tyčí. Vtheorii kroucení tyčí se předpo-
kládá, že od nuly různé jsou pouze složky napětí T„ a xyz} Tyto vyho-
vují podmínce rovnováhy 

+ ^ = 0. (1) 
cx o y 

Předpokládáme, že osa z je rovnoběžná s povrchovými přímkami tyče. 

151 



Označme ux, uv, uz složky elastických posunutí podél os x, y, z. 
Z Hookova zákona lze odvodit, že 

OU 
ux= — ůyz + = ůxz + 0, = 0 . ( 2 ) 

Zde jsou ů, <x a ¡3 konstanty. Veličina ů je úměrná zkroucení tyče. Dále 
z rovnic vyjadřujících Hookův zákon dostaneme 

(3) 

Derivujeme-li prvou rovnici podle y a druhou podle x a odečteme-li je, 
dostaneme: - ~ 

Rovnici (1) lze vyhovět, položíme-li 

(5) 

Dosadíme-li toto do' (4), dostaneme, že Aq> = 0. Funkce q>(x, y) bude 
tedy harmonickou v oblasti D, kterou dostaneme, protnemé-li tyč 
rovinou {x, y). 

Najděme krajové podmínky pro funkci y{x, y). Na povrchu pláště 
a tedy i na hranici oblasti Z) je splněna rovnice 

rxz cos (v, x) + xyz cos(v, y) = 0, (6) 

kde v je vnější normála k plášti. Rovníce (6) vyjadřuje, že povrch 
pláště tyče není podroben vnějším silám. Dosadíme-li do ní výraz (5), 
uvedeme jí na tvar 

rj o 
g^cos(»', y) — ^ cos(v, x) = — ů\x cos^, y) — y cos(r, a;)]. 

Dále dw 
cos(v, x) = — cos(cr, y) = 

cos(i>, y) = cos(cr, x) = 
der 
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Odtud plyne, že dep d(x2 4- y2) 
= g — 

Integrujeme-lí podél oblouku a, dostaneme konečně, že na hranici L 

Jestliže je tyč plná, je oblast D jednoduše souvislá. Konstantu c 
lze zvolit libovolně a funkce tp{x, y) se určí jako řešení Dirichletova 
problému s krajovou podmínkou (7). Jestliže je tyč dutá, je oblast D 
mnohonásobně souvislá a konstanta c může mít různé hodnoty na růz-
ných křivkách, tvořících hranici. 

Dokažme nyní, že v případě duté tyče je funkce y>(x, y), konjugovaná. 
s cp(x, y), jednoznačná v D. Podle Cauchy-Riemannových rovnic 

Porovnáme-li to se vzorci (3), vidíme, že y> = uz-\- A, kde A je 
konstanta. Avšak uz jako posunutí bodu tyče je nutně jednoznačné. 
Odtud plyne, že ip(x, y) je také jednoznačná. 

Nyní je jasné, že <p(x, y) je řešení modifikovaného Dirichletova 
problému s krajovou podmínkou (7). 

Poznamenejme, že poněkud pohodlněji než cp(x, y) lze určit funkci 

oblasti D <p = — \ů(x2 + y2) + c, c = konst. (7) 

dep dy> dep dy> 
dx dy' dy cx 

Dosadíme-li toto do (5), dostaneme: 

U(x, y) = — qsfřc, y), která vyhovuje kra-
ir 

jové podmínce 
U = x2 + y2 + c'. (8) 

3 2 2 3 

§ 34. Kroucení tyče čtvercového průřezu. 
Uvažujme problém kroucení tyče, jejíž průřez 
s rovinou kolmou na osu je čtverec. Souřad-
nicové osy zvolíme tak, jak je ukázáno na 
obr. 7. Pro jednoduchost výpočtu předpoklá-

3 2 

O b r . 7 . 

2 3 
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dejme, že se strana čtverce rovná dvěma. Konstantu c' ve vzorci (8), 
§ 33 položme rovnou nule. Funkce U(x, y) vyhovuje krajové podmínce 

U(x, y) = x2 + y*. 

Položíme-li jako obvykle U(x, y) = Re{á>(z)} a 

L 
dostaneme integrální rovnici 

L 

kde t = x + iy je bod na hranici čtverce. 

Vě vrcholech čtverce je jádro c o s ^ ' r^ nekonečně velké, takže rov-
nice (1) přestává být Fredholmovou. Je však dokázáno (viz [32]), že 
Fredholmova alternativa zde platí. Příslušná homogenní rovnice má 
pouze triviální řešení. Odtud pijme, že rovnice (1) je řešitelná. 

Napišme naši rovnici v jiném tvaru, příhodnějším pro numerické 
výpočty. J e totiž (§ 29) 

_ c o s ( r , r ) d ; = ( M ) ( 2 ) 

kde •& je úhel sevřený vektorem směřujícím od £ k t a osou x; rovnice (1) 
nabývá tvaru 

MO MO dů = 2(x* + y2). (3) 
L 

Rovnici (3) budeme řešit methodou § 7, užívajíce k výpočtu integrálu 
formule vztahující se k obdélníkovému dělení. 

Zvolme na hranici čtverce 16 bodů, označených na obr. 7 číslicemi 
1, 2, 3. To jsou body, jejichž jedna souřadnice je rovna ± 1 a druhá se 
rovná jednomu z čísel 0, ±1- Poznamenejme, že se hodnoty /i(t) 
v bodech souměrně položených vzhledem k osám x, y a vzhledem 
lt přímkám y = ± x v důsledku souměrnosti krajových podmínek 
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sobě rovnají.1 Tudíž v bodech označených touž číslicí se hodnoty /¿(ť) 
shodují, takže budou pouze tři různé hodnoty /.i(t), příslušející hodno-
tám čj = 1, ¿2 = 1 + i h í3 = 1 + i. Označme 

/"(!) = t*v M 1 + ¥ ) = V* /"(! + i) = /"a- (4) 
Nahradíme-li integrál v (3) podle obdélníkové formule, dostaneme: 

1 16 

+ - 2 Mh) aůk(t) = 2[í|2. (5) 71 k= 1 
-Zde tk označují námi zvolené body a Aůk(ť) úhel, sevřený úsečkami, 
které spojují body tk 

1 8 bodem t. Polozime-li v (5) t — í2, ř3, 
•dostaneme soustavu tří rovnic s třemi neznámými /Í2, FI3: 

1,2432/^ + 0,5000^2 + 0,2658/^ = 2,000, 
0,1992/ÍJ + 1,4273^2 + 0,3734^ = 2,500, (6) 
0,1269^ + 0,2508^2 + 1,1239fi3 = 4,000. 

Veličiny A r s e lehce určí z obrázku; při sestavování rovnic (6) 
bylo přihlédnuto k tomu, že v bodech označených na obrázku stejnými 
•číslicemi má fi(t) stejné hodnoty. 

-1 Provedme důkaz tohoto tvrzení. Funkce U(y, x) je harmonická a vyhovuje 
téže krajové podmínce (8), § 33 jako funkce U(x, y). Avšak potom U(y, x) = 
s U(x, y). Dále 

U(y, x) = Re{ Oiy + irc)} = Re{<ř(7z)} = Re{<£(iz)}. 

Odtud plyne, že <t>(z) = &(iz) čili 

_L f p u d c = _ L [ j M _ d l 
2m J H - z 2m J f + iz 

L L 
Ve druhém integrálu nahradma £ výrazem i?'. V rovinS f dostaneme tutéž 

hranici L, avšak orientovanou opačným směrem. Jestliže změníme směr orien-
tace a znaménko integrálu, dostaneme (čárku u vynecháváme): 

_A_ f i ! f l d { = l f j A « . 
2ni J K-z J C - z 

L L 
Avšak vyjádřeni analytické funkce ve tvaru integrálu typu Cauchyho s reálnou 
hustotou je jednoznačné. Odtud plyne, že /i(f) = /i(i£), t. j. funkce /x(C) nabývá 
stejných hodnot v bodech souměrně položených vzhledem k ose úhlu prvního 
souřadnicového kvadrantu. Podobně dokážeme souměrnost fi{C) i v ostatních 
případech. 
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Řešíme-li soustavu (6), dostaneme: 

ftj, = 0,60, p , = 0,80, n3 = 3,32. (7) 

Interpolujme funkcí ¡i ná každé ze stran čtverce. Tato funkce je 
souměrná a lze ji ínterpolovat polynomem tvaru axi + bx2 + cna stra-
nách čtverce rovnoběžných s osou x. Na dvou ostatních stranách zřejmě 
dostaneme interpolační polynom ayi + by2 -j- c s týmiž koeficienty. 
Vypočteme-li koeficienty, najdeme: a = 2,56, b = 0,16, c = 0,60, 
a tedy 

fi(x ± i) = 2,56a;4 + 0,16a;2 + 0,60, 1 
M ± 1 + iy) = 2,56y* + 0,16y2 + 0,60. J 1 ' 

Známe-li fi(ť), není obtížné vypočítat &(z) a potom i napětí r I 2 a xvz. 

§ 35. Problém obtékání. Rovinný problém obtékání spočívá v určení 
rychlostního pole pro paralelní proudění v rovině, jež na své dráze na-
ráží na několik tuhých těles, které se buď nepohybují nebo se pohybují 
daným způsobem. Rychlost proudění v nekonečnu považujeme za 
danou. 

Jestliže máme co činit s potenciálním prouděním ideální nestlačitelné 
kapaliny, převádí se úloha na určení komplexního potenciálu 

w(z) = tp(x, y) + i y>{x, y), (1) 

kde 9? je potenciální funkce (rychlostí) a y) je proudová funkce, z daných 
krajových podmínek. Položme osu x rovnoběžně s rychlostí proudění 
v nekonečnu; velikost této rychlosti označme U. Potom krajové pod-
mínky nabývají tvaru: 

a) v nekonečnu 
limfeí®, y) - Uy] = G, (2) 
z—* oo 

b) na hranici obtékaného tělesa 

V = U0y - Vox - \Q(x2 + y2) + C', (3) 

kde U0 a V0 jsou průměty rychlosti postupného pohybu obtékaného 
tělesa na osy x a y, Q je úhlová rychlost jeho otáčení. Veličiny C a Cr 

jsou konstanty. Jestliže je obtékaných těles několik, může konstanta 
C na hranici každého z nich nabýt jiné hodnoty. 
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Proudová funkce ip(x, y) je jednoznačná, jak je patrno ze vzorce (3); 
pokud se týče potenciálu <p(x, y), ten je jednoznačný, jestliže oblast 
proudění je jednoduše souvislá, jinak řečeno, jestliže proudění obtéká 
pouze jedno těleso. V případě několika obtékaných těles potenciální 
funkce bude obecně řečeno mnohoznačná. Veličina 

rL = Iux dz + uv d y = f d<p, (4) 
L L 

kde ux a uy jsou složky rychlostí proudění, se nazývá cirkulaci podél 
křivky L.1 Jestliže cirkulace podél hranic L1; La, ..., Ln se rovnají 
r v r 2 , . . . , r n , p a k 

w=Uz + f p L lg(z _ Zk) + w*{z)t (5) 
k= 1 ¿711 

kde w*(z) je funkce regulární a jednoznačná v oblasti proudění. Na 
hranicích obtékaných těles w*(z) vyhovuje podmínce: 

na Lk lmí^z)} = (Uok-U)y- Vokx - ^ (x* + y>) -

- Í g l g | z _ z , | + Clc. (6) 
i=l ¿71 

Ve vzorcích (5) a (6) zk značí bod libovolně zvolený uvnitř Lk. Uak, 
V ok, ®k a Cfc značí hodnoty veličin U0, V0, Q, C na hranici Lk. Nyní lze 

funkci w*(z) určit jako řešení modifikovaného Dirichletova problému % 
s krajovou podmínkou (6). Jestliže tento problém rozřešíme methodou 
§ 32, pak již lehce najdeme rychlostní pole proudění. 

§ 36. Obtékání dvou eliptických 
válců. Jako příklad budeme uvažo-
vat problém obtékání dvou stejných 
elips s poloosami a a b, položených 
jako na obr. 8. Pro jednoduchost 
výpočtu budeme předpokládat, že Obr. 8. 

1 Viz na př. N. E. Kočin, I. A. Kibeť a N. V. Rozé, Těoreticeskaja gidromecha-
nilta, č. II, Gostechizdat 1948, nebo L. I. Sedov, Priloženija těorii funkcij 
kompleksnogo peremennogo k někotorym zadaěam ploskoj gidrodinamiky, 
Uspěchi matěmatiěeskich nauk, vyp. VI, 1939. 
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proudění je necirkulární a elipsy se nepohybují. Předpokládejme také, 
že rychlost proudění v nekonečnu se rovná V a má směr osy x. Vzorec 
(5), § 35 nabývá tvaru: * 

w(z) = Uz + w*{z). (1) 

Krajové podmínky pro funkci co(z) = 4- w*{z) jsou: 
t 

na Lk Re{cu(z)} = — Vy — Ck, k = 1, 2. (2) 

Položme _ 1 f MO 
= 2 I H J " = ^ J (3) 

L 

V souhlase s § 32 dostaneme pro následující integrální rovnici: 

P(t) MC) { ^ z l l + b{t> o ) da = 2 Vy, (4) 
L 

při čemž funkci b(t, í) určíme takto: 

b{t, 0 der = idr, ( 5 J 

kde r je parametr určující polohu bodu na elipse, jestliže í a £ leží na 
téže elipse, a 

b(t, t ) d u = 0 ( 5 J 
v opačném případě.1 

Vypočtěme jádro c o s ( v ' r \ Zaveďme parametrické vyjádření 

elipsy Lx: 
x = « + a + a cost, y = b siní, 

a elipsy L2: 
x = — « — a -+- a cosí, y = b siní. 

Jestliže body í a £ leží na téže elipse, pak obdobnými výpočty jako 
v § 5 nalezneme: 

cos(v,»") ^ _ b d r ^ _ a2 —. b2 

r ~ 2 a í + x ~~ a2 

1 — e' cos —-— 

1 Integrální rovnice (4) a funkce b(t, £) jsou zde dány poněkud jinak nežv§§ 31 
a 32. To jsme učinili, abychom trochu zjednodušili výpočty podstatné to však 
není. 
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Jestliže t leží na Llt a £ na L2, pak 
cos()>, r) 

r d a = 

& [ ( « + a) COST — a sin2 ^ T j d r 

2^(íx-f a)2-\- a(<x + <z)(cosí — C O S T ) -+- a2 sin2 ^ ^ T | l—e 2 cos2 ^ T j j 

Konečně, jestliže t leží na L2 a £ leží na Z^, pak 
cosív, r) n 5 - d a -r 

— + a) COST + a sin2 ^ T j D T 

2^(«+a) 2— a(<x + a)(cosí—COST) + a2sin2^ ^ T | l — e 2 cos2 i T | j 

Označme f i^ t ) a fi2(t) hodnoty ¡u(t) na křivkách Lx a L2. Rovnici (4) lze 
napsat jako soustavu s neznámými fi^t) a n2{ť)\ 

2 n . 
^ ( T ) dT 

2 + T 
o 1 — e2 cos2 —-— 

^ ^ COST — sin2 — - j /^(T) D T 

""" 2an J t — X / . t + T \ 

o y2 + y (cosi — COST) + sin2 —-—11 — e2 cos2 —-— I 
2 J I 

+ ÍT" / <"i(T) d T = 2 b U sinř> (6 i 
o 

6 r" j r cost + sin2 1 ^ T | ^ ( t ) dT 

o y2 — y(cosi — COST) + sin2 —-— 11 — e2 cos2 —-—I 

2jt 2JI 
b_ r — M d r — i r dr = 2bU sinť 

2 í I J r ^ , 2 2ř + T 2 7 t J -0 1 — B2 COS2 
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Označili jsme zde pro stručnost 

BÍ a' 
y = — ~ — • a 

.Zřejmě 
y > 1. 

Rozvineme-li jádra ve Fourierovy řady a ponecháme-li pouze konečný 
počet jejich členů, převedeme soustavu (6) na degenerovanou, kterou 
lze lehce řešit. 

Vyšetřeme nyní podrobněji případ, když y je dostatečně veliké, takže 
vzdálenost mezi elipsami je veliká ve srovnání s jejich rozměry. V tom 
případě můžeme přibližně položit, jestliže ponecháme členy, jež obsar 
t .. 1 1 

•Jiuji — a —: 
y y 

y cosr — sin-' —-— Ji 

y2 + y(cosť — COST) + sin2 ^ ^ T | l — e2 cos2< T | 

__ cosr COS2T cos(ř + 

, t — T 
y COST - f s i n 2. 

y2 — y(cosí — COST) + sin21 ^ % | l — e2 cos2 ¿ T j 

COST COS2T cos(ť + T) 
= ~y Žy2""" 2y* ' 

Dále, jak už jsme nalezli v § 5, 

1 

1 2 2 ť + l 1 — e2 cos2 —-— 

Nyní lze soustavu (6) napsat ve tvaru 

1 4- 2 y I — — R L (cosfcř COSŽ;T — sinfcř s i n & T ) I. 
b L k=i\a + bj 'J 
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Hity) — ^ 2 | a ^ j^cosiř Jfi^Tjcoskrdr — Bmkt J"^(rJsinArdrj-l-
o o 

2 N 2 J I 

+ 2^c C0ST dT + C0S2T dT -
o o 

2. t 2 n 

c o s i ¿ ( 2 ( r ) cosrdr + ^ s i n T d r = 2bU siní, 
o o ' (7) 

2 k ^ 
/'«(O — ~ ij^rs] [ 

cosi iJ ¿«¡¡(T) cos/crdr—sinfcř J"^(rjsinfctdrj— 
o o 

2ti 2JI 
~ / ^ l ( T ) C 0 S T d T + 4oyVr J^i(t) C°S2t dT ~ 

o o 
— — c o s i / /^i(r) cosr dr + -—r-s inř I UAT) sinr dr = 26ř7sinř. 

4ay2jr J 4ay2jr J ' 
o o 

Rozviňme 1M1(Í) a fx2{t) ve Fourierovy řady: 

Pl{t) = + f(A<t
l> cos kt + B^ sin kt), 

k= 1 

^a(ř) = A<0
S) + cosií + B[2) sinkt). 

k=l 
Potom 

oo oo / \2k 
Aol) + 2 (4 t1' cos kt + tip sin kt) — X —^-r (¿i1* cos kt — 

k=i k=i\a + o/ 
hd(%) hA™ hdW AR< 2> 

- * * > + + ^ + = 

00 00 / \2fc 
^ó2) + 2 (AÍ2) cosií + Ép sinkt) — 2 (—-—7) coskt — 

k=1 A-=I + 0/ 
r ( 2 ) . bAPhA? bA? tJ_bÉ?> , , 9hTT . t — Bk ' sin&í) - — - — - — - cosi + - — - siní = 2bU sint. 2 ay 4ay2 4ay2 4ay2 

(8) 
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Porovnáme-li Fourierovy koeficienty napravo a nalevo v (8), zjistíme, 
že od nuly různé jsou pouze koeficienty -B^1' a jež jsou určeny 
rovnicemi 

('•jíti?)*'-^«'-*7-

Odtud 

a tedy 

Nyní 

B(\) = B<Z) = 8o6(a + b) y2U 
8 a2y2 + b(a + b) 

»m-^-^+g-ff ,«* m 

čili 

T "" 2TU 8 A 2 Y 2 -+- b(a + 6 ) [ J a -+- OÍ -+- a COST + ib SÍÍIT — z 

1 . 1 8ab(a + b) y2U ) f sinT(—a sinT -+- ib COST) dT , 
Tw'& =oZ? 0-2-2 i i M(J a.. ~ • ~ i a A Z + 

o 
2 T I 

í s inT(— a sinT + ib COST) CIT 1 
J — (a OÍ) + A COST + ib sinT — z J '• 
o 

Vypočtěme integrály v (10). Označme v prvém integrálu z — (a + 
+ OÍ) = z', a ve druhém z + a + « = z'; tak dojdeme k integrálu 

2ji 
— a sinT + ib COST) ^ 1 r s i n T ( — a s i 

27ii J a COST + ib sinT — z 
o 

Položme eÍT =* a. Potom 

M=i 
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„ z , v = i í J _ f (a + b)a2-(a-b) 
* ' 2 i \2 ni J (a + b) a2 — 2 z'a + a—b 

M = I 

_ J_ f (a + b)o2-(a-b) dg} _ 
2ni J (a + b)o2 — 2z'a + a — b a2) 1 2' 



Kořeny jmenovatele integrandu v I t jsou 

z' + • z' — j/ž^— 
aí = „ I A . °2 = a + b ' 2 a+b 

Zvolme tu hodnotu kořene, jež je kladná pro nekonečně velká kladná z' 
Potom, jestliže opakujeme úvahy § 30 (viz pozn. pod čarou na str. 142), 
nalezneme, že uvnitř kruhu |CT| < 1 leží pouze kořen a2. Potom už bez 
obtíží zjistíme, že 

_ _ y2'2 _ c2 

1 - 2 i(a + b) " 
típíně obdobně nalezneme 

_ 2' — j/z'2 — C2 

2i(a — b) 
a tedy 

Nakonec dostaneme 

— V(a + a + <%)2 — c2) (11) 
a 

= U * + ( a ^ - b m Y + H a + b n ̂  - V < * - » - « ) ' - * -

- V(z + a + a)2 — c2). (12) 

Jestliže ve vzorci (12) považujeme veličinu z' = z — a — a za pevně 
zvolenou a necháme-li a konvergovat k nekonečnu, dostaneme známý 
výraz pro komplexní potenciál, příslušející obtékání jednoho eliptic-
kého válce: 

w(z') = Uz' + (z' — 

Pro velká tx jsou změny rychlosti v blízkosti prvého válce způsobené 
přítomností druhého válce řádu y~2. 
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§ 37. Konformní zobrazení mnohonásobně souvislých oblastí, a) K o n -
formní zobrazení dvojnásobně souvislé oblasti na mezikruží. 

Uvažujme v rovině komplexní proměnné z oblast D omezenou 
z vnějšku křivkou L0 a z vnitřku křivkou Lx. Položme si tuto úlohu; 
zobrazit oblast D na mezikruží R < \w\ < 1 tak, aby křivka L0 se 
zobrazila na kružnici \w\ = 1 a křivka Lx na kružnicí \w\ = R. Budeme 
předpokládat, že křivky L0 a Lx jsou hladké se spojitou křivostí. 

Počátek souřadnic v rovině z položme dovnitř Lv Hranici oblasti D 
označme L. Je zřejmé, že L se skládá z křivky L0 orientované proti 
ručičkám hodinovým a z křivky Lx orientované ve směru ručiček hodi-
nových. 

Zobrazující funkce w = a>[z) se na D nerovná ani nule, ani nekoneč-
nu, a proto funkce lgco(z) = lgw nemá v D singulárních bodů. Jdeme-li 
po křivce L0 v kladném směru, argw vzroste o 2TC, neboť přitom w 
opisuje, také v kladném směru, kružnicí |m>| = 1. Odtud plyne, že při 
oběhnutí křivky L0 v kladném směru lgco(z) vzroste o 27ti, a funkce 

/ \ i (o{z) 
<p(z) = lg — 

je regulární v D. Není obtížné určit krajové podmínky, jež splňuje 
<p(z). Jestliže teL0, pak ]co(í)| = 1, jestliže teLx, pak |co(í)| = - R . 
Odtud _ 

— J 
•lg|ř| + lgiř, t t L , . 

Jestliže necháme R libovolné a sestrojíme harmonickou funkci, vyho-
vující podmínce (1), pak funkce s ní konjugovaná bude v D obecně 
mnohoznačná. Proto musíme R podrobit podmínce, že analytická 
funkce <p(z), jež má být určena podmínkou (1), je regulární v D. Tudíž, 
<p(z) je řešením modifikovaného Dirichletova problému; k určení <p(z) 
lze užít methody § 32. 

Rešíme-li modifikovaný Dirichletův problém s podmínkou (1), 
dojdeme k nějaké zcela určité hodnotě R. Předpokládejme, že ta to 
hodnota je menší než jedna; dokažme, že potom funkce w = co (z) = 
= ze'p(z) realisuje konformní zobrazení oblasti D na mezikruží R < 
< \w\ < 1. Protože funkce zeT(z) je regulární v D, stačí dokázat, že L0 

a Lx se vzájemně jednoznačně zobrazují na příslušné kružnice. 
Jestliže z e L0, pak Re{q?(z)} = — lg|z| a tedy \w\ = 1. Dále, argw = 

t í m - l z ^ o) 
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= argz + Im{<p(z)}. Když z probíhá uzavřenou křivku L0, funkce 
Im{9?(z)}, jež je harmonická v D, nabude po oběhnutí původní hodnoty, 
avšak argz vzroste o 2TC. Avšak potom i argw; vzroste o 2TZ a bod w 
proběhne uzavřenou kružnici \w\ = 1. Zbývá dokázat, že body této kruž-
nice vzájemně jednoznačně odpovídají bodům křivky L0. Stačí doká-
zat, že pro \w\ = 1 je argw rostoucí funkce a, kde o je délka oblouku 
křivky L0. 

Funkce lga>(z), harmonická v D, se rovná nule na L0 a lgiř < 0 na 
Lv Podle věty o maximu a minimu harmonické funkce, lg|<u(z)| < 0 

uvnitř D. Avšak potom na L0 dIgM2)! > Q je vnější normála o v 
k L0). Dále, z Cauchy-Riemannových rovnic plyne, že na L0  

dargcu(z) = d\g\o)(z)\ ^ Q 

do dv — ' 
takže argw je neklesající funkce o. Nechť nyní bodům zx a za příslušejí 
oblouky o1 a cr2, při čemž ox< o2 a předpokládejme, že arg co (z j) = 
= argco(z2). Potom „t 

0 = argco(z2) — arga^z j = J ^ ^ ^ - d o . 
"i 

V důsledku nerovnosti (2) bude na oblouku ox £ o <1 o2 křivky L0 

Sargco(z) s q a a j g ^ ^ j = a = konst. Avšak potom na tomto oblouku 
do 

lgco(z) = lg|co(z)| + i arg co (z) = ioc. Analytická funkce lgcw(z), rovnající 
se konstantě na nějakém oblouku, se potom rovná této konstantě iden-
ticky. Odtud ' ^ = l g w ( z ) _ l g | z | = _ l g | 2 | 

a <p(z) není regulární v D, což je spor, jak je patrno ze sestrojeni této 
funkce. Je tedy nutně argco(z1) < arga>(z2), čímž je dokázána vzájemná 
jednoznačnost zobrazení křivky L0 na kružnici \w\ = 1. 

Obdobně se dokáže, že L1 se vzájemně jednoznačně zobrazí na kruž-
nici \w\ = R.1 

1 Nyní lze dokázat, že znak rovnosti ve (2) je vyloučen. Skutečně, nechť v bodu 

= 0; odtud lze lehce usoudit, 
8 lg|tu(z)| . 0 lg|to{2)| 

z0eLe 0. irn tom zřejmě 8a 8a 
že co'(z) = 0, což je nemožné, neboť křivka L0 je hladká. 
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Dokažme nyní, že veličina R, určená z řešení modifikovaného Di-
Tichletova problému, je skutečně menší jedné. Předpokládejme opak. 
Podle předcházejícího dokážeme, že L0 se vzájemně jednoznačně 
zobrazuje pomocí funkce w = co(z) na kružnici \w\ = 1, avšak tento-
kráte lgR > 0, a uvnitř D lg|a>(z)| > 0. Opakujeme-li předcházející 
úvahy, zjistíme, že 

dargq)(z) 
do ZeL" 

takže kružnice \w\ = 1 je probíhána ve směru hodinových ručiček, 
když L0 je probíhána proti ručičkám hodinovým. To je ve sporu s tím, 
že při takovém oběhu argW = argz + Im(9p(z)} vzroste o 2TZ. 

Ze všeho, co bylo shora řečeno, plyne, že existuje jedna a jen jedna 
hodnota R, pro niž je možné zobrazení dané dvojnásobně souvislé 
oblasti, ohraničené dvěma nedegenerovanými křivkami, na mezikruží 
R < M < 1. 

b) Konformní zobrazení mnohonásobně souvislé oblasti na rovinu, 
jež je rozdělena přímými řezy. 

Vyskytuje se úloha konformně zobrazit (n l)-násobně souvislou 
omezenou oblast D, omezenou hladkými uzavřenými křivkami 
L0, Lv ..., Ln se spojitou křivostí, na oblast Dlt jež vznikne z roviny 
odstraněním řezů rovnoběžných s imaginární osou.,Nechť oblast D 
leží v rovině z, oblast Dxv rovině w. Počátek souřadnic z = 0 položme 
dovnitř D a předpokládejme, že se nezobrazuje na bod w = oo. 
Zobrazující funkci budeme hledat ve tvaru 

w = (3) 

kde <p(z) je regulární v D. Zvolíme-li vhodným způsobem počátek sou-
řadnic v rovině w, dosáhneme toho, že úsečka, na níž se zobrazuje 
křivka L0, bude ležet na imaginární ose. Označme bk abscissu úsečky, 
na níž se zobrazuje křivka Lk . Potom <p(z) splňuje následující krajovou 
podmínku: 

t e Lk, Re{<p(t)} = - Re | | j + bk, b0 = 0. (4) 

<p(z) je tedy řešením modifikovaného Dirichletova problému. Rešíme-li 
tento problém, určíme funkci <p(í), z níž jednoznačným způsobem určí-
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rae abscissu bk. Úplně obdobně jednoznačně určíme ordináty konco-
vých bodů úseček, tvořících hranici Dx, jestliže libovolně zvolíme čistě 
imaginární aditivní konstantu, jež se vyskytuje v řešení modifikova-
ného Dirichletova problému. 

Zbývá dokázat, že funkce (3) je jednolistá.1 Především je jedno-
listou v blízkosti bodu z = 0, neboť potom lze jednoznačně rozřešit 
rovnici (3) vzhledem k z. Nechť nyníz0 je jeden z bodů, v nichž co(z) je 
jednolistou, a nechť co(z0) = wQ. Vyšetřme integrál 

1 C co'(z) dz 
I { W ) = 2 ň i j 

L 

kde L je hranice oblasti D a w je libovolný bod oblasti Dv 

Integrál I(w), jenž se rovná rozdílu mezi počtem těch nulových bodů 
a pólů funkce a>(z) — w, které leží uvnitř D, je celé číslo. Pokud w pro-
bíhá vnitřek Dx, I(w) je spojitou funkcí w. l(w), rovnající se celému 
číslu, je tedy konstantní. Avšak I(w0) = 0, neboť co(z) — w0 má uvnitř 
D jediný pól z = 0 a jediný nulový bod z = z0. Odtud plyne, že 
I(w) = 0, jestliže w e Dv Uvnitř D funkce co(z) — w má pouze jeden 
jednoduchý pól z = 0, a protože I(w) = 0, má tu(z) — w právě jeden 
nulový bod v oblasti D, jestliže w leží v oblasti Dx. 

Obdobně můžeme uvažovat některé jiné typy konformního zobra-
zení mnohonásobně souvislých oblastí. Tak lze na modifikovaný Di-
richletův problém lehce převést úlohu konformního zobrazení mnoho-
násobně souvislé oblasti na rovinu, rozdělené řezy podél oblouků sou-
středných kružnic nebo podél úseček přímek, procházejících jedním 
a týmž bodem. 

§ 38. Dirichletův a Neumannův problém v prostoru. O m e z m e se p r o 
jednoduchost na oblast, omezenou či neomezenou, jejíž hranice je 
uzavřená hladká plocha S, vyhovující t . zv. Ljapunovovým pod-
mínkám: 

1. úhel •&, sevřený normálami ve dvou bodech M a Mx plochy S, 
vyhovuje nerovnosti 

1 Níže provedený důkaz je vzat ze článku M. V. Keldyše „Konformnyje oto-
braženija mnogosvjaznyoh oblastěj na kanoničeskije oblasti", Uspěchi mat. 
nauk, vyp. VI, 1939. 
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ů < Arx, 0 < <x<Ll 

kde i a<x jsou konstanty a r je vzdálenost mezi M a M 

2. existuje konstanta <5 > 0 taková, že každá přímka rovnoběžná 
s normálou k S v bodě M neprotíná víc než jednou tu část plochy S, 
která leží uvnitř koule poloměru <5 a se středem v M. 

Integrály 

= é / ? < * ! > v-1- w 

r s i 

W(M) = £Jc(M1)-£dS1, (2) 
s 

se nazývají, jak je známo, potenciál vrstvy, resp. dvojvrstvy; Q(M) 
a a(M) se nazývají hustoty příslušných potenciálů. Ve vzorcích (1) 
a (2) r je vzdálenost mezi M a kde Mx je bod plochy S,& M je bod 
uvnitř nebo vně S, vx je vnější normála k S v bodě M j e element 
plochy S. 

Platí následující tvrzení1 (hustoty Q{MJ a považujeme za 
spojité): 

1. Potenciál vrstvy i dvojvrstvy jsou funkce harmonické jak uvnitř, 
tak i vně S. 

2. Potenciál jednoduché vrstvy je spojitý v celém prostoru. 

3. Jestliže v značí vnější normálu k S v bodě M a indexy i a e ozna-
čují hodnoty potenciálu uvnitř, resp. vně plochy S, pak hodnoty nor-
mální derivace potenciálu vrstvy na ploše S jsou určeny následujícími 
vzorci: 

s • 
1 Viz na př. [12]. 
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4. Limitní hodnoty potenciálu dvojvrstvy na ploše S jsou dány 
vzorci 

Wt(M)=^a{M) + 

We{M) 

(5) 

(6) 

Ve vzorcích (3) a (6) je r orientováno od k M. 
5. Normální derivace potenciálu dvojvrstvy nabývá na S stejných 

limitních hodnot jak z vnějšku, tak z vnitřku S. 
Lze také dokázat (viz [12]), že když M a M x leží na ploše S, pak 

(C = konst.) 
cos (v, r) C 

< 
cos(v1; r) 

< C 
(7) 

« je konstanta, jež se vyskytuje v Ljapunovových podmínkách. 
Uvažujme Dírichletův problém pro oblast D, ležící uvnitř S. Danou 

hodnotu neznámé harmonické funkce W na S označme f{M). Funkcí W 
budeme hledat ve tvaru potenciálu dvojvrstvy s neznámou hustotou 
a(M). Užijeme-li vzorce (5), lehce pro tuto neznámou dostaneme 
integrální rovnici 

cos(r, r j a{M) + i j W dtfj = 2 f(M). (8) 

Druhá z nerovností (7) ukazuje, že jádro rovnice (8) má slabou singu-
laritu. Podle toho, co jsme dokázali v § 10, lze na tuto rovnici užít 
Fredholmovy theorie. Dokažme, že rovnice (8) je řešitelná. Ve shodě 
s Fredholmovou alternativou uvažujme homogenní rovnicí 

a»(M) + ¿ / « „ m 
cos (r, 1'j) 

dSx = 0. (9) 

Z této rovníce a ze vzorce (5) plyne, že potenciál dvojvrstvy 

i r d~ 
Wo(M) = -Ja0(M1)-£dS1, 
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kde a0(M) je řešení rovnice (9), má na S limitní hodnoty z vni t řkurovné 
nule. Podle věty o jednoznačnosti řešení Dirichletova problému, 

3 W • 
W0(M) = 0 uvnitř D. Avšak potom = 0. Dále, v důsledku vlast-

cv 
nosti 5, 

dW0e _ dWoi = Q 

dv dv 
Podle věty o jednoznačnosti řešení Neumannova problému, W0e(M) = 
= konst, a poněvadž v nekonečnu zřejmě W0e = 0, je W0e(M) = 0. 
Nyní, odečteme-li rovnice (5) a (6), najdeme 

aa(M) = Wm{M) - W0e{M) s 0. 

Tudíž homogenní rovnice (9) má pouze triviální řešení a rovnice (8) je 
řešitelná. Rešíme-li ji a dosadíme-li řešení do (2), dostaneme řešení na-
šeho Dirichletova problému. 

Když uvažujeme Dirichletův problém pro oblast D', ležící vně S, 
a hledáme-lí řešení jako dříve ve tvaru potenciálu dvojvrstvy, pak uží-
vajíce vzorce (6) dojdeme k integrální rovnici 

a(M) - ~ f á m d S, = - 2/(Jí) . (10) 
s 

Tato rovnice je obecně neřešitelná. Skutečně, uvažujeme-li homogenní 
Tovnici 

a0(M) - i - f o J M j t ^ ^ d S i = 0 (11) 
s 

a opakujeme-li předcházející úvahy, nalezneme, že nutně cra(M) = 
= konst. Tato hodnota a0(M) vyhovuje rovnici (11), což přímo plyne 
ze známého Gaussova vzorce 

1 foos^vj M e S 

2TI J r2-
s 

Nehomogenní rovnice (11) je tedy neřešitelná, neboť příslušná homo-
genní rovnice má netriviální řešení. 

Mohli jsme předem předvídat, že rovnice (10) bude neřešitelná. 
Skutečně, potenciál dvojvrstvy klesá do nekonečna řádově jako R~2, 
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kde R je vzdálenost počátku souřadnic od bodu M, zatím co libovolná 
harmonická funkce v D' klesá do nekonečna jako i ž - 1 . 

Řešení Dirichletova problému pro oblast D' budeme hledat ve 
tvaru 

a l 
W{M) 

Počátek souřadnic umístíme uvnitř S. Výraz (12) vede na integrální 
Tovnici pro neznámou a(M): 

<y{M) oiMJ d S t + f i f t r ( J ř i ) d S, = - 2f(M). (13) 
,S 5 

Uvažujme homogenní rovnici ' 

o»{M) oJ tMJ — ^ + Í / d S , = 0. (14) 
s s 

Ukazuje , že harmonické funkce v D', 

, r 3 Í 

- J ^ M ^ - M , 
s 

± j„¿MJ dSl 

s 

jsou totožné na S. Potom se sobe rovnají identicky. 

Odtud 1 

JOoiMJ dSi = ¿ j " o 0 ( M i ) R ^ d^i-
s s 

a l y 
Necháme-li R oo a všimneme-li si, že přitom R ->.0, dostaneme 

/ f fo íMJ dSx = 0. (15) 
s 
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Nyní se rovnice (14) shoduje s (11). Odtud plyne, že a0(M) = 
= konst. Dosadíme-li toto do (15), najdeme, že AA(M) = 0. Tím je do-
kázána řešitelnost rovnice (13). 

Obraťme se k Neumannovu problému. Danou hodnotu normální 
derivace hledané harmonické funkce na S označme Y>(M); řešení bu-
deme hledat ve tvaru potenciálu jednoduché vrs tvy (1). Neumannův 
problém pro oblast D vede na integrální rovnici 

Q { M ) - 1 . J E W I ) d S i = - 2 F ( M ) ( 1 6 ) 

s 
a pro oblast D' na rovnici 

Q{M) J p ^ ^ i l l d ^ = 2 W ( M ) . (17) 

s 
Rovnice (17) je konjugovaná s (8) a stejně jako ona je vždy řešitelná. 
V trojrozměrném prostoru je tedy „vnější" Neumannův problém vždy 
řešitelný. 

Rovníce (16) je konjugovaná s (10). Aby rovnice (16) byla řešitelná, 
je nutné a stačí, aby pravá strana byla orthogonální k řešením rovnice 
(11). Jediným řešením této rovnice, jak jsme viděli, je konstanta . 
Proto podmínka řešitelnosti rovnice (16) zní takto: 

J V W dSi = 0. (18) 
s 

Z theorie harmonických funkcí je známo, že podmínka (18) je nu tná 
k tomu, aby „vnitřní" Neumannův problém měl řešení. Předcháze-
jícími úvahami jsme dokázali, že ta to podmínka je také postačující. 

Na závěr uvažujme rovnici s proměnným parametrem A: 

g ( M ) - X f e ( M 1 ) C - ^ l d S 1 = 0. (19) 
s 

Již jsme viděli, že X = — 1 je regulární a A = + 1 charakteristické 
číslo této rovnice. Dokažme, že všechna charakteristická čísla rovnice 
(19) leží na polopřímkách A ^ l a A < — 1. Uvažujme potenciál jedno-
duché vrs tvy , f Q 

V(M) = ± j 0 ( M l } ^ , 
s 
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kde Q{M) je netriviální řešení rovnice (19). Vzorce (3) a (4) nám umož-
ňují přepsat rovnici (19) ve tvaru 

čili 
ov ov \ ov ov I 

dV• dV 
( 2 0) 

Připomeňme, že podle vlastnosti 2 Fť = VE. Připouštíme-li, že X, 
Q(M) a V(M) jsou komplexní, násobme (20) V, = VE a integrujme po S. 
Položme ještě F = Fx + iV2. Potom dostaneme 

s s 

Druhé integrály nalevo i napravo jsou rovny nule, neboť funkce F l ř , F2 i 

jsou harmonické uvnitř S a funkce-F l e, V2E jsou harmonické vně S; tak 
docházíme k jednodušší rovnici 

s 

s 

Připomeňme známý vzorec z theorie potenciálu: Jestliže je oblast B 
omezená (není podstatné, zda z vnitřku či z vnějšku) plochou Z, je-li 
V(M) harmonická funkce v B a je-li n normála k E, vnější vzhledem 
k oblasti B, pak 

Z B 

Odtud speciálně plyne; že 

/ 3F F ^ - d S > 0 ; on — 
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znak rovnosti platí pouze tenkrát, když V = konst, což je opět možné 
pro V 4= 0 pouze tehdy, když B leží uvnitř Z. 

Normála v byla zvolena tak, aby byla vnější vzhledem k S. V tako-
vém případě bude vnější vzhledem k i a vnitřní vzhledem k D'\ odtud 
plyne, že integrál nalevo v (21) je nezáporný a integrál napravo ne-
kladný. 

Jsou možné tyto případy: 
a) Integrál napravo v (21) se rovná nule. Potom Ve = 0; protože 

dV dV V i = Ve na S, je Vt = 0 a p(M) = f-* == 0. Tento případ ne-
cv ov 

vede k charakteristickému číslu A. 
b) Integrál nalevo je roven nule a integrál napravo je různý od nuly-

Pak dostaneme známé charakteristické číslo A = 1. 
c) Integrál nalevo je kladný a integrál napravo záporný. K tomu je> 

nutné buď 1 — A < 0, 1 + A > 0 , nebo 1 — A > 0, 1 + A < 0„ t . j . 
buď A > 1, nebo A < — 1. 

K A P I T O L A 2 

B I H A R M O N I C K Á R O V N I C E 
( U Ž I T I G R E E N O V Y F U N K C E ) 

§39. Problémy, vedoucí na biharmonickou rovnicí, a) R o v i n n ý 
p r o b l é m t h e o r i e p r u ž n o s t i . O rovinné deformaci mluvíme, jestliže 
se elastická posunutí dějí pouze v rovinách rovnoběžných s rovinou 
(x, y) a složky posunutí nezávisí na z. Označíme-li ux, uv složky 
posunutí, ax, r ^ , av složky napětí, můžeme napsat soustavu diferen-
ciálních rovnic rovinného problému theorie pružnosti:1 

ČGx , djxv _ ft , dOy _ ft /, v" 
dx + dy - ' Sx + Sy - ' [ ' 

1 Rovnice (1) odpovídají případu, kdy na těleso nepůsobí žádné objemové síly. 
Viz [28a]. 
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= M + 2/.i
 T

„ = „ + ov = lů + 2„ (2) 

Zde jsou Aa/< Laméovy konstanty a 
ů = du£ d^ 

ex dy t . 
Počet neznámých funkcí v soustavě (1) — (2) lze snížit na jednu.. 
Rovnicím (1) lze totiž vyhovět, položíme-li 

_ c2W d*W_ _ dW • 
~~ dif' Xxv~ dxdy' dx2' ( ) 

Funkce W(x, y) se nazývá funkcí napětí čili Airyho funkcí. Dosadíme-li. 
výrazy' (4) do (2) a vyloučíme-li ux a uy, zjistíme, žé Airyho funkce 
vyhovuje biharmonické rovnici 

d*W d*W d4W 

Řešení rovinného problému theorie pružnosti lze tedy převést na 
integrování biharmonické rovnice za příslušných krajových pod-
mínek. 

Objasněme, jaké jsou to podmínky. Nejjednodušeji se formulují,, 
jestliže jsou na hranici pružné oblasti dána posunutí jejích bodů. 
V tomto případě, označíme-li hranici pružné oblasti L, máme na L 

= 9i(t), = g¿t), (6> 
kde t je parametr, určující polohu bodu na X, a gr1(í) a g2(t) jsou dané . 
funkce. 

Nechť jsou nyní dány vnější síly, působící na hranici L. Označíme-li 
jejích složky Xv a Yv, dostaneme na základě známých vzorců mechani-
ky deformovatelných těles 

ax coa(v, x) + tw 003(7/, y) = Xv, 
txv cos(r, x) + av cos(r, y) = Yv. 

Zde je v vnější normála k hranici L. Poznamenejme, že 
dx 

cos(v, x) = gj , cos(v, y) = ——, 

kde s je délka oblouku hranice. 
Dosadíme-li do (7)napětí vyjádřená pomocí Airyhofunkce, dostaneme 

175 



i - y 1 _ _ ds\dy}~ " ds\dxj~ 
odkud dW C 

-£ = - ] Y.ds + c ^ m + c» 

dw r (8) 

= J Xrás + C2 = f2(s) + C2. 
Rovnice (8) vyjadřují krajové podmínky naší úlohy pro případ, že 

jsou dány vnější síly působící na hranici. Jestliže je hranice L jedno-
duše souvislá, lze zvolit konstanty Cx a C2 pevně podle libovůle; jest-
liže hranice L je mnohonásobně souvislá, pak Cx a C2 mohou mít různé 
hodnoty na různých křivkách, tvořících L. V tom případě musí být 
určeny z požadavku jednoznačnosti posunutí. V tomto smyslu je ro-
vinná úloha theorie pružnosti obdobná modifikovanému Dirichletovu 
problému. 

Uvedené typy krajových podmínek nejsou jediné. Níže ukážeme na 
příslušných místech některé jiné typy krajových podmínek. 

Problémy, jež odpovídají podmínkám (6) a (8), budeme nazývat 
prvním, resp. druhým biharmonickým problémem.1 

b) U s t á l e n ý r o v i n n ý p o h y b v i s k o s n í n e s t l a č i t e l n é k a p a -
l i n y . Rovnice Navier-Stokesovy2 nabývají v tomto případě tvaru 

dv~ dvx . 1 dp 

dv,. , dvv . 1 dp 
v'HŠ + v'dil = v á v ' " W ( 9 ) 

^ _l_ ^ = o 
dx dy 

Zde vx a vv jsou složky rychlosti, p je tlak, Q je hustota kapaliny, v je 
koeficient viskosity. Rovníce (9) jsou napsány za předpokladu", že ne-
působí žádné objemové síly. 
1 V knize N. I. Muschelišviliho [28a] se prvým biharmonickým problémem na-
zývá krajový problém theorie pružnosti s podmínkami (8). 
2 Viz N. E. Kočin, I. A. Kibel', N. V. Roze, Těoretičeskaja gidromechanika, 
č. II, Gostěchizdat, 1948. 
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Třetí z rovnic (9) ukazuje, že existuje funkce 0(x, y), nazývaná 
proudovou funkcí, taková, že 

S& d0 
V* = W Vv = ~dx- (10) 

Dosadíme-li toto do prvých dvou rovnic a vyloučíme-li p, nalezneme 
rovnici, jíž vyhovuje proudová funkce: 

dA& d& dM>\ 
dx dx 3y 

Jestliže v rovnici (9) zanedbáme inerciální členy, je pravá strana 
v (11) identicky rovna nule; dostaneme, že 0 vyhovuje biharmonické 
rovnicí. 

V theorii viskosní kapaliny se předpokládá, že. viskosní kapalina, 
stýkající se s tuhým tělesem, k němu přilne, takže" se rychlosti tuhého 
tělesa a s ním se stýkajících částic kapaliny sobě rovnají. Odtud lze 
lehce odvodit krajové podmínky při problému obtékání. Jestliže viskos-
ní kapalina obtéká jedno nebo několik těles, o nichž budeme pro jedno-
duchost předpokládat, že se nepohybují, pak na hranici těchto těles 

S0 d0 

Jestliže osu x orientujeme rovnoběžně s rychlostí proudění v ne-
konečnu a velikost této rychlosti označíme U, má podmínka v nekoneč-
nu tvar 

lim [0{x, y) — Uy] = C, C = konst. (13) 

Níže uvidíme, že úloha o obtékání neomezeného proudu viskosní 
kapaliny okolo tuhého tělesa je neřešitelná, jestliže zanedbáme iner-
ciální členy. V tom spočívá t . zv. Stokesovo paradoxon. 

Na biharmonickou rovnici vede také mnoho jiných úloh matematic-
ké fysiky. Tak na př. na rovnici tvaru A2W = p(x, y) se převádí úloha 
o ohybu plastické hmoty vlivem zatížení, které je normální k jejímu 
povrchu. Na rovníce téhož typu se převádějí také některé úlohy océ-
anologie.1 

1 Viz V. V. Štokman, Uravněnija polja polnych potokov, vozbuždajemych 
větrom v něodnorodnom polje. Doklad AN SSSR, 1946, t. IV, č. 5. 

12 177 



§ 40. Komplexní vyjádření biharmonické funkce. K a ž d á b i h a r m o n i c k á 
funkce W{x, y) (t. j. integrál biharmonické rovnice) může být vyjádře-
na pomocí dvou analytických funkci komplexní proměnné z = x + iy. 
To lze učinit takto: Funkce P(x, y) = A W je harmonická, neboť 
AP = A2W = 0. Nechť Q(x, y) je funkce konjugovaná s P(x, y). 
Označme P + iQ = 4<p'(z). Funkce 

9?(z) = p{x, y) + iq(x, y) = \ f(P + iQ) dz 

je analytická funkce z. Výpočtem se lehce přesvědčíme, že A{W — 
— px — qy) = 0, t . j. že funkce Pi(x, y) = W — px — qy je harmonic-
ká. Položíme-li Pi(x, y) = Re{%(z)} a všimneme-li si, že px -+- qy = 
= Re{z9?(z)}, dojdeme ke G o u r s a t o v ě f o r m u l i , jež dává hledané 
vyjádření biharmonické funkce pomocí analytických funkcí komplexní 
proměnné <p(z) a %{Z): 

W{x,y) = Ke{l<p{z) + %{z)}. (1) 

Funkce cp(z) a f(z) = %'{z) budeme nazývat Goursatovými funkcemi. 
Je-li dána funkce W{x, y), nejsou Goursatový funkce určeny úplně 

jednoznačně. <p'{z) je totiž určena až na ryze imaginární aditivní kon-
stantu a <p(z) je tedy určena až na aditivní člen tvaru iaz -)- kde a je 
reálná a ¡i je komplexní konstanta. Funkce y>(z) není také úplně určena, 
avšak to je pro další méně podstatné. 

Z Goursatových vzorců lehce dostaneme dvě důležité formule, jež 
v definitivním tvaru vyslovil N. I. Muschelišvili. Prvá z nich dává 
vyjádření derivací biharmonické funkce pomocí Goursatových funkcí: 

dW dW 
— + l — =cp{z) + zcp\z)+W{z), (2) 

kde 
V(*0 = *'(*)• (3> 

Druhý vzorec se vztahuje k rovinnému problému theorie pružnosti; 
vyjadřuje posunutí pomocí Goursatových funkcí a má tvar 

2 f i ( u x = * <p(z) — z <p'(z) — ip(z). ( 4 ) 

Zde jsme označili 

_ X + 3/u 
x ~ T + f i ' 
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Poznamenejme, že x > 1. Vzorce (2) a (4) snadno dostaneme 
z Goursatova vzorce a z rovnic (2) a (4), § 39. 

Uveďme ještě dva vzorce G. V. Kološova, jež váží napětí s Goursá-
tovými funkcemi: 

ax + ay = iRe{<p'(z)}, (5) 

ay — ax + 2 i r „ = 2[i <p"(z) + f (z ) ] . (6) 

Vzorce (2) a (4) nám dovolují převést základní problémy theorie 
pružnosti v rovině na krajové úlohy theorie analytických funkcí. Prvý 
problém se převádí na sestrojení analytických funkcí q>(z) a y>[z), jež 
na hranici oblasti vyhovují rovnici 

* <p(z) — z <p'(z) — = 2fi(9\ + i>9z)- (7> 

V druhém problému je třeba sestrojit analytické funkce <p(z) a f(z),. 
jež na hranici vyhovují krajové podmínce 

na Lk <f{z) + z <p'(z) + f(z) = /x + i f 2 + bk, bk = konst. (8> 

Zde 
fi + »/. = »/ (X, + *Y.) ds, (9) 

kde Xv a Yv jsou složky vnějších sil působících na hranici ve směru os x 
a y. Konstanty bk je nutno zvolit tak, aby posunutí byla jednoznačná. 

Na tutéž krajovou úlohu, avšak bez libovůle při určení pravé stra-
ny,1 se v hydrodynamice převádí úloha obtékání viskosní kapalinou. 

Je užitečné poznamenat, že rovnici (8) lze uvažovat jako speciální 
případ rovnice (7) pro x = — 1. 

J indy bývá užitečné předběžně konformně zobrazit oblast, jež je 
vyplněna pružným prostředím nebo viskosní kapalinou, na nějakou 
jinou oblast. Vzorce (7) a (8) se potom poněkud mění. Nechť z — w(a) 
je funkce realisující zobrazení. Označme 

<p{z) = <p(co(o)) = 0{a)- f(z) = y>((o(a)) = W{a). 

1 A tedy bez dodatečných požadavků takového typu, jako je jednoznačnost 
posunutí. 
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Potom rovnice (7) a (8) jsou nahrazeny rovnicemi: 

* 0(a) - = MVx + ig,) (10) 
co (a) 

a 

+ + = h + + (11) 
co (a) 

Vyšetřme nyní analytický charakter Goursatových funkcí. Jestliže 
oblast vyplněná pružným prostředím je omezená, jednoduše souvislá 
a nepůsobí na ní ani bodové síly nebo momenty, pak <p(z) a yj(z) jsou 
prostě regulární v oblastí. Právě tak <p(z) a ip(z) jsou regulární v jedno-
duše souvislé omezené oblastí, vyplněné viskosní kapalinou, jestliže 
v oblastí nejsou ani prameny, ani propady. 

Zabývejme se nyní případem mnohonásobně souvislé oblasti. Jej í 
hranici označme jako obvykle L, vnitřní křivky, z nichž se skládá, 
Lv L2, ..., Ln a křivku omezující oblast z vnějšku (jestliže je oblast 
omezená) L0. Vlastní oblast označme písmenem D. 

Uvažme ta omezení, jež musí nutně splňovat Goursatovy funkce pří 
rovinném problému theoríe pružnosti. Ze vzorce (4), § 39 je patrno, že 

P(x, y) = AW = ax + av. 

Napětí je jednoznačná funkce stejně jako posunutí. Odtud plyne, že 
P(x, y) je jednoznačná. Při tom Q(x, y) vzroste o konstantu při oběhu 
kolem každé z vnitřních křivek Lv L2, ..., Ln proti hodinovým ručič-
kám. Označme onen přírůstek SizAk. Potom při uvedeném oběhu 
funkce cp'(z) vzroste o 2mAk. Jestliže zk je bod uvnitř křivky Lk, pak 
při tomtéž oběhu funkce Ak\g{z— zk) vzroste také o 2niAk. Odtud 
plyne, že 

<p'(z) = ZAklg(z-zk) + f(z), (12) 
k=l 

kde f(x) je funkce regulární v Z) a Ak je reálná konstanta. Není obtížné 
nahlédnout, že neurčitý integrál 

f f ( z ) dz 

může také obsahovat logaritmické sčítance. Integrujeme-li tedy rov-
nici (12), dostaneme 
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<p(z) = 2Akzlg(z - zk) + lg (z - zk) + <p*(z). (13) 

V tomto vzorci je cp*{z) jednoznačná funkce, regulární v D; Bk je 
komplexní konstanta a Ak jsou, jak již jsme viděli výše, reálné kon-
stanty. 

Obraťme se k funkci ip(z). Vzorec (12) ukazuje, že 9o"(z) je jednoznač-
ná. Nyní ze (6) plyne, že y>'(z) je také jednoznačná a její neurčitý 
integrál obsahuje logaritmické členy: 

W{z) = 7Gk lg (z - zk) + W*(z), (14) 
i=l 

kde y*(z) je funkce regulární v D. 
Při odvozování vzorců (13) a (14) jsme užili pouze jednoznačnosti 

napětí. Objasněme, jaká omezení klade na koeficienty Ak, Bk, Ck po-
žadavek jednoznačnosti posunutí. Vzorec (4) ukazuje, že při oběhu 
křivky Lk vzroste součet 2/u(ux + iuv) o 

2m[(x + 1) + xBk + Gkl 

. Tato veličina se rovná nule, neboť posunutí jsou jednoznačná. Odtud 
plyne, že 

Ak = 0, Ck=—xBk, (15) 

a tak konečně dostaneme následující výrazy pro Goursatovy funkce 
při rovinném problému theorie pružnosti: 

9o(z) = jBk lg (z - zk) + <p*(z), 
"(16) 

. w(z) = — X 2-Bfc lg(z — zk) + y>*(z). 
¡1-= 1 

Koeficienty Bk mají jednoduchý fysikální smysl: 

kde Xk a Yk jsou složky hlavního vektoru vnějších sil působících n a 
křivce Lk. Při druhém základním problému jsou tyto koeficienty zná-
my v důsledku krajových podmínek, při prvém však zůstávají nezná-
mými. 
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Poněkud jiný charakter má mnohoznačnost Goursatových funkcí 
v hydrodynamice viskosní kapaliny. Zde je třeba požadovat jedno-
značnost rychlostí, t . j. jednoznačnost derivací bíharmonické funkce. 
Vzorec (13) platí dále. Ze vzorce (4) je patrno, že při oběhu křivky Lk 

proti hodinovým ručičkám vzroste ip(z) o 2mBk, a tedy 
n 

V(z) = jBk lg(z - zk) + y>*(z), (18) 
k= 1 

kde ip*(z) je regulární v D. 
Formulujme ještě další problém, který budeme nazývat třetím 

bíharmonickým problémem: Jest určit biharmonickou funkci, jsou-li 
na hranici oblasti dány prvé derivace, za předpokladu, že tyto derivace, 
jakož i prvé derivace Goursatových funkcí jsou jednoznačné v uvažo-
vané oblasti. 

Při třetím problému tedy předpokládáme, že 93(2) může být vyjádře-
na vzorcem (16) a y(z) vzorcem (18). Poznamenejme, že pro jednoduše 
souvislou oblast je druhý a třetí problém totožný. 

Lze dokázat, že každá ze tří formulovaných úloh má jediné řešení 
(viz [27d]). 

Shora uvedené Stokesovo paradoxon je bezprostředním důsledkem 
jednoznačnosti řešení třetího problému. Skutečně, jestliže kapalina 
obtéká pouze jedno těleso, je oblast vyplněná tekutinou jednoduše 
souvislá, Goursatovy funkce jsou jednoznačné a problém obtékání 
splývá s třetím problémem, jejž je nutno řešit při těchto podmínkách: 
prvé derivace hledané funkce se rovnají nule na hranici a jsou omezené 
v nekonečnu.1 Z věty o jednoznačnosti plyne, že hledaná biharmonická 
funkce je identicky rovna konstantě. Avšak potom jsou její derivace, 
t . j. rychlosti, identicky rovny nule. Tak dostaneme, že viskosní kapa-
lina obtékající tuhé těleso je v klidu. 

Jestliže vískosní kapalina obtéká několik tuhých těles, dostaneme 
řešení, užijeme-li libovolnosti koeficientů Ak. V tom případě má pro-
blém obtékání jednoznačné řešení pouze tehdy, když je oblast dvoj-
násobně souvislá; jestliže je oblast více než dvojnásobně souvislá, pak 
je řešení nekonečně mnoho. 

1 To plyne z toho, že v nekonečnu vx = U, vy = 0. 
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§ 41. Greenova funkce a Schwarzovo jádro. Nechť D je omezená oblast 
roviny z = x + iy, jednoduše nebo mnohonásobně souvislá, a nechť z 
a £ = f + itj jsou libovolné .body oblasti D. Označme r vzdálenost 
mezi těmito body: r = |z — £|. Jak je známo, Greenovou funkcí 
oblasti D nazýváme funkci G(x, y, f , rj) dvou bodů této oblasti, jež má 
tyto vlastnosti: 

a) G(x, y, rj) = y\ rj) — lgr, (1) 

kde g(x, y, f , rj) je harmonická funkce v D proměnných f a ? ; pro daná x 
a y; 

b) Jestliže bod £ = f + ir\ leží na hranici oblasti D, pak 

G(x, y f , rj) = 0 . (2) 

Funkci g(x, y\ f , rj) lze sestrojit, jestliže řešíme Dirichletův problém 
při krajové podmínce: na hranici L oblasti D g = lgr. 

Z vlastností a) a b) plyne souměrnost Greenovy funkce: 

G(x, y f , rj) = G(Š, x, y). (3) 

Pomocí Greenovy funkce se řeší Dirichletův problém v uzavřené 
formě: Jestliže TJ(x, y) je harmonická funkce v D, rovnající se u(C) 
v bodě C hranice, pak 

U(x, y) = ^ f u(0 ™ do, do = |df| , (4) 
L 

kde v tentokrát označuje vnitřní normálu k L v bodě 
Ze souměrnosti Greenovy funkce plyne, že je nejen harmonickou 

funkcí f a rj, nýbrž také xa.yv celé oblasti D, mimo bod (f, rj). Zaveďme 
pro další důležitý pojem komplexní Greenovy funkce. Budeme uva-
žovat G(x, y\ f , rj) jako funkci komplexních proměnných z a f a ve 
shodě s tím ji budeme značit G(z, f). Sestrojme funkci H(z, £), konju-
govanou s G(z, £) vzhledem k proměnným x a y. Lze na př. položit 

z 

Biz>c) = f - d i d x + didí>' (5) 
a 

kde a je libovolný, avšak pevně zvolený bod uvnitř oblasti D. Funkce 
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H(z, f ) je reálná mnohoznačná funkce svých argumentů. Na jedné 
z jejích větví platí identita 

H(a, O ^ 0 . (6) 

Komplexní Greenovou funkcí nazýváme funkci 

M(z, C)-= G(z, f ) + iH{z, C). ( 7 ) 

M(z, £) je analytická, nikoliv však regulární funkce proměnné z v D 
a neanalytická funkce proměnné f . 

Komplexní Greenova funkce je mnohoznačná, neboť obsahuje člen 
— lg(C — z). Mimoto, jestliže je oblast D mnohonásobně souvislá, 
mění tato funkce své hodnoty při oběhu kolem libovolné vnitřní hra-
nice oblasti v rovině z. Označme jako dříve L0 vnější a Lv L2, ..., Ln 

vnitřní hranice oblastí D. Při oběhu kolem Lk proti hodinovým ručič-
kám vzroste funkce H(z, f ) o nějaký přírůstek, který bude obecně 
funkcí C- Označme jej 2n bk(Q: 

. . . . 1 í dG, , 9Q 

Lk 
Zde je f = f + irj vnitřní bod oblasti D a z = x + iy bod na křivce Lk. 
Označme n směr vnitřní normály k Lk v bodě z a položme |dz| = ds. 
Zřejmě d s . 

— = cos(s, x) = — cos(n, y), 
Clo 

^L = cos(s, ?/) = cos(n, x). 
Q.S 

Odtud plyne, že } f ?C 
= <

8

> 

Při oběhu kolem Lk proti hodinovým ručičkám vzroste komplexní 
Greenova funkce o 2TU bk(C). O totéž při témž oběhu vzroste funkce 
bk(C) lg(z — zk), kde zk je libovolný, pevně zvolený bod uvnitř Lk. 
Komplexní Greenova funkce může být tudíž vyjádřena takto: 

M(z; C) = M0(z; f ) + lg(* - zk) - lg(£ - z), (9) 
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kde M0(z; £) je regulární funkce proměnné z v D. Poznamenejme, že 
Ma{z] f ) jako funkce proměnné f je jednoznačná. 

Dokažme, že bk(C) je harmonická funkce f a rj v D, rovna jedné na 
Lk a nule na L}, j = 0, 1, ..., k — 1, k + 1, ..., n. 

V (8) proveďme substituci z v t a £ v z. Ve shodě s tímto změňme n 
v v a ds v der. Potom dostaneme 

Uvažujme funkci dk(£) bodu £ na hranici L, kladouce 

a tn — í1' J e s t l i ž 
Ó Á Q ) ~ [0, jestliž 

Potom lze napsat blc(z) ve tvaru 

jestliže C leží na L j t 

jestliže £ leží na Lj} j =f= k. 
(10) 

L 
Porovnáme-li toto se (4), přesvědčíme se o správnosti našeho tvrzení. 

Nechť nyní ve vzorci (9) značí z vnitřní bod oblasti D, f bod na hra-
nici L a v vnitřní normálu k L v bodě f. Položme 

^ = **(£) (12) dv 

94f(z; C) 
= T(z; £). (13) 3v 

Derivujeme-li (9) podle v, dostaneme: 

T(z; f) = ^ f i l ) + £ « , ( « M* ~ £ (14) 

Funkci T(z\ £) budeme nazývat Schwarzovým jádrem oblasti D. 
Určeme jeho nejdůležitější vlastnosti. 

Schwarzovo jádro je v D analytická funkce proměnné z a je mnoho-
značná, jestliže je oblast D mnohonásobně souvislá. Při oběhu okolo Lk 

proti hodinovým ručičkám vzroste o 2mak(£). Dále T(z; £) je jedno-
značná a neanalytická funkce Reálná část Schwarzova jádra je nor-
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mální derivace Greenovy funkce. Jedna z větví její imaginární části je 
identicky rovna nule pro z = a: 

Im{T(a- C)} = 0. (15) 

Nechť /(£) je spojitá reálná, funkce bodu na hranici L. Uvažujme 
integrál 

$(z)= ^ f f(t) T(z; Z) do; (16) 
L 

0(z) je analytická funkce z. Ze vzorce (4) je patrno, že její reálná část je 
jednoznačná v Z) a na hranici se rovná f(Z). Vzorec (15) dále ukazuje, že 
jedna z větví imaginární části 0(z) je rovna nule pro z = a. Vzorec (16) 
tedy určuje analytickou funkci z hodnot její reálné části na hranici za 
předpokladu, že tato reálná část je jednoznačná. 

Nechť F(z) = u(z) -f- i v(z) je analytická funkce, jež nemá uvnitř D 
singulární body. Předpokládejme ještě, že její reálná část u(z) je jedno-
značná v D a spojitá uvnitř i na hranici D. Jak jsme již viděli, integrál 

¿ / « ( í ) T(z\ Z) do 
L 

je analytická funkce z, jejíž reálná část se rovná u(z). Taková funkce se 
může lišit od F{z) pouze o imaginární aditivní konstantu. Jedna z větví 
imaginární části posledního integrálu se rovná nule pro z = a. Odtud 
-lze lehce nahlédnout, že 

^Ju(Z)T(z;Z)da = F(z)-iv(a). (17) 
L . 

V tomto vzorci je v(a) hodnota v bodě a jedné z větví funkce v (z). 

Jestliže funkce u(z) harmonická v Z) je jednoznačná, pak funkce v(z) 
s ní konjugovaná bude obecně mnohoznačná. Vzorec (17) umožňuje 
vypočítat z hodnot u(z) na hranicí veličinu, o niž vzroste v(z) při oběhu 
podél křivky L proti hodinovým ručičkám. Tento přírůstek je zřejmě 
roven 

Ju(Z)ak(Z)da. (18) 
L 
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Jestliže imaginární část v(z) je jednoznačná a spojitá v celé oblasti 
i s hranicí, platí vzorec analogický vzorci (17): 

£ J v(fl T(z, C) do = j F(z) - j u(a). (17x) 
L 

Přitom je přírůstek reálné části F(z) při oběhu kolem křivky Lk proti 
hodinovým ručičkám roven integrálu 

~Jv(C)ak(C)da. (19) 
L 

Jestliže F(z) je jednoznačná, rovnají se integrály (18) a (19) nule. 
Odtud lehce dostaneme vzorce, jež platí pro libovolnou analytickou 
funkci regulární v D a spojitou uvnitř i na hranici D: 

f F(C) ®fc(í) der = 0, (20) 
L 
fF(Č)ak(Oda= 0. (21) 
L 

Pro jednoznačnou funkcí F(z), regulární v D, platí současně vzorce 
(17) i (17i). Vynásobíme-lí (17J i a přičteme-lí a odečteme-li výsledek 
•od (17), dostaneme dva vzorce důležité pro vše další: 

^ JF(t) T(zi 0 do = F(z) - 1 F(a), (22) 

L 

^ JF(C) T(z\ C) do = j T(a). (23) 
L 

Zdůrazněme, že vzorce (22) a (23) platí pouze tehdy, je-li funkce 
F{z) regulární a tedy jednoznačná v D. 

Uveďme speciální případ vzorce (22), jenž se dostane pro F(z) = 1: 

^ J t ( Z ; f )d<x= 1. (24) 
L 

Komplexní Greenova funkce má vlastnost, kterou nazveme inva-
riancí vzhledem ke konformnímu zobrazení. Spočívá v tomto: 

Nechť funkce t = e(z) konformně zobrazuje oblast D roviny z na 
oblast D' roviny t a nechť M'(t\ r) je komplexní Greenova funkce 
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oblasti D'. Potom je komplexní Greenova funkce oblasti D dána 
vzorcem M { z . f ) = M ' { e ( z ) . e ( C ) ) . ( 2 5 ) 

Důkaz vzorce (25) se dostane jednoduše z definice Greenovy funkce. 
Diferencujeme-li obě strany poslední rovnice ve směru normály, 

nalezneme vztah mezi Schwarzovými jádry oblastí D a D'\ 

T(z; C) da = Z"(e(z); £(£)) do', do' = |dr | . (26) 

Na závěr dokažme několik vět pro Schwarzova jádra, jež jsou nutné 
pro další výklad. 

V ě t a 1 .Nechť f(£) je funkce bodu na hranici L, spojitá podél L a m-krát 
spojitě diferencovatelná podél jistého oblouku L' této hranice. Nechť 
mimo to úhel sevřený normálou v a reálnou osou je také m-krát spojitě 
diferencovatelný podél L'. Potom funkce 

= ¿ f m T(Z; 0 der 
L 

je m — 1 -krát spojitě diferencovatelná podél oblouku L", jenž leží 
uvnitř L'. 

Stačí uvažovat případ, kdy /(£) je reálná. Funkce 0(z) je analytická 
a regulární v každé jednoduše souvislé částí oblasti D. Její reálná část 
se na L shoduje s f(z). Vyjmeme z D jednoduše souvislou část Dx t ak , 
aby L' ležela na hranici Dv Zobrazme Dx na kruh. Potom, vyjdeme-li 
ze Schwarzova integrálu pro kruh, lehce zjistíme, že 0(z) je m — 1-krát 
diferencovatelná podél oblouku kruhu, odpovídajícímu oblouku L". 
Nyní, abychom dokázali větu 1, stačí užít známého faktu, že v dů-
sledku podmínek věty je funkce realisující zobrazení na kruh 
m — 1-krát spojitě diferencovatelná podél L". 

V ě t a 2. Nechť úhel sevřený normálou v a osou | je spojitý a má derivace 
až do řádu m-tého včetně vzhledem k o na celé hranici L. Potom platí 
vzorec , l rl ř 

- T { z ; C ) d o = - . l ^ z + P ( z U ) d o , (27) 

kde funkce P(z; £), jestliže nepřihlížíme k jejím logaritmickým singula-
ritám, je spojitá uvnitř i na hranici a m — 2-krát diferencovatelná na 
hranici vzhledem k z. 
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Funkce M(z\ £) + lg(C — z), uvažovaná jako funkce proměnné z, 
nemá singulární body uvnitř D; její reálná část je jednoznačná a na L 
splývá s lg|£ — z\. Na tuto funkcí lze užít vzorce (17), jenž dává: 

t\ T(z; ť) der, = 

L 

= M(z• C) + lg(£ - z) + i H(a; f) - iarg(C - a). 

V tomto vzorci z a £ jsou body uvnitř D, t je bod na hranici L. Protože 
H{a, C) = 0, platí 

M[z' =
 h flglc

 ~tl T { z ' ť ) d a t _ l g ( í ~z) + i a r s ( C ~a)-
L 

Derivujeme-li tuto rovnicí ve směru normály v(, procházející bodem £, 
necháme-lí £ konvergovat k hranici a užíjeme-li věty o normální deri-
vaci logaritmického potenciálu jednoduché vrstvy, dostaneme 

L 
Dále 

3 £ 
= cos(^f, f) + i cos(rc, ri) = cos(ff, r>) — i cos((T, f) = — i -j-. CVi • U <7 

Tak dojdeme ke vzorci (27), jestliže položíme 

L 

Zbývá dokázat, že P(z; £) je m — 2-krát spojitě diferencovatelná podle 
z v D + L. Avšak to přímo plyne z věty 1, neboť v důsledku podmínek 

věty 2 je funkce — m — 1-krát spojitě diferencovatelná po-
OV { 

dle a podél hranice L. 

V ě t a 3. Identita 
<7(0 = HO, m (28) 

ledě C je bod na hranici L a funkce g(£} a h(£) jsou spojité, je ekvivalentní 
soustavě identit 
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^ jg(C) T(z; C)da=Xjh(C) T(z; f) der, 
2/ i 

¡ ¿ f f f i č ) T(z; Oda = ~ J m T(z; £) da. 4?r 
i i 

(29) 

Je třeba dokázat, že (28) plyne z (29). Sečteme-lí obě identity (29) 
a převedeme-li všechny členy nalevo, dostaneme 

Re{g(Q-h(C)}T(z-, Z) da = 0. 
L 

Reálná část posledního integrálu je harmonická funkce v D, splývající 
na L s Re{0(£) — h{£)}. Odtud plyne, že Re{?(C) — h(£)} = 0. Úplně 
obdobně se dokáže, že Im{^(C) — M O ) = 0. 

§ 42. Převedení prvého a třetího problému na integrální rovnici. 
V § 40 jsme zjistili, že prvý a třetí biharmonický problém se převádí n a 
následující krajovou úlohu theorie funkcí komplexní proměnné: 

Určit analytické funkce <p(z) a ip{z), vyhovující těmto podmínkám: 
1. <p{z) a y>(z) nemají singulární body uvnitř oblasti Z); 
2. <p'(z) je jednoznačná v D; 
3. na hranici L oblasti D platí 

x V ( o - c W ) - v i O = g(C), . (i) 

kde x je konstanta a g(C) je daná spojitá a jednoznačná funkce bodu na 
hranici. Budeme předpokládat, že tato funkce je dostatečně hladká. 

V prvém problému 

» = M <7(0 = 2M«» + »«*); 
Á + fi 

v třetím je třeba položit 
* = g(Z) = - f ( C ) - b k . 

O oblasti D budeme předpokládat, že je omezená. 
Přistupme k řešení formulované krajové úlohy. 
Často bývá užitečné konformně zobrazit oblast D na nějakou oblast 

D*. Nechť z = co(t) je funkce, realisující toto zobrazení. Označme 

<p(co(t)) = 0{ť), V(w(t)) = V(t). 
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Dále nechť £ = co(t) a G(t) = g(co(t)). Úloha se tedy převádí na určení 
0(t) a W(ť) z krajové podmínky 

x 0(r) = G(r), (li) 
O) (r) 

jež má být splněna na hranici y oblasti D*. Všimněme si, že 0'(t) je 
jednoznačná v D*. Odtud plyne, že funkce x 0(t) — W(t) je také jedno-
značná v D*. v 

Skutečně z jednoznačnosti 0'(t) a G(t) plyne; že x 0(t) — W(t) je 
jednoznačná na hranici. Odtud plyne, že tato funkce je jednoznačná 
i uvnitř oblasti, kde 0(t) a W(t) nemají singulární body. 

Podle věty 3, § 41 rovnice (lj) je ekvivalentní těmto dvěma: 

^ 0(T) T(t, r) da = i - f G(r) T(t, r) da, 
Y Y (2) 

^ j {* - y(t)} T(t, r) da = i - j W ) T(t, t) da. 
Y Y (3) 

Zde je y hranice oblasti Z)*; T(t, r) je Schwarzovo jádro této oblasti. 
Rovnice (2) a (3) lze zjednodušit. Položme 

0(t) = p + iq, W(t) = pt+ iqv 

Harmonické funkce xp — pí = Re{>í 0{t) — a xq q1 = Im{x . 
. 0{t) — ^(í)} jsou jednoznačné v D*. Na ně lze užít vzorců (17) a (17,.), 
§41. Protož© 

xp — p i = Re{x 0{ť) — W(t)}, xq + qx= Im{x 0(t) + W(t)}, 

podle uvedených vzorců 

¿ f ( * P ~ Pi) ^)da = x 0(t) -W(t) - i[x q(a) - ?1(0)], 
v 

¿ f ( * V + ?i) T{t, t) d<r = i [x 0{t) + W(t)] - l [ x p(a) + pl(o)]. 
v 

Vynásobme druhou rovnici i. Přičteme-li a odečteme-lí ji od prvé, 
dostaneme: 

^ f[x 0{x) - W ] T(t, r)da = x 0(t) - j [ x 0{a) + ¥>)], 
v 
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0(x) - y(r)] T(t, x) da = - W(t) + 0(a) + y(o)]. 
y 

Protože 0(t) a !F(ř) jsou určeny až na aditivní konstantu, můžeme po-
loŽlt « 0{a) + W(a) = 0. 
Dosadíme-li nyní poslední dvě rovnice do (2) a (3) a označíme-lí pro 
stručnost 

X jG(x) T(t, x) da = A(t), i - j W ) T{t, x) da = - B(t), ( 4 ) 

y v. 
dostaneme i f ,.Jt\ 

« 0(t) - f - / 0'(x)T(t, x) da = A(t), (o) 
471 J co(x) 

Y 

m + à / ¿ ^ y t) = b(*)• (6) 
v 

Rovnice (6) přímo určuje íř^í), jestliže je známa 0 ' ( r ) . Obraťme se 
proto k rovnici (5). Přepíšme jí v tomto tvaru: 

« 0 ( 0 - - T{t, x) 0'W da -

T) do- = á̂(ť). 
( 7 ) 

j ci)'(r) J ci)'(r) 

Funkce je regulární v D* a podle vzorfce (23), § 41 máme 

± f m n t , x ) d a ^ - m . 

J o»'(T) 2o) ' (a) 

Dosadíme-li toto do (7) a derivujeme-li podle í, dostaneme: 

Určeme konstantu Z z rovnice 

Z _ J _ 7 = J _ S ( 9 ) 
2>e 2 * a>'(a) 
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a položme <£'(í) = &(t) + lco'(t). (10) 

Dosadíme-li toto do (8), dostaneme rovnici pro novou neznámou 

Budeme předpokládat, že hranice y je dostatečně hladká. Potom 

Á(t) a S- h T L T(t, r ) l jsou spojité uvnitř i na hranici oblasti. 
- d t l co'( r) J 

Předpoldádejme, že t konverguje k nějakému bodu r0 na hranici. Pro-
vedeme-li v (11) limitní přechod, dostaneme integrální rovnici 

y 
v níž neznámou je hodnota fimkce ů(r) na hranici, při čemž Ů(T) je regu-
lární v D*. 

Rovnici (12) lze zjednodušit. Užijeme k tomu vzorce (14), § 41, z ně-
hož lze lehce nahlédnout, že 

3= " ] ~ *«• <> J ™ 

kde K(t; r) je v D* regulární funkce t a tk je bod uvnitř yk\ yk je obraz 
ůií) 

Lk. Funkce — j e regulární v D* a podle vzorce (21), § 41 

/ "i. ( j) — — = 0, 1c = 1, 2, 
co'(r) 

Pro ů(r) nyní dostaneme rovnici 

- - F K(t0, T) der = -A'(r0). (13) 
H J H y 

Integrální rovnice (13) není Fredholmova, neboť za integračním 
znaménkem je ů(z) a nikoliv ů(r). Lze ji však převést na soustavu 
dvou rovnic Fredholmova typu, jestliže oddělíme reálnou a imaginární 
část a za neznámé považujeme Re{$(r)} a Im{#(r)}. Odtud plyne, že na 
rovnici (13) lze užít Fredholmovy alternativy. 
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§ 43. Vyšetřování integrální rovnice. Všimněme si především, že pravá 
strana rovnice (13) § 42 je jednoznačná v D*. Skutečně v důsledku 
vzorce (14), § 41 

Y Y 

a všechny tří členy napravo jsou jednoznačné a regulární v D*. 
Předpokládejme nyní, že rovnice (13), § 42 je rozřešena a hodnoty 

ů(r) na hranici jsou určeny. Táž rovnice dá potom analytické pokračo-
vání ů(t) uvnitř oblasti, totiž 

ů(t) = ^-A\t) + ~ K{t, T) ů[r) do. 
X J 

Y 

Určeme nyní konstantu Z ve vzorci (9), § 42. Položme v (10), § 42 
t = a a přejděme ke konjugovaným hodnotám. Potom dostaneme 
0'(a) = ů(a) + l a»'(a). Dosadíme-li toto do vzorce (9), § 42, dostaneme 
rovnici pro l: 

« i - Í ^ S . (1) 

V prvém problému x > 1 a l je jednoznačně určeno rovnicí (1). 
V třetím problému x = — l a rovnice (1) přejde v rovnici: 

z + r ^ - i S L ( 2 ) 

2 co'(a) ( ' 
Aby mohla být konstanta l v třetím problému určena, je nutné a stačí, 

aby veličina — ^ y byla reálná. Jestliže je tato podmínka splněna, pak 

a imaginární část l zůstává libovolnou. Funkce 0'(t) je určena až na 
sčítanec tvaru i<xco'{ť), kde m je reálná konstanta. 

Je-li určena 0'(t), nalezneme ze vzorců (5) a (6), § 42 0(t) a W(t) 
a lehce se přesvědčíme, že tyto funkce jsou řešením naší úlohy. 
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ů(a) 
Podmínka, že musí být reálná, je ekvivalentní podmínce:1 

Jf1áx+ ftdy = 0. (3) 
L 

Dokažme to. V třetím problému 

H=-\, <7(0 = - ( / ! + iU) 
a rovnice (12), § 42 nabývá tvaru 

ů(r0) + / i ř ( r 0 , T ) ^ ) d f f = l í m - i - f F(r) dT{*' T ) der, 

TO = h + »/,. 

Řešme pomocnou úlohu: Určit analytické funkce R(t) a S(t) s jedno-
značnou R'(t), které nemají singulární body. uvnitř D* a vyhovují na y 
rovnici 

m + 4 4 . ^ + š m = to+^ m . (5> 

FT) (T) * (¿J {CL) 

Upravujeme-li tuto rovnici obdobně jako rovnici (1), § 42, nalez-neme: 

m + ¿ f w ů R , { r ) T{t> T ) d(T = ¿ / w T ( í ' T ) d f f + 

o(o) fl(q) 

iž(í) + - - f d í l W(7) T(t, r ) d = - l f j(r) t(í, t) de -
451 J co (T) 

y y 

4 o/(a.) 2 „ ' (o ) ' 

z co (a) 
1 V problému II rovnice (3) značí, že se hlavní moment vnějších Sil působících na 
hranici L rovná nule. Viz [28a]. 
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Porovnáme-li (8) a (4),. vidíme, že rovnici (8) vyhovuje R'(t) = ů(t). 
Určíme-Ii takto R'(t), nalezneme z rovnic (6) a (7) R(t) a S(t). 

Řešení pomocné úlohy tedy existuje. Označme nyní R(t) = r(z), 
S(t) = s(z), kde z = co(t). Položme dále 

s(z) = ť(z), Re{š r{z) + ř(z)} = w*. 

Rovnice (5) potom nabude tvaru (viz vzorec (2), § 40) 

3w* , . dw* . , .. , 1 ů(a) 
+ 1 "aTT = /i + */« + te <>y 2 co'(a) 

Vynásobme ji di, zintegrujme podél L a na obou stranách nalezené 
rovníce vezměme pouze reálné částí. Potom dostaneme 

fdiv* = hh ds + h dy) —hmíip.) f ( y dx -xdy). 
L L * \ Ctí (a) IJ 

Avšak integrál nalevo se zřejmě rovná nule a druhý integrál napravo 
je dvojnásobná plocha S oblastí D. Odtud 

Mil)-t/ 
a naše tvrzení je dokázáno. 

Všechny úvahy tohoto paragrafu byly učiněny za předpokladu, že 
integrální rovníce (13), § 42 má řešení. Dokažme nyní, že tento před-
poklad je správný, že totiž rovnice je řešitelná, ať je na pravé straně 
cokoliv. 

Na konci § 42 bylo uvedeno, že na rovnicí (13), § 42 lze užít Fredhol-
mpvy alternativy. Stačí tedy dokázat, že příslušná homogenní rovnice 
riaá jediné řešení ů(r) = 0. 

Položme <7(í) = 0. Potom A'(ť) = 0 a rovnice (13), § 42 se stane 
homogenní. Nechť ů0(r) je libovolné její řešení. 

Všimněme si, že při třetím problému (pro x = — 1) bude veličina 

— r e á l n á , neboť podmínka (3) je zřejmě splněna pro + if2 = 0. 

Pomocí známé funkce $0(r) nalezneme příslušné funkce <p0(z) a ip0(z), 
jež řeší prvý nebo třetí problém s nulovými krajovými podmínkami. 
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Užijeme-li věty o jednoznačnosti, lehce zjistíme, že <p'0(z) = 0 v prvém 
problému a <p'0(z) = Ci (C je reálná konstanta) v třetím problému. 
V obou případech vzorce (9) a (10), § 42 dávají &0(z) = 0. Řešitelnost 
integrální rovnice (13), § 42 je tím dokázána. 

Jestliže jsme rozřešili třetí bíharmonícký problém, jsme s to rozřešit 
i druhý problém, t . j. problém theorie pružnosti při daných vnějších 
silách působících na hranicí. Jak to lze učinit, ukážeme níže na pří-
kladech. 

Týmž způsobem se řeší problémy theorie pružnosti i pro případ ne-
konečné oblasti. V § 46 na příkladu ukážeme, jak se změní shora 
uvedená methoda. Zde pouze poznamenáme, že podmínka (3) není 
nutná, jestliže oblast D je neomezená. 

§ 44. Případ jednoduše souvislé oblasti. Ob jasněme, j a k se změní 
integrální rovnice (13), § 42 v případě, že oblast D je jednoduše sou-
vislá. Nechť funkce z = co(t) konformně zobrazuje kruh |í| < 1 na 
oblast D. Položme ještě f = co(r). Potom se Schwarzovo jádro pro kruh 
|ř| < 1, jak známo, rovná 

T{t, r) = (1) 
T t 

Rovnice (5), § 42 nabývá tvaru 

471 J o/(T) 'r — t 4:71 J 'r—t 
Y V 

Všimneme-li si, že na kružnici y der = lehce převedeme poslední 
tT 

rovnici na tvar 

w 2ni J W'(T) r — t 2m J r — t 
Y Y 

kde C' a C" jsou konstanty, rovné 

f í m c 1 0 i r ) d ° -
Y Y 

Připočtěme a odečtěme <o(t) v čitateli integrálu na levé straně rovnice 
(2). Potom dostaneme 
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co(í) f0'( r) d r 
^ t - , * m - * f ^ l - ^ f Z 

2m J o)'(t)(t —ť) 2 ^ J co' 
= G(T) 

2TCÍ J 

Podle vzorce (23), § 41 v 

1 f 0TŤ) dr (F(0) 
) r—t~ ¡7(0) co'(T)* — t w'(r) 2ni J CO'(T 

a rovnice (3) nabude tvaru 

x m + C = A(t) + C". 
2711 J ^ ' ( ^ (T — í) w ' ( 0 ) 

(4) 
Tentokrát jsme označili 

A,« 1 C d T 

^ = Ttií J 
Y 

Zderivujme (4) a položme jako v § 43 

0'(t) = m + h>'(t), 
kde l je určeno rovnicí 

* co'(0)' 
Tak dojdeme k rovnici 

2nix J dt \_co'(r)(r —í)J 
v 

Jestliže v této rovnici chápeme t jako bod hraníce a A'(t) jako hod-
notu této funkce na hranici, pak je to integrální rovníce pro neznámou 
ů(t). Tuto rovnici odvodil N. I. Muschelišvili. 

Všimněme si důležité vlastnosti Muschelišviliho rovnice. Jestliže 
zobrazující funkce co(t) je racionální, pak jádro rovnice (3) je degenero-
vané. Vskutku, nechť co(t) = —nr, kde p(t) a q(t) jsou polynomy. 
Potom 

co(t) —a)(t) _ p(r) q(t) — p(t) g{r) 
r - t (r -t)q(t)q(r) 
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čitatel se rovná nule pro x = t a je proto dělitelný výrazem r — t. 
Podíl je polynom v proměnných t a r . Napíšeme jej ve tvaru 

P{r) Q(t) - p(t) q(r) 
r—t 

Jádro rovnice (3) má nyní tvar 

1 S 

: Íí*ff*(T). 
k=l 

o/(r) a t 
w - m O I = v A / t k \ 
L J Ádt\q(t)j q(r) oů'(r) 

(6) 

a je jasné, že toto jádro je degenerované. Podle toho, co bylo dokázáno 
v § 4, je rovníce (3) řešitelná v uzavřeném tvaru. 

Tak dostáváme větu N. I. Muschelišviliho: Jestliže je kruh zobrazen 
na oblast D racionální funkcí, je základní úloha theorie pružnosti pro 
tuto oblast řešitelná v konečném tvaru. 

§ 45. Oblast mezi dvěma konfokálními elipsami. U v a ž u j m e oblas t 
ohraničenou konfokálními elipsami 

- - + • .. 7 I r = i . aí — c 

při čemž aQ ><a1 (obr. 9). Nechť na hra-
nici oblasti působí vnější síly, jejichž 
rozložení je nám známo. Pro jednodu-
chost předpokládejme, že hlavní vektor 
vnějších sil působících na každou elipsu Obr. 9. 
zvlášť je roven nule. V tom případě 
jsou Goursatovy funkce <p(z) a xp(z) jednoznačné v oblastí (§ 40). 

Integrujeme-li složky vnějších sil podél oblouku, dostaneme hodnoty 
derivací funkcí napětí; jsou při tom určeny až na adítivní konstanty, 
různé na L0 a Lv Zvolme je libovolně na L0; na L1 zůstanou zatím ne-
určeny. Označme /(£) veličinu 

m = i f(xr + íy„) dS. 

Potom Goursatovy funkce splňují na hranici rovnici ^ 

^ \ m na Ln *<£) + tv'iC) + f(0 = + c n a L [ (1) 
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Oblast mezi konfokálními elipsami se zobrazí na mezikruží funkcí 

kde 

Po = — («o + U ~ c2). Qi = — ( a i + V«! — c2). 
O o 

Přitom LQ a přejdou v kružnice 

M = 
resp. 

|í| = Ml (3) 
kde 

eo 
Tyto kružnice označme y0 a yv 

Označme nyní 

í = oi(r), y(a»(ť)) = 0(t), V(a>(t)) = W{t), f(co(t)) = F(t). 
Kromě toho označíme B veličinu rovnou nule na y0 a C na yv Transfor-
muj eme-li proměnné v (1), dostaneme 

Typopi + i . - — 
<P(t) + + )=F(r) + B. (4) 

veoei- 2VeoQi 
Pro kruhové mezikruží je komplexní Greenova funkce známa,1 

totiž 

M(t, r) = - i lgq + ^ + l g ř + I l g T _ l g ( T _ t) -

~ | lg (l - f n " f ) - 1 lg ( l - <Z2" y ) + | l g (1 - 22"-1 ťí) + 

® / QfÍB-l \ 

. . . 

1 Viz na př. [4] a [24]. Ve výraze pro komplexní Greenovu funkci ve [4] je 
chyba. 
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kde oc(r) je třeba určit tak, aby se imaginární část M(t, x) v nějakém 
bodě á mezikruží rovnala nule. 

Z (5) plyne výraz pro Schwarzovo jádro: 

_ " q2n t dx » q2n 1 dx 
t x2 dv ^ x t dv 

n=i 1 q2n— n=1l q2n — 
x t 

» q2^ dř £ q2"-i 1 9Ť 
z i _ 3 2 „ - i ^ s„ -+- z „2„-i tfi d v • y > 

n-1 1 »=1 i ± 
tx 

Poznamenejme, že funkce 

^ ^ n hM 
2 + W = 6 l ( T ) 

je harmonická v mezikruží, rovna nule na vnější kružnici a jednotce na 
kružnici vnitřní; její normální derivace, kterou v souhlase s § 41 ozna-
číme a1(r), je orthogonální ke každé funkci, regulární v mezikruží. 

Vzorec (6) poněkud upravíme. Především 

der = i dr , der = — i dř. 
cv ov 

Oddělme nyní v (6) členy, jež obsahují rozdíl t — r ve jmenovateli. 
Uvažujme prvé sčítance ve třetím a čtvrtém součtu: 

A = — q dx q 1 dx . dx I 1 
1 — qtx 1 ~ ~jT tx2 Hv = iq do" \ 1 — qťx 

W 

Na kružnici y1 x = —, a tedy 

^ iq2 d r / tx 

x(tx—q)J 

x2 der Ir — q2t q\t 
x2 \ _ . I" 1 q2t 1 d r 
— x)J 1 [ r — t + T(T — q2t)\ der' 

Úplně obdobně nalezneme, že na y0, kde x = —, 
qx 
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\ _ ••[• 1 * 

[ r — t r(t — q2r) J da 

Definujme funkci p(t, r) vztahy 
_ — iqH 

p{t, r) = 

Potom 

r ( r — qH) 
it 

r(t—q2r) 

na yx, 

na y0. 
(?) 

Nyní 

A 1 dr dr 

T ( t , r ) = a 1 ( r ) l g t + 1 ( ^ l f p a + p ( t , r ) p a + 

+ + ( 8 ) 

" q2n d r " q2n+1t d ř . » g2" + 1 d ř 
1 „= i« — dg + * ^ 1 — gf2»+iťŤ dá — ^ ř ( í ř — <72n+1) ČHŽ 

Určeme nyní jádro K(t, r). Máme 

Odtud 

3 fg)(r) - co(i) . ] o)'(ž) , . . . . 2 Ť2' dr 

, ( T ^ ) ( e o g l < T - i ) ř 2 ^ a r(T —0(eogifT — J d r 
+ í M ^ - i ) a i ( T ) + a t [ t r ( e o e i T * - i ) r ) \ da + 

a r ( r - o ( e 0 e i t T - i ) i 2 ] a /1 \ 
+ ^ L M e o ^ - l ) — | ^ (-2- ^ - "<*>) + 

• 9 í ( T - < ) ( e 0 g A - i ) Ť 2 r - d r 
^ 8i l t T{Q0QŠ* - 1) [ ¿ J T(T - dff " r 

. » g2" d r . " q-n + 1t d ř . » q2n + 1 d ř i ) 
do + * „f i 1 - ?2n+ ^ ~ * n=i ť(íť - qin + dtrj( 

202 



* Jř(ť T)dff = - í - r — T-í- r rdT + 
2ni PTÍQOQ^2 — 1) 

i 1 (r — 0 ( g n g A — i) ť2 

+ i í ž - i =i r; ai(r) d (T + 
4TI Í2 tíQOQ^2 — 1) 

+ 4nTt [ t r(QoeiŤ2-l) V{t' T ) J d T + 

1 3 ["(T — Oteog^T — l)ř2~| 8 / I 
+

 4:71 3í [ í r(g
o e i

í
2

 — 1) J 3 ^ 2
 l g T 

1 3 í ( r - ž ) ( g o e i í r - l ) i 2 r - g « f d r 
471 dty ir(eoQ^-l) [ ¿x t(T-3

2«Í) 
. « g2» d r . » q2n + 1t d ř _ . » g2"+ 1 d ř I] 

Rozviňme r) v Laurentovu řadu vzhledem k t. Ponecháme-li 
v této řadě pouze konečný počet členů, nahradíme přibližně jádro 
K(t, r) degenerovaným. Tím najdeme přibližné řešení naší úlohy. 

Nedostatek místa nám nedovoluje podrobněji se zastavit u tohoto 
přibližného řešení. Poznamenejme pouze, že řešíme-li integrální rovnici, 
dostaneme <ř'(í) ve tvaru Laurentovy řady (konečné, jestliže jádro (9) 
bylo nahrazeno degenerovaným). Konstantu C ve vzorci (1) zvolíme 

nyn í tak, aby ve výrazu &'(t) zmizel člen obsahující Při takové 
Z 

volbě bude &{t) a tedy i <p(z) jednoznačná. Tím bude zajištěna jedno-
značnost posunutí. 

(9) 

$ 46. Vnějšek dvou oválů. V tomto 
paragrafu formulujeme a řešíme 
druhý problém theorie pružnosti Obr. 10. 
pro oblast D, kterou dostaneme 
z roviny odstraněním dvou oválů (obr. 10). 

Pro jednoduchost budeme předpokládat, že se hlavní vektor vnějších 
sil působících na každé z křivek L1 a L2 rovná nule. Máme určit funkce 
<p(z) a y>(z), regulární vně vyňatých oválů Lx a L2 a vyhovující krajové 
podmínce ( f / n T 

^ ) + c W ) + f(0 = {tf\\\ + c l l L l ( !) 
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O oválech L x a L z učiníme předpoklad sloužící k zjednodušení řešení 
naší úlohy. 

Rovina, rozdělená řezy (— b, — a) a (a, b) na reálné ose, se zobra-
zuje na kruhovém mezikruží 

í í < \ t \ < y q 

pomocí funkce 

Zde jsme položili 

) I V 
D 

— a2)(z2 — 62) . 

1 r dz 

i / d - z2)(l — i2z2) ' 
i 

db 

(2) 

_ 2 xK 
q = e~ , K 

J 1/(1 — Z2)(l —/fc'2z2) 
o 

a k = k' = | / l — k2. Za ovály L1 a X2 zvohme křivky, ve které při 

zobrazení (2) přejdou kružnice |ť| = q ^ a |í| = gj, kde qx je číslo větší 
než q a jemu dostatečně blízké. Funkce (2) zobrazuje oblast D na 
mezikruží 

ti ^ |í| ^ í r * -

Rešíme-li rovnici (2) pro neznámou z, dostaneme 

z = . w(í) = a sn | ^ - l g ř | , 

kde sn je eliptická funkce Jacobího. Položíme-li v (1) £ = a>(ř) a uži-
jeme-li našich obvyklých označení, dostaneme tutéž krajovou pod-
mínku jako v předcházejícím paragrafu: 

1 Viz na př. [24]. Užíváme zde označení expu = eu . 
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yx a y2 značí kružnice | r | = 4 a | r | = q[. Obvyklým způsobem dosta-
neme rovnice 

0(t) + i - j * ) dor = i - J J (T ) r(ť, T) d(T + 
r .r 

+ Ž / T(t> T) (4) 
Yi 

+ i / ^ r ' d a = £ f ¥ ^
 t) d<T+ 

r r 

+ Ž / T) dCT- (5) 

Zde Z1 značí celou hranici mezíkruží. 
Jako v obecném případě rovnice (5) přímo určuje !F(í), jestliže í>'(í) 

je známa, a stačí vyšetřovat pouze rovnici (4). 
Poznamenejme nyní: Protože oblast D je neomezená, funkce z = co(t) 

nabývá uvnitř mezikruží nekonečné hodnoty (a to co(— 1) = oo) a je 
v něm tedy neregulární. Jestliže v rovnici (5) provedeme tytéž úpravy, 
jichž jsme užili v § 42, dojdeme nakonec k rovnici (viz (11), § 42) 

r 
Avšak řešíme-li ji, neřešíme tím naší úlohu. Vskutku určíme-li zě (6) 
hodnoty ů(r) na hranici, pomocí téže rovnice (6) analyticky pokraču-
jeme ů(t) dovnitř mezikruží. Přitom, vzhledem ke sčítanci — co(t) 
v integrandu, bude ů(t) obecně neregulární v mezíkruží a proto ne-
vhodná pro řešení problému z theoríe pružnosti. 

Rovnicí (4) upravíme tak, že v ní položíme t = — l a výsledek 
odečteme od (4). Dostaneme rovnicí: 

0
{ t )

 _ s> ( _ i) + 2 . f [T{t, t ) - T(- 1, r)] W{r) do = 
J a> (T) 
r 

F{r)mt,r)-T{-\,x)-\áa [T(t, r ) - T ( - l , r)] d«r. (7) 

r y. 
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V čitateli integrandu nalevo odečteme a přičteme co(t). Všimněme si, že 

Í [T(t, r) - T{- 1 , T ) ] S der = 0 . (8) 
4:71 J co (r) 

0'(t) 
Funkce —^-f- je regulární v mezikruží a podle vzorce (23), § 41 

co (t) 

t m J r j = i m 

CO'{T)  2 ca'{a) 

Tato identita je správná pro libovolné t uvnitř mezikruží. Speciálně pro 
t= — 1 

I f n - l . z j š d a ^ f f i . 
fl>'(T) 2 to'(o) 

Odečteme-li toto od předcházející rovnice, dostaneme rovnici (8). 
Rovnice (7) nabývá nyní tvaru: 

0{t) - 0 ( - 1) + ± f ft)(TlZ_ft)(<) [T(t, t ) - T(- 1, T)] 0^7) der = 
™ J co'(r) 

r 

= ¿ J " ^ W T O *) - i)] d a + £ c f W' T) T) ] d f f ' 
v« 

V této rovnici je jádro integrálu nalevo regulární v mezikruží. Derivu-
jeme-li podle t, dostaneme: 

r 

= F(t) T) da+rAf m T) (9) 

r . v, 

Schwarzovo jádro T(í, r) pro mezikruží je určeno vzorcem (8), § 45, 
v němž je pouze třeba místo q psát qv 

Stejně jako v případě omezené oblasti lze v (9) nalevo zanedbat 
v integrandu člen obsahující funkci 
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Zbývající část jádra označme K(t, r). Tak dojdeme k rovnici pro ne-
známou 0'(t): 

0'(t) + fK(t, r) dff = i - A J " F(r) T(t, T) do + 
r 

T ( t > r ) á a > ( 1 0 ) 

Vi 
jejíž jádro jako funkce t je regulární uvnitř r. 

Označme 

A £ F(r)T(t, t) der = ¿(ť). 

r 
Druliý integrál napravo v (10) se vypočte lehce, neboť integrál 

i f 
72 

je analytická funkce uvnitř T, jejíž reálná část se rovná jedné na y2 

a nule na Týmž podmínkám vyhovuje funkce 

igíi ^ 2 
a poslední integrál se od ní může lišit pouze čistě imaginární aditivní 
konstantou: 

A I m T ) d ^ | L + i + ť f l , ( 1 1 ) 

VJ 

Dosaďme toto do (10). Necháme-li í-»- r0, kde r0 je bod na T, dosta-
neme integrální rovnicí 

0'(ro) + fK(R0, T) ̂ ( 7 ) der = A'(r0) + ^ ^ • (12) 

Stejně jako v případě omezené oblasti lze dokázat, že rovnice (12) 
má vždy řešení. Při řešení je třeba zvolit C tak, aby v Laurentově roz-
voji funkce 0'(t) nebyl člen obsahující —-. Potom 0{ť) bude jedno-

t 
značná v mezikruží a naše úloha bude rozřešena. 

207 



Abychom prakticky řešili rovnici (12), lže rozvinout K(t, i) v Lau-
rentovu řadu a ponechat z ní konečný počet členů. Ve článcích [24] 
a [25] je rovníce (12) řešena v tom případě, kdy jsou q & q í velmi malé, 
takže lze zanedbat vyšší mocniny těchto čísel, než je prvá. V uvede-
ných článcích je funkce /(£) dána výrazem 

m = Í W + n ) C + ( l - n ) t ] , (13) 
kde h a n jsou konstanty. Na tento případ vede úloha o t laku horniny 
na nadloží dvou slojí. 

Naznačme stručně toto řešení. Nebudeme zde provádět podrobné 
výpočty a uvedeme většinou pouze výsledky. Především se dá co(t) 
uvnitř r rozvinout v řadu 

= + <"•<<>• ( 1 4 > 

Dále, klademe-li v (13) £ = co(r), dostaneme 

F(x) = P(1 + n) CO(T) + \h{\ — n) oí{r) 

a ¿(ť) = A ( 1 + » ) _ L J W o ( T ) r ( ř , T ) d a + 

r 

+ Y ( l - n ) ^ J ^ j T ( t , r ) d a - (15) 
r 

- w { ( 1 + n ) / i t ^ * ' t ) d a + (1 ~ n ) / r r ^ - t ) d a [ 
r r 

Funkce co0(t) je regulární uvnitř r a prvé dva integrály v (15) se vy-
počtou přímo na základě vzorců (22) a (23), § 41. Obtížnější je výpočet 
druhých dvou integrálů. Provedeme-lí t y to výpočty a ponecháme-li 
pouze členy s nižšími mocninami, dostaneme výraz pro pravou stra-
nu v (12) 

A\t) + - ^ { [ U + ») í + (1 - » ) ffi] + [(! + »)? + 

+ (1 - n) g j -i - 2[(1 + n)q2 + (1 -n)q\\ (í + + 3[(1 + n) q* + 

2t lgqx 2K 
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+ (1 - n) g?] í2 + 3[(1 + n) q3 + (1 - n) ?f ] - 1 + 

Ponecháme-li v jádře K(t, r) pouze nižší členy, nahradíme (12) 
rovnicí s degenerovaným jádrem: 

, , . J L [ l 2q q\ \ W{r) 
0 <*•> + 4 * ' J Í 7 + T + í ( 7 + i j j j f t d T -

ib f q\ <P'(T) *6 f / 1 1 _ 
4K' J t2(t'+ 1) ^ QT 4/f r0 lg?1 J \r + 1 2 + qX 

V. r 

r « T + r * + q T t« ) r^ť>aa 4Z'r2 J l t(t + 1) 
r 

2 ? 2 ( l - g ) , 2q3 + M i i í l I Í L 
r2(r + 1) ^ t 3 ( t + 1) ^ t 2 t -f- l | čt/(T) 

, ib f qq\ &F) , , »6 f / 4 g 2 ( l - g ) 
^ 4 i ř ' r 2 J r2 ^ + 4Z'r3 J ^ r ( r + 1) 

ys 
4g3 

r2(r + 1) / o)'(T) 4Jř TÍ J T(T + 1) 0,'(X) 
r 

Pro stručnost jsme označili -B(r0) veličinu (16). Z rovnice (17) je 
patrno, že 

<P'(T0) = 5(T.) + + ^ + ^ + ( 1 8 ) 
'0 lo 'o l0 

Dosadíme-li toto do (17) a porovnáme-li koeficienty pří stejných moc-
ninách T0, dostaneme soustavu pěti rovnic s neznámými D0, . . . , Z)4. 
K nim je třeba připojit šestou rovnicí 

^ hnb ., _ .• 

jež vyjadřuje, že &'(t) neobsahuje člen s 
Z 

u 209 



Rešíme-li uvedenou soustavu, najdeme 

Z>0 = D2 = Z»3 = Z>4 = 0, 

^ = K1 + ») í + í 1 - ») í J . 

a'6g[(l + n ) g + ( l - » ) g i ] 

• 2a(l+k)qi 

Odtud plyne, že přibližné řešení rovnice (12) zní: 

®'(t) = — U { [ ( 1 + ») í + (1 - n) g j j l + y ) - 2[(1 + n) g2 + 

+ (1 - ») ??](« + y ) + 3[(-l + ») 33 + (1 - n) ??](í2 + - I j J . 

§ 47. O konvergenci postupných aproximací. I n t e g r á l n í rovn ice (13), 
§ 42, jak už jsme uvedli, je ekvivalentní soustavě dvou rovnic Fred-
holmova typu. Abychom sestavili tuto soustavu, položme 

&{z) = p(z) + i q(r), K{z0, T) = R{z0, T) + i S(r0, z), 

— A'(z) = AAr) + i A,(z); — = X. (1) 

/C 
Oddělíme-li nyní v (13), § 42 reálnou a imaginární část, dostaneme 
uvedenou soustavu: 

P(t0) — A f{R(r0, z) p(z) + S{r0, r) g(r)} do- = ^ ( r , , ) , 
(2) 

q(z0) — A /{S(r0> r) p{z) — R{z0, z) q{z)} der = A2(T0). 
Y 

O soustavě (2) dokážeme následující větu.1 

V ě t a 1. Všechna charakteristická čísla soustavy (2) jsou reálná a jejich 
absolutní hodnoty jsou větší než jedna. 

Fredholmova alternativa nám dovoluje nahradit tvrzení vyslovené 
ve větě 1 tvrzením, jež také budeme dokazovat: 

Jestliže X je buď číslo komplexní, nebo číslo reálné, jehož absolutní 
hodnota není větší než jedna, má homogenní soustava 

1 Pro případ jednoduše souvislé oblasti dokázal tuto větu D. I. Šerman [37e]; 
jeho důkaz lze snadno přenést i na případ mnohonásobně souvislé oblasti. 
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P(ro) — A J[R(r0, r) p(r) + S(r0, r) g(r)] der = O, 

q(r0) - X / [5(r„, T) p(r) - iř(r0, T) g(r)] der = O ( 3 ) ' 
y 

pouze triviální řešení p(r) = 0, g(r) = 0. 
Předpokládejme nejdříve, že A je reálné. Potom |A| ^ 1. Vynásobme 

druhou rovnici (3) i a přičtěme k prvé. Označme ještě P(T) + iq(r) = 
= Ů{T). Potom 

Ů(T0) — XJK(X0, r ) ^ ( í ) d < r = 0 . (4 ) ; 
y 

Mohou nastat tyto případy: 

a) 0 < X < 1. Rovnice (2) potom odpovídá prvému biharmonické-

mu problému pro nulová posunutí na hranici a pro koeficient r. = A 
A. 

Podle toho, co bylo dokázáno v § 43, má rovnice (4) a s ní i soustava (3)' 
pouze triviální řešení. 

b) X = — 1. Rovnice (4) odpovídá třetímu biharmonickému pro-
blému s nulovými hodnotami derivací hledané biharmonické funkce na-
hranici a uvedená rovnice má opět pouze triviální řešení. 

c) Jestliže — 1 < X < 0 nebo X = 1, položme X = — X*, ů(r) = 
= i Ů*(T). Rovnice (4), jestliže krátíme i, přejde v 

#*(r„) — X* f K{r0> T) dtr = 0. . (5) 
y 

Zde je buď 0 < X* < 1, nebo X* = — 1. V důsledku a) a b) má rovnice 
(5) pouze triviální řešení ů*(r) = 0. Avšak potom Ů(t) = 0, p(r) = 
= Í ( T ) = 0 . 

Nechť je nyní číslo X komplexní: X = Xx + iX2 a X2 4= 0. Funkce 
P(T) a q[r) vyhovující soustavě (3) budou v tomto případě také obecně 
komplexní. Položme p(T) = px(R) -f i p2(r), q(r) = ga(r) + i q2{r). 
Oddělíme-li v (3) reálnou a imaginární část, dojdeme k soustavě čtyř 
integrálních rovnic: 

PI(TO) — H ¡[RITo. R) Pi(T) + S(T0, T) ^ ( T ) ] der + 
y 

+ X2f [R(r0, T) p2(r) + S(r0, T) g2(r)] do = 0, (6) 
y 

P2(r0) — K /[-R(t0, t ) Pi(t) + S(To> r ) ?i(T)] dff — 
y 
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— Ax /[-R(T0, Z) p2(z) + S(z0, z) qz(r)] dff = O, 
v 

?I(*o) — ¿1 /[£(*<>, Pi(f) — T) ^(T)] der + 
y 

+ / t ) P2M — R(r0, r) ffa(T)] der = O, (6) 
v 

^(To) — h z) ^ ( t ) — R{r0, r) g^r)] do- — 
y 

— / [ £ ( t 0 , t ) p2(r) — i?(r0, r) g2(r)] do- = 0. 
v 

Třetí a čtvrtou rovnici té to soustavy násobme i a přičtěme k prvé 
resp. k druhé rovnici. Zavedeme-li nová označení 

px(r) + i q^r) = ů^z), p2{z) -f i q2{z) = #2(r), 
dostaneme 

^i(To) — K ¡K(z0, R) do + A2 JK(Z0, Z) der = 0, 
^ > * (7) 

— A2 fK(r0, x) dff — Ai jK(Z0, Z) Ů2(Z) do = 0. 
y y 

Vyšetřujme podrobněji soustavu (7). Jádro K(t, z) je regulární 
v oblasti D*; odtud plyne, že funkce ŮJTO) a #2(T0), vyhovující sou-
stavě (7), lze analyticky pokračovat dovnitř D* a že jsou v té to oblasti 
regulární. Avšak v tomto případě jsou orthogonální k funkcím ak(z). 

Přípomeneme-li si vzorec (§ 42) 
1 8 r<a(r) — co(t) .1 a>'(t) » . 

přesvědčíme se o tom, že 

lK(t, z)W)do = ^ f l ^ l Z f Q T{t, r ) ] ^ dff, = 1, 2. 

Dosadíme toto do (7) a t ak to nalezené rovnice, na základě analytic-
kého pokračování, napíšeme pro vnitřní bod t oblasti D*: 

Ut) - ¿ ' f j t T { t , T)J [ A , - A2#¡(7)] dff = o, 
y 

u t ) r(ť, r ) j [A 2^(7) + A ^ ) ] dff = 0. 
v 
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Označme 0x(t) a 02(í) neurčité integrály funkcí ů^ť) a #2(í)- Integrujme 
poslední rovnice vzhledem k t. Zvolíme-li vhodným způsobem libovolné 
konstanty, až na které jsou určeny 0j(í) a 02(ř), dostaneme 

t) - i . f T(ř; t)[Ai 0 ^ ) _a2 0 ^ ) ] dff = o, 

(8) 

0 , ( 0 - ¿ f t ) [ A „ 0 ^ ) + ^ 0 ^ ) ] d<r = 0. 4 7 1 J co'(T) 
" Y 
Poslední rovnice lze zjednodušit. Vskutku podle vzorce (23), § 41 

j _ T) 
J o/(T) 

1 A 1 0 » - A 2 0 » 
2 ' ( ) 

i rx20Í(T) + ©;(T) , , i a 2 0 » + ^ 0 ^ ) / . . T) dg = — l ^ l ^ i v ^ / ^ i 2\ / ̂  ( 1 0 ) 
^ J co'(r) 2 to'(a) 

Y 

Konstanty na pravých stranách v (9) a (10) označme k1 a k2. Nyní lze 
rovnice (8) napsat takto: 

® A t ) - T - í - = T ( t , r)[At ě f c ) - A2 Šj(7)] der + h c o [ t ) = 0 j co ( r ) 
(11) 

Í • = T{t, x) [X2Wr) + KWr)] d* + h«>(t) = 0. 4 7 1 J a>'(r) 
Y 

Předpokládejme, že co(a) = 0. Tím je určena pouze volba počátku 
v rovině t. Definujme nyní nové analytické funkce W^Jt) a ¥^(2) vzorci 

w á t ) ~ i f -!!$)t{t>0í(t) _ a2<9*(t)] d a = 

Y 

TO - ¿ / ^ y T)[A,©í(r) + ^ ( T ) ] da = 0. 

(12) 

Lze přímo ověřit, že funkce 0x(í) + W^ť) a 02(í) + !f2(í) jsou jedno-
značné v D*. Dále z (11) a (12) plyne, že na y jsou splněny rovnice 
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co(r) 
« x ( t ) - - X20'2(r)] + y x ( r ) + co(r) = O, 

co (r) 
a t r ) _ (13) 

&2{r) -=Ll[t20l(r) + + W2(z) + k2 <o{r) = 0. 
co (r) 

O tom se lze okamžitě přesvědčit, aplikujeme-li na každou z rovnic 
v{13) větu 3, § 41. Potom dostaneme rovnici (11) a (12). 

Položme ^ = ^ + ^ ^ . = 1 2 ( u ) 

a zvolme aL a a2 tak, aby v (13) vymizely členy, jež obsahují a>(r). Aby 
tomu tak bylo, musí a1 a a2 vyhovovat soustavě rovnic 

a1 — k1a1+Áiai + k1 = 0, ^ 
cl2 — Ajdi — Aja2 k2 = 0. 

Není obtížné se přesvědčit, že pro 4= 0 je tato soustava řešitelná. 
Vrátíme se opět k proměnné z, kladouce co(t) = z a eo(r) = 

Označme ^ = ^ ^ = ^ • = ^ 2 

Rovnice (13) nyní nabývají tvaru 

9>i(0 - <PÍ(C) - h <p't{Z]\ + rpÁO = 0, 

<p2(C) - C[A2 + ^(C)] + Wi(C) = 0. 

¡Sečteme-li a odečteme-li poslední rovnice, dostaneme: 

<Pi(0 - (h + h) c <PÍ(C)+Wi(C) = — <pM) + 
+ ( A 1 - A 2 ) C v . ; ( í ) - V i ( O > (i6) 

9>i(o - (h - h) í = -
- (¿1 + h) t + 

Hovnice (16) platí na hranici L. 
Zaveďme reálné funkce u\(x, y), v\(x, y), ..., v\(x, y) definované 

v oblastí D relacemi 
u{ + iv{ = ^(z) — + Aa) z ^(z) 4- y i(z), 

«2 + = <Pi(z) — Ui — ¿2) z ^íí2) + Vi(z)> 
+ iv2 = — cp2{z) + — A2) Z y2(z) — y2(z), 

«1 + = ^ (z ) — Ui + ¿2) z <p'2{z) + y>2(z). 
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V tomto označení lze rovnice (16) napsat takto: 

n a l u\ + iv\ = u\ + iv\\ u\ + iv\ = u\ -f- iv\. 

Zaveďme dále označení 

9»iOO = P1 + iq1, <Pi(z) = p2 + iq2. 
Není obtížné se přesvědčit o platnosti rovnic: 

m + a í - 2 Í 1 - A X } — 
a* + ~ 4 1 ^ a* 

dx 

+ 2(1 

2(1 + ^ - ^ 

- 2(1 - ^ + A2) 

2a; 
dví 

dy 
dui 

dx 
du2 

dy 
eví 

dx dy 
df-
dx 

dv\ 
dx 

c x d y dy 
dv% dul 

Ze (17) zřejmě plyne platnost těchto rovnic: 

dq2 

dy' 

(29) 

(18) 

(19) 
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(19) 

L 
Integrály v (19) transformujeme podle Greenova vzorce na dvojné. 

Zaveďme označení: 

/ / ( ¥ ) ' • < " » > - / f { ^ f d x d " - s > - >=2' (20) 

j i? 
Užijeme-li rovnic (18) a Cauchy-Riemannových rovnic pro funkce p} 

a q1, dostaneme z (19): 

(1 + V+ *iMi + (1 — K — - ( 1 + Xx-X2)A12-
- (1 - Xx + X2) B12, 

(1 + Xx-X2)Ax + (1-Xx + X2)Bx = (l + Xx + X2)A12 + 
+ (1 — Xx — X2)Bn, 

(1 + Xx+ X2)A2 + (1 — Xx — X2) B2={1 + Xx-X2)A12 + 
+ (1 - Xx + X2) B12, 

(1 + Xx - X2) A2+( 1 - Xx + X2) B2 = - ( 1 + Xx+ X2) A12-

— (1 — Xx — X2) Bw 
Vyloučíme-li odtud .412 a dostaneme 

2X2(Ax + A2) = 0, 2X2(Bx + B2) = 0. 

Protože čísla A-, B- jsou nezáporná a X2 + 0, je 

Ax = A2 = Bx= B2 = 0. 
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Avšak v takovém případě 
dpl _ dp2 __ dg1 __ dg2 _ 
3a; 3a; 3a; 3a; ' . 

a t6dy <p[{*) = = 0. 
Vrátíme-li se opět k proměnné t, z = co(t), nalezneme, že 

= <Pá(«) ^ o 
cíli 

6>i(í) — co'(í) = 0, 02(t) — a2 co'(t) = 0 . 

Určíme-li odtud čísla ^ a k2 (vzorce (9) a (10)) a dosadíme-li je do 
(15), najdeme ax = a2 = 0, a tedy 0[(t) = 0'2(t) = 0. Uvědomíme-li si 
nyní' Že m = ůÁt) = p, + iq,, 
přesvědčujeme se, že px = p2 = qí = q2 = 0, a soustava (3) má pro 
komplexní A-pouze triviální řešení. Tím je věta 1 úplně dokázána. 

V ě t a 2. Posloupnost postupných aproximací pro rovnici (13), §42 
konverguje. • 

Parametr A v rovnici (13), § 42 je reálný a jeho absolutní hodnota 
není větší než jedna. Uvedená rovnice pro reálná A je ekvivalentní 
soustavě (3), pro kterou body kruhu |A| £ 1 nejsou charakteristické. 
Řešení soustavy (13), § 42 lze v tomto kruhu rozvinout v Taylorovu 
řadu podle mocnin A. To je ekvivalentní tomu, že posloupnost postup-
ných aproximací pro soustavu (3) čili pro rovnici (13), § 42 konverguje. 

Je třeba poznamenat, že užití methody postupných aproximací 
v praxi je ztíženo tím, že je při ní třeba vypočítat veliké množství 
kvadratur. 

K A P I T O L A 3 

z o b e c n ě n y s c h w a r z ů v a l g o r i t m u s 

§ 48. Dirichletův problém pro mnohonásobně souvislé oblasti v ro-
vině. Nechť D je mnohonásobně souvislá rovinná oblast, o níž budeme 
zprvu předpokládat, že je omezená. Stejně jako výše označíme křivky 
hranice L0, Lx, ..., Ln, při čemž L0 bude označovat křivku, omezu-
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jící oblast z vnějšku. Označme dále D0 oblast ležící uvnitř L0 a Dk 

oblast, ležící vně Lk i(c = 1, 2, . . . , n. Je zřejmé, že oblast D je část 
společná všem oblastem D0, Dlt ..., D„. 

Nechť U(x, y) je funkce harmonická v Z) a V(x, y) je funkce s ní kon-
jugovaná. Označme U(x, y) + i V(x, y) = <p(z). V § 31 jsme ukázali, že 
funkci <p(z) lze napsat ve tvaru 

<p(z) = <p*(z) + %Ak\g{z—zk) (1) 
k=l 

kde (p*{z) je funkce regulární v D, Ak jsou reálné koeficienty a zk je 
pevně zvolený bod uvnitř Lk. 

Dokažme, že <p*(z) lze napsat ve tvaru 
součtu funkcí, z nichž každá je regulární 
v Dk. Zvolme v D libovolný bod z. Veďme 
uvnitř D křivky L'0, L[, ..., L'n blízké k od-

.povídajícím křivkám La, Llt ..., Ln tak, aby 
bod z byl uvnitř oblasti omezené křivkami 
L'0, L\, ..., L'n (obr. 11). Soustavu těchto 
kladně orientovaných křivek označme L'. 
Nyní podle Cauchyho vzorce O b r . 11 . 

9 ~~ 2,7ti J £ z 2ni J C z 

Funkce 
?k(z) = 2ni J í -

( 0 d£, k = 0, 1, . . n 

(2) 

(3) 

je regulární uvnitř L'0 (k = 0) nebo vně L'k (k = 1, 2, . . . , n). Avšak 
křivky L'k lze zvolit libovolně blízko k Lk. Odtud plyne, že <pk{z) 
(k = 0, 1,..., n) lze analyticky pokračovat na celou oblast Dk. Protože 

<P*(Z) = %PÁZ)> (4) 
k= 0 

je naše tvrzení dokázáno. Označme 
uk{x, y) = Re{?;fc(2)}. 

Potom z (1) a (4) plyne vyjádření funkce harmonické v D ve tvaru 
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U(x, y) = \uk{x, y) + |Ak lg\z - zk\, • (5) 
i=0 i=l 

kde funkce Uk(x, y) je harmonická v Dk. Funkce Uk(x, y) ve vzorci (5) 
nejsou určeny jednoznačně; ke každé z nich lze připočíst konstantu ak 

za toho jediného předpokladu, že 

a0 + ai + • • • + an = 0. 
Předpokládejme nyní, že umíme poměrně jednoduše řešit Dirichletův 

problém pro každou z oblastí Dk. Jak ukážeme, řešení Dirichletova 
problému pro oblast D lze převést na řešení jisté soustavy integrálních 
rovnic, která je také poměrně jednoduchá. 

Označme uk(£) hodnotu funkce Uk(x, y) na hranici Lk. Veličiny uk(C) 
budeme v úloze považovat za neznámé. Řešení Dirichletova problému 
pro oblasti Dk je nám známo a můžeme tedy považovat za známé 
Greenovy funkce Gk(z\ £) pro tyto oblasti. Při tom 

U Á x , y ) = ~ J U k ( t ) ™ ^ d a . (6) 

Nechť /*(£) je hodnota hledané funkce U(x, y) na křivce Lk. Ve 
vzorci (5) bude z = x + iy značit bod na křivce Lm. Na této křivce 
U(x, y) = fm(z), Um(x, y) = um(z) a hodnoty ostatních funkcí Uk[x, y) 
jsou určeny vzorcem (6). Vzorec (5) nyní dává: 

na Lm 

um{z)+±Z f uk(C) d° f j C) do* = fm(z) -%Ak lglz - zfc|. (7) 
k^m J k — 1 

H 

Rovnice (7) tvoří soustavu integrálních rovnic Fredholmova typu 
s neznámými uk{Q,- k = 0, 1, ..., n. Koeficienty Ak budeme zatím 
považovat za libovolné. 

Soustava (7) není řešitelná, jestliže její pravá strana je dána libovol-
ně. Abychom se o tom přesvědčili, stačí dokázat, že příslušná homogen-
ní soustava 

n a l - *.{*) + 2 ¿ í«.o *> = o (8) 
Jcdpm J 
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má netriviální řešení. Všimněme si identity 

H 
jež značí, že se harmonická'funkce, která se rovná jedné na hranici, 
rovná jedné identicky. Z (9) přímo plyne, že homogenní soustava (8) 
má řešení um(z) = am , kde <xm jsou konstanty, jejíchž součet je roven 
nule. Není obtížné pozměnit soustavu (7) tak, aby se stala řešitelnou. 
Nechť lk(£) je funkce podrobená podmínce 

fc(C)da=l (10) 

a jinak libovolná. Nahraďme soustavu (7) soustavou: 

na Lm um(z) + i - £ juk(0 0 - Zt(f)J da = 

= fm{z)-^Ak\g\z-zk\. (11) 
k= 1 

Dokažme nyní, že soustava (11) je řešitelná, ať je její .pravá strana 
jakákoliv. Ve shodě s Fredholmovou alternativou uvažujme homogenní 
soustavu: 

na Lm vm(z) + i - % J vk(C) [ ^ f j da = 0. (12) 

Nechť v0(z), vx(z), ..., vn(z) je nějaké řešení této soustavy. Označme am 

konstanty , , -

271 k*m J 
H 

V tomto označení nabude soustava (12) tvaru 

na Lm v j z ) + ¿ 2 f - ^ ? v k ( £ ) da = am. (13) 
k^m 

Veličinu vm(z), jež je určena pomocí soustavy (12) na křivce Lm, 
budeme považovat za hodnotu na hranicí funkce harmonické v Dm. 
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Tuto funkci budeme označovat symbolem Vm(z). J e zřejmé, že funkce 
konjugovaná s Vm(z) je jednoznačná v Dm, neboť oblast Dm je jednoduše 
souvislá. Utvořme funkci 

V{z) = | Vm(z). 
m = 0 

Tato funkce je harmonická v D; funkce s ní konjugovaná je jedno-
značná v D. Vzorec (13) ukazuje, že f u n k c e V (z) nabývá na každé 
z křivek Lm konstantní hodnotu rovnou am. Vycházejíce z toho, 
dokažme, že V (z) = konst. 

Zaveďme znovu funkce bm(z) a am(z) (viz § 41, vzorce (10) až (12)). 
Položme ještě b0(z) = 1. Bez obtíží nahlédneme, že 

V(z) = a0 b0(z) + 2 (ak - a0) bk(z). (14) 

Podmínky jednoznačnosti funkce V (z) jsou: 

fV(C) ak(C) do = 0, k = 1, 2, . . . , n. (15) 
L 

Všimněme si, že identita (15) platí i pro k = 0, protože potom b0(C) = 1 
a a0(C) = 0. Vynásobme nyní (15) a0 pro k = 0 a ak — a0 pro k > 0 
a nalezené rovnice sečtěme. Pomocí vzorce (14) dostaneme 

L 
Avšak, jak se dokazuje v theorii potenciálu, jestliže F(z) je funkce 
harmonická v D, pak (v je vnější normála) 

f ^ m m m ^ 
L D 

Odtud plyne, že w zy 
= V(z)= konst. 

ex oy 

Snadno se nyní přesvědčíme, že funkce Vm(x) jsou také konstantní. 
Skutečně 

Vm(z) = V(z) - 2 VÁZ). 

Protože V{z) je konstanta, jsou všechny sčítance napravo funkce 
harmonické uvnitř Lm, a tedy Vm(z) je funkce harmonická uvnitř Lm. 
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Avšak Vm{z) je podle definice harmonická vně Lm. Je tedy Vm harmo-
nická v celé rovině. Podle Liouvillovy věty Vm(z) = konst. 

Dosaďme nyní do (12) konstanty místo vk(z). Užijeme-li vztahů (9) 
a (10), dostaneme okamžitě vk(z) = 0. Odtud plyne, že soustava (11) je 
řešitelná. 

Ukažme nyní, že pomocí této soustavy lze řešit Dirichletův problém. 
Řešme soustavu (11) tak, že v ní nahradíme pravé strany nejdříve 
výrazy fm(z) a potom lg|z — zk\. Příslušná řešení označme Wm(z) 
a Wkm(z). Potom bude řešení soustavy (11) 

m 
um(z) = Wm(z) - 2 Ak Wkm(z). 

k= 1 

Konstanty Ak, které byly dosud neurčeny, podrobíme požadavku, aby 
součty 

A = ~ 2 Í Uk(C)lk(£)da 
271 kdpm J Lk 

byly stejné pro všechny hodnoty m = 0, 1, . . . , n. To dá soustavu 
7 1 + 1 rovnic s n + 1 neznámými A, Av A2, ..., A„. Určíme-li ty to 
neznámé, dostaneme řešení Dirichletova problému ve tvaru 

U(z) = 2 Uk(z) + | Ak \g\z - zk\ - A . (16) 
i = 0 k—1 

Podstatně jednodušeji se řeší modifikovaný Dirichletův problém. 
11 

V tomto případě Ak = 0 a U = 2 Uk. Funkce Uk(z) lze určit ze sousta-
v o 

vy: 
na Lm 

u>Áz)+L^ f Uk{° [dGkidv d ° = ( n > 

Veličiny . ~ 
- 9 - 2 / Uk(C)lk(C)da 

J 
Lm 

dávají hodnoty konstant, jež je třeba odečíst od fm(z) ve shodě s for-
mulací problému. 
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§ 49. Případ trojdimensionální oblasti. Téhož postupu, a to ve značně 
jednodušším tvaru,'lze užít na řešení Dirichletova problému v prostoru. 
Nechť je problém formulován pro oblast D, jejíž hranice se skládá 
z několika oddělených ploch Sv S2, . . . , Sn. Označme Dm tu z obou 
oblastí omezených plochou Sm, uvnitř které leží oblast D. Funkce 
U(M),1 harmonická v D, může být vyjádřena jako součet funkcí har-
monických v Dm. To okamžitě plyne z Greenova vzorce, jenž může být 
napsán ve tvaru 

U(M) = 1 i j ¡ U % - U - B f W i umm. (1) 
m~ 1 J J \ i m= 1 

«m \ 1 
Je zřejmé, že funkce 

sm 
je harmonická v Dm. 

Vyjádření U(M) ve tvaru 

U(M) = 2 Um(M) (3) 
m= 1 

je jednoznačné. Abychom to dokázali, předpokládejme, že -existuje 
ještě jedno vyjádření, 

U(M) = § U'JM), 
m= 1 

kde U'm(M) je funkce harmonická v Dm. Odečteme-li toto od (3) a kla-
deme-li pro stručnost Um — U'm = Vm, nalezneme 

n 

2 vm = o. 
m= 1 

Napišme tuto rovnici ve tvaru 

vm = - 2 vk. 

M zde značí proměnný bod prostoru. 
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Levá strana této rovnice je harmonická vně Sm a pravá uvnitř Sm. 
Avšak v takovém případě je V ^ M ) harmonická 'v celém prostoru, 
a tedy je rovna nule. Tím je jednoznačnost vyjádření (3) dokázána. 

Označme fm{M) danou hodnotu hledané funkce U(M) na ploše Sm. 
Předpokládejme, že umíme řešit Dírichletův problém pro každou 
z oblastí Dm\ nechť Gm(M, Mx) je Greenova funkce této oblasti. Týmiž 
úvahami jako v předcházejícím paragrafu lehce dojdeme k následující 
soustavě integrálních rovnic: 

Um[M) + ± 2 f f Uk(Ml) MWJĚÚ as = UM); 
kdspm J J 

Sk 
m = 1, 2, . . . , n. (4) 

Na rozdíl od rovinného problému je soustava (4) vždy řešitelná. 
Nechť vx(M), ..., vn(M) vyhovují homogenní soustavě 

•-<*> + = 2 [ f o U M j Z ^ M - O . (.) 
k^m J %) 

Sk 
Označme Vm{M) funkci harmonickou v Dm a rovnou vm(M) na Sm. 

Porovnáme-li soustavy (5) a (4), vidíme, že funkce 

V{M) = Í Vm{M) 
m=1 

je harmonická v D a rovna nule na její hranici. Avšak potom V{M) = 
= 0, a protože vyjádření (3) je jednoznačné, jsou také Vm(M) = 0. 
Homogenní soustava (5) má tedy pouze triviální řešení; v důsledku 
Fredholmovy alternativy má nehomogenní soustava (4) vždy řešení, 
jež nás zřejmě vede k řešení Diríchletova problému pro oblast D. 

§ 50. Zobecněný Schwarzův algoritmus. Vraťme se k rov innému 
problému (§ 48). Pro jednoduchost' předpokládejme, že oblast D je 
neomezená, takže hraníce L0 neexistuje. Za lk(Q zvolme funkce 

w o = ^ v dv 

takže soustava (17) nabude tvaru: 

(1) 
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na Lm 

+ 2 ¿ ¿ J [ ^ i r ^ v ^ j ^ = u z ) ' • ( 2 ) 

Lk 
m = 1 , 2 , . . 

Předpokládejme, že křivky Lk jsou od sebe dostatečně vzdáleny. 
Potom, jak lze lehce nahlédnout, budou jádra soustavy (2) malá a je 
zřejmé (víz § 2), že soustava (2) je řešitelná methodou postupných 
aproximací. 

Analysujme podrobněji algoritmus postupných aproximací pro 
soustavu (2). Postupujeme tak, že nejdříve zavedeme do rovnice (2) 
parametr X. Dostaneme novou rovnici: 

na Lm 

U j 2 ) + 2 U k ( C ) [ — d i dv J d f f = U Z ) ' 
™ Lk 

m = 1, 2, . . . , n. (3) 

Jej í řešení budeme hledat ve tvaru 
* 00 

Um(z) = s (—iy ŠS umr(z). (4) 
T= O 

Dosaďme toto do (3). Porovnáním koeficientů při stejných mocninách 
X nalevo a napravo dostaneme ty to rekurentní vzorce: 

„ M * V I „ C) dGk{co,C)~\ ^ 
= 2. I u*.r-i(£)tl fo, ^ der. (5) 

Um0(z) = fm(z), 

L 

Položíme-li nyní v (4) X = 1, najdeme řešení rovnice (2). 
Vzorce (5) určují funkci umT(z) pouze n a křivce Lm. Nechť nyní z 

značí libovoíný bod oblasti Dm. Symbol Umr(z) nechť značí funkci har-
monickou v Dm, jejíž hodnoty na obvodu této oblasti jsou dány vzorci 
(5). J e zřejmé, že uvnitř Dm 

Umr(z)= ± J WC)^ da; 
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vzorce (5) lze vyjádř i t v takovém tvaru: 
na Lm 

Um0(*) = /«(«), Umr(z) = 2 r-1(2) - Uk,r_co)]. (6) 

Jak ukazují vzorce (6), členy řady (4) lze sestrojit takto: 
Jako nulovou aproximaci zvolíme funkce Um0(x) harmonické v Dm, 

jejichž hodnoty na hranici se shodují s danými funkcemi fm(z). 
Jestliže už jsou sestrojeny funkce Um0(z), ..., UmiT--y(z), pak Umr(z) 

je určena takto: od funkcí Uki r_ x(z), k 4= m odečteme jejich hodnoty 
v nekonečnu; nalezené rozdíly se vypočtou pro hodnoty na křivce Lm 

a potom sečtou pro všechna k, která se nerovnají TO. Jako výsledek 
dostaneme hodnoty funkce Um r(z) na hranící Lm. Pomocí příslušné 
Greenovy funkce potom určíme funkci UmT(z) v celé oblasti Dm. Hle-
daná harmonická funkce U(z) v D se rovná součtu řady 

= i ( - l)r i Umr{z). (7) 
t= 0 m= 1 

Vyložený postup má ideu shodnou s alternujícím Schwarzovým algo-
ritmem; budeme jej nazývat zobecněným Schwarzovým algoritmem. 

Zobecněný Schwarzův algoritmus je obzvlášť jednoduchý v tom 
případě, kdy je oblast D dvojnásobně souvislá. Můžeme předpokládat, 
že /2(C) = 0. K tomu stačí odečíst od hledané funkce U(z) funkci U'(z) 
harmonickou Y D 2 a rovnou /2(z) na L2. Vzorce (6) nyní dávají: 

na L1 U10{z) = f(z), UlT(z) = TJ^-^z) — ř / , , , - ^ 00), 
(o) 

na L2 U20(Z) = 0, U2T(z) = i71)f.-1(z) — Č7 l ! r -oo ) . 

Ze vzorců (8) plyne, že se Ulr(z) pro lichá r a U2r(z) pro sudá r iden-
ticky rovnají nule. Označme nyní pro stručnost 

UlT(z) = Ur(z), U2r(z) = Vr(z). 
Potom 

17 (z) = U0(z) - V ¿z) + U2(z) - V3(z) + ... (9) 

Bez podstatných změn lze užít zobecněného Schwarzova algoritmu 
i pro případ omezené, mnohonásobně souvislé oblasti. Stačí nahradit 
funkci l0(C) nulou. Lze také zvolit 
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_ dG0(a, C)  í o ( g ~ 

kde a je libovolný bod uvnitř D. 
l 

V případě trojdimensionální oblasti se zobecněný Schwarzův algo-
ri tmus zjednoduší. Do rovníce (4), § 49 zavedeme parametr X a napíše-
me rovnicí ve tvaru: 

na S„ TO 

I í í u"(Mi) d G Á f ; M l ) AS = UM). (LO), 
k^m J U Sk 

Je j í řešení budeme hledat ve tvaru 

um(M)=Z(- 1)T k umr{M). (11)> 
r = 0 

Dojdeme potom k rekurentním vzorcům: 

um0(M) = fm(M), 

umr(M) = i ž f f u , ^ (Ml} w. (12) 

Sk 
Jestliže M bude nyní značit vnitřní bod oblasti Dm, bude Umr{M) 

označovat funkci harmonickou v Dm, jejíž hodnoty na Sm jsou dány 
rovnicemi (12). 

Avšak v takovém případě 

/ Tir ^ ?>Gk{M, Mi) l-,r—1 (Mj) U ' U dS = TJk,r—l{M) 

Sk 
a rovnice (12) nabývaj í jednoduššího tvaru: 

na Sm Um0(M) = UM), Umr(M) = 2 ^ r - f f l . (13) 

J ak zřejmě plyne ze vzorců (13), sestrojí se postupné aproximace 
takto: Nulovou aproximací jsou funkce Um0(M), m=\,2,...,n, 
harmonické v Dm a rovné fm(M) na plochách Sm. Jestliže aproximace 
Um0(M), Uml(M), ..., U^.^M) jsou již sestrojeny, je Umr(M) určena 
jako funkce harmonická v Dm, jež se na ploše Sm rovná součtu 
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2 U ^ - ^ M ) . 

Jestliže oblast D je dvojnásobně souvislá, pak zobecněný Schwarzův 
algoritmus konverguje. 

Důkaz této věty lze nají t v článku S. L. Soboleva [34], Omezíme se 
zdě na případ dvojnásobně souvisle trojdimensionální oblasti, pro kte-
rou je důkaz elementární. 

Jak už jsme poznamenali, náš algoritmus je shodný s algoritmem 
postupných aproximací pro soustavu integrálních rovnic:1 

na 81 Ul{M) + ¿ j Ju^MJ áS = f^M), 

n a £ 2 u2(M) + ± J J ^ M ^ f ^ dS = ft(M). 

Uvažujme homogenní soustavu integrálních rovnic, obsahujících 
parametr A: 

na S1 Vl{M) + — / I t>,(MJ 2V ^ 11 dS = 0, 

( 1 5 ) 

na v2(M) + ± f f v A M J ^ = Q 

Dokažme, že charakteristická čísla této soustavy jsou v absolutní hod-
notě větší než jedna. V důsledku toho, co bylo dokázáno v § 5, bude 
odtud plynout konvergence algoritmu postupných aproximací pro 
soustavu (14). 

Jestliže M je vnitřní bod oblastí Dm (TO = 1, 2), budeme U-^M), 
U2(M) jako shora považovat za funkce harmonické v Dv D2, jejichž 
hodnoty na S1 resp. S2 jsou určeny ze soustavou (15). 

Potom lze tuto soustavu napsat takto: 
na S1 U^M) + X U2{M) = 0, 
na S2 U2{M) + A UX{M) = 0. (16) 

1 Píšeme zde tuto soustavu pro případ dvojnásobně souvislé oblasti, který nás 
zajímá. 
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Funkce UX(M) a U2(M) mohou být komplexní, nicméně věta o ma-
ximu absolutní hodnoty zůstává pro ně v platnosti1. Označme Ak 

maximum \Uk(M)\ a Nk ten bod plochy Sk, v němž \TJk\ = Ak. V prvé 
z rovnic (16) položme M = Nx a ve druhé M = N2. Nyní z těchto 
rovnic plyne d d 

| A | = . 1 - 2 

Odtud A . 
|A|2 = — ^ t t l (17) 

Oba činitelé napravo jsou větší než jedna, neboť oblasti Dx& D2 jsou 
neomezené a funkce Ux a U2, harmonické v těchto oblastech, se nerov-
nají identicky konstantě; v takovém případě je hodnota harmonické 
funkce ve vnitřním bodě menší (s vyloučením rovností) než maximum 
na hranici. Je tedy [AJ > 1, jak jsme měli dokázat. 

Náš důkaz konvergence zobecněného Schwarzova algoritmu zůstává 
v platností i tehdy, když je oblast D omezená. V tomto případě je 
jedna z oblastí, na př. Dx, omezená a druhá je neomezená. Ve vzorci 
(17) prvý činitel napravo není pak menší než jedna a druhý je větší 
(s vyloučením rovností) než jedna. Jako dříve |A| > 1 a to stačí ke 
konvergenci našeho algoritmu. 

Nechť na ÍSJ \TJX{M)\ £ K . Potom uvnitř D1 

1) 1 i r r 8QJM, Mj) K r r\SG^M, M1 
I J J UJMJ \ fig- J j - i — L 

Si A 
Avšak normální derivace Greenovy funkce uvnitř oblasti je kladná. Odtud 

1) 

dS. 

Dále je integrál 

K r r do^M, Mx 
J J - V ^ 

v 

4K J J 8V 

funkce harmonická v Dx a rovna jedné na Sx. Tato funkce uvnitř Dx je rovna 
jedné, když je oblast D omezená a je menší než jedna, když je oblast neomezená. 
Tedy definitivně \Ul{M)\ ú * 

v celé oblasti Dx. 
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•§51. Obtékání křídla letadla Vzdušným proudem v blízkosti povrchu 
iemě. Pro jednoduchost výpočtu předpokládejme, že křídlo je kruho-
vého průřezu. Osy souřadnic zvolme tak, jak je ukázáno na obr. 12. 
Budeme předpokládat, že se křídlo pohybuje ve směru osy x stálou 

rychlostí U; rychlost částic vzduchu v neko-
nečnu zvolme rovnou nule. Konečně předpo-
kládejme, že pohyb je necírkulární. Proudová 
funkce rp(x, y) řeší modifikovaný Dirichletův 
problém s těmito podmínkami na hranici:1 

na kružnici |z — b\ = R 

y>=Uy + C', C' 

ip = 0. 

konst, 

na ose x 

(1) 

(2) 

Obr. 12. Aplikujme na tento problém zobecněný Schwar-
zův algoritmus. Označme L1 hranici průřezu 

křídla, L2 OSU X. Potom D1 bude rovina s kruhovým výřezem a Z)2 

horní polorovina. Můžeme užít přímo vzorce (9), § 47, neboť ip = 0 
naÍ2' y>(x,y) = U0(x,y)—V1(x,y) + U2(x,y)—V3(x,y) + ... (3) 

Funkce U0(x, y) je harmonická v D1 a rovna TJy = UR siní? 1 na 
kružnici Lv Není obtížné nahlédnout, že těmto podmínkám vyhovuje 
funkce 

V nekonečnu U0(x,-y) = 0 a na ose x 
UR2b U0(x, 0) = . x2 + b2' 

Nyní je Vx{x, y) definována jako funkce harmonická v horní polo-
. . . . , . . , . , UR2b rovině, jez se na hranici poloroviny rovna x2 + b2' Podle známého 

vzorce 

Viz § 35. 
1 Označení viz na obr. 12. Konstantu C' neuvažujeme, neboť je pro řešení modi-
fikovaného problému Dirichletova nepodstatná. ' 
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v ix y) = - T =
 UE2(y + b> 

lV J ) - ' (P + M E - X R + ý2] x* + {y+bf 

umy r 
71 J 

Hodnoty na hranici následující aproximace dostaneme, odečteme-li od 
V¿x, y) její hodnotu v nekonečnu a yypočteme-li hodnotu nalezeného 
rozdílu na kružnici Lv Protože v nekonečnu V-^x, y) = 0, rovnají se 
prostě hodnoty na hranici funkce U2(x, y) hodnotám V^x, y) na L±: 

TT , • UR2(2b + R siní?) 
na Lx U2(x, y) = - R2 + ^ + ^ . 

Nyní podle Poissonova vzorce 
U2(x, y) = 

2.-1 

_ UR2 r 26 + R sin© g2 — R2 / 2n J R2 + 4b2 + 4bR sin© Q2 + R2 — 2eR cos(# — 0) 

°= _ rjfí2 2b[x2+(y-b)2] + R2(y-b) 

R* + 462[a;2 + (y — 6)2] + 4bR2(y — 6)' 

Omezíme-li se na již nalezené aproximace, máme 

ip(x, y) = U0(x, y) — V-Sx, y) + U2(x, y) = 
= u*( , y ~ b • + y + b 

d0 = 

x2+(y-b)2 1 x2+(y + b)2 

26 [a:2 + (y — 6)?] + R2(y — b) 
R1 + 462|>2 + (y — 6)2] + 4bR2(y — b) \ (4) 

§ 52. Užití na problémy theorie pružnosti. Zobecněného Schwarzova 
algoritmu a s ním spojené soustavy integrálních rovnic se může užít 
nejen při problémech vedoucích na Laplaceovu rovnici, nýbrž po 
každé, kdy se řeší krajový problém pro rovnici eliptického typu v pří-
padě mnohonásobně souvislé oblasti. Objasněme to na příkladě rovin-
ného problému theorie pružnosti. Budeme uvažovat omezenou, mnoho-
násobně souvislou oblast. Případ neomezené oblasti lze vyšetřovat 
obdobně. , 

Nechť je tedy položen problém určit napjatost v mnohonásobně 
souvislé oblasti D, ohraničené z vnitřku hranicemi Lv L2, 
a z vnějšku hranicí L0. Tento problém, jak víme (§ 40), se převádí na 
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určení funkce b¿harmonické v D z daných hodnot jejích derivací na 
hranici. Označme složky vnějších sil ve směru os x, y, působících na 
hranicí Lk, Xk a Yk a hledanou biharmoníckou funkcí W. Potom 

na Lk 
8 

3 W dW r 
+ = i J (Xkp + iYkr) ds + Bk = fk(z) + Bk, 

(1) 

k = 0, 1, 2 , . . . , » ; 
z je komplexní souřadnice bodu na hranici. 

Ve vzorci (1) jsou Bk konstanty. Jedna z konstant Bk může být 
zvolena libovolně a ostatní jsou potom určeny z podmínek jednoznač-
nosti posunutí. Budeme předpokládat, že hlavní vektor a hlavní mo-
ment sil působících na každé z křivek Lk jsou rovny nule. Toho lze vždy 
dosáhnout. 

Označme D0 oblast, ležící uvnitř L0, a Dk oblast, ležící vně Lk, 
k= 1, 2, . . . , n. 

Lze lehce dokázat, že při splnění právě vyslovené podmínky lze 
funkci W vyjádřit ve tvaru součtu bíharmonických funkcí 

W=W0+W1+ ...+ Wn, (2) 

při čemž každá funkce Wk je regulární v příslušné oblasti Dk. 
Goursatovy funkce cp(z) a ip(z), odpovídající příslušné biharmonické 

funkci W, jsou regulární v D. Ve vzorci (1), § 48 se logaritmické členy 
nevyskytují. Podle vzorce (4), § 48 budeme mít 

n n , 
<p(z) = 2 <Pb(z)> v(z) = 2 

Označme jeste 
XÁz) = Jfki z ) dz. 

Funkce %k(z) mají jednoznačné reálné částí v příslušných oblastech Dk. 
V opačném případě, jak lze lehce nahlédnout, byl by hlavní moment 
sil působících na hranici Lk různý od nuly. Abychom dostali vzorec (2), 
stačí nyní položit ^ = R e { ž ^ + 

Předpokládejme nyní, že umíme řešit problém theorie pružnosti pro 
každou z oblastí Dk. Jestliže budeme znát hodnoty veličiny 
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dwk d wk 

na příslušné křivce Lk, pak rozřešíme-li uvedený problém v každé 
z oblastí Dk> nalezneme funkce Wk a tedy i W. Tím bude řešen problém 
theorie pružností pro naši mnohonásobně souvislou oblast D. Vše se 
tedy převádí na sestrojení funkcí gk(z). 

Učiníme několik předběžných poznámek. 
1. Podrobný rozbor, který zde nebudeme provádět,1 vede k následu-

jícímu výsledku: nechť D je jednoduše souvislá oblast a L její hranice. 
Nechť je dále U funkce biharmonická v Z) a nechť na hranici L 

dU , . dU 

Potom v libovolném vnitřním bodě oblasti D 

^ + = f lMil*,y;e)gtí) + Máx,y;C)g(ň}dC, (3) 
L 

kde Mj a M2 jsou spojité funkce, pokud bod (x, y) zůstává uvnitř 
oblasti a bod £ na její hranici; ty to funkce jsou úplně určeny oblastí D. 
Pro stručnost budeme označovat integrál na pravé straně (3) M(z; g), 
takže 

*L + i * L - M M (3.) 

Operátor M, příslušející oblastí Dk, budeme značit Mk(z; g), takže 
speciálně 

ZWk , .3W k . 

2. Jestliže g(z) = g = konst, pak z věty o jednoznačnosti řešení 
problému theorie pružnosti plyne, že 

3U , . 3U 

Odtud plyne, že 

pro g(£) = g = konst, M(z\ g) = g. (5) 

1 Viz [37b], str. 6 - 8 . 

233 



3. Protože funkce W,c jsou biharmonické v jednoduše souvislých 
oblastech, jsou jim příslušející posunutí jednoznačná. Avšak potom 
v důsledku vzorce (2) budou automaticky jednoznačná i posunutí, 
odpovídající funkci W. A priori je jasné, že funkce (2) nemůže vyho-
vovat krajové podmínce (1) pro libovolné hodnoty konstant Bk, neboť, 
jak už bylo poznamenáno, při jejich libovolné volbě jsou posunutí 
obecně mnohoznačná. Položíme si proto náš problém takto: budeme 
hledat funkci W ve tvaru (2); přitom se budeme snažit, aby W vyhovo-
vala krajové podmínce 

dW dW 
na i , = (6) 

až na aditivní konstantu, jež může být různá na různých hranicích. 
Není obtížné sestavit nyní soustavu integrálních rovnic pro neznámé 

gk{£). Na křivce Lm 
3 W 3 W 

Dále, jestliže k =|= m, leží Lm uvnitř oblasti Dk a podle vzorce (4) 

3Wk , . 3Wk . . . 
na Lm

 = Mk{z; 9k)' 

kde z značí bod na Lm. Užijeme-li vzorců (2) a (5), dostaneme soustavu, 
která nás zajímá: 

na Lm gjz) + 2 MÁZ~> gk) = /m(z), m = 0, 1, ..., n. (7) 
Ic^im 

Soustava (7) je jako v případě rovinného Dirichletova problému 
(§ 45) v obecném případě neřešitelná. Abychom se o tom přesvědčili, 
uvažujme homogenní soustavu: 

na Lm g^(z) + 2 Mk{z; gr<°>) = 0. . (8) 
kzt=m . , 

Jak plyne ze vzorce (6), vyhovují soustavě (8) g\°\z) = a,ri = konst 
jestliže konstanty am jsou podrobeny jediné podmínce a0 + a1 + 
+ ... + an = 0. Homogenní soustava (8) má tedy netriviální řešení 
(nerovnající se identicky nule) a z Fredholmovy alternativy plyne ne-
řešitelnost soustavy (7). 
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Upravme nyní soustavu (7) tak, aby se stala řešitelnou. Uvažujme 
integrály 

Nt(g) = / M í ) + PÁC) <Ť(íj] d C, O) 
H 

kde funkce «,.(£) a /3fc(f) jsou podrobeny těmto podmínkám: 

1. jsou spojité na Lk, 

2. fxk(C)dC= 1, fPk(t)dt= 0. (10) 
Lk Lk 

Soustavu (7) nahraďme soustavou: 
na Lm 

9m(z) + 2 {Mk{z\ gk)-Nk(gk)} = /m(z); m = 0,1, 2, . . . , n. (11) 
kdpm 

Dokažme, že soustava (11) je řešitelná pro libovolné funkce fm(z). 
Uvažujme příslušnou homogenní soustavu 

na Lm 

ffm\z) + 2 iMk(z; g[0)) - = 0; m = o, i , 2 , . . . , (12) 
k^zm ^ 

a dokažme, že má pouze triviální řešení g^(x) = 0, m = 0, 1, 2, ..., n. 
Nechť (/"(z), gf\z), ..., g^\z) je libovolné řešení soustavy (12). Označ-

2 = 

Veličiny am jsou zřejmě konstanty. Z (12) nyní plyne, že 

na Lm £\z) + 2 Mk{z; g^) = am. (13) 

Uvažujme funkce y) biharmonické v oblasti Dm, vyhovující 
na Lm rovnici 

dW«£ , . 
dx dy 

Podle vzorce (4) uvnitř Dk máme: 

dwf , . dwf ,,, ((m 
Položme nyní n 

W™{x, y) = 2 W%\x, y). ' (14) 
m = 0 
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Funkce W{a\x, y) je biharmonická v mnohonásobně souvislé oblasti; 
protože se rozkládá na součet funkcí biharmonických v jednoduše sou-
vislých oblastech, odpovídají jí jednoznačná posunutí v Z*. Z (13) 
plyne, že 

s w w . a w < ° > 

Ze vzorce (1) plyne, že 
1 dfk(z) Xfr iYkv — ds 

Užijeme-li toho na rovnici (15), kde fk{z) = ak = konst., nalezneme 
Xfo = Ykv = 0. Biharmonická funkce přísluší tedy napjatosti v mno-
honásobně souvislé oblasti D, na jejíž hranici nepůsobí vnější síly. 
Podle věty o jednoznačnosti se příslušná napětí rovnají identicky nule. 
Příslušná biharmonická funkce W w bude potom lineární (viz vzorce 
(4), § 39) a 

SW(0> , . dWm . 
f i —5— = konst. dx 3 y 

Dokažme, že konstantní jsou také veličiny 

3 W™ , . 3 W«2 
+ 1 _ ; m — 0, 1, ..., n. dx 3 y 

Podle Goursatova vzorce (1), § 40 

Ww = Re{i <p(z) + X(z)}, = Re{5 <pj?) + Zm(z)}; 

přitom zřejmě n n 

9>(2) = 2 9>«(*). %{z) = 2 JUGO- (16) 
m=0 m=0 

Opakujeme-lj odvození Goursatova vzorce pro funkci W(0)(x, y) 
a vezmeme-lí v úvahu, že tato funkce je lineární, lehce zjístíme, že 
q>(z) = ÍOÍZ + /3, kde a je reálná a /3 je komplexní konstanta. Úplně 
obdobně najdeme, že %(z) = yz + ó, kde y a <5 jsou konstanty. 

Dokažme, že obdobný tvar mají i funkce <pm(z), %m(z). Prvou z rovnic 
(16) derivujme podle 2 a výsledek napišme ve tvaru 

<p'jz) = i« — 2 9>*(z). 
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Levá strana rovnice, <p'm{z), je regulární vně Lm a pravá strana uvnitř 
Lm. Avšak potom q>'m{z) je regulární v celé rovině. Podle Liouvillovy 
věty je <p'm(z) konstanta. Musí být ryze imaginární, neboť v opačném 
případě měla by W d e r i v a c e neomezené v nekonečnu. Označíme-li 
tu to konstantu ixm, dostaneme <p'm(z) = ixm a <pm{z) = itxmz + f}m. 
Obdobně zjistíme, že %m(z) — ymz + dm. Užívajíce vzorce N. I . Mu-
schelišviliho 

dW® , . dW«2 
dx d y 

nalezneme, že 

* -ST" = <Pm(z) + Z 9>»(3) + Vm(z), Vm{z) = Xj?) 

+ i = Pm + 7m= konst. dx dy 

Odtud zřejmě plyne, že g^(z) = konst. 
Řešení homogenní soustavy (12) jsou tedy konstanty. V takovém 

případě podle vzorce (5) Mk(z; g(
k
]) = g f \ Dále ze vzorců (9) a (10) 

také plyne, že Nk(gf) = g(°\ Dosadíme-li toto do (12), zjistíme, že 
g(m(z) == 0, t . j. homogenní soustava (12) má pouze triviální řešení. 
V důsledku Fredholmovy alternativy je soustava (11) řešitelná. 

Hešíme-li soustavu (11), řešíme tím současně problém theorie pruž-
nosti pro oblast D. Nechť gm{z) je řešení uvedené soustavy. Označme 

2 Nk(gk) = Bm. 
Potom k*™ 

na Lm gm{z) + 2 Mk(z; gk) = fm{z) + Bm. (17) 

Nechť Wm(x, y) je biharmonícká funkce v Dm, vyhovující na hranici 
Lm rovnici ? w 

a nechť W = W0 + + ... + Wn. Funkce W(x, y) je součet bihar-
monických funkcí, z nichž každá je regulární ve své jednoduše souvislé 
oblasti; vzorec (17) ukazuje, že tato funkce vyhovuje podmínce (1). 
Náš problém je tím řešen. 

Jako Nk(g) lze speciálně zvolit 

Nk(g) = Mk( co; g), k = 1, 2, ..., »; N0(g) = M0{a, g), 
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kde a je libovolný bod uvnitř L0. Jestliže hranice L0, Llt ..., Ln jsou 
od sebe navzájem dostatečně vzdáleny, je ihned patrno, že jádra 
integrálů v soustavě (11) budou malá a tato soustava bude řešitelná 
methodou postupných aproximací. Stejně jako při Diríchletově pro-
blému docházíme i zde k zobecněnému Schwarzovu algoritmu.1 

V následujícím paragrafu ukážeme jeho užití na jeden speciální pro-
blém. 

§ 53. Excentrické mezikruží s rovnoměrně rozloženým tlakem na 
vnější kružnici.2 Počátek souřadnic položme do středu vnější kružnice; 

osu x položme do spojnice obou středů 
a její kladný směr nechť je orientován 
ke středu A vnitřní kružnice. Poloměry 
kružnic označme r a R (viz obr. 13), 
vzdálenost mezi středy a. Oblast D0 je 
kruh |z| < R, oblast Dx vnějšek kruhu 
|z — a\ r. 

Podmínky na hranici oblasti jsou takové: 
dW 3 W na vnitřní kružnici Lx b = /i(z) = ox tíy 

= 0; na vnější kružnici, podrobené stálému 
normálnímu tlaku, který označíme -i- p, 

Obr. 13. 

Xv = —pcos(v, x) = 

Odtud plyne, že na L0 

Yv = —p cos(v, y) = p áx 
d 7 

3 W 3 W 
+ = /o(z) = ť + d s = ~ Pz- (1) 

Integrační konstantu neuvažujeme, neboť je nepodstatná pří. užití 
zobecněného Schwarzova algoritmu. 

' V již citovaném článku S. L. Soboleva [34] je dokázáno, že v problémech 
theorie pružnosti vede zobecněný Schwarzův algoritmus vždy ke konvergentní 
řadě, když je oblast dvojnásobně souvislá. 
2 Tento problém lze řešit elementárnějšími prostředky. Uvádíme jej zde pro 
ilustraci methody. Méně elementární příklad užití našeho algoritmu nalezne 
čtenář v [27b]. 
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Řešení problému theorie pružností pro oblasti D0 a Dx jsou úplně 
elementární a dobře známá. Zavedeme-li Goursatovy funkce <p(z) 
a if>(z), vázané s W(x, y) vzorcem 

dW dW 
JL + = <p(z) + z <p'(z) + y>(z), (2) 

máme1 pro oblast D0 

a pro oblast D x 1 T /i(C) 

L, 

ip(z) 

(4) 

Ve vzorcích (3) a (4) značí /„(£) a hodnoty veličiny (2) na hranici 
L0 resp. Lv 

V našem problému = 0 a můžeme podle analogie se vzorcem 
(9), § 47 napsat řešení ve tvaru , 

W(x, y) = W,(x, y) - W2(x, y) + W3(x, y ) - . . . , (5) 

kde W2k+1 jsou funkce biharmonické v D 0 a W2k biharmonické v Dv 

V souhlase se vzorcem (2) zaveďme analytické funkce <pk(z) a if>k(z) 
tak , aby 

dWk . .8Wk 

dx + 1 = + Z + 

Dohodněme se ještě na tom, že £ bude značit bod buď na hranici LQ, 
nebo L-y. 

1 Viz [28a]. Tyto vzorce bez nesnází dostaneme, vyjdeme-li z výsledků § 41. 
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Prvá aproximace Wx(x, y) vyhovuje na L0 krajové podmínce 

dW, . .8W1 , m . 

Dosadíme-li toto do (3) a provedeme-li příslušné výpočty, snadno do-
staneme, že d W d W 

+ ( 6 ) 

3 W 3 W 
uvnitř D0. Dále na hranici Lx je veličina ^ i , 2 identická 

3PTi , .dW1 . , x óy 
S ~~dx~ 1 ~dy~' t 6 d y 

dW2,.dW2  n a 1 + 

Dosadíme-li toto na místo /i(t) do vzorce (4), dostaneme po jednodu-
chých výpočtech 

pr2 

<p2(z) - 0, y>2(z) = — — ap, z — a 
a tedy uvnitř 

3 W2 .3 W2 pr2 

dx 3 y z — a 
3 W dW 

Hodnoty na hranici veličiny + i najdeme, odečteme-li 
ox dy 

od veličiny (7). její hodnotu v nekonečnu a vypočteme-li hodnotu nale-
zeného rozdílu na L0. Potom dostaneme 

dW3 .dW3_ pr2 _ pr2C 
' T 1 ' dx ^ dy l _ a R2-ať 

— R2 

neboť na kružnici L0 £ = —. Yrátíme-li se opět ke vzorci (3), najdeme: 

_ pr2(R2 + az) z _ apr2(2a - z) 
~ 2R2(R2 - az) ' WÁZ) (R2- az)2 ' 

Odtud 
dW» I idW3 = vr2\ (Jž2 + ag)2 i 2 R2z 

dx dy ť [2R2(R2—az) ^ 2R2 (R2—az)2 

a( 2a — z) "1 
_ (R2— až)2\ 

Stejně jednoduše vypočteme i následující aproximace. 

(1) 
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K A P I T O L A 4 

n ě k t e r á u 2 i t 1 i n t e g r á l ů 
o b d o b n ý c h p o t e n c i á l ů m 

§ 54. Užití Cauchyho integrálů v rovinné theorii pružnosti (rovnice 
N. I. Muschelišviliho). Omezme se pro jednoduchost na případ, kdy 
pružné prostředí vyplňuje omezenou, jédnóduše souvislou oblast. 
Označme tuto oblast D a její hranici L. Jak už víme, úloha spočívá 
v určení analytických funkcí <p(z) a f[z), regulárních v oblasti D a vyho-
vujících na hranici L podmínce 

<p{z) + cWo + W) = m, (i) 

kde /(£) je známá spojitá funkce bodu na hranici L. Budeme ^předpoklá-
dat, že je dostatečně hladká. 

Je pohodlnější vyjádřit podmínku (1) v poněkud jiném tvaru, totiž 
zaměnit v ní všechny veličiny konjugovanými: 

+ = m (2) 

Při řešení úlohy budeme postupovat takto: Budeme uvažovat oblast 
D' ležící vně L. Nechť z' je libovolný bod této pblasti. Násobme obě 
strany rovnice (2) výrazem ^ ^ 

2ni C — z' 

a integrujme podél L. Protože <p{z), <p'(z) a y>(z) jsou regulární v D a bod 
H leží vně D, platí v důsledku známých vlastností Cauchyho integrálu 

c) ¿i f~ C — z-
i 

Užijeme-li identity (3, c), dostaneme 

(3) 

f-MLdc + sL f = (4) 
2ni J C_z'aí+ 2mj ' 
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kde 1 f fit) 

L 

Upravme rovnicí (4). V identitě (3, a) nahraďme všechny veličiny 
konjugovanými, identitu (3, b) násobme — z'; obě takto nalezené rov-
nice přičtěme k (4). Dostaneme rovnici 

¿ ¡ M - č r - T 
L L 

Poslední integrál lze integrovat per partes, a tak dostaneme rovnici 
neobsahující <p'(t): 

L L 

Nechť nyní z' t, kde t je bod na hranici L. Podle vzoree (3), § 22 
lehce dostaneme: 

L L 

l i m f - j . f M á č . 
2711 J 2 2711 J £ —t 

L L 
Připomeňme, že integrály napravo v těchto vzorcích jsou singulární. 

Pokud se týče třetího členu ve vzorci (6), lze v něm provést limitní 
přechod za integračním znakem. Položme £ — z' = r'etť>. Potom 

d i ~ Z , = — 2ie-2iť> di?, 
C —z 

což je veličina spojitá při libovolné poloze bodů z' a za toho jediného 
předpokladu, že hranice L je hladká. Poněvadž však integrand je spo-
jitý, lze přejít k limitě za integračním znakem. Provedeme-li limitní 
přechod, dostaneme integrální rovnici: 

^ ' + ¿i d *tEI + ¿ 5 d ř - E i = -
L H 

Položíme-li £ — t = retů, převedeme tuto rovnici na tvar 
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<p{t) — ~j<p[i:)áů—^- j<p(t)e-2i°dů = — A(t). (7). 
L L 

Jestliže hranice L je hladká, bude dů spojitou funkcí bodů t a 
Položíme-li <p(t) = p(t) + i q(t) a oddělíme-li v (7) reálnou a imaginární, 
část, dostaneme soustavu dvou integrálních rovnic Fredholmova typu.. 
Odtud plyne, že pro rovnici (7) platí Fredholmova alternativa. 

Rovnici (7) odvodil N. I. Muschelišvílí [28b, c], jehož úvahy jsme zde 
reprodukovali. 

Obraťme se k vyšetřování rovnice (7). Dokažme především, že jejr 
libovolné řešení lze analyticky pokračovat z hraníce L na celou. 
oblast D. Připomeneme-li si odvození rovníce (7), lehce se přesvědčíme., 
že ji lze vyjádřit ve tvaru 

• - { - ¿ / ^ - « / f B ^ 

Přitom je třeba v druhém integrálu chápat <p'(z) jako derivaci cp(Q 
podél křivky L. Položme nyní 

i / • ^ « - • W . 
. £ _ _ (9) 

<p(0 + í < p ' ( í ) - / ( C ) i í 
2 m J C-z' 

Rovníce (8) přejde v rovnici: 

- d C = — i W(z'). 

0{ť) + t &'{t) + Y{t) = 0. (10) 

Funkce 0(z') a W(z') jsou regulární v Z)' a rovnice (10) ukazuje, že 
dávají řešení rovinného problému theorie pružnosti pro oblast D' za 
předpokladu, že na hranici oblasti nepůsobí vnější síly. Avšak'potom, 
podle věty o jednoznačnosti řešení rovinné úlohy,1 

0(z') = iotz' + 0, W{z') = —p, 
1 Viz [28a], str. 111. 
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kde « je reálná a /3 komplexní konstanta. Ze vzorců (9) plyne, že 
•&( oo) = oo) = 0. Avšak potom « = = O a 

#(z') E= O, W{z') = 0. 

Prvá identita ukazuje, že funkci <p(£), jež vyhovuje rovnici (7), lze 
analyticky pokračovat do vni t řku celé oblasti D; z druhé identity 
plyne, že do téže oblasti lze analyticky pokračovat i funkci 

Řešíme-li rovnici (7), najdeme krajové hodnoty obou hledaných 
Goursatových funkcí. Hodnoty uvni t ř oblasti lze nyní určit t řeba 
z Cauchyhq vzorce. Řešíme-li tedy rovnici (7), řešíme t ím současně 
i problém theorie pružnosti. 

Není však obtížné dokázat, že rovnice (7) je v obecném případě ne-
řešitelná. Vskutku, jestliže se hlavní moment vnějších sil nerovná nule, 
j inak řečeno, jestliže R e f ^ ^ + 0 , 

L 

nemá problém theorie pružností řešení. Avšak potom nemá řešení ani 
rovníce (7). Příslušná homogenní rovnice 

W ) - ^ j<p0(C)e-^dů=0 (11) 
L L 

m á netriviální řešení. Tímto řešením, a při tom jediným, je funkce 

<p0(t) = oct + p (12) 

(ioc je reálná a /? je komplexní konstanta), příslušející rovinnému pro-
blému theorie pružnosti, jestliže nepůsobí vnější síly. 

To, že řešení (12) je jediné, plyne přímo z věty o jednoznačností 
řešení rovinného problému theorie pružnosti. 

Uvedeme takovou změnu tvaru rovníce (7), pří níž se ta to stane 
řešitelnou a dá řešení problému theorie pružností za toho jediného 
předpokladu, že se hlavní moment vnějších sil působících na hranici L 
rovná nule.1 

Položme počátek souřadnic do vnitřku oblastí D. K levé straně rov-
nice (7) připočtěme výraz 

1 Viz [37d], 
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L L 

Uvedená rovnice bude nahrazena rovnicí 

• x 
Vyšetřme rovnici (14). Především dokažme, že každé její řešení lze 

analyticky pokračovat do celé oblasti D. Stačí tentokrát položit 

J _ f y(C) 
2jri J C— z' df = i í>(z'), 

J C — 2' 2JTÍ J C 

Uvažujeme-li analogicky jako v předcházejícím, nalezneme, že 
<P(z') s 0, W{z') = 0. 

První rovnice ukazuje, že tp(£) lze analyticky pokračovat do oblasti D. 
Předpokládejme nyní, že se hlavní moment vnějších sil působících, 

na hranici L rovná nule. V takovém případě (viz § 43, vzorec (¡3)) 

Re Jf(0 df = 0. (15) 
L 

Dokažme, že při té to podmínce libovolné řešení rovnice (14) anuluje 
každý z integrálů v (13). 

Napišme explicitně rovnici ¥ /(z') = 0: 

j_ f p ( t ) + C<p'(C)-f(Q , , 1 f<p(0ňt 
2ni J C—z'' ni J £ ^ 

L L 

+ 

niz' f ( + I M P d C + ^ d l = 0 . (16) 
C2 

L ' -
2niz 

Rozviňme levou stranu v (16) v Laurentovu řadu v okolí bodu v ne-
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konečnu a položme rovný nule [v důsledku identity (16)] absolutní člen 

úéto řady a koeficient u —. Potom dostaneme 

¿ f s f (I7i) 

L 

- ¿ f + ± JW)dC + 
L L 

L 

Rovnice (17!) ukazuje, že se prvý z integrálů v (13) rovná nule. 
»Obraťme se k rovnici (172). Integrujeme-li per partes, máme 

/ Č V ( Í ) df = - f<p(0 d f . 
J, L 

Dosaďme toto do (172): 

- ¿ í f MVdC-Mdči + j ^ f MdC + 

P r v ý sčítanec je zřejmě reálný; druhý je v důsledku rovnice (15) také 
Teálný a třetí ryze imaginární. Avšak potom se třetí sčítanec rovná 
nule, t . j. rovná se nule druhý integrál v (13): 

L 
Dokažme nyní, že rovnice (14) je řešitelná, ať je její pravá strana 

jakákoliv. Ve shodě s Fredholmovou alternativou stačí dokázat, že 
homogenní rovníce 

.JL f , o ( C ) d » - j - j M O e ^ d O + ^ L j S L f ) dC + <Po{t) 
71 

L H L 

+ ^ / ( ^ ď C + ^ # d f ] = 0 (18) 
L 

í 2 1 c2 

m á pouze triviální řešení <p0(t) = 0. 
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Rovnici (18) dostaneme ze (14) pro /(£) E= 0. Podmínka (15) je zde 
zřejmě splněna, a proto pro libovolné řešení rovnice (18) platí rovnice 
(17j) a (17a). Poslední dva členy v (18) vymízí a tato rovníce se shoduje 
s (11). Její řešení je potom dáno vzorcem (12). Dosadíme-li nyní výraz 
(12) do (17j) a (173) a vzpomeneme-li si, že a. je reálné číslo, najdeme, 
že tx = ¡3 = 0 a tedy <p0(t) = 0. Tím je řešitelnost rovníce (14) dokázána. 

Nechť je nyní splněna podmínka (15), která je nutná k tomu, aby 
měl problém theorie pružnosti řešení. Lze bez obtíží dokázat, že potom 
vede řešení rovnice (14) k řešení našeho problému. Vskutku funkce q>[t) 
vyhovující rovnici (14) anuluje výraz (13). Potom rovnice (14) přejde 
v (7), o níž jsme už dokázali, že její řešení vede k řešení problému theorie 
pružnosti. 

K methodě vyložené v tomto paragrafu připojme několik poznámek: 
1. Tvar integrálních rovnic (7) a (14) se nemění, přejdeme-li k mno-

honásobně souvislým oblastem. Avšak vyšetřování této rovnice je tím 
neobyčejně ztíženo. Podrobný rozbor pro případ mnohonásobně sou-
vislých oblastí je obsažen v citovaném článku D. I. Šermana [37d], 

2. Jestliže jsou na hranici L body, v nichž má prvá derivace ne-
spojitosti 1. druhu, nevedou rovnice (7) a (14) na rovnice Fredhol-
movy. Přesto však zůstávají Fredholmovy věty v platností i pro tyto 
rovnice. Podrobně o tom viz článek L. G. Magnaradze [26a]. 

Ve svých článcích [37f, g] užil 
D. I . Šerman methody integrálů y 

typu Cauchyho také na případ 
nehomogenních a neísotropních A ° 
pružných prostředí. 

§ 55. Pružná rovina s nekoneč-
nou řadou výřezů. Užití inte-
grálu typu Cauchyho umožňuje 
také řešit následující důležitou Obr. 14. 
úlohu. Nechť pružné prostředí 
vyplňuje celou rovinu s výjimkou nekonečné řady stejných a perio-
dicky rozložených výřezů (obr. 14). Předpokládejme dále, že všechny 
tyto výřezy jsou podrobeny působení stejných vnějších sil. Naší úlo-
hou je určit napětí v pružném prostředí při uvedených podmínkách. 
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Předpokládejme, že se hlavní vektor vnějších sil, působících na 
každý výřez odděleně, rovná nule. Jako obvykle lze problém převést 
na určení analytických funkcí <p(£) a y(í). splňujících na každém výřezu 
podmínku 

+c7ič)+W) = f(0 + c, (i) 
kde /(£) je daná funkce. Je zřejmé, že na všech hranicích výřezů na-
bývá /(£) v odpovídajících bodech stejné hodnoty. Konstanta C, jak 
uvidíme níže, má jednu a touž hodnotu na všech hranicích. 

V našem problému jsou napětí ar. posunutí periodické funkce x 
s periodou a. Vyšetřme, jak se mění <p(z) a y(z), dosadíme-lí x + a za x 
čili, což je totéž, položíme-li z + a za z. 

Užijeme vzorců (5), (6) a (7), § 40 

a x + a v = 4Re{9>'(2)}, (5,40) 

ov — ox+ 2ix„ = 2[ž <p"(z) + y>'(z)], (6,40) 

2n(ux + iuv) = x <p(z) — z tp'(z) —y(z). (7,40) 

Prvý ze vzorců ukazuje, že se Re{g/(z)} nemění, nahradíme-li z -+- a 
za z. Odtud plyne, že <p"(z) má periodu a. Vskutku, nechť Re{9>'(z)} = 
= p(x, y). Potom p(x + a,y) = p(x, y). Derivujeme-li tuto identitu, 
máme 

dp(x + a, y) = dp(x, y) dp(x + a,y) = dp(x, y) 
dx i dx ' dy dy 

Dále ~ _ 

a periodicita 93"(z) přímo plyne z právě napsaných rovnic. 

Integrujeme-li identitu 

q>"{z + a) = <p"(z), 
dostaneme 

9/(z + a) = cp'(z) + ix, 

<p(z + a) = <p[z) + ÍOÍZ + as/3, ( 2 ) 

kde a a j5 jsou jisté konstanty. Konstanta tx je nutně reálná, neboť 
reálná část <p'(z) se nemění při záměně z v z -+- a. 

248 



Obraťme se ke vzorci (6,40). P ř i záměně z v z + a se její levá strana 
nemění. Odtud 

(i + a) y"{z + a) + + a) = z cp"{z) + v ' (z) 

a v důsledku periodicity funkce q> "(z) 

ip'(z + a) = ip'(z) — a-(p"(z). 

Integrujeme-li poslední rovnici, najdeme: 

y>(z + a) = y>(z) — a <p'(z) + y, (3) 

kde y je nějaká konstanta. 

Dosaďme nyní z + a za z ve vzorci (7,40) a dosaďme místo <p(z + a), 
<p'(z -f- a) a yi(z + a) jejich hodnoty z (2) a (3). Užijeme-li periodicity 
posunutí, lehce najdeme, že ot = 0 a y = af}x. Tudíž 9/(z) má periodu a 
a cp{z) vzroste o konstantu a/3. Funkce yj(z) se mění podle vzorce (3). 

Položme" Vo{z) = -V(z)-Pz, (4) 

Vo(z) = v(z) + z <P'(Z) — fa*- (5) 

Funkce <p0(z) a I/J0(Z) jsou zřejmě periodické s periodou A a vzorce. (4) 
a (5) dávají výrazy pro (p(z) a ip(z) pomocí dvou periodických funkcí. 

Objasněme fysikální význam veličiny /9. Na přímkách omezujících 
libovolný pás periodicity vezměme dva body A a B se s tejnými pořad-
nicemi (obr. 14) a spojme ty to body spojitou křivkou ležící úplně v páse 
periodicity a neprotínající hranici pružné oblasti. Najděme hlavní 
vektor napětí působících na oblouk AB. Označme složky uvedeného 
vektoru ve směru souřadnicových os X ta Y; podle známého vzorce 
N. I . Muschelíšviliho ([28a], str. 109) máme 

i(X + iY) = [9?(z) + z <p'(z) + xp{z)TA. 

Nahradíme zde <p(z) a rp(z) podle vzorců (4) a (5) a užijme periodicity 
funkcí <p0(z), <p'(z) a yi0(z); pak dostaneme 

i(X + iY) = [<p0(z) + 2 + (1 + x)PzfA = 
= (1 + 

odkud 
. i(X + iY) ' 
P = = ( l + x ) a - ( ) 

i 
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Tím je konstanta /? určena pomocí složek hlavního vektoru napětí 
působících na oblouk AB. Ze vzorce (*) plyne také, že uvedený vektor 
nezávisí na volbě bodu A a B. 

Předpokládejme nyní, že napětí konvergují k nule pro y oo. 
Potom zřejmě X = Y = 0, a tedy /9 = 0. Místo (4) a (5) dostaneme 
jednodušší vzorce, 

<PÍZ) = <Po(z)> V{z) = Vo(z) — 2 9>ó(2)> (6) 

kde <p0{z) a y>0(z) jsou periodické funkce s periodou a. Budeme předpo-
kládat, že jsou omezené pro y ± oo; potom pro y -> ± °o budou 
napětí konvergovat k nule. 

Nahradíme-li v (1) funkce <p(z) a y>(z) podle vzorců (6), dostaneme 
krajovou podmínku pro nové funkce <p0(z) a ip0(z): 

nit) + + = m + C. 
Poněvadž všechny sčítance vyskytující se v poslední rovnici jsou perio-
dické, má C jednu a touž hodiiotu na všech hranicích. Můžeme nyní, 
užívajíce líbovolnosti v určení C, položit G = 0. Nakonec se tedy 
problém převádí na určení periodických funkcí <p0(z) a y>0{z) vyhovují-
cích krajové podmínce: 

9>o(o + (c - č) úío + wJx) = m . r>) 
Obvyklým způsobem lze dokázat, že <p0(C) a y>0(C) jsou až na aditivní 

konstanty určeny jednoznačně. 
L Položme nyní 

2 rnz 

< 8 ) 

Zobrazením (8) se pás 0 <1 Re(z) <1 a převede v ro-
vinu t rozdělenou řezem podél reálné kladné poloosy 
a výřez ležící v uvedeném pásu přejde v nějakou 
omezenou oblast neobsahující počátek souřadnic 

(obr. 15). Hranici této oblasti označme L. Funkce <P(t) = Voi^^^S^j Je 

regulární v rozdělené ř-rovíně vně hranice L. Tato funkce, která je 
periodickou vzhledem k z, nabývá stejné hodnoty v geometricky splý-
vajících bodech řezu a lze ji tedy spojitě pokračovat přes řez. Avšak 
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potom, jak je známo1, lze tu to funkci analyticky pokračovat přes řez; 
je potom regulární v celé oblasti roviny ť, ležící vně L. Totéž ovšem platí 

0 funkci W(ť) = ip0 Problém se t ím převádí na určení dvou 

funkcí 0(ť) a W(t), regulárních vně L. Krajové podmínky pro ty to 

funkce dostaneme, položíme-li v (7) f = lgr: 
¿711 

<P(T)-2řlg|r| + F(r) = / lgr). (9) 

Už jsme poznamenali, že <j>0(z) a y0(z) jsou určeny až na aditivní 
konstantu. Zvolme tu to aditivní konstantu tak, aby 1F(t) -> 0 pro 
t oo. 

Při řešení úlohy užijeme téhož postupu jako v předcházejícím para-
grafu. V rovnici (9) nahradíme všechny členy konjugovanými; dále 

ji násobme výrazem — — , , kde ť je bod uvnitř L, a integrujme 
2 7ťí X — t 

podél L proti hodinovým ručičkám. Potom dostaneme: 

j _ r ^ ) d T
 1 f r i g M 

2Tli J X — ť ni J X — ť K '' 
L L

 (10) 

a 
Protože funkce 0(t) je regulární vně L, je 

1 C0{x) , .. , 
5-= | — H d T = 0 0 0 • 
2Til J X — t 

L 

Nechť c je pevně zvolený bod uvnitř L. Položme v poslední rovnici 
ť = c. Odečteme-li ty to dva výrazy, dostaneme 

_ L f í M d T _ _ l f ^ H d r = o. ( i i ) 
2m J x—ť 2m J x —c v ' 

L L 

1 Viz na pr. I. I. Privalov, VvědSnije v těoriju funkcij kompleksnogo peremen-
nogo. 
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Derivujeme-li a potom integrujeme per partes, dostaneme 

L 
V identitě (11) nahraďme všechny členy konjugovánými, identitu 

(12) násobme výrazem 2í'lg|í ' l a oba výsledky přičtěme k (10). In-
tegrál obsahující 0'(r) integrujme per partes. Nakonec připočtěme' 

k levě straně rovnice veličinu ~ lgť' R e j f , ^ T \ „ d r l . Necháme-li 
U ( T — c ) J 
L 

dále ť -> Tq, kde r0 je bod iía hranici L, dostaneme integrální rov-
nici ' 

L L 

L L 

jež je ekvivalentní soustavě dvou Fredholmových rovnic.1 

Nebudeme zde analysovat rovnici (13) — dělalo by se to téměř úplně 
tak, jako v předcházejícím paragrafu — a vyslovíme pouze výsledek: 

1. Funkci 0(ro) vyhovující rovnici (13) lze analyticky pokračovat na. 
celý vnějšek křivky L; při tom je v nekonečnu omezená. 

2. Jestliže 0(ro) vyhovuje rovnici (13), pak funkci 

f K ) = F(r 0) - 0(r o) + 2t0 lg|r0 | 0 ' ( r o ) (14). 

lze analyticky pokračovat na celý vnějšek křivky L; ta to funkce je 
v nekonečnu rovna nule. 

3. Rovnice (13) je řešitelná, ať je funkce F(t) jakákoliv. 

Ze shora řečeného je jasno, že funkce 0(t) a W(t) určené rovnicemi 
(13) a (14) a následujícím analytickým pokračováním řeší naší úlohu. 

1 Tuto soustavu dostaneme, jestliže v (13) oddělíme reálnou a imaginární část 
a za neznámé považujeme 

Re{ &{T0)} a Im{<ř(r0)}. 
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§ 56. Rovnice Lauricelliho. Methody integrálních rovnic při rovinném 
problému theorie pružnosti po prvé použil r. 1908 G. Laurícella [23]. 
Avšak jeho rovnice a zvláště jejich odvození byly dosti neobratné 
a nepohodlné. D. I . Šerman [37j] vyjádřil Lauricelliho rovnici v kom-
plexním tvaru a udal nové, mnohem jednodušší odvození. V novém 
tvaru se tyto rovnice ukázaly poměrně jednoduchými — jsou jedno-
dušší než rovnice N. I. Muschelišviliho (§ 54), které jsou jim velmi blízké. 

V tomto paragrafu uvedeme odvození D. I . Šermana, omezujíce se na 
případ jednoduše souvislé, omezené oblasti. 

Jak už vime, problém v tomto případě pozůstává v určeni dvou 
funkcí <p(z) a ip(z) regulárních v oblastí D, vyplněné pružným prostře-
dím, a vyhovujících na hranici L této oblastí podmínce 

vu) + cř!u) + v(č) = m , (!) 
kde /(£) je daná spojitá funkce, o níž budeme předpokládat, že je 
dostatečně hladká. Připomeňme, že /(£) nutně vyhovuje .podmínce 

Re{/ / ( f ) d O = 0, (2) 
L 

která vyjadřuje, že hlavní moment vnějších sil působících na L je 
roven nule. 

Budeme hledat <j>(z) a y>(z) ve tvaru těchto integrálů Cauchyho typu: 

L 

1ÍMC) 1 f 1(0(0 Ar , 1 f co(C)dl 

L L L 

kde co(í) je neznámá funkce, jež má být určena na hranici L. 

Sestrojme z (3) a (4) výraz <p(z) + z 9/(z) + y>(z) a nechrne blížit z 
k nějakému bodu t na hranici L. Užíjeme-li vzorců pro limitní hodnoty 
integrálů typu Cauchyho, dostaneme okamžitě integrální rovnicí pro 
neznámou co(í):1 

Vynecháváme zde detaily transformací, neboť se téměř doslova shodují 
s transformacemi § 54. 
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^ ¿ / « ( o d i g f ^ - é i H = m (5) 

i ' ' L L 

To je Laurícelliho rovníce v komplexním tvaru. 

Lze dokázat, že rovníce (5) je v obecném případě neřešitelná. Aby-
chom ji učinili řešitelnou, připočtěme k její levé straně veličinu 

6 I—^ 
{t—a ¿_a (t—a)2 

kde a je vnitřní bod oblasti D a 

L 
Položme ještě f — t = rel<>. Rovnice (6) je nahrazena rovnicí: 

o»(0 + — í«>(0 í¿M)e2i/>d&+ (— =-!-= + 
TI J TI J \t—a T _ A 

L L 

(t—a)*/™ J (í — a) 
L 

Vyšetřme rovnici (7). Dokažme především, že každé její řešení anu-
luje veličinu b. Vraťme se proto k funkcím <p(z) a ip{z). 

Provedeme-li v opačném pořádku úvahy, jež nás vedly k rovnici (5), 
vyjádříme (7) ve tvaru 

<p(t) + „ M + „ „ + » ( ¿ - 7 = ; + m. 

Násobme tuto rovnici dř a integrujme podél L. Po nepříliš složitých 
úpravách dostaneme 

f(V(t) dt — ^(řjdí) + 6 Í(T^- + + 2nib = !f(t) dl 
L J \t — A t — al L 

L 

Z (6) je patrno, že veličina 6 je ryze imaginární. Reálná část nalevo 
v poslední rovnici je potom zřejmě 2mb a napravo se rovná nule podle 
podmínky (2). Tudíž 6 = 0. 
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Z dokázaného plyne, že každé řešení rovnice (7) vyhovuje současně 
také rovnici (5). Dosadíme-li uvedené řešení do (3) a (4), dojdeme 
k řešení problému theorie pružnosti. 

Dokažme nyní, že rovníce (7) je řešitelná. Podle Fredholmovy alter-
nativy stačí dokázat, že homogenní rovnice má pouze triviální řešení. 

Položme f(t) = 0. Tím dostaneme homogenní rovnici 

<o0(t) °>o(0 d "M) e2i" + 

ni \t — a " 1 
Zde je 

t—a (t—af 

(0) 6 « = - R e í 
m J (C — ay 

L 
Podle dokázaného 60 = 0. Položme nyní ve shodě se vzorci (3) a (4) 

' a 
Č 

„lM_ 1 f».<ř>„, 1 f Čcoq(C) ^ 1 f <Oo(C) dg 

L L L 

Přihlédneme-li k tomu, že b0 = 0, dostaneme z rovnice (8): 

^ » - ¿ / r ^ - « - ' ( i 0 ) 

L 

<Po(t) + t <p'(t) + f0(t) = 0. 
Poslední rovnice ukazuje, že <p0(t) a, f0(t) řeší rovinný problém theorie 
pružnosti za předpokladu, že na hranici L nejsou žádná napětí. Podle 
věty o jednoznačností 

<p0(z) - ixz + fi, v»o(z) = — P, 
kde x je reálná a p je komplexní konstanta. 

Není obtížné nahlédnout, že « = 0. Skutečně, b0 = 0. Avšak z (9) 
a (10) plyne, že 

0 = b0 = 2i Im{<pó(a)} = 2ix. 
Tudíž 

<Po(z) = P, Vo(2) = — P-
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Ve -výrazu (11) integrujme druhý integrál per partes: 

J _ f Č w 0 ( C ) d C ^ 1 fd(Čco0(C)) = 

2mJ,(t—z)2 2 n i j C— 2 
L L 

2 ni J C—z i T W j { - 2 ^ 
x i 

Dosaďme toto do (11): 

**> = W p ^ - J , « * dt. (».) 
L 

Přihlédneme-h k hodnotám <p0(z) = ji a I/J0(Z) = — /?, dostaneme z (10) 
a (Hi): 

r co0(c) —ft 0 + = 

2ni J C — z ' 2ni J £ — z 
£ L 

Z toho je patrno, že w0(C) —/9 a co„(t) — í jsou hodnoty 
na hranici analytických funkcí, regulárních vně L a rovných nule v ne-
konečnu. Označme je id(z) a ie(z), takže 

[id(C^ = co0(0 - p, ( 1 2 ) 

ie(C) co'0(Z) + l 

Vylučme z těchto rovnic a>0(C): 

W ) + l<J'(0 + e ( í ) ' + = 0. 

Funkce <5(z) a e(z) + 2ij3 jsou řešení homogenní (t. j. nepůsobí vnější 
síly) úlohy theorie pružnosti pro oblast, ležící vně L. Podle vě tyo jedno-
značnosti <5(z) = ÍOÍ'Z + /?', e(z) + 2IFI = — /?'-. Avšak ó(z) je regulární 
vně L a rovna nule v nekonečnu. Odtud ex! = /S' = 0, ó(z) = 0. Protože 
e(oo) = 0, je také ¡3 = 0. Nyní z (12) plyne, že co0(Q = i<5(£) + £ = 0, 
což jsme měli dokázat. 

Ještě řekneme několik slov o Lauricelliho rovnici (5). Už jsme po-
znamenali, že je v obecném případě neřešitelná. Není však obtížné do-
kázat (nebudeme se však u toho zdržovat), že podmínka (2) je nu tná 
a postačující k tomu, aby měla řešení. 

256 



Užijme rovnice (5) na případ, kdy oblast D je omezena elipsou [371]. 
Nechť parametrické rovnice této elipsy jsou 

f = a cosi?, rj = b siný, £ = f -j- irj. 
Položme 

: -£(• + -£). <»> 
kde a = Qei,p a konstanty q (q > 1) a c jsou určeny rovnicemi 

Transformace (13) převádí elipsu v kružnici |<x| = Q. Označme tu to 
kružnici písmenem y. Položme 

Dosaďme (13) a (14) do (5). Označme ještě 

C0(0 = ťU*(«T), M = f*(T). 

Dojdeme potom k rovnici 

do, 
2m I 1 2 ml p4 

J a J a — 
T y x 

J <t2 É>* ' W ^ ' 
-

Rozviňme co*(x) a /*(r) ve Fouríerovy řady čilí, což je totéž, v moc-
ninné řady pro r a nechť 

co*(x) = + f akx\ /*(r) = 
t= CD k=—00 

Dosaďme toto do (15) a porovnejme koeficienty pří stejných mocni-
nách r . Potom dostaneme soustavu rovnic s neznámými ak : 

2 a0 = A0, 

ak + a - k q + (g« - 1) lcakQ-*k+V = A k , 
ak + a-k = A-k, k= 1,2, ... 

17 257 



Prvou rovnicí je určeno a0. Ze dvou dalších vylučme a~k. Tak dosta-
neme rovnici pro jedinou neznámou ak: 

(1 - e~ik) ak + g-2 ( i + 1 )(e 4 - 1) tá* = A k - e~ikA-k. 

Odtud lze určit ak pro všechny hodnoty k mimo k = 1. Pro k = 1 
dává poslední rovnice 

A - g - ^ - ! 

Pravá strana poslední rovníce musí býti reálná. Můžeme se lehce 
přesvědčit, že tato poslední podmínka je identická s podmínkou (2). 
Předpokládáme-li, že je splněna, najdeme: 

Imaginární část t^lze zvolit libovolně. 
Znajíce ak pro k > 1, urč ímea- f t ze vzorce 

a-k = A-k — ak. 

Nyní tw*(ff) = co(C) je známá. Zabývejme se výpočtem <p(z). Ve vzorci 
(3) položme , . . 

Protože z leží uvnitř L, lze se lehce přesvědčit, že 1 |A| <1 g. Vzorec 
(3) potpm dává 

1 r o>*{o){o*-1) - aIC r g t - y - 1 ) 

J a(a - X)\a - T j J {a - A)|«r 

Pro k < O je integrand regulární vně y a rovná se nule v nekonečnu, 
a to řádově jako a* - 1 . Podle známé Cauchyho věty jsou příslušné 
integrály rovny nule. Pro k = O je integrand také regulární vně y, 
avšak v nekonečnu se jeho residuum rovná jedné. Příslušný integrál 
se rovná jedné. Konečně pro k > O má integrand uvnitř y jednoduché 

póly a = 2 a a = Ý s residui Xk resp. X~k. To dává Á 

q>{z) = a0 + f ak(Xk + X~k). 
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Vyjádříme-li A pomocí z, dostaneme pro <p(z) rozvoj podle mnohočlenů: 
co 

cp(z)= a0 + 2 - 5 - í ( z + V^-tí*)" + (z — (16)' 

§ 57. Dirichletův problém pro vlnovou rovnici. Vlnová rovnice 

' AU + k2U = -0 , (1) 

(A je Laplaceův operátor) hraje význačnou úlohu v mnohých otázkách 
matematické fysiky. Speciálně se vyskytuje v problému ustálených 
elektromagnetických kmitů. Budeme zde vyšetřovat Dirichletův 
problém pro rovnici (l), při čemž se omezíme na rovinnou, jednoduše 
souvislou, omezenou oblast. Obecnější formulací problému, vztahující 
se k vlnové rovnici, najde čtenář v pracích V. D. Kupradzeho [20] 
a V. Sternberga [38]. 

Není obtížné nahlédnout, že pro některá k je Dirichletův problém 
pro rovnici (1) neřešitelný. Abychom to dokázali, všimněme si 
tohoto: Nechť f(a) (a je délka oblouku) je hodnota funkce U(x, y) na 
hranici L oblastí D. Dirichletův problém spočívá v určení funkce 
U(x, y), vyhovující dané rovnici (1), je-li dána f(a). Nechť G(x, y\ f , r\) 
je Greenova funkce oblasti D. Podle Greenova vzorce 

U(x, = j rj) G(x,y; f , r,) df dr, + ~ j f ^ — da, 
D L 

\ 

čili v důsledku rovnice (1) 

U(x, y ) - - ^ J f.G(x, y- f , r,) U{(, r,)dšdr,=±i j#o) ™dc. (2) 
D L 

Rovnice (2) je integrální rovnice Fredholmova typu pro neznámou 
k2 

U(x, y) s parametrem —— a s jádrem G(x, y\ f , rj). Toto jádro je sou-
měrné a ne degenerované a existuje proto nekonečně mnoho charakte-
ristických čísel A čili, což je totéž, hodnot k2, pro něž rovnice (2) nemá 
řešení. Tyto hodnoty k2 jsou reálné. Dokážeme, že jsou kladné (a tedy 

k2 

hodnoty k jsou reálné). Nechť ln = —̂— je charakteristické číslo 
2 71 
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a U„(x, y) příslušná charakteristická funkce. Podle definice je splněna 
identita 

un(x, j š(*> y. f . v) un(e, v) df dv = o. (3) 

D 

Porovnáme-li to s rovnicí (2), vidíme, že se Un(x, y) rovná nule na hra-
nici L a uvnitř oblasti vy ho,vu je rovnici 

AUn + klUn = 0. (4) 
Podle Greenova vzorce 

D D L 

Avšak křivkový integrál se rovná nule, neboť U = 0 na L. Dále 
AUn= — k^Un. Nyní z poslední rovnice plyne 

/ / P H f í H 
K = — JJ > o . 

JJU*n(x, y)áxdy 
D 

Ta okolnost, že čísla kn jsou reálná, dá se lehce interpretovat fysi-
kálně: kn je veličina úměrná frekvenci vlastních kmitů prostředí vypl-
ňujícího oblast D. 

Budeme zde uvažovat Dírichletův problém za předpokladu, že 
k + kn. 

Jeden ze způsobů řešení Dirichletova problému jsme už v podstatě 
ukázali. Převedli jsme jej totiž na integrální rovnici (2). Této roviiíce 
lze s výhodou užít, jestliže je známa Greenova funkce a její charakteris-
tické funkce Un(x, y); v tom případě se řeší rovníce (2) methodou § 19. 
Avšak oblastí, pro něž jsou charakteristické funkce sestrojeny, není 
mnoho a v obecném případě je výhodné mít integrální rovnici s jedno-
dušším jádrem. 

Takovou rovnici lze sestavit pomocí t . zv. zobecněného potenciálu 
dvojvrstvy 

' U(x, y) = J r f o ) m\kr) J do, (5) 
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kde H(
0
2) je Hankelova funkce druhého druhu,1 r je vzdálenost bodu 

(x, y) od bodu a na hranici a v je vnější normála k hranici. Označme, 
jak je zvykem, indexy i a e limity při přibližování k hranici z vnitřku 
resp. z vnějšku oblasti D. Potom lze dokázat, že platí vzorce, známé pro 
logaritmický potenciál: 

L 

Ue(x, y) = fi[s) + J ^ a ) (6) 
L 

Zde s značí bod ná hranici, k němuž konverguje bod (x, y), a n značí 
vnější normálu k hranicí v bodě 5. Dále jak uvnitř, tak vně L vyhovuje 
U(x, y) rovnici (1). 

Jestliže budeme hledat řešení Dirichletova problému ve tvaru po-
tenciálu (5), povede vzorec (6) na integrální rovnici Fredholmova typu 
pro /i(s): 

i 

Podrobnější vyšetřování, jež zde nebudeme provádět, ukazuje, že 
kromě hodnot kn, pro něž Dirichletův problém nemá řešení," existují 
ještě výjimečné hodnoty k = k'n, pro něž je rovníce (7) neřešitelná. 
Řešení Dirichletova problému pro hodnoty k'n může být také určeno 
pomocí potenciálů. Výklad .o těchto otázkách najde čtenář v již citova-
ných článcích V. D. Kupradzeho. Poznamenáme zde pouze, že čísla k'n 

jsou reálná. Odtud speciálně plyne, že integrální rovnice (7) má řešení 
pro všechny komplexní hodnoty k. 

Pro reálné k lze sestrojit integrální rovnici, která řeší Dirichletův 
problém pro rovnici (1) a má řešení pro všechna k =f= kn, t . j. pro 
všechna k, pro něž je sám Dirichletův problém řešitelný. Odvození 

1 Viz na př. R. O. Kuzmin, Besselevy funkeii. 
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"těchto rovnic se zakládá na vzorci, jenž dává obecný tvar integrálu 
Tovnice (l).1 Tento vzorec má pro reálné k tvar 

z 
U(x, y) = <p{z) + jH(z, ž, X, k) <p(X) dX + 

0 
z 

, + JH(Ž, z, X, k)~^(X) dX. (8) 

.Zde z = x + iy, z = x — iy, rp(z) je analytická funkce; konečně 

H(z, ž, X, k) = - \ (9) 

J x je Besselova funkce prvého druhu prvého řádu. 

Dirichletův problém zřejmě rozřešíme, jestliže určíme funkci 95(2), 

jež se vyskytuje ve vzorci (8). Budeme ji hledat ve tvaru integrálu 
typu Cauchyho 

jehož hustotu budeme považovat za reálnou. Opakujeme-li úvahy § 29, 
•dojdeme k integrální rovnici 

M(t) + fK(t,C)rtQd0 = f(s). (11) 
Zde L 

^ c o s ^ e n r m \ x k ) á ) \ ( 1 2 ) 

TI r \ni J í — X I 
o 

Dále, t je bod na hranici L, příslušející hodnotě parametru s, r = 
= |í — £ | a v je směr vnější normály k i v bodě 'Q. Opakujeme-li úvahy 
§ 29, lehce dokážeme, že rovníce (11) je pro k #= kn řešitelná. Najde-
me-li z této rovnice /¿(t), dostaneme pomocí vzorců (10) a (9) řešení 
našeho problému. 

J iný postup, jak převést základní úlohy pro vlnovou rovnici na 
integrální rovnici, je uveden v článku D. I . Sermana [37o], 

1 Odvození tohoto vzorce viz v [10]. Poněkud jsme pozměnili označení uvede-
ného článku. 
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§ 58. Tepelné potenciály a jejich užití. Omezíme- l i se n a p ř í p a d , že 
teplota závisí kromě času pouze na dvou souřadnicích, můžeme rovnici 
pro vedení tepla napsat ve tvaru 

d*u d2u i 8u 
dx2 + ' d y i ~ a2 dť , ( ' 

Nej jednodušším krajovým problémem, spojeným s touto rovnicí, je 
určit integrál rovnice (1), spojitý i s jeho prvými a druhými derivacemi 
ve všech bodech (x, y) nějaké oblasti D a pro všechny okamžiky casu 
následující za počátečním. Hledaný integrál musí vyhovovat podmín-
kám: 

a) počáteční 
pro t = 0 u = F{x> y). (2) 

b) krajové 
na hranici L oblasti D 

V = f(s, t). (3) 
Tento problém budeme nazývat Dirichletovým problémem pro rov-

nici (1). 
Dané funkce F(x, y) a f(s, ť) budeme považovat za dostatečně hladké. 
Na právě formulovaný problém se převede na př. vyšetřování po-

hybu viskosní kapaliny v dlouhé rouře konstantního průřezu. 
Budeme předpokládat, že rychlosti částic kapaliny mají směr po-

vrchových přímek roury. Tudíž, jestliže orientujeme osu z rovnoběžně 
s rourou, je od nuly různá pouze složka rychlosti ve směru z. Dále 
předpokládáme, že uvedená rychlost nezávisí na z. Potom, jak je zná-
mo,1 uvedená rychlost vyhovuje rovnici (1). Je zřejmé, že stačí určit ji 
v libovolném průřezu roury. Tento průřez bude oblastí D. Abychom 
určili rychlosti v libovolný okamžik času, je nutné udat rozdělení rych-
lostí v počátečním okamžiku. Označíme-lí F(x, y) rychlost v bodě 
(x, y) pro t = 0, dojdeme k podmínce (2). Viskosní kapalina lne na stěny 
roury. Z toho plyne, že ng, hranici průřezu je rychlost rovna nule; 
krajová podmínka (3) v našem případě nabývá tvaru: 

na L U(s, ť) = 0. 

Viz N. E. Kočin, I. A. Kibel' aN. V. Roze, Těoretičeskajagydromechanika, 6.II. 
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Shora formulovanou krajovou úlohu lze převést na integrální rov-
nici, jesilíže užijeme t. zv. tepelných potenciálů. Uveďme krátce jejich 
definici a základní vlastnosti; podrobný výklad theorie tepelných po-
tenciálů lze nají t na př. v [6], 

Označme o hodnotu parametru, určujícího polohu bodu na Z* i sám 
bod; v značí vnější normálu k L v bodě o. Dále označme r vzdálenost 
bodu o od bodu (x, y)\ úsečku, jež je spojuje, budeme považovat za 
orientovanou od bodu o k bodu (x, y). 

Nechť ¡u,(o, ť) je funkce definovaná pro t ^ 0 a o ležící na L. Budeme 
předpokládat, že ¡1(0, t) = 0 pro t = 0 a že je dostatečně hladká. 
Tepelným potenciálem dvojvrstvy budeme nazývat integrál 

t 

U(*,y) = l f d r / ^ ¿ e - ^ d a , (4) 
0 L 

definovaný pro body ležící jak uvnitř, tak i vně hranice L. Potenciál 
(4) lze také napsat ve tvaru 

t 

U { X ' y't)==i^? fdrf r C 0 S ( , ' ' r ) díT- ( 5 ) 

0 L 

K tomu stačí provést derivování za integračním znaménkem. 
Funkce fi(a, r) se nazývá hustotou potenciálu. Uveďme vlastnosti 

potenciálu (4). 
1. Jak uvnitř, tak i vně L je XJ(x, y) spojitá i se svými derivacemi 

libovolného řádu a vyhovuje diferenciální rovnici pro vedení tepla 
(rovnici (1)). 

2. Pro t = 0 se potenciál (4) rovná nule. 
3. Jestliže bod (x, y) konverguje k bodu s na hranicí, pak potenciál 

(4) konverguje k limitním hodnotám, jež jsou dány vzorci 
ť ^ 

+ f d r f cos{v, r) do, (6) 

0 L 
t 

Ue = p{8, t) + I^2Jdr J r cos(v, r) do. (7) 
0 L 
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4. Normální derivace potenciálu (4) je spojitá při překročení hra-
nice. 

Zabývejme se řešením Dirichletova problému pro rovnici pro vedení 
tepla. Není obtížné určit integrál této rovnice, vyhovující počáteční 
podmínce (2). K tomu stačí určit F(x, y) v celé rovině (x, y), a to tak, že 
položíme na př. F(x, y) = 0 vně L, a potom je uvedené partikulární 
řešení dáno známým vzorcem 

•f <n +oo 
i r r (x-ny + fv-T,)' 

U0(x, y, t) = J J F(i, V) e ^ df d n , 
® CO 

čili, máme-lí na zřeteli, že F(x, y) = O vně L, 
i r r (»—o*+(»—«?)* 

U0(x,y,t) = 1 — ^ j j F ( Š , V ) e ^ df dr,. (8) 
D 

Řešení Dirichletova problému budeme hledat Ve tvaru 
t 

U(x, y, t) = U0(x, y, t) + ^ J d r j r cos(v, r) do.. 
O L (9) 

Z vlastností (1) a (2) tepelného potenciálu dvoj vrstvy plyne, že funkce 
(9) vyhovuje diferenciální rovnici (1) a počáteční podmínce (2). Zbývá 
určit hustotu fj.(o, T) tak, aby se vyhověla krajové podmínce (3). 

Nechť bod (x, y) konverguje k bodu s na hranici. Užijeme-li krajové 
podmínky (3) a vzorce (6), dostaneme integrální rovnici s neznámou 
fj,(o, z): 

t 

^ t] ~ / dT f (t-l)* e

~
W

^
T ) r c o s

(
v

'
 r

)
c l f f

 = (10) 

kde 
g(s, t) = f(s, t) — lim U0(x, y, t). 

{,i,I/)-» s 

V příštím paragrafu podáme důkaz řešitelnosti získané integrální 
rovnice. Zde učiníme jen některé poznámky. 

1. Pomocí téhož tepelného potenciálu lze řešit Dirichletův problém 
v tom případě, kdy oblast leží vně hranice L. Řešení se jako v předchá-
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zejícím předpokládá ve tvaru (9). Necháme-li (x, y) konvergovat 
k bodu s, musíme užít vzorce (7) a to nás vede k integrální rovnici t . zv. 
vnějšího Dirichletova problému: 

t j 

d ^ f 0 ^ y y i ^ 7 ) r o o s ( v , r ) d f f = g(S,t). (11) 
0 L 

2. V theorii šíření tepla hraje důležitou úlohu krajový problém, 
v němž je podmínka (3) nahrazena podmínkou: 

najL ^ + h(a)U = f(a, r),. (12) 

kde h(a) je nějaká spojitá kladná funkce. Na tento problém sé převádí 
vyšetřování teploty v dlouhém válci, který ztrácí (nebo získává) teplo 
do okolního prostředí, při čemž teplota tohoto prostředí v blízkosti 
válce je známa v libovolný okamžik. Tato úloha může být řešena po-
mocí tepelného potenciálu jednoduché vrstvy, který má tvar 

t t 

V(x, y,t) = ± j d r j d o . (13) 
0 L 

Jako v případě potenciálu dvoj vrstvy budeme o hustotě q(o, r) před-
pokládat, že je dostatečně hladká a rovna nule pro r = 0. Potenciál 
(13) vyhovuje rovnici pro vedení tepla; rovná se nule pro í = 0 a je 
spojitý při přechodu hranice. Jeho normální derivace má skok při 
přechodu hranice; označjme-li n vnější normálu k L v bodě s, máme: 

( f l = *) - 4 é n l ^ i » ) da, (14) 
0 L 

t 

( f i = - ? ( M ) - 4 f ^ y ^ r c o S ( r , n ) d o . (15) 
0 L 

Řešíce krajový problém s podmínkou (12), budeme hledat U ve 
tvaru , 

U(x, y, t) = U0(x, y, t) + ¿. f dr der, (16) 
0 L 
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kde U0 je dáno vzorcem (8). Užijeme-li vzorců (14) a (15), dostaneme 
integrální rovnicí pro neznámou r): 

t 

± q(s ' t ] ~ i i / dTf t c°s(r' n) dg + 

t
 n a ° L T ' (17) 

+ f ^ f ^ e - r a , = / ( , ř) U0. 
0 L 

Znaménko plus odpovídá vnítřní oblasti, znaménko minus vnější 
oblastí. 

^ ^ d a 
3. Integrální rovnice (10), (11) a (17) podržují 

svůj tvar i tehdy, když je oblast D mnohoná-
sobně souvislá. 

4. Položme cos(r, v) 
der = d<x. (18) 

Není obtížné nahlédnout, že da je úhel se- obr. 16. 
vřený dvěma nekonečně blízkými radius-vek-
tory, vedenými z bodu s ke koncovým bodům oblouku der (obr. 16). 
Rovnici (10) lze napsat ve tvaru 

i 

¡LI(S, t) / d T / 4 a í ( i - r W « = -g{8, t). (19) 
-tf 

V takovém tvaru naše integrální rovníce, neztrácí smysl ani tehdy, když 
není hranice L hladká. Stačí pouze předpokládat, že integrál 

¡¡da] = f l ^ ^ - d c r 

má konečnou hodnotu. 

5. Tepelné potenciály v trojdimensionálním prostoru jsou dány 
následujícími vzorci:1 

1 Viz [8]. 
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potenciál jednoduché vrstvy 
Í 

F(*, y, M) = / d r f ^ cl a; (20) 

o s 
potenciál dvojvrstvy 

t 

0 s 
Pomocí těchto potenciálů lze základní krajové problémy převést na 

integrální rovníce právě tak, jak jsme to jíž učinili při rovinném 
problému. 

§ 59. Konvergence postupných aproximací. V monografii G.M. Mjuntce 
[6] je dokázáno, že rovnice (10) a (11), § 58, lze řešit methodou postup-
ných aproximací. Přitom se předpokládá, že hranice L je hladká a má 
spojitou křivost. 

V tomto paragrafu podáme důkaz konvergence postupných aproxi-
mací za předpokladu, že hranice L je konvexní, není však nutně hladká. 
Získaný odhad rychlosti konvergence bude horší než u Mjuntce. 
Uvedeme však tyto horší odhady, neboť nehladké hranice, speciálně 
mnohoúhelníkové, se často vyskytují v praxí. 

Rovnice (10), § 58, a také rovnice konjugovaná s rovnicí (11), § 58, 
jsou zvláštní případy obecnější rovnice 

t ' ^ 

^ - ¿ Z d r f 0 ^ - y i ^ r 2 d x = g(s,t) (1) 
0 L 

pro A = ± 1. Dokažme, že postupné aproximace pro rovnici (1) kon-
vergují, jestliže hranice L je konvexní a |A| <1 1. 

Ve shodě s methodou postupných aproximací položme 

ju(s, t) = 5 X»fin(8,t). (2) 
\ n=0 

Dosadíme-li toto do (1) a porovnáme-lí koeficienty pří stejných mocni-
nách A, dostaneme rekurentní vzorce, jež nám dovolují určit funkce 
«„(«» t)' 
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<"o(«.ř) = 9(s, t)> 

i r r , * " (3) 

o z, 
Nechť |g(s, t)\ = |//0(s, ř)| ^ kde je jistá konstanta. Předpo-

kládejme dále, že \/-in~ ^s, í)| ^ 1, x je také konstanta, a určeme 
odhad pro [//„(«, í)|-

Zřejmě máme 

L 0 
Provedeme-li transformaci 

r2 

4a2(í — r) 
lehce najdeme: 

1 f 
4a2 J (r — 

e 4 a \ í - T ) d T = e 
ť)2 

A tedy 

Dále 

M M ) I ^ ^ / e ^ d « . 
L 

71 J 71 J 71 (4) 
L L 

Zde jsme Q(s) označili úhel, pod nímž vidíme hranici z bodu s. Zřejmě 
Q(s) = 7T v bodech, v nichž existuje tečna, a (neboť hranice je kon-
vexní) Q(s) < TZ v bodech s nespojitou tečnou. V každém případě 

ir f6 4ah i a H d« < 1. 
L 

Položme 

q(t0) = max — f d«. (5) 
o<t<t, 71 J 

~~ ~ L 
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Zřejmě q(t0) < 1 pro libovolné č0 a 

K ( M ) | < ? ( ť o M „ - i , t<t0. (6) 
Chceme-li vyšetřovat postupné aproximace pro nějaké t, pevně zvo-

líme libovolné í0, í0 t. Užijeme-li nerovností (6), najdeme: 

K ( M ) | (7) 
Z posledního odhadu plyne konvergence postupných aproximací, 
stejnoměrná pro 0 t í„. 

Jestliže hraníce L je hladká a se spojitou křivostí, pak odhad pro 
ř ) l i e : 1 « 

I ^ O K - ^ f ^ . (8, 

Zde r je Eulerova funkce gamma a konstanta p závisí na tvaru hra-
nice. 

K A P I T O L A 5 

u 2 i t i t h e o r i e s o u m ě r n ý c h 
i n t e g r á l n í c h r o v n i c 

§ 60. Vlastní kmit/ strun/. Uvažujme nehomogenní strunu délky l, 
jež v rovnovážné poloze zaujímá úsečku <0, V) na ose abscis a je po-
drobena napětí T. Koncové body struny budeme považovat za pevné. 
Nechť na strunu působí spojitě rozložená síla F(x, ť). Tím myslíme, že 
v okamžiku t působí na element struny (x, x + dx) síla rovnající se 
F(x, t) dx. Budeme dále předpokládat, že tato síla působí kolmo na 
strunu. Rovnice pro příčné kmity struny, jak je známo, má tvar 

kde Q(X) je hustota struny v bodě s úsečkou x. 

1 Viz [6], 
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Mimo rovnici (1) musí výchylka struny u(x, t) od rovnovážné polohy 
vyhovovat ještě podmínkám: 

a) kra jovým 

u(0, t) = u(l, t) = 0, (2) 

jež vyjadřuj í , že konce struny jsou upevněny; 
b) počátečním 

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = <p(x), , (3) 

kde <p(x) a f(x) je počáteční rychlost resp. počáteční výchylka struny. 
Abychom určili vlastní kmity struny, řešme nejprve pomocnou 

úlohu. Najděme tvar struny, jejíž konce jsou upevněny a jež je v rovno-
váze vlivem spojitě rozložené síly F(x). Rovnice (1) přejde v tom pří-
padě na rovnici rovnováhy struny 

. - S + T ^ » - 0 ' <4> 

Uvažujme speciální případ, kdy na celou strunu, s výjimkou jednoho 
bodu x = s, nepůsobí zatížení a v bodě s působí bodová síla, jež se čí-
selně rovná jednotce. V našem případě F(x) = 0 pro x 4= s; na každém 
z intervalů má rovnice (4) tvar 

d 2 w o, ^ dx2 

odkud 

u = «jX + pbo 0 <1 x < s, 
u = OÍ2X + /?2 p r o s < x < 1 l. 

Obr. 17. 

Poslední rovnice ukazují, že na každém z intervalů <0, s) a (s," l) niá 
struna tvar přímky (obr. 17). 

Poněvadž koncové body struny jsou upevněny, platí rovnice (2). 
Užijeme-li jich, nalezneme, že ^ = 0 a (82 = — tx2l, a tedy 

u í « r 
1 «21 

x (0 <1 x < 5), 
[x — l) (s < x<L l). 

Zbývá" určit koeficienty a x a a2 . Všimněme si především toho, že pro 
x — s je struna spojitá a oba výrazy pro u musí v tomto bodě souhlasit. 
To dává . 

ocjS = — OÍ.JJ, — s). (5) 
/ 
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Součet vertikálních průmětů napětí na obou částech struny se musí 
rovnat jedné — velikosti síly působící v bodě s: 

Ť(smy1 + síny2) = 1 

čili, poněvadž úhly yx a y2 jsou malé, 

^( tgyi + tgy.) = 1. 

Avšak tgy x = oí^ tgy2 = —a 2 . Odtud 

r ( « 1 - « i ) = i . (6) 
i 

Určíme-li a ^ oc2 z rovnic (5) a (6) a dosadíme-li je do (4), dostaneme 

x(l — s) 

u 
IT 

s(l — x) 

Zaveďme označení 

0(x, s) = 

Potom 

IT 

x(l — s) 
i ' 

s(l — x) 
i 

1 

(o <: x <: s), 

{s <:x i). 

( 0 ^ X 5 ) , 

{s£x£ l). 

11 = y G(x, s). 

(?) 

(8) 

Pro další výklad je důležité si všimnout toho, že funkce G(x, s) je 
souměrná: G{x, s) = (Gs, x). (9) 

Nyní už není obtížné určit rovnovážný tvar struny při působení libo-
volné, spojitě rozložené síly F(x). Vskutku, jestliže v bodě s působí 
síla, rovná nikoliv jednotce, nýbrž nějaké veličině F, bude příslušná 
výchylka rovna p 

Nechť nyní v bodech slt s2, ...,sn struny působí síly Fv F2, ..., F„. 
Potom „ F 

u= X^-G(x,sk). 
k= 1 
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Přejdeme-li v této rovnici k limitě, nalezneme, že v případě spojitě 
rozložené síly s hustotou F(s) 

i 
u = - i Jo(x, s ) F(s) ds. ( 1 0 ) 

• ! 0 
Ze vzorce (10) lehce získáme rovnici pro kmity struny. Podle 

ďAlembertova principu stačí připojit k síle F(s) ds, působící na element 
d2u 

struny ds, „inerciální sílu" — Q(S) ds 

Potom dostaneme 
i i 

u(x, t j = j r f G(*>s) d s ~ Y f e ( 5 ) G{x's) dHdi t} ds (11) 

o o 

— integro-diferenciální rovnici pro kmity upevněné struny, jež je ekvi-
valentní diferenciální rovnici (1) s krajovými podmínkami (2). Síla F 
může záviset na čase — potom v rovnici (11) je třeba psát F(s, t) místo 
F(s). Jestliže F(s, ť) = 0, dostaneme integro-diferenciální rovnici 
vlastních kmitů upevněné struny 

i 
n(x, f.e(*) «) ds. (12) 

o 

Budeme hledat periodická řešení této rovníce; položme 

u(x, t) = v(x) sin(rí + e). 

Dosadíme-li toto do (12), zjistíme, že v(x) vyhovují integrální rovnici 
i 

v{x) ~Y J eW ° ( x > i s = (14) 
0 

Jestliže je struna homogenní, pak Q(X) = Q = konst. V tom případě 
v(x) vyhovuje souměrné integrální rovnici 

1 2 
v(x)-jufG(x,s)v(s)ds=0;/u=^. (15) 

o -t 
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V obecném případě není rovnice (14) souměrná. Lze ji však lehce 
učinit souměrnou (viz § 18), jestliže ji násobíme výrazem V (̂as) a polo-
žíme 

v(x) ]/e{x) = <p(x), G(x, s) ]/e(z) e(s) = K{x, s). 

Potom dostaneme rovnici 
i 2 

<p[x) - A f K(x, s) <p(s) ds = 0; A = (16) 
0 -L 

jejíž jádro je souměrné. 
Dokažme, že charakteristická čísla rovnice (16) jsou kladná. Nechť 

<p(x) a A vyhovují rovnici (16). Klademe-li tp(x) = v(x) ] / Q ( X ) , najdeme, 
v2 

že v(x) vyhovuje rovnici (14), v které je — nahrazeno A: 
i 

v{x) — A / e ( s ) G(x, s) v(s) ds = 0. (14j) 
o 

Ze (7) je patrno, že pro x = 0 a pro x = l se G(x, s) rovná nule. Avšak 
potom ze (14j) plyne, že 

d(0) = v{l) = 0. (17) 

Derivováním rovníce (14) dojdeme k diferenciální rovnici 

v"(x) + A Q{X) V(X) = 0. (18) 

Připouštějíce, že v(x) může být komplexní, násobme (18) výrazem 
v(x) a zintegrujme: 

i i 
fv"(x) v(x) da; + IJQ{X) \V(X)\2 dx = 0. ~ (19) 
o o 

Prvý integrál integrujme per partes. V důsledku rovnic (17) 
] 1 _ ' 

/v"(x) v(x) dx = — /|í/(a;)|2 dx. 
o o 

Rovnice (19) nyní dává 
i 

f\v'(x)\2dx 
A = ^ > 0 . 

/Q(X)\V2(X)\ DX 
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Jestliže určíme charakteristická čísla Xn rovnice (16), určíme tím. 
také frekvence charakteristických kmitů struny, jež se rovnají 

Příslušné charakteristické funkce určují tvar struny kmitající s f re-
, , Vn 
kvenci —: 

\ Q(x) 
Charakteristické funkce a charakteristická čísla souměrné rovnice 

(16) mohou být určeny methodami, vyloženými v kap. 1 části I. 

§ 61. Kmity struny, jejíž hustota se mění lineárně. P r o urč i tos t v ý p o č t ů 

budeme předpokládat, že l = l a hustota g(x) je dána rovnicí 

Q(x) = e o ( l + X). (1) 

Potom rovnice (14), § 60 nabude tvaru 

v(x) 
1 

^ J (1 + s) G(x, s) v(s) ds = 0. 

Násobme tuto rovnici | / l + x a položme 

cp(x) = ]/1 + x v(x), 

K(x, s) = l '(l + x ) ( l + « ) G(x, s); (2) 

X - T ' 

Funkce (p(x) vyhovuje integrální rovnici 

cp(x) — X f Ii(x, s) q>(s) ds = 0. (3) 

Všimněme si, že v našem případě 

x(l — s) (0 <Lx£ s), 
- 1 ( s £ x £ 1). 
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Určeme frekvencí základního tónu. K tomu stačí určit prvé chara-
kteristické číslo rovnice (3). Užijme methody § 15, jež dává Xx pomocí 
s top jádra. Podle vzorce (5), § 15 

11 11 
A2 = fjK*(x, s) dx ds = f f ( l + x)(l + s) G\x, s) dx ds = 

0 0 0 0 

= 2 / ( l + s ) ( l - x f dx / ( I + s) s2 ds*= - ¿ f á . 
o o 

Ye druhém přibližném vzorci (7j), § 15 
1 

2 m 
V-̂ -Žm položme m = 1. 

V § 60 jsme dokázali, že charakteristická čísla rovnice (3) jsou 
kladná. V takovém případě 

(V TjLr = 6,300 

a tedy 

Abychom dostali přesnější hodnotu vypočtěme druhé iterované 
jádro 

i ' i 
K2{x, s) = / K ( x , t) K(t, s) dř = ]/(l + ar)(l + s) / ( I + t) G(x, t) G(t, s) dř. 

o o 
Vypočtěme jádro K2(x, s) za předpokladu, že x > s. Pro x < s se 

jádro K2{X, S) určí z podmínky, že je souměrné. Integrační obor 
<0, 1) rozdělíme na tří: Od nuly do s, od s do x a od x do 1. Užijeme-li 
definice G(x, s), dostaneme: 

i 
/(I + t) G(x, ť) G(t, s) dt = 
o 

S X 

= ¡(1 + t) í2(l — x)(l — s) dí + / í ( l — t2) s( l — x) dř + 
0 s 

1 
+ /(I + t)( 1 — t f x s d t = 

X 

= -ň™ - f * 2 * - + - 1V 4 + - ň * i s + iV™4-
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Odtud pro x > s, 

K2(x, S) = V(1 + x)(l + s) (5xs — 6 x2s — 2 s3 + 2xs3—si + x*s + xs*). 
12 

Hodnotu K\(x, s) pro x < s dostaneme jednoduchou výměnou 
argumentů x a s: pro x < s 

Nyní 
11 1 X 

At= f f K\(x, s) dx ds = 2 fdx fK%(x, s) ds = 0,0006154. 
oo o o 

Ve druhém vzorci (7J, § 15 položme nyní m = 2. Potom 

Tato hodnota Xy je menší než hodnota přesná. Přibližnou hodnotu, jež 
je větší než hodnota přesná, dostaneme, vezmeme-li prvý ze vzorců 
(Tj), § 15, který pro Aj > 0 má tvar 

Přesná hodnota leží mezi čísly 6,349 a 6,398. J e zajímavé si všim-
nout, že poměrně nepřesný vzorec 

dal hodnotu s chybou menší než 2%. 
Známe-li hodnoty A2 a A4, můžeme vypočítat i druhé charakteris-

tické číslo A2, užívajíce přibližného vzorce (6), § 17: 
2 m 

K2(X, S) = ]/(! + X)(l + 8) 
12 (5a:s — 6xs2 — 2x3 + 2x3s—xi -f xs4 + x*s). 

Ai ^ — ' — = 6,349. 
1!Al 

Položme v tomto vzorci m = 1. Potom 
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Klademe-li m = l a všimiieme-li si, že X2 > O, máme: 

§ 62. Greenova funkce. Podrobný výklad otázek, spojených s pojmem 
Greenovy funkce, najde čtenář v mnoha dobře známých učebnicích. 
Poukažme na př. na knihy Couranta-Hilberta [4], V. I . Smirnova [8] 
a 1.1. Privalova [7]. Omezíme se zde proto pouze na definici Greenovy 
funkce a na uvedení jejích základních vlastností. 

Začněme nejjecLnodušším případem. Nechť je dán obyčejný lineární 
diferenciální operátor druhého řádu 

kde p(x) ¡> 0. Budeme uvažovat funkce y(x), které v koncových bo-
dech intervalu (a, 6) splňují podmínky 

« y{a) + (i y'(a) = 0, y y{b) + <5 y'{b) = 0 (2) 

a uvnitř intervalu jsou spojité i se svou první derivací. Druhou derivaci 
y "(x) podrobíme jediné podmínce — aby L(y) měl smysl. Předpokládejme, 
že ani jedna z těchto funkcí, kromě funkce y(x) = 0, neanuluje operátor 
L(y). J inak řečeno, předpokládáme, že jediným řešením rovnice 

L(y) = 0, (3) 
jež vyhovuje podmínkám (2) a je spojité i se svou první derivací, je 
y = 0. Greenovou funkcí operátoru L(y) pro krajové podmínky (2) 
se nazývá funkce dvou proměnných G(x, y), která má tyto vlastnosti: 

i 
1. G(x, s) je spojitá pro a ^ i ^ i i a f f i ^ i ^ í i . 
2. V každém z intervalů a <[ x < s a s < x jsou derivace 

3G(x, s) dG(x, s) 
a ^ spojíte. dx 3 s 

3. V bodě x = s má derivace ^ skok určený vzorcem 

dG(x, s) 
3 5 x = s + 0 

3G(x, s) 
X = 8 — 0 wr { i ) 

278 



4. Pro pevně zvolené s vyhovuje G(x, s) rovnici (3) 

L(G) = 0 

v každém z intervalů a < s a s < x ^ ¡ 6 . 

5. Jako funkce proměnné x vyhovuje G(x, s) krajovým podmínkám 
(2). 

Greenovu funkci lze sestrojit takto: 
Určíme integrály u(x) a v(x) rovnice (3), vyhovující Cauchyho pod-

m í n k á m

 u(a) = 0, »'(«) = - « , 

v(b) = ó, v'(b) = —y. 

J e zřejmé, že u(x) vyhovuje také prvé z krajových podmínek (2) 
a v(x) druhé. Integrály u(x) a v(x) jsou lineárně nezávislé, neboť v opač-
ném případě by existoval integrál rovníce (3), vyhovující oběma kra-
jovým podmínkám (2), a to je ve sporu s naším předpokladem. 

Z theorie lineárních diferenciálních rovnic je známa identita 

p(x)\u(x) v'(x) — u'(x) v(x]\ = — c. (5) 

Konstanta c je různá od nuly, neboť v opačném případě by u(x) a v(x) 
byly lineárně závislé. 

Jestliže jsme určili integrály u(x) a 1)(x), můžeme okamžitě napsat 
výraz pro Greenovu funkci, totiž 

(a á x á .), 

c 
Není obtížné se přesvědčit o tom, že funkce (6) má vlastností 1 až 5, 
vytčené v definicí Greenovy funkce. 

Ze vzorce (6) přímo plyne, že G(x, s) je souměrná funkce, t . j. 

G(x, s) = G(s, x). (7) 
uisc") vis") 

Skutečně, nechť na př. x < s. Potom G(x, s) = ————. Počítáme-li 
c 

G(s, x), musíme vzít dolní řádku v (6), neboť prvý argument, s, je větší 
než druhý. Avšak potom 

G(s, x) = —u(x) v(s) = G{x, s). 
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Druhá vlastnost Greenovy funkce,, velmi důležitá pro aplikace, je 
vyjádřena následující větou: 

Integrál nehomogenní rovnice 

L{y) = Ž [p{x) S] + q{x) y=~ f [x ) ' (8) 

vyhovující krajovým podmínkám (2), je dán vzorcem 

y(x) = ¡G(x, s) f(s) ds. (9) 
Řešení (9) je jediné. ° 

Důkaz této věty najde čtenář v učebnicích citovaných na začátku 
tohoto paragrafu. 

ISTení obtížné se přesvědčit o tom, že funkce G(x, s) sestrojená v § 60 
je Greenovou funkcí operátoru L(y) = y" při krajových podmínkách 
2/(0) = ž/(Z) = 0. 

Vzorec (9) nám dovoluje podat jednoduchou a užitečnou interpre-
taci Greenovy funkce. V rovnici (8) budeme f(x) považovat za spojitě 
rozloženou sílu a y(x) za posunutí bodu x vzhledem k rovnovážné po-
loze vyvolané touto silou. V takovém případě je G(x, s) posunutí bodu 
x, vyvolané jednotkovou bodovou silou, působící v bodě s. Předpoklá-
dejme, že v intervalu (s — e, s + e) působí taková spojitě rozložená 
síla f(x), jejíž hlavní vektor se rovná jednotce: 

s + e 
f f ( x ) d x = l . (10) 

S—e 
Nechť intervaly <a, s — e) a <s + £, b") nejsou podrobeny působení sil, 
takže v těchto intervalech f(x) = 0. Ve vzorci (9) integrály v inter-
valech (a, s — e) a •(« + e, 6) vymizejí, a tak dostaneme 

y(x) = feG(x, t) f(t) dt. 
S € 

Předpokládáme-li, že f(x) > 0, můžeme užít věty o střední hodnotě 
integrálu: 

l + e 
y(x) = G(x, s') J f{t) dt = G(x, s'), s — s < s' < s + e. 

8—e 

Necháme-li e-> 0, přejdeme k bodové síle působící v bodě s a rovné 
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jedné v důsledku rovnice (10). Přitom s' -> s, a poněvadž G(x, s) je 
spojitá, je v limitě 

y{x) = G(x, s), 
což jsme měli dokázat. 

Při úlohách z theorie kmitů a theorie stability je třeba často řešit 
následující problém. J e dána diferenciální rovnice 

L(y) + X r{x) y = 0 (11) 
čili podrobněji 

kde r(x) je spojitá kladná funkce a A je číselný parametr, jenž není 
předem dán. Chceme určit t y hodnoty X, pro něž existuje integrál rov-
nice (11), který je spojitý a má spojitou derivaci, jež se nerovná iden-
ticky nule a vyhovuje krajovým podmínkám (2). Známe-li Greenovu 
funkci, můžeme pomocí vzorce (9) převést uvedený problém na určení 
charakteristických čísel integrální rovnice se souměrným jádrem. 
Všimněme si, že rovníce (11) přejde v (8), jestliže položíme f(x) = 
= X r(x) y(x). Protože hledaný integrál vyhovuje podmínkám (2), lze 
užít vzorce (9): ' 

y(x) = X f r(s) G(x, s) y(s) ds. (12) 
a 

Rovnice (12) je homogenní integrální rovnice s neznámou y(x) a para-
metrem X; vyloučíme-li případ, že r(x) = konst., je nesouměrná. Aby-
chom ji převedli na souměrnou, násobme obě strany \r{x) a položme 

1lr{x) y(x) = cp{x), }!r{x) r(s) G(x, s) = K(x, s). 

Tak dostaneme rovnici 
b 

<p(x) — Xf K{x, s) cp{s) ds = 0, ' (13) 
a 

jejíž jádro je jíž souměrné. Charakteristická čísla této rovnice jsou 
zřejmě hledané hodnoty X. 

Je užitečné sí všimnout, že všechna charakteristická čísla rovnice 
(13) jsou jednoduchá, t . j. každému z nich přísluší pouze jedna chara-
kteristická funkce. Abychom se o tom přesvědčili, předpokládejme, že 
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charakteristickému číslu A' příslušejí lineárně nezávislé charakteris-
tické funkce (px{x) a <p2{x). Sestrojme funkce 

Tyto funkce vyhovují integrální rovnici (12) pro A = A'. Odtud plyne, 
že vyhovují téže diferenciální rovnicí 

s krajovými podmínkami (2). Všimněme si prvé z těchto podmínek: 

Napsaný determinant je hodnota Wronského determinantu integ-
rálů yx(x) a y2(x) pro x = a. Protože se rovná nule v jednom bodě, rovná 
se nule identicky. Odtud plyne, že yx[x) a y2(x) jsou lineárně závislé. 
Avšak potom <px(x) a <p2(x) jsou také lineárně závislé, což je ve sporu 
s předpokladem. 

Pojem Greenovy funkce lze rozšířit na rovnice vyššího řádu a s vět-
ším počtem nezávisle proměnných. Tak na př. Greenova funkce 
Laplaceovy rovnice je definována jako funkce dvou bodů oblasti, 
M a Mx, mající logaritmickou singularitu1 pro M = Mlt harmonická 
pro M 4= Mx a rovná nule na hranící oblasti. 

§ 63. Torsní kmi t / tyčí (také v přítomnosti osamělých hmot). D i f e -
renciální rovnice torsních kmitů tyčí má tvar 

Zde je •& úhel zkroucení, I m je moment setrvačnosti délkové jednotky 
tyče vzhledem k rotační ose, O je modul torse, I p je moment tuhosti 
v kroucení. Budeme uvažovat periodické kmity tyče, jejíž jeden konec, 

1 Uvažujeme případ dvou nezávisle proměnných. 

L(y) + A' r(x)y= 0. 

« Vi(a) + P yM) = « yÁa) + P y'áa) = 

Protože se čísla « a nerovnají nule současně, je 

yx(a), y[(a) = Q 

y2(a), y'2(a) 

(1) 
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x = O, je pevně vetknut a druhý konec, x = Z, je volný. Podmínky pro 
konce tyče budou 

ů = 0 pro x = 0, 
d & n 7 (2) — = 0 pro x = 1. 

Hledajíce periodická řešení, položíme 

ů(x, t) = eiH0(x). 

Dosadíme-li toto do (1), zjistíme, že 0(x) vyhovuje obyčejné diferen-
ciální rovnici 

Z (2) plynou krajové podmínky, jimž vyhovuje 0(x): 

0(0) = 0; 0'(l) = 0. (4) 

J e zřejmé, že význam mají pouze ty funkce 0(x), jež se nerovnají iden-
ticky nule: jestliže 0(x) = 0, pak i ů(x, t) = 0 a kmitů vůbec není. 
Tak docházíme ke speciálnímu případu problému, formulovaného 
v předcházejícím paragrafu: Jest určit hodnoty A, pro něž se 0(x), vy-
hovující rovnici (3) a podmínkám (4), nerovná identicky nule. Jak už 
víme, tato úloha se převádí na íntegrální rovnici. 

Sestrojme příslušnou Greenovu funkcí. Označme ji H(x, s). Funkce 
H(x, s) vyhovuje diferenciální rovnici 

Tato rovnice má lineárně nezávislé integrály 
X 

u(x) = J v(x) = 1, 
o 

vyhovující podmínkám w(0) = 0, v'(l) = 0. Př i tom v našem případě 
p(x) = GI„ a 

p(x)[uv' — vu'\ ' — 1. 

ť 
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Odtud c = 1 [vzorec (5), § 62], a tedy 

dx 

H(x, s) 
/ 

. 0 
8 

f 

G I p (0£x£s), 

(5) 

o 
Integrální rovnice pro 0(x) má tvar 

i 
0(x) — A / H ( x , s) Im(s) 0(s) ds = 0. (6) 

o 
Vynásobíme-li ji ]ílm(x) a zavedeine-li odpovídající označení, převe-
deme ji na rovnici se souměrným jádrem. 

Rovnice (6) byla odvozena za předpokladu, že se moment setrvač-
nosti Im(x) mění podél tyče spojitě. Může se však stát, že na tyči jsou 
osamělé hmoty. Potom se tvar rovnice (6) mění. Speciálně, jestliže je 
n osamělých hmot s momenty setrvačnosti 71; / 2 , . . . , / „ rozložených 
v bodech sv s2, ...,sn tyče, máme místo (6): 

0(x) - A ¡H(x, S) Im(s) 0(s) ds. - A 2 H(x, sk) Ik 0(sk) = 0. (7) 
0 k= 1 

Lze dokázat, že Hilbert-Schmidtovu theorii lze úplně přenést na 
rovnice typu (7). V pracích I. V. Anaňjeva [9] a A. I .Komaje [16] je 
uvedeno užití rovnice typu (7) na problém kmitů křídla s osamělými 
břemeny. K výpočtu frekvencí užívají tito autoři hlavně Kellogovy 
methody. 

§ 64. Stabilita tlačené tyče. (Vzpěr tyče.) Rovn íce ohybové k ř i v k y 
pružné tyče, má, jak známo, tvar 

kde M a I je působící moment a moment setrvačnosti v průřezu s úseč-
kou x, E je Youngův modul. Uvažujme případ, kdy tyč je stlačována 
silami působícími na jejích koncích. Označme velikost každé z těchto 
sil P. Potom M = — Py a rovnice ohnuté osy bude 
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^ m d £ ] + P y = o. ( 1 ) 

Konce tyče se neposunují ve směru kolmém na tyč, a proto, označíme-li 
délku tyče Z, máme 

ž/(0) = y(l) = 0. (2) 

Rovnici (1) dělme E a položme — = X. Potom 
E 

Označme G(x, s) Greenovu funkci operátoru 

dx I dx\ 

příslušející krajovým podmínkám (2). Potom (víz § 62) 
i 

y{x) — Xf G(x, s) y(s) ds = 0. 

(3) 

(4) 

Ohyb y(x) zatížené tyče vyhovuje tedy homogenní integrální rovnici se 
p 

souměrným jádrem. Pro libovolně zvolenou sílu P nebude číslo X = -=• 
E 

charakteristické a y(x) = 0. Jinak řečeno, libovolně zvolená stlačující 
síla ponechá přímkový tvar tyče. Pouze v tom případě, kdy P = XnE, 
kde Xn je charakteristické číslo rovnice (4), může být y(x) různá od nuly 
a, tyč se zkřiví — ztrácí stabilitu. 

Př i úloze o vzpěru tyče je důležité určit nejmenší sílu, pro kterou tyč 
ztrácí stabilitu. To je tak zvaná kritická síla rovnající se součinu 
Youngova modulu snejmenším charak-
teristickým číslem rovníce (4). V praxi 
postačuje přibližný vzorec, dávající 
menší, než je hodnota přesná: 

1 1 1 

TÍ=> A " = / / G*(x> s ) da; ds. (5) 
1!At o o 

Určeme na příklad kritickou sílu pro tyč, která má tvar komolého 
kužele. Označme poloměry r0 a r0(l + q) (obr. 18). Poloměr průřezu 

T-H) 

Obr. 18. 
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s úsečkou x bude potom r011 + ] a moment setrvačnosti tohoto 
průřezu 

1 = ^ ( 1 + «x)\ (6) 

kde y je hustota tyče a « = -y. Rovnici (4) přepišme ve tvaru 

Jestliže G(x, y) je Greenova funkce operátoru 

při krajových podmínkách (2), vyhovuje y(x) integrální rovnici 
i 

y(x) —fxjG(x, s) y(s) da = 0. (8) 
o 

Máme určit její nejmenší charakteristické číslo. 
Určeme Greenovu funkci G(x, s). Rovnice 

má obecný integrál 

Podmínce í/(0) = 0 vyhovuje integrál 
1 u(x) = 1 

(1 + ocx)3 

a podmínce y(l) = 0 integrál 
1 

v(x) = (1 + (XX)3 (1 + od)3 

Dále 

c = — p(x)[u(x) v'(x) — u'(x) v(x)\ — 3a (1 

a tak dostaneme výraz pro Greenovu funkci: 

1 
(1 + ocl)3 ' 
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c \ l ( l + « ® ) » | f ( l + « í ) 3 (1 + « ř ) 3 l t 0 ^ ^ ^ 5 ) ' 
G{x, s) = •! 

T^ ~ (1 + a 5 ) ° ] [ ( l + « s ) 3 _ ( l + íxZ)i>](5 = a; = ^ ) ' 

Nejme:nší charakteristické číslo /J,1 rovnice (8) je určeno přibližným 
vzorcem 

J i I I X 

-Tftí //G2(x, s) dx ds = 2fdx JG2(x, s) ds. 
/<l 0 0 0 0 

Uvedený integrál se vypočte úplně elementárně. Vzorec je však dosti 
těžkopádný. Chceme-lí jej zjednodušit, omezíme se na případ, kdy 
veličina q je malá, a lze zanedbat členy, jež obsahují q ve vyšší mocnině 
než prvé. Provedeme-li výpočty za tohoto zjednodušujícího předpo-
kladu, dostaneme: 

, (9) 

Odtud lehce určíme kritickou sílu P. Všimneme-li si, že X = I0/u, kde 
I0 je moment setrvačnosti v průřezu x = 0, najdeme výraz pro kritic-
kou sílu ve tvaru ' 

P = « , = ě | s ( l + 2 ? ) = m ^ ( l + 29). „», 

Jestliže položíme q = 0, dostaneme tyč stálého průřezu. Vzorec (10) 
v tom případě dává velikost kritické síly 

9,487EI0 

' P • 

Přesná hodnota kritické síly, jak je známo, se v tomto případě rovná 
_ 9,897EI

0 

l2 

Přibližná hodnota se od přesné liší o méně než 5%. 
Tentýž postup převedení na integrální rovnicí umožňuje určit kri-

tickou sílu i ve složitějších případech. Speciálně, na integrální rovnice 
lze převést problém stability pružné destičky, na kterou působí síly 
v rovině destičky [18]. N. V. Zvolinskij řeší ve svém článku [14] po-
mocí integrálních rovnic problém stability válcovité skořepiny. Ve 
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dvou posledních případech jsou jádra nesouměrná, avšak patří do 
třídy t . zv. symetrisóvatelných, pro něž platí věta o existenci reálného 
charakteristického čísla. 

§ 65. Tlak tuhého razníku na pružný poloprostor. U v a ž u j m e polo-
prostor z < 0. Předpokládejme, že na část S roviny z = 0, která jej 
omezuje, tlačí absolutně tuhé těleso (budeme je nazývat razníkem), 
přitisknuté k polorovině silou Q rovnoběžnou s osou z. Předpokládáme, 
že mezi poloprostorem a razníkem není tření. Zbývající část S' hranice 
není namáhána vnějšími silami. Chceme určit pole napětí a posunutí 
v poloprostoru a také určit závislost mezí silou působící na razník 
a jeho posunutím. 

O problému, který jsme formulovali a který je znám pod názvem 
„problém tlaku razníku", pojednává obsáhlá literatura. Obdobný ro-
vinný problém budeme analysovat v kap. 6. Zde vyložíme řešení pro-
blému o tlaku razníku na poloprostor, založené na jeho převedení na 
integrální rovnici prvého druhu. Toto řešení odvodil V. I. Dovnorovič 
ve své disertací [39]. 

Formulujme rovníce a krajové podmínky našeho problému. 
Označme u, v, w složky vektoru elastických posunutí. Zanédbáme-li 

objemové síly, můžeme předpokládat, že u, v, w vyhovují známým 
rovnicím theorie pružnosti: 

A , 1 F, 
1 — 2a dx 

1 dů 
1 — 2a 9 y 

1 dů 

Av + 
" ' (1) 

du dv dw 
dx + ~dy + lž' 

kde a je Poíssonova konstanta. Krajové podmínky příslušející těmto 
rovnicím jsou tyto: 

Na S' nejsou vnější síly a na $ není tření; v celé rovině xy tedy máme 

TXZ = T „ = 0, z = 0. (2) 
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Dále zřejmě 

na S' az = 0. (3) 

Nechť z = <p(x, y) je rovnice té části plochy razníku, kterou se dotýká 
poloprostoru. Potom 

na<S w = ax + by + c — <p(x, y) = &(x, y), (4) 

kde veličina ax + by + c charakterisuje posunutí razníku jako tuhého 
tělesa. Poznamenejme, že v souhlase s předpokladem, že deformace 
jsou malé, považujeme konstanty o, 6, c a funkci tp(x, y) za malé. Na 
konec předpokládejme, že v nekonečnu jsou posunutí omezená a napětí 
neexistuje. Problém o t laku razníku se tedy převádí na integrování 
rovnice (1) pří krajových podmínkách (2) až (4). Konstanty a, b, c při 
řešení problému zůstávají neurčeny; po rozřešení problému lze je určit 
z podmínek rovnováhy razníku takto: Nechť síla Q, působící narazník , 
působí ve směru osy z. Potom 

/ foz dx dy = Q, 
s 

//xaz dx dy = f f yaz dx dy = 0. (5) 
s s 

Přistupme k řešení našeho problému. J a k je známo,1 funkce u, v, w 
vyhovující soustavě (1) mohou být vyjádřeny ve tvaru 

dw dy) dy> 
U = cpí + ZTx' v = <P2+z-^> w = 9» + z Ife' 

kde <pv q>2, <p3, y> jsou harmonické funkce spjaté relací 

dip 
Tz 

1 / dyi , I 
— 4 a \ dx ^ dy ^ dz j 

Krajové podmínky našeho problému dovolují převést2 úlohu na určení 
pouze jedné funkce <p3, vyhovující těmto krajovým podmínkám: 

™S <p3 = <p(», y), (6) 

1 E. Trefte, Matěmatičeskaja těorija uprugosti, GTTI, 1932. 
2 Viz F. Frank a R. Mises, Difereneialnyje i intěgralnyje uravněnija matěmati-
českoj fyziki, GTTI, 1937, str. 2 9 0 - 2 9 2 . 
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na _ | 1 = 0 ( 7 ) 

Budeme předpokládat, že povrch razníku je dostatečně hladký, takže 
má spojité derivace druhého řádu. Speciálně tedy předpokládáme, že 
na povrchu razníku nejsou hrany. Dále se budeme podstatně opírat 
o výsledky S. Zaremby [40], z nichž speciálně plyne, že existuje funkce 
(p3{x, y, z) harmonická v poloprostoru z < 0, kterou lze vyjádřit ve 
tvaru potenciálu jednoduché vrstvy se spojitě diferencovatelnou hus-
totou; funkce <p3(x, y, z) vyhovuje, krajovým podmínkám (6) a (7) za 
jediného předpokladu, že funkce 0{x, y) je dostatečně hladká. Pozna-
menejme, že z toho faktu, že funkci <p3(x, y, z) lze vyjádřit jako poten-
ciál jednoduché vrstvy, plyne, že tato funkce je spojitá v celé rovině xy, 
počítaje v to hranici oblastí S a S'. 

Majíce toto na pamětí, budeme hledat q>3 ve tvaru 

kde r2 = (x — f)2 + (y — rj)2 z2. Vně oblastí S, speciálně na S', 
lze potenciál (8) derivovat za integračním znaménkem. Při tom 

d(Pa «,„ C C.., t „\dŠdrl 
I I 2z / M&V)-8z I J '» r 

s 
což se anuluje na S'. Potenciál (8) tedy automaticky vyhovuje podmín-
ce (7). 

Krajová podmínka (6) dále dává 

na S I ¡'P&rt-dgd V = 0(x,y). (9) IP 
To je integrální rovnice prvého druhu s neznámou fi(g,rj). Protože na S 
z = 0, je její jádro 

J _ _ 1 
~ ~ J(x - f)2 + (y 

souměrné. V důsledku shora uvedených výsledků S. Zaremby je rovni-
ce (9) řešitelná. Řešení je jediné, neboť v opačném případě by existo-
valo několik spojitých, pro z < 0 harmonických funkcí, vyhovujících 
krajovým podmínkám (6) a (7), což, jak je známo, je nemožné. 
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Jádro — má slabou singularitu. Dokážeme však, že věta Hilbert-

Schmidtova zůstane v platnosti pro toto jádro s tou jedinou výhradou, 
že řada (8), § 13 nebude obecně konvergovat stejnoměrně, nýbrž j en 
v průměru.1 

Označme jako obvykle 

>(£. v) IP - d£ d T) = Kfi. 
s 

Z věty (1), § 10 plyne, že jádro, druhé iterované vzhledem k jádru —, 

bude pouze logaritmicky nekonečné, a proto bude pro něj platit vě ta 
Hilbert-Schmidtova. Označme li a <pi{£, rj) charakteristická čísla a cha-
rakteristické funkce souměrného jádra —; potom A2 a q>i(£, rj) budou 

charakteristická čísla a charakteristické funkce druhého iterovaného 
jádra. Podle Hilbert-Schmidtovy věty 

= y <pk(x, y); 
k=1 Ák (10) 

ak = C«> <Pk) = / / n ) <Pk{Š, V) dl dy, 
s 

pří čemž řada na pravé straně konverguje stejnoměrně, za toho jedi-
ného předpokladu, že integrál 

/ / | ^ ( ř , 7 ? ) | d | d J ? = i n » 
existuje. s 

Označme » 
Pni*, y) = Z ak <PÁX> y) 

k= 1 
a vyšetřujme skalární součin 

(K*(p — pn), p — (11) 

Podle Buňakovského nerovnosti platí 

- f * n ) , f i - f i n ) \ ^ • ||/t - AIJI = 
= \\K*/LL ^ K*FLN\\ . H / Í - Z I J . 

1 O konvergenci v průměru viz § 20. 
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Dále, (n \ " n a 
^akq>k = y,akK2cpk = 2-^f-<Pk-

k—1 / Jb=l i=l Ak Rada (10) konverguje stejnoměrně, a tedy K2/xn konverguje stejno-
měrně ke K2[I\ t ím spíše 

p r v - z ^ j - ^ o . 

Veličina W/jl — ¡in|| je omezená. Podle trojúhelníkové nerovnosti totiž 
platí 

I I ^ - ^ I I ^ m + IKII = M + y s k i 2 

» Jfc=l 
a v důsledku Besselovy nerovnosti 

Odtud plyne, že veličina (11) konverguje k nule. Na druhé straně, pro-
tože jádro — je souměrné, podle vzorce (3), § 11 

r > 

(K*(fi - /*„), / * - / * „ ) = {KÍfJi - f*n), K(tx - fin)) = | |K(f i - rf = 

Odtud plyne, že KFIN konverguje v průměru ke K / I . Avšak 

(n \ n n a 

= 2 akK(Pk = 2 T ~ V"-
X-=l / k= 1 k~l 

Tedy 
k=i A* 

součet nekonečné řady je třeba považovat za limitu jejích částečných 
součtů ve smyslu konvergence v průměru. Rovnice (12) vyjadřuje 
Hilbert-Schmidtovu Větu pro jádro 

Obraťme se k rovnici (9). J ak už jsme poznamenali, má jediné řešení. 
Odtud plyne, že soustava charakteristických funkcí jádra je úplná. 
Vskutku, nechť funkce co(x, y) je orthogonální ke všem funkcím 
<pk{x, y). Potom podle vzorce (12) Km = 0. Protože řešení nehomogenní 
rovnice (9) je jediné, má příslušející homogenní rovnice pouze nulové 
řešení, a proto nutně a>(x, y) = 0. Je-li soustava <pk(x, y), k = 1, 2, . . . 

1 Malou změnou úvah lze dokázat, že Hilbert-Schmidtova věta platí pro libo-
volné souměrné jádro se slabou singularitou. 
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úplná, lze hledanou funkci rj) a pravou stranu 0(x, y) rozvinout 
v řady 

V) = 2 a k <Pk(£> V)> a* =• (/*, <Pk), 
k= 1 
co 

y) = H0K«"»i®.y)> = (0,<p„)-
1=1 

Dosadíme-li toto do (9) a užijeme-lí vzorce (12), dostaneme 
CO « 00# 

k=lAk Jfc=l 

odkud ak = Xk0k. Řešení dostaneme ve tvaru 

MS, v) = I h « W f . v)- (13) 
i=l 

"Úloha 
se tedy převádí na výpočet charakteristických čísel a charakte-

ristických funkcí souměrného jádra Ten lze provést způsoby vylo-
ženými v kap. 2, části I . V. I. Dovnorovič, aby si ověřil praktickou 
vhodnost řady (13), vypočetl prvých šest členů této řady pro razník 
tvaru rotačního paraboloidu. Porovnání s přesným řešením ukázalo, že 
chyba v určení působící síly Q byla okolo 2,25%. 

K A P I T O L A 6 

n ě k o l i k a p l i k a c i t h e o r i e 
s i n g u l á r n í c h i n t e g r á l n í c h r o v n i c 

§ 66. Hilbertův problém. Rozebereme problém určit funkci harmo-
nickou v nějaké rovinné oblasti D za předpokladu, že na některých 
částech hranice jsou dány hodnoty hledané funkce a na jiných jsou dány 
hodnoty její normální derivace.1 

1 Tento problém je speciálním případem obecného Hilbertova problému, při 
němž se hledá harmonická funkce za podmínky, že na hranici je známa lineární 
kombinace samotné funkce a její normální derivace. 
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Pro jednoduchost budeme předpokládat, že na každé z uzavřených 
křivek tvořících hranicí L jsou jak oblouky, na nichž je dána funkce, 
t ak i oblouky, na nichž je dána normální derivace. 

Označme y-y, y3, ..., y2n—i oblouky hranice, na kterých je dána 
hledaná harmonická funkce U(x, y). Nechť na těchto obloucích 

U = f(s), (1) 
kde s je délka oblouku hranice. Označme dále y2, y4, . . . , y2„ t y oblouky 
hranice, na kterých je dána normální derivace. Nechť na těchto 
obloucích 

l r = / i w . ( 2 ) 

kde n je vnější normála k hranici. Problém spočívá v určení funkce 
U(x, y) harmonické v oblastí a na hranici vyhovující rovnicím (1) a (2). 

Označme a k a počáteční a koncový bod oblouku y2k. Po.tom 
zřejmě /?fc a a f c + 1 jsou počáteční a koncový bod oblouku y2k+1. Nebu-
deme předem předpokládat, že U(x, y) je spojitá v bodech ock a pk. 
Potom, jak uvidíme, Hilbertův problém připouští nekonečně mnoho 
řešení, závisících na nějakých parametrech. Volbou těchto parametrů 

• lze docílit toho, aby y) byla spojitá. 
Upravme podmínku (2). Označme V(x, y) funkcí konjugovanou 

s U(x, y). V důsledku Cauchy-Ríemannových rovnic 

SF _ su 
ds dn' 

Odtud můžeme určit hodnoty V(x, y) na obloucích y2k: 
a s 

/ BV C 
-g^-ds + Ok = I /i (s) ds + Ck. 

ak *k 
Označme 

f t t s ) ds = f*(s). 
<*k 

Nyní může být Hilbertův problém formulován takto: určit funkcí 
analytickou v oblasti D, jestliže na jedněch částech hranice jsou dány 
hodnoty její reálné částí a na druhých její části imaginární: 
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na y2k-1 U = f(s), 
(3) 

na y2k V = f*(s) + Ck, 

kde Ck jsou libovolné konstanty. 
Položme U + iV = <p(z) a nechť T(z; £) je Schwarzovo jádro oblasti 

(viz § 41). Potom 

<p(z) = £ JU(a) T(z\ C) do + iC, (4) 
L 

kde C je jistá konstanta; L je hranice oblasti D. Funkce <p(z) bude 
zřejmě známa a náš problém bude rozřešen, jestliže určíme hodnoty 
U(a) na obloucích y2k. 

Integrál v (4) rozdělme na dva: jeden vztažený na oblouky y l t 

y3, . . . , y2,1-1 a druhý vztažený na oblouky y2, y4, ..., y2n. V důsledku 
podmínky (1) je prvý integrál veličina známá a rovná se 

1 n f 
f(o) T(z; f ) do. 

Vzk—l 
Pro stručnost označme tento integrál co (z), takže 

<ř(2) = ér 2 f f ) da + + iC-
V-ik 

Nechť t je bod na nějakém oblouku y2m, příslušející délce oblouku s. 
V poslední rovnici přejdeme k limitě nechajíce z t. Abychom pro-
vedli limitní přechod v integrálu napravo, užijeme vzorce (27), § 41: 

T(z; C) do = + P(z-, í ) de. 
¿71 711 í, Z 

Nyní 

<p(z) = y f U [
r

a ) + i f u ( ° ) f ) + +iC-
m k=i J c — z k=i J 

y<Lk ?2k 
V druhém členu lze provést limitní přechod za integračním znamén-

kem, neboť funkce P(z; £) je spojitá. První člen je integrál Cauchyho 
typu a jeho limita se určí podle vzorce (2), § 22. Máme tedy: 
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<p(t) = U(s) + - . i í U ( f ] d.C + i íU{a) P(ť; 0 da + a>(<) + ťC. 
" » M J ^ — * M j 

2̂1- Vat 
Oddělme v této rovnici imaginární části a užijme podmínky (3). 

Potom dostaneme: 

na y2m 

—i I f
 R e

 ( ~ T = l )
+

 i
x
 j

U { a ) I m { P ( í ; d í T = 

y-a, . y*k ( s ) 

= /*(5) — Im{co(ř)} + C'm\ 
Gm = Cm — G. 

Rovnice (5) je singulární integrální rovnice, v níž neznámá je hodnota 
U(x,y) na obloucích y2m. Když jsme rozřešili tu to rovnici, určíme 
U(x, y) pomocí vzorce (4). Způsobem vyloženým v § 27 lze rovnici (5) 
převést na rovnici Fredholmovu. Avšak vyšetřování a řešení této rov-
nice v obecném případě je značně obtížné. Omezíme se proto na nej-
jednodušší a současně pro aplikace dosti důležitý případ, kdy oblast D 
je polorovina. Tomuto případu bude věnován následující paragraf. 

§ 67. Hilbertův problém pro polorovinu. Schwarzovo jádro pro polo-
rovinu lze lehce sestrojit. Užijeme k tomu vzorce (26), § 41. 

Schwarzovo jádro pro kruh je dobře známo a rovná se 

¿ ^ ^ » ¿ l i l d a ' , 

kde t je bod uvnitř kruhu, r je bod na kružnicí a der' = |d r | .Funkce 
zobrazující jednotkový kruh na horní polorovinu y > 0 má tvar 

t - T - - t - * 
* + * ' T - t + í 

Podle vzorce (26), § 41 

2;r
 v

 ' ni f — z jf + i|«' 

Jestliže položíme f = f -f- irj, pak na hranici poloroviny rj = 0 
a f = í . 
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Odtud 1 M, A 1 

čilí 
1 „,, „ , 1 df 1 I d | 

— T(z; O der = 2 t i ' " ni | — z ni |2 + 1 

Vzorec (4), § 66 nabývá tvaru 

" » - s f a r h - a f i v T T i
 + ť C ; 

—co —oo 

«(£) = f / ( i , 0). 
Druhý integrál je konstanta. Oznaěíme-lí týmž písmenem C veli-

činu + „ 
n , i r t t , i d i 

OD 

vyjádříme Schwarzův integrál ve tvaru 

. . 1 r " u{£) d | 
S3^ = r j / " t — T + 2 

7 1 1 / £ Z 
— OD 

Pro jednoduchost předpokládejme, že všechny úsečky y2, y4, . . . , y2„ 
jsou omezené, takže na částech hraníce poloroviny vzdalujících se do 
nekonečna je dána funkce ř7(|, 0) = /(!). 

Nechť t je bod na jedné z úseček y2k. Ve vzorci (2) nechrne z -*•1. > 
Opakujíce úvahy § 66, dojdeme k singulární integrální rovnici 

na y2m 

—i J u(S)Re^^j = f*(t)-Im{co(t)} + C'm. 

ys+-+ytn 

Význam označení je tentýž jako v § 66. 
Naši rovnici lze. zjednodušit. Především veličiny | , í, d | jsou reálné, 

a proto lze symbol Re vypusti t . Označme ještě pro stručnost 

f*(t)-Im{co(t)} + C'm = -B(t). 
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Tak dojdeme k rovnici 

^ / « < f > y ! h = s w - (3) 

Tuto rovnici lze řešit způsobem vyloženým v § 27. Užijeme zde tohoto 
způsobu, pouze jej nepatrně pozměníme tak, jak jsme to učinili na 
konci § 26. 

Nechť z je libovolný bod v komplexní rovině. Položme 

f (4) 

v2+-+yin 

Užijeme-li věty o limitních hodnotách integrálu typu Cauchyho, 
dostaneme 

na y2m Ft{ť) + Fe(t) = iB(t). . (5) 

Zaveďme novou neznámou 0(z), kladouce 

&(*)= / n ( z - « t m - z ) F ( z ) . (6) 
» t=i 

Odmocnina ve vzorci (6) má různá znaménka na různých stranách 
úseček y2m. Odtud lze lehce určit, že 0(z) vyhovuje rovnici 

na y2m 0t(t) - 0e(t) = i B(t) V f [ (t - xk)(pk - t). (7) 
» k=L 

Jedno řešení této rovnice je 

0 { z ) = k / ( f - « * ) . ( & - f ) f ^ r v 

a tedy 
F{z) = 

1 

Odtud určíme u(ť), užívajíce vzorce 

u(t) = Fi(t)-Fe(t), 
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který v našem případě dává 

na y2m 

u(t) = 

Vn
 1 =- f mV m-"M>-t)-rrť 

' k=í 

(5) 

Obecné řešení dostaneme, příčteme-li k tomuto ještě u0(t) — řešení 
homogenní rovnice 

n a y 2 m ± j «„(í) = 0. 
)2+-+ ' '2n 

Klademe-li 

F W

 1

 f .. <P
0
(a) 

2ni 
1/ I 1 (z — «it)()9fc — z) 

dostaneme . _ 
*„,(«) — ^oo 1«) = 0. 

Odtud plyne, že <ř0(í) je jednoznačná v celé rovině. Pomocí úvah 
obdobných těm, jež jsme prováděli v § 26, se lehce přesvědčíme, že 

jn-l 
&0(t) je libovolný polynom stupně n — 1. Označíme-li jej —— Q„_1(ř), 

Ái 
máme: 

«oW = F0i(t) - Foe(í) = Qn~l{t) (9) 

» Jfc=l k= 

Obecné řešení rovníce (3) má tvar 

na y2m 

Mt) = 
1 r M n HÉ + - I / » 1 — ' f 5 ( ř ) l / f [ ( f - « t ) ( / i * - f ) n : 

* \ / n ( t - « k m - t ) y2
J
+...+ytn

 v "->• 

+ (10) 

y i - ^ f l i t - o c M - t ) 
" k= l 

t 
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Koeficienty polynomu Qn- x je třeba zvolit reálné, protože funkce 
u(ť) je reálná. 

Vzorec (10) obsahuje 2n libovolných konstant: n konstant C'm, 
obsažených v -B(f), a n koeficientů polynomu Qn~ x(t). Lze je určit, 
zvolíme-li další doplňující podmínky. Speciálně lze je zvolit tak, aby 
u{t) byla spojitá v bodech a.k a /?fc. 

§68. Úloha o styku dvou pružných polorovin. Nechť jsou d á n a d v ě 
pružná prostředí, z nichž jedno vyplňuje horní a druhé dolní polorovi-
nu. Předpokládejme, že se poloroviny dotýkají podél polopřímek 

x < —a a,x> a (obr. 19), pří čemž nepůsobí 
c žádné tření. V intervalu — a <Lx a je ne-

* \ konečně úzká štěrbina, jež rozděluje obě polo-
— roviny. Na obě poloroviny působí od štěrbiny 

stejné roztahující síly intensity h, stejnoměrně 
Obr. 19. rozložené podél hranice štěrbiny. Konečně 

budeme předpokládat, že se napětí rovnají 
v nekonečnu nule. Máme určit pole napětí v obou polorovinách. 
Označme a\, x\y napětí, u\, ul

y posunutí v horní polorovině, a /Uj 
její Laméovy konstanty. Položme dále 

1 K + Mi' 
Tjrtéž veličiny vztahující se k dolní polorovině opatříme indexem 2. 
Budeme také označovat ip1(z), ip^z) resp. <p2(z), tp2{z) Goursatovy funkce 
pro horní resp. dolní polorovinu. Vyšetřeme krajové podmínky naší 
úlohy. 

Především podél celé osy y = 0 

rly = -4 = 0. (1) 

Skutečně, v intervalech \x\ > a, kde se poloroviny dotýkají, není 
tření a nejsou tedy tečná napětí; v intervalu \x\ < a působí pouze nor-
mální síly a tečná napětí opět neexistují. Dále v intervalu |a;[ < a-
podle předpokladu působí normální roztahující síly intensity h. To 
dává tyto podmínky: 

ol = h, <$ = h,y = 0, \x\ < a. (2) 

300 



Konečně v intervalech, kde se dotýkají pružná prostředí, musí být 
vertikální normální napětí i vertikální posunuti stejná pro obě pro-
středí. To vede na poslední skupinu podmínek: 

= oj. y = Q. M > »;' (3) 

u] = y = 0, \x\ > a. (4) 

Řešíce naši úlohu, nahradíme krajové podmínky (3) a (4) těmito 
podmínkami: 

u\ = 0, u* = 0, y = 0, > a. (5) 

Podmínka (4) při tom zřejmě není porušena. Pokud se týče podmínky 
(3), přesvědčíme se na konec o tom, že bude také vyplněna. 

Zavedení podmínek (5) místo (3) a (4) iiám umožňuje odděleně uva-
žovat horní a dolní polorovinu. Tak pro horní polorovinu máme násle-
dující krajové podmínky: 

rly = 0, y = 0; (6 ) 

trj = h, y = 0, \x\ £ a; (7) 

ul = 0, y = 0, \x\ > a. (8) 

Tytéž podmínky platí i pro dolní polorovinu. Budeme proto v dalším 
vynechávat indexy 1 a 2. 

Obraťme se ke Goursatovým funkcím <p(x) a ip(z). Podle vzorců (8) 
a (9), § 40 na přímce y = 0 

(p(z) + z + ÍČ0 = i f ( X , + iYv) ds. (9) 

Podle známých vzorců 

Xv = at cos(v, x) + COS(J>, y), 

Yv = x^ cos (v, x) + oy cos(v, y), 

kde v je vnější normála k hranící. Uvažujeme horní polorovinu, 
a proto v je orientována směrem záporných y, takže cos(r, x) = 0, 
cos(i', y) = — 1. Vezmeme-li nyní v úvahu podmínku (6), dostaneme 
Xv = 0, Yv = — <r„. Dále ds = dx. Dosadíme-li toto do (9), dosta-
neme: 

<p(z) + z <p'(z) + ip{z) = fav dx, y = 0. 
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Avšak pro y = 0,z = x = z& poslední rovnici jsme oprávněni upravit 
na tvar 

tp(z) + i jž(7) + tfd = foy dx, y = 0. (10) 
Označme 

z<p'(z)+y(z) = &(z). (11) 

Funkce ů(z) je regulární v horní polorovině. Z (10) plyne 

jp{z) + W) = K dx, y=0. (12 ) 

Pravá strana poslední rovnice je veličina reálná. Odtud plyne, že i levá 
strana je reálná, t . j. 

Im{<p(z)| = Im{#(z)}, y = 0. 

Avšak potom se harmonické funkce Im{g5(z)} a Im{#(z)}, jež se rovnají 
na hranici poloroviny, rovnají sobě všude, a tedy se mohou analytické 
funkce <p(z) a ů(z) lišit pouze o reálnou konstantu. Avšak q>(z) je určena 
až na aditivní konstantu, a proto jsme oprávněni položit 

9?(z) = ů(z). 

Dosadíme-li toto do (12) a derivujeme-li vzhledem k x, dostaneme: 

Re{9/(z)} = \ay, y = 0. (13) 

Užijeme-li podmínky (7), máme: 

Re{V(z)} = \h,y= 0, \x\ < a. (14) 

Zabývejme1 se podmínkou (8). Podle vzorce (4), § 40 

2[¿(ux + iuy) = x (p(z) — z (p'(z) — f(z). 
Položme v tomto vzorci y = 0. Potom z = z a 

2/JL(Ux + iuv) = x <p(z) — <p(z). 
Oddělíme-li imaginární části a užijeme-li podmínky (8), dostaneme 

Im{9?(z)} = 0, y = 0, |z| > a. 

Derivujeme-li tuto rovnici podle x, dostaneme: 

Im{<p'(z)} = 0, y = 0, \x\ > a. (15) 

Podmínky (14) a (15) ukazují, že funkce <p'(z) je řešení Hilbertova. 
problému. 
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Položme 0(z) = -í- (p'(z). Podmínky (Í4) a (15) se převádějí na tyto 
podmínky: 

Re{<Č(z)} = 0 , y = 0, |x| > a, 

Im{í>(z)} =—ih,y= 0, |x| < a. (16) 

V našem případě je pouze jeden interval y 2<—a , a ) . Dále w(t) = 0, 
/*(£) = — a tedy B(t) = — \h + C^. Veličinu — + C[ označme 
B. Ze vzorce (10), § 67 nyní určíme: 

pro y = 0, |í| < a 

R e
W )

) = « f E f d f + ,17, 
7r]/a2 — í2 J f — t Va2—t2 

—o 
Vypočtěme integrál v (17). Poněkud jej zjednodušíme, násobíme-li 

a dělíme-li jej i; t ím jej převedeme na tvar 
a 

B f 
Ji]/í2 — a2 J iVt2 — a2 J Š — t 

—a 

Zvolme tu větev odmocniny, pro níž v nekonečnu platí rozvoj 

Vyšetřme integrál typu Cauchyho: 

= 2Ťií J Í ^ T ^ " 
c 

Hranice C je zobrazena na obr. 19; bod z leží vně C. Připočtěme a ode-
čtěme £ v čitateli integrandu. Pak dostaneme 

1 f\'c2-a 2-c , 1 f C 
c c 

Druhý integrál se rovná nule, protože funkce ^ je regulární 
( (, z 

uvnitř C. Dále funkce ]/f2 — a2 — C je regulární vně C a rovna nule 
v nekonečnu. Prvý integrál je tedy integrál Cauchyho, a tedy 

X(z) - ]/z2 — a2—z. 

303 



Hranice C je ekvivalentní s dvakrát proběhnutým intervalem 
<—a, a ) . Na horní á dolní straně intervalu má odmocnina různá zna-
ménka, takže „ 

Odtud a 

-X [ Y ě E ž ^ y t t - , . 
m J f — z 

—a 

Podle věty o limitních hodnotách integrálu typu Cauchyho 
a 

1 f 1/ £2 /j2 1 
^ J . = T l * W + *<*)] = - ' • 

—o 
Dosadíme-li toto do (17), dostaneme: 

pro y = 0 a ]í| < a 

Dokažme, že A = 0. Položme <p'{z) = p + iq; potom 0(z) — 
= q — ip. Podle vzorce (5), § 40 

V = l(Ox + Oy)-
V našem případě se zřejmě ax a av sobě rovnají v bodech souměrně 
položených vzhledem k ose y. Odtud plyne, že 

p{x, y) = p{— x, y), 

t . j. p(x, y) je sudá funkce x. Avšak potom 

dq 3p 
dx 3 y 

je také sudá funkce x a funkce 

ff(*,0) = J ^ d * + ff(0,0) 
a 

je buď lichá, nebo se od liché liší pouze konstantou. Podle vzorce (18) 
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Bti A 
q(t, 0) = Re{tf>(í)} = - _ = + 7 7 = = = , 1*1 < 

\i t2 — a2 \'t2 — a2 

Odtud m i A 

Součet £A 
q(t, 0) + q(- t, 0) = 

může být konstanta pouze pro A = 0. 
Tedy B t i 

Re{tf>(í)} = ~ y = = , y = 0, \t\ < a. (19) 
|¡t2 ÍL 

Připomeňme, že Re{<ř(í)} = 0 pro |ť| > a a y = 0. Re{<P(ť)} je tedy 
určena na celé reálné ose. 

Podle vzorců (1) a (2), § 67 
a 

<p(z) = - — f v
 i d i + iC', (20) 

kde C' je reálná konstanta. Abychom vypočetli integrál (20), vyšetřme 
integrál 

m - 2 -
z) c 

kde O ie hranice zobrazená na obr. 19 (str. 300). Funkce ^ ' • je 
VC2 — a2 

regulární vně C a rovna jedné v nekonečnu; podle známé vlastnosti 
Cauchyho integrálu 

| z2 — a2 

Nahraďme hranici C hranicí ekvivalentní, sestávající z dvakrát pro-
běhnutého intervalu <— a, a}. Uvažujeme-li obdobně jako při výpočtu 
integrálu (17), zjistíme, že 

_J_ f * d g - 2 / 2 

J 1 / f 2 - a 2 ( ř — z ) i \]/z2 — a2 J 
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Nyní 

Zbývá určit konstanty B a C'. Podle předpokladu- napětí v nekonečnu 
se rovnají nule. Odtud 

K + <7„)z=» = 4Re{9>'(oo)} = — 4C' = 0 
a C' = 0. Abychom určili B, obraťme se k podmínce (14). V intervalu 
<— a, a> je odmocnina ĵ z2 — a2 imaginární, a proto 

pro y = 0, — a <1 x a 
R e{<p'(x)} = - B , 

což v důsledku podmínky (14) dává B = — \h. Definitivně 

Dostali jsme řešení pro horní polorovinu, vyhovující krajovým 
podmínkám (1), (2) a (5). Rešíme-li naši úlohu pro dolní polórovinu, 
dojdeme k témuž řešení (21), takže q)x(z) = f2(z). Zbývá přesvědčit se, 
že naše řešení vyhovuje podmínce (3). Avšak to přímo plyne ze vzorce 
(13), v důsledku něhož 

pro y = 0 = 2Re{^(z)} = 2£e{<p;(z)} = a\. 

Naše úloha je nyní úplně řešena. 

§ 69. Úloha o styku dvou pružných polorovin (obecný případ). P ř ed -
pokládejme nyní, že na společné hranici dvou pružných polorovin je 
několik štěrbin ( a l t 6j>, <(a2, &2>, .. . , (an , &n>. Ponecháme předpoklad 
§ 68 o tom, že na hranici nepůsobí tření, a předpokládejme, že na kraje 
štěrbin působí normální napětí intensity px(x) v horní polorovině 
a p2(x) v dolní. Dojdeme k následující skupině krajových podmínek: 

na celé ose x 
rly = 0, r% = 0, (1) 

na štěrbinách 
a] = Pl(x), o* = pt(x), (2) 

na ose x vně štěrbin 

= K = ur ( 3 ) 
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Jako v § 68 zjistíme, že v důsledku rovnic (1) 

<pk(z) = z <p'k(z) + y>k(z), k= 1 ,2 

Re{^(z)} = Jo*, y = 0 , k = l , 2. 

Rovnice (2) a prvá z rovnic (3) dávaj í ty to podmínky pro <p\(z) a, 
tp'.,(z): 

na štěrbinách - , 
Be{?»i(s)} =• (4)1 

na ose a; vně štěrbin 
R e í ^ W ) = R e ^ x ) } . • ' (5)? 

Vyšetřujme druhou z podmínek (3). Obdobnými úvahami jako v § 68 jii 
převedeme na tvar 

Cx Imfpiíi)} = C2 Irp.{9?2(a;)j, 
I t d e xu 4- 1 

Derivujeme-li tu to rovnici vzhledem k x, dostaneme krajovou pod-
mínku, nutnou k určení funkcí <p'k{z): 

na ose x vně štěrbin 

Č^Imí ?;(*)} = C2Im{<p'.2{x)}. (6) 

Označme <p2(z) = cp2{z). _ 
Funkce <p2(z) je regulární v horní polorovině; její derivace se rovná 
nule v nekonečnu. Všimněme si, že na ose x 

•Re{<p2(z)} = Re(9?2(a;)}, Im{~čp'2{x)} = — Im{<pá(a;)}. 
Uvažujme funkci . . ,, , , , . „ —,. , a>(z) = C ^ z ) + C2<p2{z). 

Tato je regulární v horní polorovině a vyhovuje na ose x těmto pod-
mínkám": 

na štěrbinách ne{oj{x)} = l{CipÁX) + C<pt{x)), (7) 

vně štěrbin ^ ^ = Q ( g ) 

1 
Prvá z nich plyne ze (4) a druhá z (6). Určení co(z) je tedy 

převedeno na Hilbertův problém, jehož řešení je uvedeno v § 67. Když 
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jsme určili co (z), najdeme ze vzorců (5) a (7), že vně štěrbin na ose x 

Retá í* )} = Re{ri(s)} = . 
\ 

Nyní jsou reálné částí funkcí <p[{x) a <p'>(x) známy na celé ose x a tyto 
funkce jsou určeny vzorcem (2), § 67. 

Výraz pro co(z) obsahuje n libovolných konstant, jež se vyskytují 
t aké ve q>i{x) a <pt(x). Tyto konstanty lze určit na základě následujících 
úvah. 

Podmínku (8) jsme dostali z (6), kterou jsme opět dostali derivová-
ním podle x podmínky (3) r uv = u;. 

Odtud plyne, že sestrojené řešení» nebude vyhovovat oné podmínce, 
nýbrž této: 

vně štěrbin ^ du2 
dx dx 

čili, což je totéž, 

vně štěrbin = u* + konst., 

při čemž konstanty v poslední rovnici budou obecně různé v různých 
intervalech osy x vně štěrbin. Aby námi sestrojené řešení vyhovovalo 
všem krajovým podmínkám, musí se uvedené konstanty rovnat nule. 
Tato podmínka stačí k určení libovolných konstant vyskytujících se 
v co(z). 

Obdobně se řeší problém styku dvou pružných anisotropních polo-
rovin. 

§ 70. Tlak tuhého razníku na pružnou polo-
rovinu. Představme si tuhý razník libovolného 
tvaru, vtlačený v pružnou polorovinu (obr. 20). 

—j Chceme určit napětí způsobená tlakem razníku. 
Učiňme tyto předpoklady: 

Q b r 20 a ) V intervalech hranice x ~> a a x < — a 
nejsou žádná napětí. 

b) Na razník působí síly normální k hranici. Odtud plyne, že pod 
razníkem nevzniká žádné tření. 
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Uvedené předpoklady dovolují formulovat krajové podmínky úlohy: 

1. rxy = 0 pro y = 0, (1) 

2. av = 0 pro y = 0 a \x\ > a. (2) 

3. Protože je tvar razníku známý, lze vertikální posunutí bodů polo-
roviny pod razníkem považovat za známá až na libovolnou aditivní 
konstantu, závisící na hloubce vniknutí razníku. Tedy 

uv = f(x) + konst. pro y = 0, \x\ < a, (3) 

kde /(x) je daná funkce. 
Obdobně jako v § 68 dovoluje podmínka (1) určit toto (cp(z) a y>(z) 

jsou Goursatovy funkce): 

z <p'(z) + y>(z) = <p(z), (4) 

Re{<p'(z)} = K pro y = 0, (5) 
2fi(ux + iuy) = n <p(z) — <p{z). (6) 

V důsledku (4) se úloha převádí pouze na určení funkce <p(z); relace 
(5) a (6) převádějí tuto poslední úlohu na Hilbertův problém. 

Označme 
<p(z) = PI + iq» <p'(z) = P + n-

Podmínky (2) a (5) dávají: 

p = 0 pro y = 0 a \x\ > a. (7) 

Oddělíme-li v (6) imaginární části a užijeme-li podmínky (3), dosta-
neme: 

2 u 
qt = — t ~ t Í { X ) + konst. pro y = 0 a \x\ < a. ?ť —J— 1 

Derivujme tuto rovnici podle x a všimněme si, že ^ = q. Potom 

dostaneme: 

q = f'(x) pro y = 0 a \x\ < a. (8) 

Došlí jsme opět k Hílbertovu problému. Ten lze řešit užitím methody 
§ 67. Zvolíme jinou jnethodu, jež nás zprostí nutnosti vypočítat ně-
které konstanty. ( 
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Předpokládáme-li, že <p{z) je omezená v polorovině, můžeme ji vy-
jádř i t pomocí Schwarzova integrálu1 

711 J £ Z 1 -+- f L 

CO 

Derivujme tu to rovnici a potom integrujme per partes. Vezmeme-li 

v úvahu, že ^ = y), dostaneme 

— 00 

Označme pro stručnost 0) = p(f ) . Užjjeme-li podmínky (7), nalez-
neme: 

711 J S — 2 

Nechť nyní z t, kde t je bod intervalu (— a, a) reálné osy. Protože 
z leží v dolní polorovině, je 

\ —a 

Oddělme imaginární části. V důsledku podmínky (8) máme: 

i f f ^ ^ r t » -
—a 

T o je singulární rovnice, jejíž řešení lze určit methodou § 26; dosadí-
me-li naše označení do vzorce (26), § 26, dostaneme: 

,(() = !(• f (11) 
71 (x + 1)1 /a2 — í2 J f — i ]/a2 — í2 

1 Schwarzova jádra pro horní a dolní polorovinu se liší znaménkem. 
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Konstantu A lze určit, jestliže je znám hlavní vektor P sil působících 
na razník. Vskutku 

P = / ov(t, 0) dí = 2 / p(t) dí. 
—a —a 

Oznaěíme-li pro stručnóst prvý člen v (11) p0(t), máme zřejmě 

\P = j p S ) dt + izA, 
odkud a 

—a 

Všimněme si speciálního případu rovinného razníku. V tom případě 
f(x) = konst. a p 

Tento vzorec udává rozdělení normálních napětí pod razníkem. Dále 

•t\~ p r 
2nH J l 

—a 

Abychom vypočetlí tento integrál, položme , ^ 1 r 
<»\z) = 7T"- I v » 

c 
kde G je hranice zobrazená na obr. 19. Funkce je regulární 

]/a2 — | 2 

vně C a rovna nule v nekonečnu, a proto 

W{Z) = 1/ 2
1 2" \a 2 — z2 

Nahraďme hranici C dvakrát proběhnutým intervalem <— a, a) ; tak 
dostaneme a 

d l 1 
™ f 1i a* |2(| — z) l/a2 — z2' 

—a a tedy p 

Ve vzorci (14) je odmocnina na dolní straně úsečky <— a, a ) záporná. 
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§71. Případ několika razníků. Jestliže na polorovinu tlačí několik 
razníků, řeší se úloha V podstatě stejně jako v případě jednoho razníku; 
výpočty jsou ovšem poněkud složitější. 

Označme <«1( <a2, /32>, . . . , (ocn, /9n> intervaly hranice, na něž 
působí razník; množinu těchto intervalů označme L a množinu doplň-
kových intervalů hranice M. Označme jako dříve f(x) vertikální posu-
nut í pod razníkem v bodě s abscisou x. Veličinu f(x) můžeme považovat 
za danou předem až na libovolnou aditivní konstantu, jež může mít 
různé hodnoty na různých intervalech (xk , ¡3k}. 

Užijeme-li označení předcházejícího paragrafu, převedeme úlohu 
o t laku několika razníků na následující Hjlbertův problém: 

Re{g/(ť)} = 0 na M, 

Im{9>'(ř)} = ^ T / ' ( 0 na L, (1) 

př ičemž +co 

71% J | Z 711 J £ Z 
— co L 

Odvození těchto vzorců je stejné jako v předcházejícím paragrafu. 
Necháme-li v (2) z t, kde t je bod na L, a oddělíme-li imaginární 
části, dojdeme k rovnici 

d f - 2 / 1 - J W - (3) 

(2) 

_L ÍÉšh 
71 J | t X + 

L 
Je j í řešení lze napsat podle vzorce (8), § 68, zaměníme-li v tomto vzorci 

B(t) výrazem /'(í): 

na L
 P(t) = ^ 

»(« + l)l/(- l)"-
1

 f l (í - «*)(& - t) 

» ř = l 

l / ( _ l ) « - x - Q ( f — f ) 

J m - ^ 
•t 

Qn-l(t) ^ 

] / ( _ ! ) n - l f ^ { t _ 0 í k m _ t ) 

V i=i 
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Koeficienty polynomu Qn- 1(ř) mohou' být určeny, jestliže známe hlavní 
vektory sil, působících na každý raznlk jednotlivě; tyto koeficienty 
jsou vyjádřeny hypereliptickými integrály. 

Jestliže jsou razníky rovinné, pak f(x) = konst. (konstanty mohou 
být různé na různých intervalech <<xfc, /3fc>) a f'(x) = 0. V tomto pří-, 
padě 

p(t) = Q
n
n-l(t) (5) 

1 ) " - ! ^ ! (í — — í) 
» k=l 

Dosadíme-li toto do (2), lehce najdeme: 

<p'(z) = - — — , Q
n"-liZ) (6) 

l ( - l ) n - T [ (* - « * ) ( & - 3 ) 

§ 72. Smíšený problém theorie pružnosti. U v a ž u j m e n ě j a k o u r o v i n n o u 
oblast D, vyplněnou pružným prostředím. Budeme předpokládat, že 
oblast D je obecně mnohonásobně souvislá 
(obr. 21). Nechť jsou na části hranice, kterou L 
označíme M, dána posunutí bodů prostředí 
a na doplňkové části hraníce, kterou ozna-
číme L, jsou dány síly působící na pružné M 
prostředí. Problém určit napětí v pružném 
prostředí za těchto podmínek se nazývá smí-
šeným problémem theorie pružnosti. 

V dalším budeme předpokládat, že hranice ' Obr. 21. 
oblasti D je dostatečně hladká. 

Zaveďme následující označení. Hranici oblasti D označme C, takže 
C = L + M. Dále, L se skládá z několika navzájem nesouvislých 
oblouků, jež označíme ylt y2, ..., y„; komplexní souřadnice bodů, oddě-
lujících tyto oblouky od oblouků M, budeme značit xv a2 , jS2; . . .; 
ocn, Složky vnějších sil působících na oblouky L označme jako 
obvykle Xy a F„; elastická posunutí ux a uy. V důsledku vzorců (4), 
(8) a (9), § 40 vyhovují Goursatovy funkce našeho problému těmto 
krajovým podmínkám: 

O & 
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na M 
x 9?(f) - í ^(Č) - W ) = + »«,), (1) 

na 
9>(í) + C ^(0 + wiX) = i i(Xv + iYv) ds + Ck. (2) 

Upravme ty to podmínky. Určeme funkce bodu na hranici <5(f) a /(£), 
kladouce , „ „ , 

¿ ( 0 = V , n a f (3) x + .1 na A; 

//« = í L, . 

\ 2/j,(ux + iuy) na M. K ' 

Konstanty, až na které jsou určeny integrály 

f ( X , + iYv) ds 
na každém z oblouků yk, lze zvolit tak , aby /(£) byla spojitá na př. 
v bodech ak . Na konec položme ještě 

V tomto označení lze podmínky (1) a (2) napsat takto: 

* V(o - <5(0 <p(t)-c <p'(t) - ) = m + to (6) 

Jako obvykle je podstatné určit funkci <p(C); potom lze určit y>(C), 
vypočteme-li pomocí (6) její hodnoty na hranici, z nichž se funkce rp(C) 
určí pomocí Cauchyho nebo Schwarzova integrálu. 

Zabývejme se určením <p(z); vynásobme obě strany rovnice (6) vý-
razem , 

^ T t e O d a , 

kde T(z\ C) je Schwarzovo jádro oblasti D, a integrujme podél hranice 
C. Opakujeme-li úvahy § 42, dostaneme 

*<p(z) - ¿ f W T{z- C) do f t W ) T{v, f) der = ' 
c c 

= é t f m T ( z ' C ) d f f + ¿ / 0 ( C ) T ( Z ] d a - ( 7 ) 

314 



Rovnici (7) lze zjednodušit. Připomeňme si identitu (23). § 41 

¿ ; f W ) T{z; f ) d 
o 

která platí pro každou funkci F(z), regulární v D. V § 42 jsme zjistili, že 
<p'(z) je regulární v D, a proto 

± f 7 ( t ) T ( z ; Q = 
c 

Položme v této identitě z = a. Odečteme-li, dostaneme: 

^ J W ) {T(z; 0 - T{a- 0 } da = 0. (8) 

c 
Identitu (8) násobme z a odečtěme od (7). Třetí člen nalevo v (7) se 
transformuje takto: 

c 

= - ¿ j W ) {[(i - ») n*i 0 + 2 T(a, £)] l i j dč = 
c 

= ¿ J ^ ^ J [ ( C - « ) 2 , ( z ; f ) + ís2 , (o> f ) ]^Jd«r . (9) 
c 

Derivace q/(í) j e tedy z rovnice (7) vyloučena. Všimněme si ještě, že až 
n a logaritmické sčítance je jádro integrálu (9) spojité v oblasti D 
i s hranicí. Jádro integrálu (9) budeme značit K(z; f) . • 

Vraťme se ke druhému členu nalevo v (7). Podle definice a podle 
vzorce (27), § 41 

^ JdiCMC) T(z; C) d J < p ( 0 T(z; do- = 

C L 
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Přejděme k pravé straně rovnice (7) a označme 

^ J/(f) T(Z- i) do = F(z). (11) 
c 

Dále podle definice 

^ f <7(C) T(z- 0 do = - | ^ fT (z ; C) der = ^»(a), (12) 
J AŽ — 1. A= 1 
O , n-

kde jsme označili 
F k [ z ) = ~ h f T { z ' C ) df f-

Yk 
Vzorce (9) a (12) dovolují upravit rovnici (7) na tvar 

L L 

+ ¿ J"rtf) 0 do = + 2 c t í y * ) . (13) 
c 

Nechť nyní z ť, kde i je bod na L. Užijeme-]i věty o limitních 
hodnotách integrálů typu Cauchyho, dostaneme singulární integrální 
rovnici 

<— » »<o--rf^^-Ě1/ «a ?(>• a + 
L L 

+ K { t ' 0 d f f = 2 F { t ) + 2 XCkFk{t)' ( 1 4 ) 

o 
Převeďme druhý a třetí integrál napravo a tak získanou pravou 

stranu označme 0(t). Potom 

( K _ l M ť ) _ l + i f f ^ j d C = 0(t). (15) 

L 

Uvažujíce dočasně 0(t) jako veličinu známou, můžeme rovnici (15) 
řešit. Podle vzorce (8), § 27 
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na L 

k= i 

Podrobme toto řešení podmínce, aby 99(ř) byla spojitá v bodech <xk. 
K tomu je nutné a stačí, aby Qn- ^i) = 0, a potom 

na L 

L ( 1 6 ) 

Naznačme stručně další postup řešení. Konstanty Ck, jež byly dosud 
libovolné, lze zvolit tak, aby <p(t) byla spojitá také v bodech Do-

1 + * r y(C) 
2ni J C-^ i 

L 
nahraďme <p(C) jejím vyjádřením ze (16). Potom bude jádro uvedeného 
integrálu absolutně integrovatelné. Nechrne nyní v (13) z kde ř 
tentokrát značí libovolný bod na hranici C. Limitní přechod lze provést 
za integračním znaménkem všech integrálů a to nás přivedek integrální 
rovnici tvaru 

x<p(t) - J K'(£, t) <p(C) do - JK"(%, t)W)do = Q(t), (17) 
v c 

kde Q(t) je známá funkce. Oddělíme-lí v této rovnici reálné a imaginární 
části, dostaneme soustavu dvou integrálních rovnic Fredholmova typu. 
Lze dokázat, že tato soustava a s ní i rovníce (17) je řešitelná. Řešením 
rovnice (17) určíme hodnoty <p(ť) na hranicí, a potom lze <p(z) určit z je-
jích hraničních hodnot pomocí Cauchyho integrálu. 

Řešení smíšeného problému theorie pružností je podrobně vyloženo 
v pracích D. I . Šermana [37h, k]. Podotýkáme, že rovnice (15) je 
v [37h] řešena neobyčejně složitou methodou. 

saďme tyto hodnoty do (13) a (16). Dále v integrálu ——¿r-r- I - f i ^ - d C 
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§ 73. Případ oblasti racionálně zobrazené na kruh. Ve shora c i t ovaném 
článku [37h] dokázal D. I . Serman následující větu: 

Jestliže oblast D je konformně zobrazena na kruh pomocí racionální 
funkce, je smíšený problém theorie pružnosti pro tuto oblast řešitelný 
v konečném tvaru a to kvadraturami. 

Úvahy D. I . Šermana se v mnohém shodují s úvahami, jichž užil 
N. I . Muschelišvili pří důkaze analogických vět pro základní problémy. 
Uvedeme zde úvahy D. I. Šermana s některými nepodstatnými změ-
nami. 

Nechť z = co(r) je funkce konformně zobrazující oblast D na kruh 
|T| < 1. Hranice C je přitom zobrazena na kružnicí |r | = 1, kterou 
budeme v dalším značit r, a množina oblouků L a M přejde v nějakou 
množinu oblouků L' a M', při čemž L' + M' = r. Oblouky yk přejdou 
v nějaké oblouky y'k kružnice F. Koncové body oblouků yk označme 
ix'k a {3'k. Označme ještě 

s = co(o), <p(co(T)) = 0(r), v(o»(T)) = y(T), /(co(a)) = F(a)r 

d(co(o)) = 0,0x), C(co(a)) = Cx(p). 
Proveďme nyní ve vzorci (6), § 72 transformaci £ = co(cr). Uvedený 

vzorec nabude tohoto tvaru: 
ío(a) y. 0(a) - óL(o) 0(o) - 0'{a) - = F(a) + C^a). (1) 
a) (a) 

Podle předpokladu je funkce co(o) racionální: 

.W((T) = m' 
kde a(a) a b(a) jsou polynomy. Odtud 

b(a) a'(a) —a(a) b'(a) a^a) 
( f f ) = m = w 

kde ax(a) a b^o) jsou také polynomy. Dále 

w'(o) = 
Ol(ff) 
h (a) 

Označme ¿1(cr) a 61(cr) polynomy, jež dostaneme z polynomů a1(cr) 
a ď1(ct) záměnou všech koeficientů komplexně sdruženými. 
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Potom aA a) = oi(cr), 61(cr) = 61(cr). 

Protože však |<x| = 1, je a = a proto 

a1(ťT) = a 1 | i _ | ) b i ( a ) = ^ (i_J. 

Odtud je patrno, že to'(a) je racionální funkce a; totéž lze říci o funkci 

Tato funkce, protože je racionální, může být vyjádřena jako 
co'(o) 
podíl dvou polynomů: ^ 

k=Q 

(2) 

Všimněme si, že se polynom r(a) neanuluje na F; v opačném případě 
by se a>'(o) anulovala na Z1 a zobrazení by nebylo konformní. Avšak 
uvnitř r může mít r(a) nulové body. Jejich počet označme V. Zřejmě 
V £ l v 

Rovnici (1) násobme výrazem 
1 r(a) d<7, ¿ni a — r ' 

kde r je bod uvnitř r , a integrujme podél r . Připomeneme-li si definici 
funkcí ó1(CT) a C1(cr), dostaneme rovnici: 

, ^ x + 1 rr(o)0(o) . 1 fe(a)0'(a)A 

—l fr±imda= 
2m J a — r 

r 
i m°)rjo)áa+ 

2-ki J a — r ^ 27ti J a — r 

Vyšetřme levou stranu v (3). Ze známé identity 

(s ^ 0), 
(

5
< 0 ) 

r a ' der _ f Ts 

2ni J a — r 1 o 
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plyne: jestliže +0O 

A(a)= 2 As°s> 
S = — 00 

P 1 r A(a) , - . „ — / —±-Ldo= y A,T«. 2 m J a — T s f 0 
r 

Tato poznámka nám dovoluje jednoduše vypočítat poslední dva in-
tegrály v (3) nalevo. Nechť 

<P(r) = f V(r) = f ^T».1 

s= 0 í = l 
Potom z 2_„ 

e((7>07(ff)= 2 <*s 2 (k + l)ják+iak+„ 
í=—® = 0 

li—s 
r(a) = 2 o* 2 vkbk+s. 

8=—co 
Nyní je zřejmé, že 

i r = ^ t + _ (4) 
¿m J a — r s=o i=o 

r 
1 fr(a) W(a) , ^ „ V - . 

2TW j ct T «=0 1=1 
r \ 

Koeficienty v (4) a (5) označme resp. Bn . Kromě toho zaveďme 
ještě označení l r F { a ) r { a ) d a 

2Ťžl J a — r =MW> 
r 

1 f j ^ L i a = rk(r). 
2 m j a — r w 

v'k 
Dosadíme-li toto vše do (3), dostaneme: 

- r(r) *<r) - ^ ± 2 f ^ l É M d a = M(r) +ZCk rk(r) -
¿m j a r t=1 

L' 

- 2 - 2 B ( 6 ) 
í = 0 í = 0 

1 Klademe tedy !P(0) = 0. To lze vždy od počátku předpokládat. 
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Všimněme si, že pravá strana rovnice (6) je regulární uvnitř r . Pro 
stručnost ještě označmg jako N(x): 

N(x) = 2{M(r) + | Ck rk(x) - 2 Asx< - 2 Bsx>}. 
k= 1 s = 0 8=0 

Nechrne nyní r tr0, kde a0 je libovolný bod na r . Užijeme-lí věty 
o limitních hodnotách Cauchyho integrálu, dostaneme jako v předchá-
zejícím paragrafu singulární rovnici 

f r J ^ M d o = N ( o ) . (7) 
TII J a — cr0 

L' 

Tato rovnice se v podstatě shoduje s rovnicí (15) předcházejícího para-
grafu a její řešení lze napsat podle analogie se vzorcem (16), § 72: 

" a L " '(a,) = 

4 TZHL ¿ i \ <J0 — Pk ) J ¿ 1 \o—*kJ o— O0 

L' 

Vzorec (8) upravíme. Podle věty o limitních hodnotách integrálu 
Cauchyho typu máme: 

2™ J ¿ . i \<y—x k J o —<*o 2 ¿_Í \o0—cxk] 
L' 

J ¿ I \a — <x'k) a —x "]' 
L' 

Dosadíme-li toto do (8), dostaneme: 

na L' r(a0) &{o0) = N(a0) — 

L' 

Funkce na obou stranách rovnice (9) jsou analytické, regulární 
uvnitř r a jsou si rovny na množině oblouků L'. Na základě analytic-
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kého pokračování můžeme tvTdit, že se uvedené funkce rovnají iden-
ticky uvnitř i 

r(r) 0(r) = —N(r) — 

L' 
Pravá strana vzorce (10) obsahuje n -f l + neznámých konstant 

Ck, fis, vs. Jestliže budou určeny, dává vzorec (10) řešení problému. 
Tyto neznámé lze určit z těchto podmínek: 

1. 0(t) je spojitá v bodech 
2. Uvnitř r se pravá strana v (10) anuluje v týchž bodech jako 

r(T); to je nutné k tomu, aby 0{r) byla regulární v r . 
3. Taylorovy koeficienty napravo i nalevo se sobě rovnají. 
4. V rovnici (1) přejdeme k hodnotám komplexně konjugovaným, 

vynásobíme ji výrazem —U ^ a integrujeme podél r. Potom do-
Zm a — r 

staneme: 

* ( t ) + j , f a * . , « . 
Zm J co (a) a — r Zm J o — r 

2m J o — r 'Zm-J o — r 
r Y 

Dosaďme do (11) místo 0{r) její vyjádření z (8). Porovnáme-li Taylo-
rovy koeficienty pří stejných mocninách r napravo i nalevo, dosta-
neme poslední skupinu podmínek. 

Všechny tyto podmínky vedou na soustavu lineárních rovnic, z nichž 
určíme hledané konstanty. 

§ 74. Problém obtékání oblouku daného tvaru. U v a ž u j m e p r o b l é m 
obtékání dostatečně hladkého, neuzavřeného oblouku AB (obr. 22). 

Tento problém lze řešit methodou § 35, avšak tato methoda vede 
v případě neuzavřené hranice na integrální rovnicí značně složité struk-
tury, jež není Fredholmova. Budeme proto řešit problém jiným způ-
sobem; ukážeme totiž, že jej lze převést na jistou singulární integrální 
rovnici. 
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Na rozdíl od § 35 budeme předpokládat, že rychlost proudu v ne-
konečnu má libovolný směr vzhledem k ose x. Nechť složky rychlosti 
proudu v nekonečnu jsou U a V. Potom komplexní potenciál rychlostí 
w(z) = <p(x, y) + i f[x, y) vyhovuje v nekonečnu podmínce 

lim[«/(z) — {U— iV)] = 0. (1) 
Z - > c o 

Budeme předpokládat, že se oblouk AB nepo-
hybuje. Potom na něm musí platit rovnice (viz 
(3)> §35) v = C'. (2) 

Náš problém spočívá v tom, abychom určili 
funkci w(z), analytickou vně oblouku AB a vyho-
vující podmínkám (1) a (2). V takovém tvaru 
není problém úplně určen, a proto připojíme ještě 
doplňující podmínku. 

Rychlost proudu ,na celém oblouku AB, až 
snad na bod A, je konečná.1 

Obr. 22. 

Označme w'{z)—(U — iV) = co(x). (3) 

Funkce a»(z) je regulární vně AB a rovna nule v nekonečnu. Určeme 
podmínku, jíž musí vyhovovat na AB. Označme t komplexní souřad-
nici libovolného bodu C na oblouku AB a s délku oblouku AC. Z (2) 

plyne, že na AB ^ = 0. Dále 
os 

dy = _0jp dz df dy = / dA 
ós &x ás éy ás \ w ds J 

• dř 
Označme ů úhel sevřený tečnou k AB v bodě G a osou x. Potom — = ei9. 

Nyní z posledních dvou rovnic plyne 
Im{co(í) e f } = V cosů — U sinů. (4) 

Funkcí co(z) budeme hledat ve tvaru integrálu Cauchyho typu to-
hoto tvaru: 

T(C) do . . i r no e~id dc i r 
W(Z) = 2^ J C-z J 

AB AB 

(5) 

1 Viz [21], 
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kde der = |d£| a <5 je úhel/sevřený tečnou k AB v bodě £ a osou x 
O funkci T(£) budeme předpokládat, že je reálná. Integrál v (5) lze. 
interpretovat jako součet elementárních vírů, rozložených podél AB 
s hustotou T(£). V souhlase s tím nazývá M. A. Lavrenťjev funkci T(£) 
„vírovou funkcí". 

Nechť bod z konverguje k bodu t na oblouku AB. Podle věty o limit-
ních hodnotách integrálu Cauchyho typu 

o>(í) 
AB 

Dosadíme-li toto do (4), dostaneme singulární integrální rovnici pro 
neznámou T: 

I m j ^ J _ v cosů — U sinů. (6) 

AB 

Rovnici (6) lze poněkud upravit. Označme 0 úhel, který svírá vektor 
t — £ s osou x a r délku tohoto vektoru. Potom í — t = — re10, 
a tedy 

AB AB 

r 2TT J' 
do. 

AB 

Rovníce (6) nyní nabývá tvaru 
T{£) cos(ů—0) 

- f
1 

2nJ do = V cosů — U sinů. (6^) r 
AB 

Veličina ů — 0 je úhel, sevřený vektorem t — £ a tečnou k AB 
v bodě t. Zavedeme-lí úhel (r, n) sevřený vektorem t — f a normálou 
v bodě C k oblouku AB, máme: 

cos(# —0) = sin(r, n). 

To dává nový tvar rovnice (6): 

T(C) sin(r, n) 
2ti / do = V cosů — U sinů. (6

2
) 

7 

AB 
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Rovnice (6) má nekonečně mnoho řešení. Dosazena do rovníce (5) 
dávaj í všechna co (z) (a tedy i rychlost proudu) konečné až snad na 
body A a B. Podle našeho předpokladu musí být rychlost v bodě B ko-
nečná. Avšak potom co(z) v bodě B musí být konečná; k tomu je nutné, 
aby se v tomto bodě anulovala. Vskutku, označme komplexní 
souřadnice bodů A a B jako a a /?. Dále 

AB 
= T(C) e~i3. 

Lze dokázat, že integrál v (7) je spojitý pro z jestliže v něm ÍT(C) 
chápeme jako libovolné řešení rovnice (6).1 Avšak v takovém případě 
bude cu(z) omezená pro z = /5 tehdy a jen tehdy, když 1\(/3) = 0, t . j . 
když T(/9) = 0. Této podmínce také podrobíme řešení rovnice (6). 

Rovnice (6) se v obecném případě neřeší v konečném tvarů; M. A. 
Lavrenťjev v citovaném článku [21] uvádí methodu jejího přibližného 
řešení. Dole uvedeme přesné řešení ve dvou nejjednodušších případech, 
kdy AB je buď úsečka, nebo oblouk kružnice.2 

a) Nechť AB je interval <— a, á) reálné osy. V tom případě ů = 
= <5 = 0, veličiny £ a t jsou reálné a rovnice (6) se zjednodušuje: 

27z J t —t 
—a 

Řešení rovnice (8) napíšeme podle vzorce (26), § 26: 

(8) 

2V í 1/C2-a2 <? 
t u ] i ť — ď J C — t ^ j / ř 2 — a 2 ' 

Integrál vyskytující se v tomto vzorci byl vypočten v § 68: 

2 . f W E f d C _ i ( > 
TI J Q — t < 

1 Důkaz toho lze najit v článku M. A. Lavrenťjeva [21]. 
2 Ve článku [22] M. A. Lavrenťjev, Ja. I. Sekerž-Zeňkovič a V. M. Šépelev sestro-
jují soustavu singulárních rovnic pro problém obtékání dvou obloučků a řeší ji 
pomocí zobecněného Schwarzova algoritmu. 
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a tedy w t — C 

V bodě t = a se funkce T(ť) musí rovnat nule. Odtud určíme C' = 
= 2aV a 

—2fVi^t- (io) 

Nyní „ 

«»(«) = — f ] / ^ ^ , (11) m j y a + tt—z v ' 
—a 

Abychom vypočetli integrál v (11), položme 

fl(a) = i / l i l + t t - z 
c 

kde C je hraníce na obr. 19. Máme: 

V a — t a — t 
a + t i\'t2 _ a1' 

Při výpočtu T(t) jsme zvolili tu hodnotu odmocniny, která má v ne-
konečnu rozvoj , 

1 = + 1 u 

Dosadíme-li toto do předcházející rovnice, nalezneme, že 

lim / \ = i. 
t- oo 11 a + t 

Funkce / 1 je regulární vně C a rovna i v nekonečnu; odtud 
v CL t 

plyne, že " I ¡ a - z . 
Q ( z ) = \ -z-rz — 

Nahraďme hranici C dvakrát proběhnutým intervalem <— a, a). 

Vezmeme-li v úvahu, že má různá znaménka na různých stra-

nách uvedeného intervalu, najdeme: 

326 



Nakonec 

a 

_L f M
a

 ~
t d ť

 — 1/® 
•KÍ J \ a + t t — z '/ a 

= iv-vY-

V:= 

a(z) 

+ z 

+ 2 

w'{z) = U — V + z 

b) Nechť nyní AB je oblouk kružnice 
|f| = 1. Komplexní souřadnice konců oblou-
ku označme <x a /S. Osu x orientujme rovno-
běžně s rychlostí proudu v nekonečnu, takže 
V = 0. Z obr. 23 je patrno, že argí = ů + 
+ á tedy t = = iei&. Obdobně 
£ = ieid. Upravme integrál (6) na jednodušší 

tvar . Především ei(í>-',> = Dále Obr. 23. 

Im 

Na druhé straně 

2Re 
U(c — o / 

t df táC 
C(C-ty č ( C - í ) 

(12) 

(13) 

Protože na kružnici t = —- a £ = —, dostaneme po jednoduchých vý-

počtech 
ť dC 9T? í ř d f | C + 
Í c 

Dosadíme-li toto do (6), dostaneme rovnici 
f> 

¿ f w & f - « , * * . 
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Avšak , 
2 siní? - — (e*> — e~iů) -" K ) 

a definitivní tvar rovníce bude 
t> 

a 
Přistupme k řešení této rovnice. Vyšetřme integrál 

f f - <15> 
a 

F(z) je zřejmě regulární na celé rovině, rozdělené řezem podél oblouku 
<«, P), při čemž 

« 

Protože se jádro 
C + zdC 2dC dC 

liší od Cauchyho jádra pouze konstantním součinitelem a regulárním 
sčítancem, platí pro integrál (15), jak lze lehce nahlédnout, tytéž věty 
o limitách jako pro integrál Cauchyho typu: 

P 

<x 
P 

F M ^ - m + ^ f n o ^ f 
a 

. Dosadíme-li toto do (14), dostaneme: 

(16) 

Fi(t) + Fe(t) = - 2i |ř + U. . (17) 

Položme 
F(z) 1f{z-ec){z-p) = <P(z). 
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Funkce &(z) je regulární v rozříznuté rovině s výjimkou bodu v ne-
konečnu, v němž má pól prvého řádu. Zvolme tu hodnotu odmocniny, 
jejíž rozvoj v nekonečnu začíná členem + z . Potom lze napsat 

0{z) = Az + 0o(z), 

kde 0o(z) je regulární pro z = oo. Dosadíme-li do (17) místo F(z) její 
vyjádření pomocí 0{z) a uvědomíme-li si, že na různých stranách 
oblouku <(«, /?) má odmocnina různá znaménka, převedeme rovnici 
(17) na tvar 

0i(t) - 0e(t) = - 2i (ř + !(t-oc)(t-p) U. 

Avšak 

0t{ť) = At + 0Oi(ť), 

0e(t) = At + 0Oe(t). 
Odtud 

0oi(t) ~ 0Oe(t) = - 2i (í + | J V ( í - « ) ( í - / J ) . (18) 

Part ikulární řešení této rovnice je: 

f> 

0oiz) = - ^ f f c + j ) V'(C-«)(í-j8) (19) 

a 

Výraz (19) se rovná nule pro z = oo. O funkci 0o(z) můžeme však pouze 
tvrdi t , že je regulární v nekonečnu, a může se tedy pro z = oo rovnat 
nějaké konstantě. Obecné řešení rovníce (17) dostaneme, jestliže k (19) 
připočteme libovolnou konstantu: 

p 

= ~ / (f + " f ) 1 / ( Í - « ) ( C - / S ) + (7. 
a 

Abychom vypočetli poslední integrál, uvažujme integrál 
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Hranice r je zobrazena na obr. 24; bod z leží vně r . V okolí bodu £ = oo 
lze odmocninu rozvinout v Laurentovu řadu tohoto tvaru: 

Integrál ve výrazu pro Q[z) se rozpadá na dva. Prvý z nich vyjádříme 
ve tvaru 

| (« i f p) c • (« d c [ 

Í - Z 

Obr. 24. 
(« + /?)c ' ( « - m d c 

2 8 ) C' 
• - . J l y 

r 
! 

Ve druhém integrálu je integrand regulární uvnitř J1 a integrál se 
rovná nule. Prvý integrál je pak integrál Cauchyho. Tedy 

¿ J J £ } ' ( C - o c ) ( C - P ) = z ] / { z - x ] { z - p ) - z * -f 

| (oc + P)z | (x-Pf 

V nekonečnu je funkce ^ ^ regulární a má tam residuum — 1. 

V konečné vzdálenosti vně r má póly v bodech f = 0 a £ = z s residui 
]Up 
-—- a z z 

2 )'(z — <x)(z — P). Všimneme-li si, ž eP j e probíhána ve směru 

hodinových ručiček a užijeme-li věty o residuích, najdeme: 

0) 
]'*p — 1. 

Sečtením dostaneme: 
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Hranici r lze nahradit dvakrát proběhnutým obloukem <(«, /?). To dá 

= - i ( 2 + Ý ) «><* - « + 

a tedy / i \ 
í>(z) = — i z + - V(z — a)(z —P) + 

+ ^ z _ i ^ É l + t + M ) + g , ( 2 1 ) 

Odtud 

^(Z) = - ilz + i \ + _ = J = = = r - ( * . _ £L + P — 2ÍA 
2 

U—PY }Up\ c 
- - — r ^ - + 1 + — + t t = = = - (22) 

8 z I y(z — <x)(z — P) 
Nyní ze vzorců (16) plyne 

T(t) = l[F;(t)-Fe(t)] = 

= \t*-« + P - 2 i A t - ( « - P ) 2 + 1-C' + 
\'(t-a)(t-P) L _ 2 8 

+ C ' = - i C . (23) 

Konstanta C' je určena podmínkou T(P) = 0 a konstanta A rovnicí 

Nyní 

Integrál (24) lehko vypočteme, vyjdeme-li z integrálu typu Cauchyho 

j _ r r ( Q d c 
2tcí J C(f —Z)' 

r 
kde je hranice na obr. 24. Nebudeme uvádět definitivní vyjádření 
•w(z) pro jeho těžkopádnost. 
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