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CESTA KVEDENI

Dr. Bohuslav Hostinsky

O mnohotthelnicich
a mnohosténech

Mnohotahelniky a mnohostény
maji v matematice velkou dile-
Zitost z n&kolika davoda. Prede-
v8im nékteré, zejména metrické
viastnosti kiivek a ploch (jako
oblouk, kFivky, obsah rovinné
plochy ohranitené uzavienou
kFivkou nebo objem té&lesa ohra-
ni¢eny plochou) se uréuji tak, Ze
kFivky, resp. plochy se aproxi-
muji lomenou &arou (mnoho-
tihemnfkem), resp. mnohost&nem
a pro né se nejprve vlastnost
dokédze a pak se studuje vlast-
nost Umity. Za druhé jsou vy-
znamné proto, Ze Gzce souvisi
s theorif celych &isel (s neurdi-
tymi rovnicemi, kongruencemi,
theorii m¥iZovych bodti a j.). Ko~
nedn&€ studujeme topologické
viastnosti geometrickych Gtvarf,
t. J. (zhruba feleno) takové
vlastnosti, které se neméni spo-
jitou deformaci, tak, Ze vy&etfu-
Jjeme nejprve obdobné vlastnosti
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I. UHLY A MNOHOUHELNIKY V ROVINE

(. Uhel jakoZto velikost otofenl. a) PFimka, kterou si pfed-
stavujeme v jednom i opatném smyslu do nekoneéna pro-
dlouZenou, nazyvé se také paprsek. Kaidy bod O paprsku
dél jej na dvé &4sti, které nazyvidme polopaprsky; polo-

paprsku vychdzejicimu z O pfisuzujeme urdity smysl 04
(od O ku A4), je-li A libovolny jeho bod rizny od O.

Necht jsou O4 a OB dva polopaprsky vychdzejic z téhoZ
bodu O. Cést roviny jimi omezend nazyvé se dhel AOB: (obr.
1). Mérou dhlu AOB je velikost ototeni (kolem bodu 0),
kterym se pfevddi polopaprsek OA
do polohy OB; srovndvédme-li rizné
dhly co do velikosti, nemdme na
mysli plosné obsahy &4sti roviny
takovych jako na pf. AOB, nybri
jen pristudné velikosti otodenf. Polo-
paprsky OA a OB jsou ramena
ihlu, bod O je jeho wrchol.

b) Otome kaZdé rameno hlu AOB o stejné veliky dhel
a to ka?dé ve stejném smyslu (na pf. proti smyslu pohybu,
ktery maji hodinové ruditky) kolem bedu O. Nové polohy
OA, a OB, ramen 04 resp. OB tvoii thel 4,0B, rovny Ghlu
AOB; ihel 4,0B, vznikd otoenim dhlu AOB (obr. 1).

BudiZ nyni O’ bod riizny od O a vedme polopaprsek 0’4,
souhlasné rovnobéZiny s O4 a polopaprsek O'B, souhlasné
rovnobé&iny s OB; tak vznikne Ghel A,0'B, rovny thlu 40B.

Z obr. 1 jsou zfejmé tyto vztahy mezi tihly: Dva thly, jez
maji spoleény vrchol O, jsou si rovny, odvodi-li se kazdé
rameno jednoho dhlu stejnym (i co do smyslu) otofenim
kolem bodu O z odpovidajiciho ramena druhého uhlu; dva
ihly o riznych vrcholech, jejich# odpovidajicf si ramena
jsou souhlasné rovnobézn4, jsou si rovny.

Obr. 1.



¢) Plny thel je ndzev pro thel, jenZ se vytvoil vplhym
otoenim polopaprsku O4 kolem O, takZe jeho koneénd po-
loha splyvé s poéiteéni. Polovina plného dhlu je pfimy dhel;
obé& ramena BO a OA4 piimého uhlu leZf v jedné a téZe piimce.
Polovina piimého Ghlu je pravy ddhel. Ostry thel (x v obr. 2)
je dhel, ktery je men&i neZ pravy. Tupy (f v obr. 2) je dhel,
ktery je men3{ ne piimy a vétf ne# pravy. Uhel, ktery je
bud pravy nebo ostry nebo tupy, nazyvd se duty. Vypukly
(y v obr. 2) je ihel, ktery je mensf neZ plny a v&tsi nez piimy.

Dva paprsky protinajici se v bodd O vytvorujf étyFi ahly
&, B, y, 6 (obr. 3). Dva sousedni s jednfm spolednym rame-
nem neboli styéné tihly dédvaji dohromady tGhel pimy:

x+B=B+y=v+06=0-+a=pHmému dhlu;
dva protéjif (neboli vrcholové) jsou si rovny:

& =79, ﬂ=d

2. Jak se méff Ghly. Abychom pfirovnali riizné dhly co do
velikosti, volime urdity idhel za jednotku ihlové miry.
Uvedme dva zpiisoby méfen{ dhla:

a) Obydejnd stupiiovd mira: Jednotkou thlu je devadess-
tina pravého tihlu neboli 1 stupei, ktery znaéime 1°. PHimy
ihel mé pak 180°, plny thel 360°.

b) Absolutni neboli obloukovd mira; Uhel se mé&H délkou
oblouku, ktery vytinaji ramena tGhlu na kru¥nici k opsané
polomérem rovnym 1 kolem vrcholu dhlu. Jednotkou dhlu
je zde radidn, t. j. dhel takovy, Ze pHslufny oblouk na krui-
nici £ mé délku rovnou jednotce.

BudiZ o, mérné &slo n&jakého Ghlu v obyéejné stupiiové
mife a & jeho mérné é&islo v mife absolutni. Pak plati rovnice

4.



S X
180 =’
kterd vyjadfuje vztah mezi mérnymi &sly jednoho a tého%
dhlu v onéch dvou soustavich.
- Pokud nebude vyslovné jinak stanoveno, vyjadfujeme
v daldim dhly v mife obloukové.

3. Unly v trojhelniku. a) T¥i body 4, B, C neleZici v jedné
piimce urduji trojikelnik. Body A4, B, C jsou jeho vrcholy;
usetky AB, BC, CA jsou jeho strany. Uhel x sevieny stra-
nami AB a AC je vniténi dhel trojihelnika pfi vrcholu 4;
podobné jsou f# a ¢ vnitini dhly pfi vrcholech B resp. C
(obr. 4).

Prodluzme stranu CA za vrchol

A; prodlouZend strana (v obr. 4 j Vol
vytetkovand) svird se stranou 4B P e
tihel o', ktery se nazyva vnéj¥t dhel 138 A
trojahelnfka p¥i vrcholu 4; po- A\

dobné jsou f' a y' vn&jaf shly pti
vrcholech B, resp. C. R

b) Soulet vnéjsich 4hli v troj-

dhelntkurovnd sedhlu plnému,tedy
o' +p + ¥ =2n

Abychom to dokdzali, pfeneseme thly «', f’, ' taﬁs, aby
mé&ly spoledny vrchol 0. Za tim G&elem volime podél obvodu
trojtihelnfka urdity smysl obdhu (v obr. 4 vyznadeny Sipka-
mi na strandch) takto: od 4 k B,od Bk C a od C k 4.
Volime pak pevny bod O a sestrojime tfi polopaprsky vybi-
hajici z O a po fad8 rovnobézné s CA, AB a BC. Podle odst.
1b) je thel sevieny prvnim a druhym polopaprskem roven
o', tdhel mezi druhym a-tfetim je B’ a thel mezi tietim a
prvoim je y’. Z obrazce je patrno, Ze soudet viech tif hli
je 2n, ¢im% je véta dokdzina. i

¢) Znajice soudet vnéjsich Ghlé odvodime soudet vnit¥nich
takto: :

Obr. 4.
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x+o' =n B+ =n y+y =m

x+pt+y=3a—('+p +7y)=m
Soudet vnitFnich 4hld trojihelnika rovnd se dhlu primému.

tedy

d) Trojihelnik se nazyvd ostrou#hly, jsou-li viechny jeho
vnitfn{ dhly ostré. Trojthelnik je pravotuhly, ma-li jeden tihel
pravy; soulet zbyvajicich dvou rovmé se pravému thlu.
Trojuihelnik je tupoihly, je-li jeden jeho thel tupy; soudet
zbyvajicich dvou je mensi neZ 1hel pravy.

4. 0 mnohodhelntku. a) V roviné budiZ ddno n rdznych
bodi 4,, 4,, ..., A,. Spojme 4, 8 43, 4,8 4,5, ..., Ay 5 A,
Tak dostaneme (» — 1) dsedek, které dohromady tvofi ne-
uzavfenou lomenou &dru 4,4, ... Ax; 4, je jeji potatedni bod,
A, koncovy. Pfipojime-li k nf jedté isetku 4,4,, dostaneme
uzavienou lomenou &iru 4,4, ... 4,4, neboli mnohodhelnik
o n strandch 4,4,, A,4,, ..., A,4,, jinak téZ n-thelnik.

Podle toho, jak byly body A; voleny, protind uzaviend
&éra 4,4, ... A4, sama sebe nebo neprotmé, Prvni piipad
nasté.vé na pi' pro &tyti body A4,, 4,, Ay, 44 Vv obr. 5a, druhy
piipad v obr. 5b. V dalsich vivahdch se budeme zabyvati jen

mnohothelniky, jichZ strany se mi-
. “on 4 mo vrcholy neprotinaji. Tato pod-
minka plati oviem pro uzavienou éiru
A, 4,...A,4, sloZenou z dselek A,A,,
A,A4, atd.; nékteré z nich prodloufeny
“ 4 za svoje koncové body mohou ji proti-
Obr. 5. nati v daldich bodech (tak v obr. 7b
strana CD ¢&tyrihelnika ABCD pro-

dlouZena za bod D protinéd stranu 4B v bodé E).

Uzaviend ddra 4,4, ... ApA, nazyv se také uréitéji obvod
n-uhelnika. Rovina déli se obvodem n-ihelnika na dvé.&4sti;
jedna %4st je vnitfek m-uhelnika a drubd je jeho vnéjiek.

Délku obvodu n-thelnika nazyvdme také zkratka jeho
obvodem, plodny obsah jeho vnitiku jeho obsahem.

A A
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b) Véty dokdzané v odst. 3 o soudtu hlé vngjdich nebo
vnitfnich pro trojihelniky daji se jednoduSe zobecniti tak,
%e plati pro mnohodhelniky. X

Vsimn&me si nejprve SestiGhelnika, jehoZ viechny vnitini
tihly jsou duté, takie i kazdy jeho vnéjif thel je duty (obr.
6a). Pfi vrcholu 4, jsou vnitfni vhel x a vn&jsf Ghel o’ sevie-

Obr. 6a. Obr. 6b.

ny prodlouZenou stranou 4,4, a stranou A4,4,; pit vreholu
4, jsou vnitfni dGhel 8 a vnéjsf §’ atd. Vedme pomocnym
bodem O piimky rovmobdiné po ¥ad® se stranami 4,4,
4,4, ... Agd, Sestithelnika, Tak obdrZime #est polopaprskii
vybihajicich z O; prvni s druhym svird dhel &', druhy se
tietim thel 8’ atd. Soudet viech Sesti vnéjdich dhli je tedy
A &+ +y+8+e+ =2

Ponévadz pak ' .
xt+a' =+ =y4+y=0+8=c+e=0+=m,
je soudet viech vnitinich dhld '

x+pf4+y+o+e+{=6x—
—( +f+yY ++e+ ) =4
Piejdéme nyni k Sestithelnfku, jenz mé pfi jednom vrcho-
lu (A5 v obr. 6b) vnitini dhel & vypukly, takZe pifsluiny

vnéjsi vhel &’ je zdporny, nebof ¢ + &’ = 7. Zase bude sou-
et viech vngjsich dhld roven 2z, K dikazu sestrojime jako

7



dfive polopaprsky vedené bodem O rovnobéiné k jednotli-
vym strandm A,A4,, A,4,, .... Rozdil proti pfedellému p¥-
padu, kdy byly viechny vnéj3i dhly kladné, je v tom, Ze
nynfje dhel ¢’ zdporny. Se¢teme-li kladné dhly «’, §°, y', &', {’
a odedteme-li od soudtu &iselnou hodnotu 1ihlu &, dostaneme
plny thel, jak je patrno z obr. 6b. Soudet vnitfnich uhla
bude zase roven 4.

¢) Budiz dén obecn& n-thelnik, jehok obvod nikde sdm
sebe neprotind. KaZdy jeho vnéji{ Ghel a’ poditdme podle
rovnice
) & =x—a,
kde « je pkislusny ihel vnitini (duty nebo vypukly); je-li
o <m, jea >0;jeli « >mn, je x < 0. Oznadme znakem
2« soudet Ghli vnitfnich a znakem Za’ soudet Ghld vnéjsich.
Pak bude :

2o’ =25, Xo=(n—2)m,

nebot soudet viech vnitinich i vnéjsich dohromady dévé nz.
Slovy: Soulet vnéjsich whli v n-idhelniku rovnd se 27. Soudet
vnitfnich 4hld v n-dhelniku rovnd se (n — 2) n.



II. VYPUKLE MNOHOUHELNIKY V ROVINE

\

5. Vypukly mnohothelnik. Mnohothelnfk je vypukly (neboli
konvezni), vyhovuje-li ka?d4 jeho strana A4;4;,, této pod-
mince: .ProdlouZime-li ji v obou smyslech do nekoneéna,
nemd Zddného daldfho bodu spoledného s obvodem mnoho-
thelnika mimo body tsedky Ardi4,.

- Prikladem vypuklého mnohodhelnika je rovnobsinik
(obr. 7a). Naproti tomu &yrihelnfk ABCD v obr. 7b nenf
vypukly, nebot strana CD prodloufend za
bod D (prodlouzeni je v obr. 7b vytedkovdno)
protind stranu AB v bodé E.

Z obrazce 7b vyplyvi, Ze .
vniténi thel yypuklého mno- /7 ¢
hothelnfka nenf nikdy vy- D 2
pukly; viechny vnitfni ihly * y ,
vypuklého mnohoihelnika Obr. 7a. Obr. 7b.
jsou duté.

6. Pravidelné' mnohothelniky, Podle odst. 4 je souSet vniti-
nich Ghld v n-uhelniku roven (n — 2) 7. Jsou-li tedy viechny
vnitfn{ 1hly v n-tihelniku stejné, md kaidy z nich velikost

!

c

(1 — —727) 7, je tedy duty.

Mnohothelnik, jehoZ vechny strany jsou stejng dlouhé
a vBechny vnitini dhly stejnd veliké, nazyvéd se pravidelny.
Podle prdvé uvedené pozndémky jsou vniténi uhly pravidel-
ného mnohoihelnika duté a totéi plati o jeho wvnéjdich
thlech. Vnéjdi thel v pravidelném n-thelniku je roven
27 : n, ponévadZ soudet véech vnéjiich je 27z (odst. 4b). Tak
pravidelny (rovnostranny) trojihelnik md vnéj§f thel
27 : 3 = 120°; pravidelny &tyrahelnik, t. j. &tverec, m4d
vnéjsf dhel x : 2 = 90°, atd.

Budte A, B, C tfi sousedni vrcholy pravidelného n-Ghel-
nika a « jeho vnitfni dhel. Rozpiilime-li vnitin{ Ghly pfi 4

9



a B, protnou se pulici piimky v bodé §; ABS je rovnora-

menny tromhelnik (SA = 8B), jenz mé pii zékladns AB
thly }«. Piliei piimka CS vnitfniho dhlu pfi C prochézi
rovnéz bodem S (obr. 8) a to plati viibec o pilicf pifmce
kazdého vnitfntho dhlu; S4 =
s = SB = 8C = ..., viechny vrcholy
ABC ... maji od bodu 8§ stejné vzda-
/ lenosti. Bod S je stfedem kruZnice
f opsané n-thelnfku. Kterdkoli jeho
strana je t&tivou této kruZnice a
neprotind, prodlouZime-li ji, obvod
n-Ghelnika v dalsim bod&. Pravi-

delny] mnohothelnik je vypukly.

7. Obraz normély u vypukliého mnohodhelnika. a) Kolmice
vzty&end na stranu n-thelnfka v libovolném jejim bod& na-
zyvé se normdla té strany. Kazd4 strana md vnéj# normilu,
kterd miff ven z n-tihelnika a vnitfni normdlu, kterd mif{
dovnitt. V nédsledujicim budeme nazyvati vnéjsi normé,lu
zkritka normélou; jen smér normdily bude niti vyznam,
nezéleZ{ na tom, ve kterém bodé uvaZované strany normalu
sestrojime. 7

b) Kolem pomocného bodu O opfSeme kruZnici k jednotko-
vym polomérem. Norm4lu (vnéj8f) strany 4,4, daného vy-
puklého mnohotihelnika oznaéime zkritka I, normélu strany
AzAa oznadime 2 atd. V obr. 9
je vypukly pétiihelnik s pi-
slusnymi pétisméry 1,2,3,4,5
normdl. Vedme nyni v kruZnici
k poloméry 01, 02, ... po Fadé
souhlasné rovnobéiné s onémi
normélami. Bod I na kruZnici
k se nazyvé obraz normdly 1 . Obr. 9.
mnohothelnika; bod 2 na k je
obrazem normily 2 atd. KaZd4 normila mé sviij urdity
obraz na k.

[]
Obr. 8.
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8. Zaoblen§ vypukly mnohoGheinlk. a) Ve vSech bodech
obvodu vypuklého n-thelnfka A4,, 4,, ..., A, sestrojime
kolmice, vidy ve smyslu vné&jif normily, 4 naneseme na
kaZdou tsedku délky k& tak, Ze jeden koncovy bod tdsedky
lezi na obvodé. Druhé koncové body napliiuji dsetky B,C,,
ByC,, ... (viz obr. 10, kde je » = 5) po Fadé rovnobéZné se
stranami n-tthelnika a stejné 8 nimi dlouhé:

BICZ # A1A2’ Bzos :H: AzAa» o
Necht jsou o'y, &'y, ... po Ffadé vnéjsi dhly mnohodhelnika.
Uhel C,4,B, je roven «’;, nebot C,4, stoji kolmo na 4.4,
a B4, kolmo na 4,4, (obr.
10). Podobné je uhel C,4,B,
roven o'y atd. OpiSeme-li ko-
lem A, kruhovy oblouk C.B,
polamérem £, kolem A, kru- &
hovy oblouk C,B, se stejnym
polomérem atd., doplni se ty-

% 2 !
to oblouky s tdsetkami B,C,, 2 » ‘Vq)‘
B,C, ... na souvislou uzavte- vp
nou &iru C,B,C,B,C, B, ... BaC,,
kterou nazveme zaoblenym vy- Obr. 10.
puklym n-ihelntkem sestroje- .
nym rovnobdiné k pivodnimu 4,4,4, ... ve vzddlenosti k.

b) Norm4la I sestrojend k strand B,C, v libovolném jejim,
bodé m4 stejny smér s normélou sestrojenou ke strané 4,4,
ptivodniho z-Ghelnika; podobné norméla 2 sestrojend k B,C;
m4 stejny smér s noralou k 4,4, atd.

Za normélu v nékterém bodé M kruhového oblouku,C,B,
povaZujeme polomér A,M (v obr. 10 vytetkovany); tato
norméla m4 na kruZnici ¥ obraz m. Pohybujeé-li se bod M
podél oblouku C;B,, méni se smér nbrm\ély tak, Ze jeji obraz
vytvoif na k oblouk se stfedovym dhlem «',. Obecnd obrazy

vSech normdl sestrojenych k bodim oblouku CyB) opsaného
kolem A, napliiujf oblouk kruZnice k se stiedovym vdhlem «';.

11



Ponévadz
n
ZOL"; = 275,
k=1

tvoli vSech = obloukil opsanych kolem vrehold 4,, 4,,... 4,
plivodniho n-idhelnfka, dohromady kruZnici o poloméru ;
obrazy viech norm4l zaobleného mnohothelnika napliujf
tedy celou kruZnici k. Shrneme takto: KaZdy bod na obvodu
zaobleného mnohoihelnika md uréitou normdlu a kazdy bod na
kruznict k je obrazem jedné z téchto mormdl; pfi tom oviem
maj{ viechny body strany B,(C; stejny smér normily, po-
dobné viechny body strany B,C; atd (viz obr. 10).

9. Opdrné pHimky vypuklého mnohodhelnika. a) Budiz 4,4,4,...
vypukly z-thelnik (v obr. lla je A4,4,4;,4, & yrihelnik),
k n&mu? sestrojime rovnobéiny zaobleny n-thelnik ve vzd4-
lenosti k. Na jednom z kruhovych oblouki, jeZz jsou ¢istmi
obvodu zaobleného mnohoihelnika (na pf. na oblouku C,B,
opsaném kolem bodu 4,), zvolme bod M a budiz a pfislusny
smér vnéj§i normély (prodlouZeného poloméru). Sestrojme
tednu ¢ k -oblouku kruZnice v M; ¢ je kolméd ke sméru a.

Obr. 1la. - Obr. 11b.

Predpoklédejme nyni, e h se bliZi k nule a Ze se pfi tom
sm&r a neméni. Bod M se tedy blizi podél uréitého poloméru
ke stfedu 4, kruznice a pHmka ¢ se bliZi limitnf poloze #,
(viz obr. 11b, kde je zndzornén limitni tvar zaobleného &Etyr-
tihelnika pro lim » = 0 totoiny s piivodnim &tyrihelnikem

12



A4,4,4,4,). PHimka ¢, mé s obyodem 4,4,4;4, jediny spo-
leény bod A,

b) Opérna pFimka zaobleného vypuklého mnohothelnika je
nézev pro pfmku, kterd je bud prodlouZenou jeho stranou
(jako na pF. B,Cy v obr. 11a) nebo te¢nou nékterého z kru-
hovych obloukt tvoficich jeho obvod (]ako na pf. ¢ v obr.
11a).

Opérnd pfimka vypuklého mnohothelnika nezaobleného je
nézev pro pifmku, kterd je bud jeho prodlouZenou stranou
(na pt. A, 4, v obr. 11b) nebo prochézi jeho vrcholem a nemé
24dného dalstho bodu s nim spoledného (jako na pf. ¢,
v obr. 11b).

¢) Ka¥dé opérné pimce ¢ vypuklého mnohouhelnﬂ{a. (za-
obleného nebo nezaobleného) paté uréity smér normdly.
Sledujme, jak se ten sm&r méni, zaujim4-li ¢ postupné viech-
ny moZné polohy (t. j. vali-li se ¢ po obvod& mnohothelnika).
Dochdzime k vysledku: Odvali-li se pf{mka ¢ podél celého
obvodu, prob&hne obraz normily celou kruznici k. Obrazy
véech normdl vypuklého mnohothelnika naplriuyi celou kruZ-
mcz k; normdla kaZdé jeho opérné primky md za obraz urity
bod na krufnici k a naopak kazdy bod kruZnice k je obrazem
normdly k jediné urc‘zté opérné primce.

V obr. 12 je plny ihel s vrcholem ve sti'edu
kruZnice k rozdélen na &tyfi 8dsti o'), o'y, &'y, '
«’y; obvod kruinice k se tak dé&lf rovnéZ na QQ
Etyfi 4sti. Jedna z nich je vytvoferfa obrazy : B
normdl pro ty opérné piimky, které prochd-
zeji vrcholem A, &tyrihelnika 4,4,4,4, (obr, Obr-12.
11b), druhd je vy‘tvoi‘ena. obrazy normél pro
opérné pifmky jdouci vrcholem 4, tyrihelnika atd.

10. Sitka vypukiého ‘mnohoGhelnika. a) Budiz M vypukly
n-thelnik a k jednotkovd kruZnice, jejiz body jsou podle
odst. 9 obrazy norm4l sestrojenych k op&rnym piimkdm
n-tihelnfka M. Volme na & pér protilehlych bodd 1 a 2, takZe
jejich spojnice 12 je primérem kruZnice k. Bodu I odpovidé
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urlitd opérnd pimka #, n-thelnika a bodu 2 jeho opérnd
piimka t, rovnobéZnd s ¢;,. Naopak ke ka?dé opdrné pimce
t, daného vypuklého ninohovhelnika patH jind jeho opérnd
ptimka ¢, rovnobéZnd s ¢; a obrazy pisluinych dvou norm4l
jsou koncové body priméru v kruZnici k. Vzdélenost dvou
rovnobdinych opdrnych piimek ¢, a ¢, méfend podél jejich
spoleéné kolmice nazyvd se §ifkou vypuklého mnohoihel-
nika ve sméru 1 nebo 2. V obr. 13 jsou dva piry opérnych
piimek obdélnfka 4 BCD. Opérné pHmky prvnfho piru maji
normily ve smérech 1 a 2, a pifsludnd Sifka obdélnika je
MM’'; pifmky drubého péru maji
normély ve smérech 3 a 4 a pfislus-

nd sfika je NN'. _
° T, b) Z obr. 13 je zfejmo, Ze &ifka da-
‘ ! D\ ného n-ihelnika v daném sméru zd-
. visf na tom, jak ten smér volime.
s d Stfka obdélnfka 4 BCD mé nejmensi
- hodnotu ve sméru kolmém k AB
: nebo k CD (je.li AB > AD) a nej-
Obr. 13. vétdi hodnotu ve sméru kolmém

k ublopfitce AC nebo BD.
c¢) Rozdélme obvod jednotkové kruZnice k o stiedu O na
sudy potet 2m stejnych dili a oznadme délicf body 1, 2, ...,
2m. Polopaprsky (poloméry v k), jez vedou z O k jednotli-
vym délicim bodim, oznadfme po Fadé z,, z,, ..., Tom. Kazdy
z nich m4 smér normély sestrojené k urtité op&rné pkmve
daného n-ivhelnfka. Polopaprsky z, a zn+; maji protivmé
smysly, podobnd z, a Tp, g, obecnd z; a xpyq. Je-li 8 &ffka
n-thelnika ve sméru § ($j2m = 8; pro j = 1,2, ...,m), je
stiedni hodnota &ffky ddna vyrazem

S +38+ ... + %m

m

nebo, oznadime-li soudet symbolem Z,
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T'ato stfedni hodnota zdvisi na m a na tom, jak volime po-
lohu prvniho délictho bodu na k. Limitni hodnota

lim — ) s 1
m—wo M ]gl ! ( )
je véak &slo, které — je-li n-Ghelnik M ddn — nezdvisf ani
na m ani na poloze prvnfho délietho bodu na & a které se na-
zyvé stfednt $ifka mnohodhelnfka.

Hodnotu limity (1) vypoéteme v odst. 12; budeme k tomu
pottebovati dvou formuli pro obsah vypuklého mnohothel-
nika, které odvedime v odst. 11.

I. Vity o obsahu vypuklych mnohodhelnikd. a) Budiz L,
obvod, (délka obvodu) daného vypuklého n-thelnika M,
a P, jeho obsah. Sestrojme zaobleny mnohothelnik M rovno-
béiny k M, ve vzdélenosti & (A > 0); viz odst. 8. Je-li L
obvod mnohothelnika M a P jeho obsah, klademe si za
tlohu vypodisti L a P jako%to funkce veli¢éin L,, P, a k.

Z obr. 10, kde A4,4,4; ... je n-Ghelnik M, (n =5 v obraz-
ci), plyne: Obvod L se skldd4 jednak ze stran B,C,, B,Cy, ...,
jednak z kruhovych obloukd C,B,, C,B,, ... Strany BiCr1
(t=1,2,3,...)) jsou po fad& rovny strandm n-thelnike M,
totiz

B,Cy = A,4,, B,Cy = AuA,, ...,
takZe jejich souet se rovnd L,. Oblouky C,\B,, C,B,, ...
opsané polomérem A majf stiedové uhly «'y, &'y, ... TOVNé PO
Fadé vnéjiim Ghlim mnohoihelnika Z,; ponévadZ (odst. 4c)

&y F o'y ool an = 2m,

je soudet viech téch oblouki roven obvodu kruZnice o polo-
méru A:

OB, + By + ... +.CaBn = 27h.
Hledané formule pro obvod L je tedy .
L = Ly + 2nh. (1)



b) Obsah P skldd4 se z obsahu P,, z obsahu n obdéinfk#
4,B,CyB,, A;B,C3B;, ... a z obsahu n kruhovych vyseéi
o poloméru h se sttedovymi dhly po fad® rovnymi &,
o'y &5 Zé,kl&dny onéch obdélnikd A4,B), A,B,, ... maji
soudet rovny L,; viechny obdélniky ma]i stejnou vysku A,
takZe soudet obsahi viech obdélnikii je Lyk. Soudet viech
kruhovych vysedt je cely kruh o poloméru %; jeho obsah je
nh?. Hledand formule pro obsah P je tedy*)

P =Py Ly . h + nh2. (2)

c) Obsab vypuklého n-ihelnika nezaobleného vypodteme
timto zpisobem:

Budiz 8 bod zvoleny uvnitf n-ihelnika, I, delka. jedné jeho
strany a p, jeji vzddlenost od § (t. j. délka kolmice spusténé
z bodu S na onu stranu, vidy kladné &itand); budiZ pak I,
délka druhé strany, p, jeji vzddlenost od S atd. Spojnice,
kterymi se spojuje bod S s jednotlivymi vrcholy z-ihelnika,
délf n-ihelnfk na = trojihelnfkii. Prvni z nich md zdkladnu
o délce I, a vySku p,, tedy obsah }p,l,, druhy md obsah
3pely atd. Obsah P, vypuklého nezaobleného n-thelnika,
jehoZ strany maji délky 1., I, .:., I, a vzddlenosti p,, p,, ..., Pn
od bodu S voleného uvnitf n-tihelnika, je tedy dén vzorcem

b+ ...+ Paln
P0=?1l1+1’22‘2|'. 1 Pnln @)

d) Uvedme jesté vzorec pro
obsah @ obrazce SAB (obr. 14)
omezeného jednak kruhovym
obloukem AB o poloméru % a
stfedu C, jednak tsedkami SA4
a SB. Mysleme si celou krui-
nici, jejiz &ést{ je oblouk AB,
Obr. 14. rozdélenu na 2m stejnych dila.
¥Nékolik délicich bodi, feknéme

*) Formule (1) a (2) jsou obdobné vzorcim pro povrch a objem
vypuklych mnohostdnd, které odvedil J. Steiner (viz odst. 34).
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r (v obr. 14 je r = 4), bude na oblouku AB; éislo r zdvis{
na m (a také na volb& prvniho déliciho bodu) a je tim v&ti,
&m je m v8ta. V délicich bodech sestrojime tetny ke kru-
hovému oblouku A.B, tedny tvoii podél AB &dst pravidel-
ného 2m-dhelnika opsaného kruZnici o poloméru k. BudiZ
2 délka jedné strany -tohoto 2m-ihelnika a ¢ délka pii-
slu§ného kruhového oblouku se stfedovym ihlem rovnym
(27n) : (2m) = 7 : m; je tedy

d

.k

4
= —
- m
Trojuhelnik, ]ehoi zdkladnou je jedna z r stran o délce A
a jenZ md yrchol v §, nazveme ,,elementémi trojihelnfk«;
jeho obsah je :

o

2 ’
kde p’ znadf vzddlenost jeho zdldadny (tedny. kri¥nice) od
bodu §. Soudet viech r elementédrnich trojihelniké ms,
roste-li m do nekonetna, za limitu plochu @ nageho obrazce
SAB. Je tedy

A ’
Q=1lim ¥ 2%

m—w k=1

p' i znadf vzdalenost k-té strany A od bodu S. PonévadZ pak*)
je

a tedy, dosadime-li na misto o shora odvozeny vyraz,

*) Odvoldvéime se na vétu: Strana pravidelného m-thelnfka opsa-
ného kruznici délend m-tym dilem obvodu kruZnice ddvé podil rovny
v limitdé jednotce, roste-li m do nekoneéna. :

33-2 ) 17



LU T (4)

2 oo m
Roste-li m do nekonedna, roste té% r do nekonedna.

12. Cauchyova vdta o stfednl 3lfce vypuklého mnohodhelnika.
a) Vratme se nyni k tdloze vyslovené na konci odst. 10, totiZ
k vypodtu limity (1) odst. 10. Za tim tvdelem vyjddifme
dvojim zpiisobem obsah P zaobleného n-tuhelnfka M sestro-
jeného rovnob&iné k M, ve vzddlenosti & (srv. odst. 11);
srovndnim obou prisluénych vyrazii dostaneme hledanou
hodnotu.

Prond zpisob vypottu P poskytuje vzorec '(2) odst. 11.
Je-li L, obvod n-tihelnika M, a P, jeho plodny obsah, plati

. P = Py 4 Lh + k2. (a)

Druhy zpiisob vypodtu: zvolme uvnité M, bod S a spojme
S piimkami se viemi vrcholy zaobleného n-ihelntka M
(jeho vrcholy rozumime body, v nichZ se pf{mocdaré &dsti
obvodu stykaji s kruhovymi oblouky). Tak se rozdéli vnitfek
M jednak na trojGhelnfky, jich obsah se pogitd podle (3)
odst. 11, jednak na knvo%:ré trojﬁhélniky; jichZ obsah se
potitd podle (4) odst. 11. Vfobr. 15 je M, rovnobéZnik o stra-
néch 1,5, 1,1, Pomocnou kruZnici o poloméru % délime
v obrazci na 12 dfli (m = 6); na kruhovém oblouku o stfe-
du A (a také na oblouku o stfedu C) budou &tyfi délici body,
na oblouku o stfedu B (nebo
D) budou dva délief body.
BudiZ ¢, vzdélenost k-té stra-

;, ny n-thelnika M, od S a tedy
(qe + k) vzdélenost k-té strany
n-Ghelnika M od S. K tedné

¢ t; kruhového oblouku sestroje-
) ) né v j-tém délicim bodé vedme

. rovnobétku stfedem kruZnice

Obr. 16. (na p¥. bodem A v obr. 15,
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jenZ je stfedem oblouku C’A4’). Vzddlenost této rovnob&iky
od S budiZ p;, takZe ¢; mé od S vzddlenost (p; + k). Seétéme
obsahy v8ech » trojihelnikd jako SA’'B’ a obsahy viech
n obrazci jako SC’A’. Podle uvedenych vzorcd bude

2m
, > k
Z (4L+h)lk+7t im ,_-‘:1(?’.*_ )
2 2 o m '
Soudet za znamenim lim mé, 2m &lend, nebot viech n kru-
hovych obloukd, jeZ jsou édstmi obvodu obrazce M, mé
dohromady 2m-délicich bodid. Vzhledem k tomu, Ze

n n
ade _ nh h_ .,
k;T_Po, kgllk_Lo, 5 - 2m . — = 7k,

nabyvé vzorec pro P tvaru

Z p;

P= P.,+——+ hnf’=1’+nh’

Vzdélenost dvou rovnobéinych opérnych pimek obrazce
M, je jeho &itka, kterd se rovnd soudtu vzdalenosti, jeZ maji
jedna a druhd pHmka od §. V oznalenf odst. 10c je tedy

n+ ?m+1 =38, P2+ Pm+zg =982 s Pm + Pam = Sm»
a méme

\ Lk 7h ?"’ ‘
PPyt T4 T im i (b)

Pf'u'ovne]me vzorce (a) a (b). Vychdzi
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aneb -

5

D8

]jmf“;’=£’ 1)
m—ao M 7’

eo? jest Cauchyova véta: Stredni $iFka vypuklého mnohothel-
nika rovnd se jeho obvodu délenému &islem 7.

Zavedme stfedni hodnotu vzdélenosti p; opémych ptimek
od 8. Patrné je

2m m

21 Pj '21 8
lim == = lim == =2,
mo. 2M Mo 2M 2n

Stfedni hodnota vzddlenosti opérné pfimky od pevného bodu
voleného uvnitf mnohothelnika rovnd se jeho obvodu délenému
éislem 27; to je jiny tvar Cauchyovy véty.

b) Uvedme nékteré pifklady: Rovnostranny trojihelnik
o strané ¢ m4 stfedni Bitku 3z : 7 = 0,955 ... a; gtverec
o strané ¢ m4 stfednf &ffku 4e : 7z = 1,273 ... a; pr&delny
Sestivhelnfk o strané a mé st¥edni §itku 6z : 7z = 1,910...a

13. 0 vztahu mezi obvodem a Qbsahem' vypuklého -mnoho-
Ghelnfka. Z rovnic (1) a (2) odst. 11 vyplyvé snadnym vypoétem
L? — 4nP = L — 4nP,,

necht je b jakékoli (kladné) dslo. Ctverec obvodu zmen3eny
o 4andsobny obsah je tedy velitina, kterd md stejnou hod-
notu pro v§echny zaoblené mnohoihelniky rovnobé&iné

s danym.
Kazdy vypukly mnohotkelnik o obsahu P, a obvodu L, md

tu viastnost, Ze -
s : Ly —4nPy > 0.

Kofeny rovnice druhého stupné pro neznimou z:
jsou tedy pro kazdy vypukly 'l.nnohoﬁhelnik redlni. Neuvi.-
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dime zde obecny dilkaz této véty; potyrdime toliko jeji
platnost ve dvou zvldstnich pfipadech:
a) Je-li dén obdélnik o strané,ch aab,je
- Ly=2(a+0b), Py=abd a>0b>0,
Ly —47xPy = 4 [(a + b)* — nab]
= 4 [(@a—b)? + (4 —n)ab] > 0.
Srovnejme hodnoty vyrazu v lomené zévorce: pro rizné
obdélniky, které maji dany obsah P, — ab. Druhy ¢len
v loméné zavorce je pro né konstantni; prvni &len, totiZ
-(@ — b)? nabyvéd nejmensi moZné hodnoty, je-li a = b, t. j.
pro étveree. Z pFedchozi nerovnosti plyne, Ze ze vdech obdél-
nikd, které majt dany obsah, md ftverec nejmendt obvod.

- b)-Je-li ddna kruZnice o poloméru r, je strana a pravidel-
ného n-thelnfka vepsaného do té kruZnice déna vzorcem

@ = 2r sin l;'
n
obvod L, a obsah P, tohoto n-thelnika jsou
Ly = na = 2nr sin —7—t-,.
' n

nre 27 . T 7
P, = —sin — = nr?sin —. cos —-
2 n n n
Z toho plyne -
. n T
Loz—{n.;th.P(':O.'

r

Pongvad% tvhel z : n je .pro n=3,4,5,... v prvnim kva-
drantu, plati

T T n T
tg—=— > —tg—>1
gn>n’ ngn>

a tedy .
Ly —4nP, > 0 pro kaidé n. - .
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Podle véty
lim -SM =1
a0 &
je, poloiime-‘li a=m:nnebox =2n :n,
2
lim Ly? = lim 472r2 (ism i) ‘= 47?2
T n

n—-o n—> o

27\ -
lim 47z P, = lim" 4722 ( id sin _n) = 47?2,
27 n

n—® ﬂ—’m
a tedy g
lim (Ly® — 47P,) = 0.
n-—s o
Z toho plyme: lim L, = 2ar, t. j. obvodu kruZnice o poloméru
n—wo

r, a. hm P, = mr?, t. j. obsahu piislusného kruhu; ; pro obvod

La obsa.h kruhu P platf
L2 —4nP = 0.
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TII. CHLY V.PROSTORTU,
MNOHOHRANY A MNOHOSTENOVE PLOCHY

14. Uhly v prostoru. Uhel dvou rovin. Odchylka pfmky od roviny.
a) V prostoru jsou dény dva polopaprsky O4 a O’B. Uhe*
jimi sevieny stanovime takto: Sestrojime bodem. O polo-
paprsek OC rovnob&iny k O'B; tdhel AOC rovné se tihlu
polopaprskii O4 a O'B. Viechny souhlasnd rovnobéiné
paprsky majf stejny smér a smysl.

b) V prostoru jsou dé.ny dvé roviny, jeZ se protinajf
v pﬁmce p. Ohel x obou rovin stanovime takto: Sestm]ime
rovinu kolmou k p; tato rovina protind ob& dané roviny ve
dvou pHmkéch a a a’. Jejich thel rovna se Ghlu . Uhel a
je uréen dvojznalné, nebof piimky a a a’ tvoi jeden ihel
ostry a druhy tupy (k vypuklym Ghlim nepfihliZime).

"Uhel dvou rovin rovna se uhlu, jehoZ ramena jsou kolmice
vztyéené v nékterém -bodé prﬁseéné pHmky p k jedné a ke
druhé roviné.

¢) Odchylka piimky od roviny je tihel mezi pfimkou a ]e-
jim kolmym primétem do roviny. Je-li pfimka k roviné
kolm4, je jejim kolmym primétem do roviny jediny bod;
v tomto piipadé povaZiujeme odchylku pFimky od roviny
za rovnou pravému thlu. Pi{mka kolmd k roviné svird pravy
thel s kazdou pfmkou v té roving lefcf.

I5. Trojhran a sféricky trojGhelnik. a) Tii polopaprsky OA4,
OB, OC, vedené danym bodem O, urlujf trojhran; O je jeho
vrchol; OA, OB a OC jsou jeho hrany; &4st roviny BOA
lezfcf mezi OA a OB nazyvd se sténa mnohohranu, COB
a AOC jsou dal¥f dv& stény. Rovina stdny BOA, déli prostor
na dvé &dsti; v jedné z nich je tfeti hrana 0C o tuto cdst
nazveme kladnou &isti prostoru vzhledem k rovind BOA,
druhou pak nazveme zdpornou. Podobn& se d&li prostor na
dvd 84sti rovinou COB nebo AOC; kladnd &dst je vidy ta,
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ve které lezi tfetf hrana. Vnitfek trojhranu obsahuje ty body,
které lez{ vzhledem ke kaZdé jeho sténé v kladné édsti pro-
storu. Pravime, Ze kaZdy trojhran je vypukly, coZ znamens,
Ze cely jeho wnitiek le#i po jediné strané kaZdé jeho stény.

b) Uhel, jehoZ ramena jsou dvé hrany trojhranu na pf.
OA a OB, nazyvé se strana trojhrahu; je to vidy thel duty.
Uhel dvou stén, jez se protinaj{ podél hrany trojhranu, na-
zyvé se thel trojhranu; ka?dy thel trojhranu je duty a je
jednoznadné urten takto: Libovolny bod M ptisluiné hrany
jé jeho vrchol a kolmice MP a MQ sestrojené k OA ve
sténdch BOA, resp. AOC, jsou jeho ramena. V obr. 16 jsou
naznedeny tfi strany a, b, ¢ a tfi Ghly «, 8, ¥ trojhranu.

/// &
b < "n ‘3
e 2Ny
3 | v
| a7 A 4
13 ¢ b
Obr, 16. Obr. 17.

¢) Opisme kolem vrcholu O trojhranu kulovou plochu
o poloméru 1, kterd protne jeho hrany v bodech 4, B, C.
Stény trojhranu protinaji kulovou plochu v obloucich CB,
AC, BA hlavnich kruZnic (t. j. kruinic, jichZ polom&r se
rovné poloméru kulové plochy). Obrazec utvofeny témito
tfemi oblouky se nazyvd sféricky trojihelnik. V obr. 17 je
naznaden stfed O koule a sféricky trojihelnik 4BC; strany
a, b, ¢ trojhranu jsou stranami sférického trojihelnfka a Ghly
o,f,y trojhranu jsou vnitini dhly sférického ‘trojihelnika.

Bereme v ivahu jen takové sférické trojihelniky, jichZ
1hly i strany jsou duté ihly. Kulové plocha déli se sférickym
trojihelnikem na dvé &4sti: vnitfek trojihelnika a vnéjdek.
Vnitfek leZf ve vnitfku pfislusného trojhranu s vrcholem v O.
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18. Stéricky obraz stény trojhranu. Vpliikovy§ troJhran. a) Smér
v prostoru se zobrazuje na povrchu pomocné kulové plochy
o stfedu O bodem M tak, Ze polomér OM je s onim smérem
souhlasnd rovnobéiny. Bod M je sféricky obraz daného
smeru. Zavédime déle sféricky obraz roviny (nebo strudng:
obraz roviny) jakoZto sféricky obraz sméru kolmého k ‘ro-
vind; aby zobrazeni bylo jednozna®né, nutno voliti uréity
smys] normdly. -

Vnéj$t normdla ke stdné AOB trojhranu je kolmlce vzty-
¢end k ni do zdporné &dsti prostoru vzhledem k AOB; po-
dobné jsou urdeny vnéj$i normdly ke sténdm BOC a COA
a tim i sférické obrazy C’, A’, B’ st&n, resp. AOB, BOC a
COA. Stied pomocné kulowé plochy volime v O. Trojhran
OA’B'C’ se jmenuje vyplikovy neboli poldrnt trojhran k troj-
hranu OABC. Tk body A’, B’, C' urduji na kulové\ploSe
vypliikovy neboli poldrni sféricky trojihelntk k trojihelnfku,
ve kterém se kulovd plocha. protind s plivodnim trojhranem
OABC.

- PFiklad: Jsou-li véechny 1ihly- ptivodniho sférického trojthelnfka
pravé, je vnitfek trojuhelnika jedna osmina (oktant) celé kulové
plochy; vnitfek pifsluSného vyplikového trojihelnika, jenZ mé také
tfi pravé dhly, je oktant protilehly k predeslému.

b) Jsou-li a = BOC, b = COA, ¢ = AOB strany daného
sférického trojuhelnika a «, §, ¥ jeho dhly p¥i 4, B, C, jsou-li
pak ¢’ = B'OC’, b’ = C'O4’, ¢’ = A'OB’ strany a o', §', 9’
thly .poldrniho trojihelnika, plati Sest rovnic

a4+ & =am, & +a =am,

b+ﬂ,=n’ ﬂ+bl=n)

c+y =m y+=nm
K dikazu (viz obr. 18) sestrojime tfi kolmice ke sténim
daného trojhranu OABC spukténé z bodu S leéZictho uvnitf
trojhranu, Prvni z nich S4,, spusténd na rovinu BOC, pro-
tiné ji v bod¢ A;; druhd SC,, spusténs na AOB, protind ji
v bodé C;.. Ob& tyto kolmice lezi v roviné 84,6, kolmé ke
hrané OB trojhranu a profaté touto hramou v bodé B,.

25



V rovinném &tyrihelniku A4,SC,B, jsou uhly pfi 4, a O,
pravé; ihel pii S je &', thel pti B, je B, tedy f + b’ = .
Tteti kolmice SB; spudténd na rovinu OCA protind ji v B,.
Rovina SC,B, je kolmé k hrand OA a protind ji v- 4,. Ctyr-
thelnik 0A201B2 v roviné OAB m4 pravé 1.'1hly'pfi A, a B,;
thel pfi O je c a whel pfi C, je 9, tedy ¢ 4y’ = &. Tim jsou
dokdzdny dv& z hofejdich Sesti rovnic; zbyva]ici &tyri se do-
kéz{ stejnym postupem.

Z obr. 18 plyne, Ze hrana OA pi’lvodniho trojhranu je
kolmd ke sténé SB,C, poldrniho
trojhranu a obdobnou vlastnost maji
hrany OB a OC; plvodni trojhran
OABC je tedy polé.mi k.druhému.
Je-li 7eden trojhran poldrnt k dru-
hému, je také druhy poldrni k pro-
nimu; je-li jeden sféricky trojihelnik
poldrnt k druhému, je také druhy po-
larni k pronimu.

" 17. Plo3ny obsah sférického dvojdhelnika a trojGheinfka. —
a) Budiz 4 bod na kulové plode o poloméru 1 a 4’ bod proti-
lehly. Spojme 4 a A’ dvéma hlavnimi polokruZnicemi; jejich
teny sestrojené v 4 av A’ protinaji se
v jednom i ve druhém bodé v tihlu & (viz <3
obr. 19). Obsah P sférického- dvojihelnika Ao
omezeného obéma polokruZnicemi m4 se
k povrchu celé koule (ktery je roven 4sx)
jako tihel & k 27, je tedy

P:4x =« :27, o
P = 2«. (1) %
Obsah sférického dvojihelnika rovnd se dvoj- __Obr. 19.

ndsobku jeho dhlu méfeného v absolutni mife.

b) Budiz nynf dén sféricky trojihelnik o dhlech «, 8,y na
povrchu jednotkové kulové plochy. Abychom ustanovili jeho
obsah P, prodlufme viecky jeho strany na 1plné hlavni
kruimce, témito tfemi hlavnimi kru¥nicemi déli se celd ku-
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lové plocha na osm sférickych trojithelnikid*). Dany troj-
dhelnik dopliiuje se s kaZdym ptilehlym (totiZ s trojihelni-
kem, ktery mé s nim jednu spole¢nou stranu) na dvojihel-
nik. Oznadme P,, Py, P, obsahy téchto pfilehlych trojiihel-
nikil, které majf s piivodnim spoledné strany leZic{ po fadé
proti dhlim «, 8, y. Podle (1) platf
P4 P, =2x, P~-|—-Pp=2ﬂ, P+P,.=2y
a tedy . , '
3P+ Pt Py+ Py=2(x + B +9).
Déle je .
P4+ P,y P+ P,=2n,
nebof plivodni trojuheinfk se dopliuje se tiemi pfilehlymi
na polovinu kulového povrchu. Z obou. pfedeilych rovnic
plyne, Ze
‘ P=a4f+y—mn (2)
Obsah sférického trojihelnika rovnd se sférickému nadbytku,
t. j. veliding, o kterou je soulet jeho Ghld v&tdf neZ ihel
pHimy.
c) Jsou-li dVO]uhelniky nebo trojihelniky na kulové ploée
o poloméru r, jsou jejich obsahy — srovndvéme-li je pfi ne-
proménnych stranidch a twhlech s trojibelniky na kulové
plose o poloméru 1 — vétsf proti plivodnim v poméru 2 : 1,
takZe plati vzorce
' P =2 1)
=(x+p+ygn)r 2)

pro obsah sférického dvojihelnika Tesp. trojthelnika na
povrchu kulové plochy o poloméru 7.

18. O tdlesném Ghlu. a) PHimka p, je se otd&i kolem osy o
ji protinajici, vytvoﬁ rotadnf kuZelovou plochu (obr. 20).
Je-li ihel & mezi o a p maly, pravime, e je kuZel vzky; &m
vétsi je e, tim je kuZzel Zirsi. I;hel ¢ (nebo 2¢) nazyv4 se otvo-
rem kuZele. Obecnéji méf se &ifka nebo otvor jakéhokoli

*) 8rv. J. Vojtéch: Geometrie pro V. t#idu realek; 6, vyd. 1035, str. 171.

! 27



kuZele (nejen rotadniho) télesngm ihlem takto: Obecnd ku.
%elovd plocha je ddna svym vrcholem O a Fidici kiivkou k;
plocha je vytvofena pifimkou, kterd se pohybuje tak, Ze
stdle prochdzi bodem O a protind kfivku k. Pfedpokldddme,
%e kfivka k lezi na kulové plode o polo-
méru 1 opsané kolem O, %e je uzaviend
a Ze sama sebe neprotind. Vnit¥ek kiivky
k (S4st kulové plochy) mé obsah P,
ktery se nazyvi tdlesny thel kuzele.
Kfivka k& mize byti na pf. sloZena
Obr. 20. z n&kolika kruhovych oblouki. *

b) Télesny whel trojhranu je roven
obsahu pfislusného sférického trojuhelnika. Jsou-li «, 8,y
iihly trojhranu, je jeho t8lesny whel podle (2) odst. 17 roven

x+pf+y—m

Télesny ihel trojhranu, jeho% vBechny tfi dhly jsou pravé,
rovnd se tedy obsahu kulového oktantu, totiz }sz. Télesny
tihel shora zminéné rotaéni kuZelové plochy (obr. 20) je
roven obsahu kulového vrchliRu o vy&ce 1 — cos ¢; ponévadz
tento obsah se rovnéd obvodu 2z hlavni kruZnice nésobené-
mu vyskou vrchliku, mé télesny thel rotaén(ho kuzele veli-
kost 27t (1 — cos ).

19. Mnohohran. a sféricky mnohodhelnik. a) » polopaprski
vedenych bodem O a uspofddanych v uréitém pofadi
0A4,, 04,, ..., 04, defmu]e n-hran (mnohohran) o vrcholu
0. Polopaprsky OA; jsou hrany n-hranu. Rovina obsahujici
hrany 04, a OA, je sténa n-hranu; rovina obsahujici 04,
a 04, je jeho druhé, sténa atd. Rovina hran 04, a 04, je
n-t4 sténa. Uhel dvou sousednich hran je strana n-hranu;
je celkem n stén: 4,04,, 4,04,, ..., A,04,. Podél kazdé
hrany se protinaji dvé stény n-hranu v dhlu, jenZ se nazyvé
tihel n-hranu.

b) Mnohohran je vypukly, mé-li kazdd jeho sténa tuto
vlastnost: Mimo dv& hrany, které lezi v dané sténd, lezf
vSechny ostatni hrany po jedné a téZe strané roviny obsa-
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hujicl danou st&nu. Podle této definice je trojhran vidy vy-
pukly (viz odst. 15a). Uhly vypuklého mnohohranu jsou
vidy duté. '
V dalsim budeme se zabyvati jen vypuklymi mnohohrany,
jichZ uhly i strany jsou vesmés thly duté.
Pi{lklad mnohohrand, . je nejsou vypuklé, bude uveden
jediné v odst. 25. )

¢) Stény jakéhokoli mnohohranu protinaji kulovou plo-
chu, kterd mé stfed ve vrcholu O mnohohranu a polomér
rovny jednotee, v obrazei, jenZ se nazyvé sféricky mnoho-
dhelnik. Jeho strany rovnaji se po fadé strandm mnoho-
hranu; jsou to stfedové thly a,, a,, ... pisluiné obloukim
4,4,, A,4,, ... hlavnich kruZnic (v obr. 21 je sféricky &tyr-
uhelnik 4,4,4,4, se stranami a,,'a,, ag, @, a Ghly «,, &y, g,
&,). Rovina oblouku 4,4, svird s ro-
vinou oblouku 4,4, whel &, mnoho- B ot
thelntka; roviny obloukd 4,4; a Agd, Rt o T
sviraji dhel &, atd. Body A4,, 4,, ... BN
jsou wvrcholy mnohothelnika.. - "

V dalsim jedndme vesmés o vypuk-
lych sférickych mnohouhelnicich, t. j.
takovych, které jsou vytvofeny pra- A3
sekem kulové plochy s vypuklym Obr. 21.
mnohohranem. KaZdy ihel i kazdd
strana vypuklého mnohothelnika je tihel duty. -

20. Télesny Ghel vypuklého mnohohranu a obsah sférického
mnohoGhelnika. a) Kazdy vypukly mnohohran mé svitj téles-
ny thel; podle definice podané v odst. 18a je télesny thel
mnohohranu roven obsahu pfislu§ného sférického mnoho-
thelnfka. '

b) Obsah P sférického n-iihelntka je funkei jeho whla
Xy, Og, ..., &g & Vypolteme jej-takto: Uvniti mnohothelnika
A4, ... A, volime na kulové ploie bod 8, ktery spojime
oblouky hlavnich kruZnic s body 4,, 4,, ..., Ay. Mnoho-
tihelnik se tak rozdél na = sférickych trojuhelnikd, takie
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P=AS844, + N SAdy + ... + A SA.4,.
Soulet viech vnitfnich Ghld v téchto n trojuhelnicich je
oy + og+ ... + an + 27;
podle vzorce; (2) odgt.. 17 pro obsah trojuhelnika je tedy .
’ P=oy+oag+ ...+ an+ 2x—nax,

nebo, znaéiine-li soudet zkré,céné,

»

P=2or—(n—2)m. 1y
k=1

¢) Tento vzorec upravime zavedouce souet vnsjifch dhla.
Je-li « vniténi dhel, je (x — o) pFisludny vnéjsf ihel mnoho-
hranu. Vyraz

n
(r—) + @ — o) + o+ (T —a) = 2 (@ — o)
rovné se tedy sout‘_&i;-u"vnéjéich Ghld. Patrné je

L P=2n— (n —oa), )
k=1

ki}érouito rovnici vyjddfime vétou: Soulet vnéjsich Ghld sfé-
rického mnahoihelnika doplituje se s jeho obsahem na povrch
polokoule.

d) Pfedchoz{ vzorce plati pro obrazce na kulové ploSe
o poloméru 1. Sféricky n-ihelnfk o dhlech «y, oy, ..., 08
sestrojeny na kulové ploée o poloméru r mé ploiny obsak
(stv. odst. 17¢)

P=ﬂgm—m—mﬂ
-1 -
nebo

P=19 [2n—.—§(n—ak)]. .
: k=1
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21. Vypliikovy neboli polarni mnohohran. 2) BudiZz din vy-
pukly n-hran T, jehoZ strany jsou a,, a,, ..., @, & jehoZ uhly
jsou oy, org; ..., &y (rOViny stran a, & a, svira]i thel «,, roviny
stran a; a a2 tihel o, atd.). Predpokldddme, Ze

O<ar<m, O<op<m k=12, ..,n

Kulové plocha 2| o poloméru rovném 1, jeZ m4é stied ve
vrcholu O n-hranu T protind se s jeho sténaml ve sférickém
n-dhelniku 7. Podobné jako v odst. 15a v piipad$ trojhranu
tak i zde d&lf se prostor ka¥dou sténou #-hranu 7' na kladnou
a zdpornou &4st; kladnd je ta, v ni% jsou. obsaZeny dalsf
hrany (polopaprsky) »-hranu 7. Bod, jenZ je v kladné ¢4sti
prostoru vzhledem ke ka¥dé sténé mnohohranu T, lezi, jak
pravime, uvnitf 7'; tak na pf. viechny body na X, které
lez{ uvniti sférického n-dhelnika 7", lezf uvnitt 7.

Normdla (vngjsi) vztyéend ke sténd n- hranu T je kolmice,
kterd miff z jeho vnitfku ven.

b) Sestrojme k jednotlivym sténdm n-hranu 7' norméily
ON,, ON,, ...,ON, ve smyslu privé vytdeném. Dostaneme
tak » polopaprskil, které tvofi novy n-hran U; je to n-hran
vypliikovy neboli poldrni k danému T'. Jeho strany oznadfme
a’y,ay, ..., a0y & jeho vhly &'y, a'y, ..., &'y; Ghel &, je utvofen
jeho n-tou a prvni sténou,.jez se protinaji v ON,; thel &'y
prvnf a druhou sténou, jeZ se protinaji v ON, atd. Strana
a’, mé ramena ON,, a ON,, strana a’, ramena ON, a ON, atd.

Je-li U vypliikovy n-hran k T, je T vyplikovy k U a platé,
valahy

ax+a'r=m art+ox=m k=12 ..,n (1)

Diikaz provede se privé tak jako obdobny dikaz o troj-
hranu v odst. 16b; pro lepsi pfehled uZijeme zase pomocného
bodu 8, leZicitho wvnité 7', jakoZto vrcholu trojhranu vypli-
kového k T (T mé vrchol 0). Vypliitkovy n-hran U je vy-
pukly prévé tak jako 7.

T protind 2, ve sférickém nm-thelniku 7' o strandch a;
a dhlech og; vyplitkovy n-hran U protind 2 ve vgpliikovém
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neboli poldrnim sférickém n-ihelniku U’ o strandch %’
a-1hlech «’;. BudiZz P obsah n-thelnika 7 a L’ obvod vy-
pliikového U’, vzhledem k (1) a k rovnici (2) odst. 20 je

P4+ L' =2n,
kde

n n
=D (n—oap) =2 a%
k=1 Tok=1

Tedy: Obsah vypuklého sférického mnohoihelnika doplituje se
s obvodem poldrniho na plny dhel.

Z toho plyne déle: Obvod vypuklého sférického mnohoihel-
nika je mendl neZ 2x. Jinymi slovy: Soulet stran vypuklého
n-hranu je mendt neZ plny dhel.

c) Hrany n-hranu U protinaji plochu 2, v bodech Ny,
N,, ..., N4, jeZ jsou vrcholy sférického n-dhelnika U’; U’ se
nazjrvé, sférickym obrazem daného n-hranu 7. Vréhol N
sférického m-dhelnika U’ odpovidé k-té sténé m-hranu 7T';
ON} je kolmice k té sténd. .

22, Vita o deformaci. vypukiého mnohohranu. Budiz 7' vypukly
n-hran a U’ jeho sféricky obraz. Mé-li T' strany a,, a,, ..., @s
a U’ dhly o'y, o, ..., &'n, je podle (1) odst. 20 obsah P’
n-ihelnika U’ roven

n
=D a'y— (n—2) 7.
k=1

Podle (1) odst. 21 je
2

n

(n—-ak) = nn—Zak,
=1

IIM=

takze
n
P=2r—>a (1)
¥=1
P’ nezdvisi tedy na dhlech n-hranu T, nybri jen na soultu

jeho stran. Piedstavme si, Ze T' je zhotoven na pf. z dfevé-
nych desek, jeZ jsou podél hran opatfeny zdvésy, takZe se
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mohou kolem nich volné otdleti; pravime, Ze se 7' miZe
takto ,,deformovat‘‘. Rovnice (1), kterou znal jiz Descartes,
m4 pak tento smysl: Deformugje-li se mnohohran beze zmény
svych stran, neméni se obsah jeho sférického obrazu. Jinymi
slovy: neméni se télesny thel mnohohranu polérniho.

Poznamene]me %e nelze deformovati trojhran, nebof troj-
hran je ]ednoznaéné urden svymi t¥emi stranami. Deformo-
vati 1ze n-hran, je-li » > 3.

23. Mnohosténové plochy. Jednoduché ptiklady. a) Spojime-li
nékolik mnohothelnfkd (srv. odst. 4a) tak, %e kaZdy z nich
m4 se sousednim spolednou jen stranu, vznikne mnohosténovd
plocha. Mnohosténovd plocha je ofevfend, je-li omezena
jednou nebo vice lomenymi éarami, které tvofi jeji kraj.
Mnohosténovd plocha je wuzavfend, dEli-li prostor na dvé
&4sti, t. j. vnéjiek a vnittek plochy, tak Ze z jedné &dsti nelze
do druhé prejiti aniZ by se proslo plochou; uzaviend plocha
nem4 kraje. Mnohoidhelniky, z nich? se sklddd mnohosténo-
vé plocha, jsou jeji stény; jejich vrcholy jsou wvrcholy plochy
a jejich strany jsou krany plockay.

Piikladem oteviené plochy omezené jedinou uzavienou lomenou
tarou je pladt jehlanu; obvod podstavy jehlanu je krajem plochy.
Piikladem oteviené plochy, jejii kraj se sklidé ze dvou odddlenych
uzavienych lomenych &ar, je plocha sloZené ze &ty stén krychle;
dostaneme ji vynechajice ze 3esti stén krychle dvd protdjsf. Uzaviené

mnohosténové plochy (mnohostény) jsou na pf. &tyrstén, krychle atd.
O vlastnostech mnohosténi jedna se v kap. IV,

b) Ohybdme-li kus tenkého a pivodné rovného papiru,
nabyvé tvaru bud vélcové plochy, nebo kuelové plochy a j.
Sledujeme-li blize zpisob, kterym se tyto nové plochy oby-
tejné odvozuji z ptivodni roviny, shleddme, Ze se ohybéni
papiru déje vidy podél pfimky. Pfechdzi-li na pf. rovina do
tvaru kuZelové plochy, ohybd se oviem kolem nekonedné
mnohych- piimek (kuZelovd plocha mé nekonednd mnoho
hran) a podobné i v ostatnich piipadech ohybu. Ohybdni
roviny do tvaru kfivé plochy d4 se piibliZré nahraditi ohy-
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bénim, pfi kterém z roviny vznikne ne kfivd nybr? mnoho-
sténova plocha. Uvedme tfi piiklady:

Plast kolmého hranoly mé, rozvineme-li jej do roviny, sif
sloZenou z nékolika obdélnfki o stejné vysce. V obr. 22a je
znézornéna &4st hranolového pldsté sloZend ze
gesti stejnych obdélnfkii; v obr. 22b je t4% &dst
Plasté rozvinutd do roviny.

Pldst pravidelného jeh-

. __T_f_,_ £ = ¢ lanu m4, rozvineme-li jej
: TT S do roviny, sif sloZenou
IR z nékolika rovnoramen-

P S O T nych trojthelnikii o stej-

né dlouhych ramenech.

Obr. 23a.

V obr. 232 je zndzorndna &ist jehlanového pldsté slolend
ze esti shodnych rovnoramennych trojihelnikd; v obr. 23b
je t4Z &dst pldsté rozvinutd do roviny, .

Na kruhovy list tuhého papiru narysujeme kruZnici k,
jejiz obvod rozdélime na Sestndct stejnych dilt; v délicich
bodech narysujeme telny, které jsou -stranami pravidel-
ného Sestnéctivhelnika o vrcholech ABC . .. opsan¢ho kruz-
nici k£ (obr. 24). Na jeho obvodé volme uréity smysl obéhu
na pf. od 4 pfes B k C atd. Kazdou stranu prodluzme v tomto
smyshi, aZ protrie kraj papfru. 4B prodlouZena protne kraj
papiru v A’, BC v B’ atd.

Naifznéme pak papir, podél asecek BB’, CC',...tak, aby
se mohl podél hich ohybati. Podél 44’ jej profizneme.a vy-
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stiihneme vnitfek Sestndctitihelnika. Oddalme jeden ,,bfeh*
Fezu 4A' od druhého tak, Ze se list papfru ohybd kolem
dsecek BB’, CC’, éestna,ct trojthelnfku BA'B’, CB'C",
De'o, ..., které pu-
vodné byly v roviné,
rozloZ{ se v prostoru.

Body, které ptivodné
byly vrcholy Sestndcti-
thelnika, budou rozloZe-
ny podél roubovice. De-
formace mnohosténové
plochy sloZené ze Sest-
ndcti trojihelnfkd dédvd
obraz o deformaci ro-
viny v plochu, kterou
vytvofuji teiny obydej-
né Sroubovice. ) Obr. 24.

24. Mnohostén vepsany do kulového pasu. BudiZ ddn kulovy
pés omezeny hlavni kruinici koule a kruZnicf s ni rovno-
bé&znou; vzddlenost obou kruznic budiZ rovna poloviné polo-
‘méru koule. Rozdélme pds na nékolik na pf. na Zestndct

stejnych dilii oblouky hlav-
nich kruZnic (merididn)
AB, A'B’, A"B” atd. (obr.
. 25). Rozdélme mimo to
.vzddlenost mezi rovinami
obou kruZnic, které ome-
zuji pés, na &tyFi stejné
dﬂy a délicimi body vedme
rovmy (ti'l) rovnobéZné
8" rovinami kruZnic. Tak
se rozdéli pds na 64 kfivo-
Sarych lichobéintkd. Volme
jejich vrcholy za vrcholy mnohosténové plochy, kterd je
omezena 64 obylejnymi lichob&iniky.
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Ctyfi lichob&iniky (oby&ejné), jich% ramena AC, CD, DE,
EB, resp. A'C',C'D', D'E’, E'B’ jsou vepséna do oblouku
AB, resp. A'B’ (obr. 25), sestrojime takto: Narysujeme
kvadrant AOP hlavn{ kruZnice, rozpilfme jeho polomér OP
bodem P, a dsetku OP; rozdélime na &tyfi stejné dily. D&li-
cimi body vedeme rovnobéiky k poloméru 04 (04 | OP);
tak dostaneme na oblouku AP body C, D, E, B. Té&tivy
AC,CD, DE, EB jsou hledand ramena lichobéZnikli (obr.
26). Promitnéme nyni body C, D, E, B kolmo do OA a

budte C,, D,, E,, B, pifsluiné priméty.

F £ 7 V kruhové vysedi OAA’, kterd mi za
jeden krajni polomér OA a stiedovy
dhel rovny {5 plného thlu, t. j. =,
vedeme tétivu 44’ a k ni rovmo-
N . b&zky body C,, Dy; E,, B,. Jejich pri-
¢ * sediky s OA’ budte Cj, Dg, E,, B,. Used-

Obr. 26. ky C,C,,'D.D,, E\E,, B,B, jsou hledané

zékladny lichob&Znikd.

Vystfihnéme z tuhého papiru étyh lichob&éiniky AA’ C’C
CC'D'D, DD'E'E, EE'B’B a spojme podél spoleénych hran
bud zdvésy nebo pi‘ilepenymi prouzky pldtna; pfipojme pak
podle obr. 25 dal3f stejné skupiny po étyrech lichobéZnicich.
Tak dostaneme mnohosténovou plochu o 64 sténich, model
kulového pdsu, a miZeme na ni sledovati rizné tvary, do
kterych lze zohybati kulovy pds proffznuty podél AB.
Mnohohrany pfi vrcholech /této mnohosténové plochy jsou
viechny vypuklé.

Na rozdil od pfiklad& uvedenych v odst. 23 neni moino
rozvinouli tento pds do roviny; takové rozvinuti stdvd se
moZnym teprve kdyZ ppovedeme v phsu dalsi Fezy podél
vhodné volenych hran.

25. PFklad mnohosténové plochy, jejiZ mnohohrany pii vrcholech
nejsou vypuklé, Otd&f.li se pfimka rovnomérné kolem pevné
osy, kterou kolmo protind, a poZinuje-li se zdroveil podél ni,
vytvol kolmou Sroubovou plochu neboli helikoid. Helikoid je

38



(pravototivy) pravy, souhlasi-li otd&ivy pohyb pkimky, po-
zorovany ve smyslu jejiho postupného pdhybu, s pohybem
hodinovych rudi¢ek; v opaéném piipadé je helikoid (levo-
todivy) levy. Cést helikoidu vytvofend otodenfm pimky
o plny thel nazyvé se zdvit helikoidu.

Mnohosténovou plochu vepsanou do zdvitu helikoidu se-
strojime tak, %e rozdélime cely zadvit na dvandct stejnych
dild, vepiSeme mnohosténovou plochu (sloZzenou z trojihel-
nfkd) do jedné dvandctipny z4dvitu a pak spojime dvandct
takovychto ploch. ?

BudiZ p poddtedni pold-
ha tvofici pfimky a ¢ po-
loha, do které se.piimka

dostane po otofeni o dva- -t

nédctinu plného dhlu (o 30°);

soudasnd s timto otolenim b

poiine se pi{mka podél osy Obr. 27.

otédeni o délku A. V obr. 27

je primét p, pfimky p do

primétny kolmé k ose otdleni a pi'fmka ¢, jez leZf v pri-
métnd. Primét P, bodu P, v ndmZ osa protind pfimku p,
a bod @, v ném% protind pfimku g, se ztotoziuji. Na pfimku
p naneseme poéinajice bodem P stejné dlouhé tiseky o délce
a (v obr. 27 jsou naneseny tfi na jednu stranu a tfi na druhou).
Jejich koncové body oznadime po fadé I1,3,5 (na jedné
strané) a 1', 3,56’ (na druhé). Podobné naneseme stejné
dlouhé tise¢ky @ na piimku g poliaajice od bodu @; jejich
koncové body jsou 2, 4, 6 resp. 2, 4, 6'. Spojme @8 1,182,
k s 3 atd. Dostaneme celkem dvandct trojihelnikd 456, 345,
234, 123, Q12, Q1P, QI'P, QI'2', 1'2°3', 2'3'4', 3’45, 45°6",
2teré tvofi mnohostdnovou plochu vepsanou do dvandctiny
zdvitu pravého helikoidu. .

Skuteéné délky hran P1, 13, 35, 24 atd. jsou stejné, kazdd
se rovnd a. Skutednd délka hrany na pf. 34 rovnd se pfepond
pravoihlého trojihelnika, jehoZ jedna odvésna je tisetka 34
jevici se v obrazci 27; druhd odvésna mé délku k. Sestroji-
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me-li ze skuteénych délek viech hransif oné dvandctisténné
mnohosténové plochy, dostaneme obrazec 28. Ohneme-li
sténu 456 podél hrany 45 dozadu (za rovinu nékresu), sténu
345 podél hrany 34 dopfedu atd, srovnaji se do piimky
jednak hrany §'3’, 3'1’, ..., 35, jednak hrany 6’4, 42, ..., 46
a dostanéme mnohosténovou plochu vepsanou do jedné
dvandctiny pravého helikoidu - (kdybychom ohybali v3ude
dopfedu misto dozadu a dozadu misto dopfedu, dostali
bychom plochu vepsanou do levého helikoidu).

Spojime-li dvdndct tako-
vyeh stejnych ploch, dosta-
'neme plochu vepsanou do jed-

- noho zdvitu pravého helikoidu
(vydka z4vitu je 12 2). Spojeni
se provede tak, Ze hrana 64
jedné plochy splyne s hranou
8’3’ nésledujici plochy, hrana

4'2’ jedné s hranou 3'I' nasledujici atd. Ani jediny mnohokran
pFi vrcholech mnohosténové plochy vepsané do zdvitu helikoidu
nent vypukly, nebot na pf. pfi vrcholu 4’ jsou v obrazci 28
tfi dhly «, B, ¥ (strany), jez maji soudet v&tsi neZ 180°, a po-
dobn& pfi vrcholu 3 t¥i dhly 6, ¢, % se soustem v&tSim ne
180°. Plocha, jeZ vznikne privé popsanym spojenim dva-
néactisténovych ploch (obr. 28), bude miti tedy pfi jednom
vrcholu Sest hranovych bl «, 8, 9, 6, €, 7 se soudtem vét-
éim neZ 360°.

/
Obr. 28. -
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IV. MNOHOSTENY

26. Jednodule souvisly uzavien§j mnohostdn. a) Mnohosté-
nov4 plocha nazyvi se.uzaviend, d8li-li prostor na dvé ¢dsti
(odst. 23a).

b) Mnohosténova. uzaviend plocha je jednodude souvisld,
rozpadd-li se kazdym fezem, jenz m4 tvar uzaviené a ne-
protinajici se &dry, na dvé &isti. Tak na pi. véechny stény
krychle tvoii dohromady jednoduSe souvislou plochu. PH-
kladem uzavfené plochy, kterd neni jednodude souvisld, je
mnohosténovd plocha majici tvar rému (obr. 29); profizne-
me-li ji podél vytetkované naznadené &iry, nerozpadne se
na dvé &4sti.

¢) Téleso omezené uzavienou a jednodude souvislou mno-
hosténovou plochou nazveme mnohostén; pfesn&;jsi oznaéenf
uzavieny a jednodude souvisly vy-
nechdvime, ponévadZz v dalSim jed: :
nime jen o mnohosténech tohoto P
druhu. i T
Mnohostén m4 urélty podet stén, i
ktery oznadime pismenem s; mé-li 83 |7} | . i
stén trojihelnfkovych, s, &tyrthelni- Va

kovych atd, je S
§ = 2om; M T o

soudet ., md konedny podet stitan-
cl a index n probfthé viechny mo#né hodnoty podinaje
hodnotou n = 3.

Mnohostén mé urdity podet vrcheld, ktery nazveme v. Je-li
Vn podet téch vrchold, v nich% se\sbihé vidy = hran, je

v = Dvp. 2)
Je-li b polet hran mnohosténu, je )
ZM,, = 2h, (3)
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kde soudet zase zalind s hodnotou n = 3 a vztahuje se ke
viem moZnym hodnotdm #». K odiivodnéni rovnice (3) pfi-
pomeneme, %e jeji levd strana m4é tolik jednotek, kolik hran
bychom dostali, kdybychom mnohostén podél viech hran
rozfezali na jednotlivé stény (kaZdd trojihelnikovd sténa
by dala-tfi hrany, kaZzda &tyrihelnikovd &tyfi atd.). Pii tom
by se vvskytla ka?d4 hrana mnohosténu dvakrit, nebot
ka?d4 nélezi dvdma sténdm; proto je napravo v rovnici (3)
2k. Stejné se odéivodni rovnice

vy = 2h. (4)

"d) Oznalme pismenem w soudet viech hranovych wuhli
mnohosténu, t. j. dhli utvofenych dvéma hranami sbiha-
jicimi se v nékterém vreholu mnohosténu. PonévadZ soudet
dhld v n-dhelniku &ini (n — 2) 7z (odst. 4c), je

w = Z (n—2)msy, = ann — 2:728",
nebo, uZijeme-li rovnic (1) a (3):
w=2Mh—3s8amna (5)

Soudet hranovych uhld rovnd se rozdilu mezi poltem hran
a stén ndsobenému 2x.

, ©) Uhel, v ném% se protinaji dvé sousedn{ stény podél
spo]eéné hrany, nazyva se sténovy w#hel mnohosténu pifslui-
ny té hrané. '

27. Vypuklé mnohostdny. Mnohostén je vypukly, mé.li kazda

jeho st&na tuto vlastnost: Rovina obsahujici sténu nemd
mimo tuto sténu Z4dny daldi bod spoledny s mnohosténem.
Vnitfek vypuklého mnohosténu leii vidy cely po jedné
strané roviny, kterd obsahuje kteroukoli jeho sténu.
. KaZd4 sténa vypuklého mnohosténu je vypukly mnobo-
Ghelnik (srv. odst. 5). KaZdy mnohohran utvofeny hranami
vypuklého mnohosténu, které se sbihaji v libovolném jeho
vrcholu, je vypukly (srv. odst. 19b).

Pfiklady vypuklych mnohosténd jsou: kvédr, jehlan nebo
hranol, jeho% podstavou je vypukly mnohouhelnik.
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28. Pravidelné mnohostdny. Vypukly mnohostén nazyvé se
pravidelny, jsou-li véechny jeho hrany stejné dlouhé, viechny
hranové thly (odst. 26d) stejné a viechny sténové thly (odst.
26¢) stejné. Takovy mnohostén je omezen vesmés shodnymi
pravidelnymi mnohotihelniky; mnohohrany pfi jeho vrcho-
lech jsou stejné a pravidelné (kazdy m4 viechny ihly stejné
i viechny strany stejné). Celkem je pét pravidelnijch mnoho-
sténii, jak pozndme touto vivahou: 7

a) V pifpadé, Ze je mnohostén omezen pravidelnymi (t. j.
rovnostrannymi) trojihelniky, sbihajf se v jednom vrcholu
mnohosténu bud tfi stény nebo &tyii nebo pét; Sest nebo
vice stén se nemiZe v jednom vrcholu stykati, nebot soudet
hranovych Whld u takového vrcholu by byl vétSi neZz 2x,
coZ neni moZno (odst. 21b).

Sestrojme trojhran o vrcholu 4 ze ti shodnych rovno-
strannych trojihelniki 4BC, ACD a ABD; doplnime-li jej
sténou BCD, kterd sama je trojihelnik shodny s pfedeslymi
tkemi, dostaneme prayidelny &tyrstén ABCD (obr. 30).

Sestrojme &tyrhran o vrcholu A ze &tyr shodnych rovno-
strannych trojihelnikii; doplnime-li pfi vrcholech B, C, D, E
dal3{ trojihelniky shodné s piedeSlymi, vznikne pravidelny
osmistén ABCDEF (obr. 31). »

Sestrojme pétihran ABCDEF o vrcholu A4 'z péti shod-
nych rovnostrannych trojihelnikdi (obr. 32); dopliime jej
daldimi desiti trojihelniky shodnymi s pfedeSlymi, které
tvofi dohromady ,,pés* pfiléhajicf k pdtihranu, a koneéné
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pfipojme le druhému kraji pdsu pétihran shodny s plivodnim.
Tak obdrZime pravidelny dvacitistén (obr. 32).

b) V pipads, e stény pravidelného mnohosténu jsou
¢tverce, mohou se v jednom vrcholu stykati jen tfi stény;
dostaneme pravidelny Sestistén neboli krychli (obr. 33).

Obr. 33. Obr. 34.

. ¢) Zbyvéa pfipad, kdy pravidelny mnohostén je omezen
pétithelniky. V ka?dém vrcholu se stykaji tfi pravidelné
‘pétidhelniky; dopliiujeme-li ddle, dostaneme pravidelny dva-
ndctistén (obr. 34).

Pravidelné mnohostény omezené pravidelnymi Sestitihel-
niky, nebo n-thelnfky pro » > 6 nejsou moZné, nebof soudet
hmnovych ahld pfi vrcholu (t. j. soudet stran v m-hranu,
m 2> 3) takového mnohosténu byl by v&tst (pro » = 6,
m = 3 roven) dhlu 27, coZ je ve sporu 8 odst. 21b. Vyéerpali
jsme tedy viechny pfipady, které jsou moZné.

Sestavme jesté tabulku, ve které jsou uvedena &isla s
(podet stén), v (podet vrchold) a b (podet h.ran) pro pravidelné
mnohostény (viz tab. na str. 43).

29, Stéricky obraz vypuklého mnohostdnu. Descartova vdta. —-
a) Pfimka kolm4 ke sténd mnohosténu a mifici z jeho vnitika
ven nazyvd se vnéjst normdla nebo zkritka norméla sestro-
jend k t6 sténd. Vedme polomér ON v pomocné kulové plose
2, (opsané kolem O polomérem 1) rovnobéiné k této nor-
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<
>

étyrstén 4 4 6 .
krychle 6 8 | 12
osmistén 8 6 12

dvandctistén 12 20 30
dvacetistér_l 20_ 12 30

mdle. Bod N je sféricky obraz stény mnohosténu (viz odst.
16a). . -
M4-li mnohostén celkem s st&én, skldd4 se sféricky obraz
jeho stén z 8 bodd na plofe X,. V&imnéme si zvl4§té toho,
jak se zobraz{ stény, které se stykajf v daném vrcholu mnoho-
sténu. Prochdzi-li vrcholem O mnohostéhu celkem n stén,
-oznadme je (v tom pofadi, jak jedna po druhé ndsleduje
v mnohohranu 8 vrcholem O) pismeny 8,, Sy, ..., Sp. PH-
sludné sférické obrazy N, N,, ..., N, tvofi sféricky n-thel-
nik.

b) Pfedpoklddejme nyni, Ze mnohostén M je vypukly.
Podle odst. 27 tvoif ty jeho stény S;, 8,,..., Sn, které pro-
chézeji nékterym jeho vrcholem O vypukly n-hran T'; pH-
slusny sféricky obraz Ny, Ny, ..., N, je vypukly sféricky
n-Ghelnik a podle rovnice (1) odst. 22 mé obsah

n
C P =2n— D ay (1)
k=1 ,
kde a;, a,,...,a, jsou strany n-hranu 7T (neboli hranové

tihly mnohosténu M pfi vrcholu 0).

Napidme rovnici (1) pro ka?dy z v vrcholii mnohosténu M
a sedtdme viechny tak vzniklé rovnice. Z ndzoru je patrno, Ze
soudet viech obsahfi P’ d4 dohromady obsah celé kulové plo-

43



chy 2\*), tedy 4. Soudet ¢lend 27 dé 27v. Sedteme-li soudty

n
Da,
k=1

utvorené pro viechny vrcholy mnohosténu M, dostaneme
souet w viech jeho hranovych ahld (srv. odst. 26d). Bude
tedy

47 =20 —w
nebo - )

w = 27 (v — 2). (2)

Tato rovnice vyjadiuje Descartovu vi&tu: Soudet hranovych
uhli rovnd se poltu vrchold zmenenému o dvé ndsobenému 27.

c) Sledujme, jaky vysledek daji pfedchozi tivahy pro
krychli a pro pravidelny osmiistén.

V piipadé krychle tii stény sbfhajici se v jednom jejim
vrcholu majf za sférické obrazy tfi body, které tvoii rovno-
stranny sféricky trojihelnik s tfemi pravymi thly (oktant).
Osm takovych trojihelnikd, jeZ dostaneme po fad& pro osm
vrcholll krychle, pokryvé celou kulovou plochu 2. Soudet
hranovyeh whld krychle je podle (2) roven (dosazu;eme
v = 8) 12x.

V ptipadé pravidelného osmisténu stérické obra.zy &tyr stén
sbihajicfch se v jednom jeho vrcholu tvoii sféricky &tyr-
dhelnfk; celd ploche X, sklddd se ze Sesti takovych. &tyr-
Ghelnfkdi odpovidajicich jednotlivym vrcholiim osmisténu.
Souéet hra.novych Ghli osmisténu je (v = 6) podle (2) roven
8x.

30. Eulerova vita. a) Rovnice (5) odst. 26 a rovnice (2)
odst. 29 vyjadfuji dvéma riznymi zpisoby velié¢inu w, sou-
tet hranovych hléi na povrchu vypuklého mnohosténu.
Srovnime-li oba zpisoby, dostaneme

w=2g{h—8) =2x(v—2)
&\tedy
h=s8+4+v—2, 1)

*) Tuto vétu opfrajici se o nézor povatujeme ze samozfejmou,
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co je Eulerova v&ta: Podet hran vypuklého mnohosténu rovnd
se soudtu pottu jeho stén a vrcholii zmenfenému o dvé.

Tato véta plati obecné pro kaidy jednodule souwsly
mnohostén. — V piipadé pravidelnych mnohosténii se po-
tvrzuje jeji platnost podle tabulky uvedené na konci odst. 28.

b) Oznadme jako v odst. 26 pfsmenem s, polet téch stén
vypuklého mnohosténu, které maji tvar n-ihelnika a v,
potet téch jeho vrcholil, v nichZz hrany tvofi n- hran. Podle
odst. 26c je

8 = Z'.sm V= Z?m
Zns,. = Zm),, = 2h;

viechny soudty v t&chto rovnicich zaéfnaji s hodnotou
n = 3. Kombinujeme-li tyto rovnice s (1), dostdvdme riizné
vztahy:

Pidme rovnici (1) ve tvaru !

s+v=24+%th+ 3h
a dosadme sem

8$=8 48+ ..., t=v+v+ ...,
h =133y +48,+...), }h=1}Bvy+ v+ ..);
vychdzi )
8+ 8+ ...+ vy, + ... =24+ } (385 + 48, + ...) +
' + } (Bvy + 4v, + ...)
nebo, nésobime-li po obou strandch dtyFmi a upravime

83+ Vg = 8+ 85+ 284 + ... + v5 + 204 +

Cislo 8, + v, je tedy rovno nejméné osmi; pro kaZdy vypukly
mnohostén je polet jeho trojihelnikovych stén zvétdeny o polet
trojhranovyjch vrcholi roven aspori osmi.

PiSeme-li rovnici (1) ve tvaru

s+v=2+th+ b



dostaneme

LY

33+84+...+5,+v4+./..:
=24 3(38 + 434+535+'---)+&(3"8‘*‘4"’4'1'5”5‘*‘ N &

platf tedy rovnice

38y + 28, + 85 = 12 48, + 28, + ... + 2v, + 4v, -{-—)
Z toho plyne, Ze neni moZno, aby

83=0, 8‘=0, 85=0,

nebotf na pravé strané posledni rovnice je kladné slo. Ji my-

mi slovy: Vypukly mnohostén md aspor 7ednu sténu, kterd md
pét hran nebo méné nef pét.

Podobnég se dokdze, Ze

vy + 20, + v, = 12 + v, + 205+ ... + 28, + 485 + ..

vypukly mnohostén md aspoii 7eden vrchol, ve kterém se sbihd
pét hran nebo méné nef pét.

31. Zaoblen§ vypukl§ mnohostdn, a) V kaidém bodg P
nékteré stény 4BCD ... vypuklého mnohosténu sestrojime
vnéjif normélu (odst. 29a) a naneseme na ni délku (PP’) = k.
Koncové body P’ takto sestrojenych kolmic vytvoff mnoho-
Ghelnfk A’B’C'D’ ... shodny s piivodni sténou ABCD ...
mnohosténu. Provedme tuto konstrukei pro vdechny stény
mnohosténu. Dostaneme tak tolik novych stén kolik stén
mé dany mnohostén.- Nové stény nemaji spoleénych bodi,
Ize je viak doplniti na souvislou plochu, pfipojime-li podél
ka?dé hrany mnohostdnu uréitou vdlcovou plochu a u kazdé-
ho jeho vrcholu &4st kulové plochy takto:

Podél hrany AB mnohosténu stykaj{ se dvé jeho stdny
¢ & 0. Zminénd kqnstrukee dd k prvni z téch stén novou
sténu A'B'C’'D'’ ... shodnou a rovnob&Znou s ¢ a podobné
dostaneme novou sténu A”B"G"H” ... shodnou a rovno-
bé&#nou s o (v obr. 36 je p = ABCD, ¢ = ABGH). Pfitom je
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AB = A'B = A"B",.
AB | A'B' | A"B",.
AA' = BB' = A4" = BB" = k,

BudiZ & sténovy tihel mnohosténu, v ndm# se protinajf stdny
¢ & o podé] hrany AB. Pak je patrné (obr. 35)

X A"AA’ = X B'BB' = 1 —«. (1)

PovaZujme AB za osu rotaéni
véleové plochy o poloméru
k=AA" = 44" a o vykce
AB; vyset té plochy piisluind
stfedovémurtdhlu < 4”44’ =
= m — o (omezend usedkami
A’'B', A" B" a kruhovymi oblou-
ky A'A”, B'B" o poloméru k)
spojuje. hranu A’B’ s hranou Obr. 35,

A'B".

Sestrojme takovouto vélcovou plochu (resp. vysed vilcové
plochty) pro kaZzdou hranu mnohosténu. Viechny tyto plochy
dohromady se sténami difve sestrojenymi jako A’B'C'D’ ...
atd. tvoi plochu, kterd neni{ uzavfend, nybri je omezena
tolika sférickymi mnohodhelniky, kolik mé4 mnohostén
vrchold. Abychom dostali uzavfenou jednoduse souvislou
plochu (bez otvoril), pfipojime jeitd tyto sférické mnoho-
dhelniky.

Ka#dy z téchto mnohothelniki je na kulové plose o polo-
méru k; prvni z nich je na kulové plode opsané kolem prvniho
vreholu mnohosténu, druhy na kulové plo3e opsané kolem
druhého vrcholu mnohosténu atd. Jsou-li &, s, ..., xa 8t8-
nové Ghly mnohosténu podél hran sbihajfcich se ve vrcholu
4, jsou strany pFsluSného sférického n-tihelnika

T— 0y, =gy euey T — Gy
A
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V&ech téch n-thelnfkil je v (v je podet vrcholti mnohosténu):
Zobrazme vSech s stén mnohosténu na povrchu koule X}
o poloméru k. Dostaneme tak na\X) celkem s bodd, které
jsou vrcholy sité sloZené z v sférickych mnohowhelnikd
shodnych s témi, o kterych privé uvaZujeme. Podle odst.
29b vypliuji tyto mnohothelnfky celou kulovou plochu,
takZe majf soudet obsahii rovny povrchu koule, t. j. 47k2.

Shrneme takto: s stén sestrojenych ke sténdm daného
mnohosténu vidy rovnobéZné a ve vzddlenosti k, 2 vélco-
vych ploch (vyseéi), jichZ osami jsou jednotlivé hrany mno-
hosténu, a v sférickych mnohothelnfki na kulovych plo-
chéch opsa.njch\kolem vrcholt mnohosténu, tvoH dohro-
mady uzavienou plochu, kterd mé ndzev zaobleny mnohostén
sestrojeny k danému rovnobéiné ve vzdé,lenostl k.

Na obr. 36 je zaobleny pravidelny étyr,stén omezeny
&yfmi rovnostrannymi' trojihelniky, Sesti vdlcovymi . plo-
chami a &tyimi sférickymi trojihelniky.

Obr. 36. Obr. 37.

Na obr. 37 je zaobleny pravidelny osmistén omezeny osmi
rovnostrannymi trojihelniky, dvandcti vdlcovymi plechami
a Besti sférickymi étyrihelniky.

b) Zaobleny mnohostén m4 v ka?dém bodé P svého po-
vrchu urditou normélu (vngjsi): Je-li bod P na rovinné sténé,
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je normélou kolmice k té st&né. Je.li P na nékteré z on&ch
vélcovych ploch, je normdlou polomér kruZnice, kterd pro-
chéz{ bodem P a mé za osu pHsludnou hranu pvodniho
(nezaobleného) mnohosténu. Je:li kone¢nd bod P uvnit¥
nékterého ze sférickych n-uhelniki, je norméilou polomér
kulové plochy, na niZ n-ihelnfik lezi..

Zobrazme vnéjs{ normély zaobleného mnohosténu na ku-
lové plose 2. Sférické obrazy normdl vyplni celou plochu.
Ka#dému bodu kulové plochy X odpovidd jeding smér nor-
mdly zaobleného mnohosténu. Poznamenejme k tomu, Ze
viem bodiim rovinné stény odpovidéd ve sférickém obrazu
jediny bod; viem bodiim, je% lei{ na té%e hrand vélcové
plochy, odpovid4 téz jediny bod ve sférickém obrazu.

32. Opdrné roviny vypukliého mnohesténu. a) Budiz dan vy-
pukly mnohostén a sestrojme k nému zaobleny rovnob&iny
ve vzdélenosti, k. Zvolme na. povrchu zaobleného mnoho-
sténu bod P, sestrojme normélu v P a rovinu 7, kterd
v bodé P kolmo protind normélu; sledujme pak, jak se méni
poloha roviny 7, blizi-li se & k nule.

Je-li P na rovinné &4sti povrchu, je 7 totoZnd s pfisluinou
rovinou a plechdzi pro lim & = 0 v rovinu té stény piivod-
niho mnohosténu, kterd je s ¥ rovnobézné. Je-li P na vélco-
vé plode, dotykd se ji rovina t podél urdité hrany; pro
lim £ = O pfechédz{ 7 v rovmu, kterd je s T rovnobéZnd a md
s mnohosténem spolednou jen jednu hranu. Je-li kone&nd P
uvnitf jednoho ze sférickych mnohothelniké, dotykéd se T
piisludné kulové plochy a pro lim k = 0 pfechédzf v rovinu,
kterd md s mnohosténem spoledny jen ]eden bod, totiZ jeden
z jeho vrchold.

b) Opérnd rovina zacbleného vypuklého mnohosténu je ndzev
pro rovinu, kterd je bud rovinou nékteré jeho stény nebo
teénou rovinou nékteré z jeho vélcovych ploch (dotyka se
vélcové plochy podél jeji hrany) nebo kone&né teénou ro-
vinou ke kulové plofe, kterd obsahuje ndktery z jeho sfé-
rickych mnohouhelniki.

-~
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Opérna rovina vypuklého mnohosténu (nezaobleného) je
nézev pro rovinu, kterd je bud rovinou nékteré jeho stény,
nebo m4 s nfm spoledné viechny body nékteré jeho hrany
(a 24dny jiny bod), nebo koneéné prochdzi nEkterym jeho
vrcholem a nemé s mnohosténem Zidny dalsf bod spoledny.

c¢) Ve smyslu odst. 16a a 20a m4 kazd4 opérnéd rovina za-
oblenéhe nebo-nezaobleného vypuklého mnohosténu urdity
sféricky obraz. Vétu vyslovenou v odst. 31b vyjidiime
takto: Sférické obrazy vech opérnych rovin vypuklého mnoho-
sténu (zaobleného nebo nezaobleného) vypliujt celou kulovou
plochu X\ ; kaZdd opérnd rovina md za obraz urity bod na X,
a naopak ka#dy bod na X je obrazem fediné opérné roviny.

33. Jak se d&ll kulova plocha na &isti o stejném obsahu. a) Podle
zndmé véty*) rovnd se obsah P kulového pdsu, ktery vyti-
naji dvé rovnobéiné roviny z kulové plochy, soudinu z ob-
vodu hlavni kruZnice a ze-vzddlenosti obou rovin, tedy

P = 2nrz, .
kde r znadf polomér koule a z vzd4lenost obou rovin (neboh
vysku pdsu).

Rozdélime-li tedy primér koule na uréity podet stejnych
dili a vedeme-li délicimi body roviny kolmé na ten primér,
rozdéli se jimi kulové plocha na stejné &dsti. Sestrojme mimo
to nékolik hlavnich kruinic, které majf za spoletny primér
onen primér koule; pfedpokléddme, Ze rovina prvni hlavni
kruZnice svird s rovinou druhé stejny tihgl jako rovina druhé
s rovinou tfeti atd. Témito rovnob&Znymi rovinami a.hlav-
nimi kruZnicemi rozd&li se povrch koule na stejnoploché
¢asti, jednak na kfivoéaré &tyrihelniky, jednak na kfivo-
¢aré trojihelniky u koncovych bodii priiméru.

V obr. 38 je naznaédeno rozdélen{ kulového oktantu ABC
(O je stied koule; OB | OA, OC | OA) na 25 stejnoplo-
chych dfld. Polomér koule OC je rozd&len &tyFmi délicfmi
body na pét stejnych dild. Délicimi body jsou vedeny roviny

%) Viz J. Vojtéch: Geometrie pro V. tF. r., 1935, str. 121.
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kolmé k OO, které protinaji kulovou plochu v rovnob&%-
kéch (rovnobdinych kruZnicich); v obr. 38 jsou 4,B,, 4,B,,
AyB;, AB, kvadranty (3tvrtkruhy) téchto rovnobéZek.
Ctyfi kvadranty hlavnich kruzni¢ CC,, CC,, CCy, CC, délf
pravy iwhel sférického trojihelnika
ABC pfi C na pét stejnych dild.
Tak je rozddlen kulovy oktant na
25 stejnych dild; kdybychom ob-
dobné rozdelili daldich sedm oktanti,
rozdélila by se celd kulovd plocha
na 200 stejnoplochych dild.

Kdybychom rozdélili polomér OC
ne pa p&t, nybrZ na = stejnych
dilé a kdybychom rozdélili pravy ° Obr. 38.
tihel pfi C také na » dfld, rozdélil by
se oktant na n? a obdobné celd kulové plocha na 8n? stejno-
plochych dild.

Kulové plocha by se dala oviem i ];nynn zpiisoby dliti
na &dsti o stejném obsahu; ‘ale uvedeny zpiisob je zvldsté
jednoduchy a hodi se ndm v dal$ich dyahdch.

b) Z 8n? obrazcii, na které se déli kulovd plocha privé
uvedenym zpiisobem, jsou n&které kiivodaré &tyrtihelnfky,
ostatni kfivodaré trojihelniky. Vrcholy kaZdého z téch
¢tyrihelnikdl jsou zdroveil vrcholy rovinného rovmoramen-
ného lichobéZnika, ktery nazveme vepsangm do onoho &tyr-
thelnfka; vrcholy kFivofarého trojihelnfka jsou zdroven
vrcholy vepsaného rovinného trojtihelnfka. VEechny tyto
vepsané lichob&Zniky a trojihelniky tvoi dohromady vy-
pukly mnohostén M o 8n? sténdch vepsany do kulové plochy.
Mnohostén M mé tyto vlastnosti:

1. VBechny rozméry ka%dé stény mnohosténu M 8e blizf
nule, roste-li » do nekoneéna.

2. Rovina kaZdé stény pfechdz{ spojitd v teénou rovinu
kulové plochy, roste-li n do nekonetna.
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3. Je-li o plodny obsah kterékoli stény mnohosténu a P
povrch koule, je
lim (8n% : P) = 1;
- n—o
roste-li » do nekoneéna, pfechdz{ povrch mnohosténu v po-
vrch koule.

Obsahy jednotlivych stén mnohosténu M nejsou stejné,
ale (vlastnost 3) ¢im je n vétdi, tim pfesnéji plati, Ze obsah o
kterékoli st&ny rovnd se pfiblizné P : 8n2, totiZ obsahu p#i-
sluSného kiivodarého é&tyrihelnika nebo trojihelnika.

c¢) BudiZ dédna &ist F kulové plochy a bod 8 leZicf mimo F.
Spojime-li kazdy bod lezici na F s bodem S, vyplni spojnice
téleso J, které nazveme jehlan s kfivoplochou podstavou F
a vrcholem. S. Abychom vypoéetli objem télesa J, uZijeme
véty*), Ze objem (obytejného) jehlanu, jehoZ podstavou je
rovinny mnohothelnfk o obsahu z a jehoZ vrchol mi od
podstavy vzddlenost p, je 1zp.

Rozdélme celou kulovou plochu, jejiz &ésti je F, na 8n?
stejnych dild a vezméme v dvahu jen ty plosky (k¥ivodaré
&tyrihelnfky nebo trojdhelnfky), které lezi celé uvnité F.
Do ka#dé z nich vepidme pfisluiny rovinny lichobéznik nebo
trojihelnik a oznadme gbsahy téchto rovinnych obrazci
2y 295 +- - 24n; PiSeme m misto 8n%. p; budif vzddlenost roviny
obrazce z; od bodu S. Hledany objem V télesa J bude roven
limitd souétu, ktery dostaneme setouce objemy viech oby-
tejnych jehland o podstavdch z,,z, ...z, a .o vyskdch
P1 Py - Pmy Je tedy

m
V = lim &z 2;D;.
m—oo t=1

Vzhledem k vlastnosti 3 nahradime v tomto vzoreci veli-
tinu 2; obsahem ¢; pHisludného kfivotarého obrazce a p;
budeme povaZovati za vzddlenost teéné roviny (sestrojené
ke kulové ploe v nékterém bodé plodky z;) od bodu 8. Tak
dostaneme vzorec '

%) Viz J. Vojtéch: Geometrie pro V. ti- ., 1935, str. 113,
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m
V = lim } z aipi. (1)

m—o =1
d) Platnost vzorce (1) je obecnd; lze ho uZiti pro piipad,
Ze kiivodard podstava F télesa J, jehoZ objem V¥ hledime,
neni &¢4sti kulové plochy, nybr# jakékoli jiné plochy. o, 6y, . ..
..., 0m znadi pak obsahy plosek, které vznikaji délenim plo-
chy ¥ na m stejnoplochych dili (pfi emZ se zachovdvaji
vlastnosti 1, 2, 3 obdobné shora uvedenym vlastnostem pfi

déleni kulové plochy; vidy je 6,, =0, = ... =0 = 3); P;
jest pak vzdilenost bodu S od tedné roviny sestrojené k plo-

e F v nékterém bodé& plosky o;. N
V daldim uZijeme vzorce (1) pro ‘

piipad, Ze F je ddsti (vyseé) kolmé

valcové plochy. V obr. 39 je nazna- !

¢eno délenf takové plochy (omezené

shodnymi kruhovymi oblouky AB Obr. 3.

a CD lezicimi ve dvou rovnobéz-

nych rovinidch a hranami 4D a BC kolmymi k tém rovindm)

na 50 stejnych dilk jednak péimkami rovnobéZnymi s AD

jednak kruhovymi oblouky shodnymi s 4B.

34. Steinerovy vzorce. Vypolet povrchu a objemu zaobleného
mnohostdnu. Steiner odvodil vzorce pro povrch zaoblené
mnohosténové plochy rovnobézné k dané a pro objem &isti
prostoru omezené obéma plochami (po pifpad? neuzavfe-
nymi). Uvedeme zde diikaz Steinerovych vzorct pro pfipad
vypuklého uzavieného mnohpsténu. -

a) Budiz dén vypukly mnohostdn M, o povrchu P, a obje-
mu V,; v, 8, b maji vyznam jako v odst. 26. Sestrojme za-
obleny mnohostén M rovnobdiny k M, ve vzdélenosti k
(odst. 31); jeho povreh budiz P, objem V.

Povrch P skldd4d se jednak z s stén po fadé shodnych se
sténami mnohosténu M, které maji soudet obsahl P,, jed-
nak z &dsti U; vdleovych ploch (f = 1,2, ..., k), jez maji za
ogy hrany mnohosténu M, a koneéné z &ist{ kulovych ploch
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K; (sférickych mnohoihelnfkf) opsanych kolem jeho vrcho-
h(G=12..09.

Je-li I; délka §-té6 hrany na M, (j = 1,2, ..., k) & «; pH-
slufny sténovy ihel, md U; polomér podstavy k, stfedovy
tdhel 7 — &; [viz rovnici (1) odst. 31] a vysku /;; rozvinuta do
roviny mé tvar obdélnika o strandch (w — ;) k& a l;, takZe
jeji obsah je :
' klj (m — o). .
Soudet viech K; rovnd se povrchu koule o poloméru lc (viz
odst. 31a), totli

4mk?.
‘Hledany vzorec pro P mé tedy tvar

P =P+ kZl,(n—cx;) + dnk?. (1)

b) Objem V skldd4 se ze &yr &dsti: Z objemu V,, z objemé
kolmych hranold, jichZ podstavami jsou stény mnohosténu
M, a jez maji vechny vysku k, z objemi vilcovych vyse&f
omezenych plochami U, a z ob)emﬁ kulovych vysedf pii-
slunych sférickym mnohodhelnikéim K;.

Soudet objemi hranold je roven

Py. k.
Objem vysete omezené plochou U; je roven soudinu
z obsahu podstavy (kruhové vysede o stfedovém dhlu = —o;
a poloméru k) rovného } (7w — ;) k? a vysky l;; soudet téchto
objemt je

A
e 2l — ).

Soudet viech kulovych vyseéi dévé objem koule o polo-
méru k, tedy
4k
Settouce vﬁechny Styfi Cdsti dostaneme hledany vzorec
pro V:
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1]
V=Vt Py.k+ wZ(n—a,)z + 4k (2)

(1) a (2) jsou Stemerovy vzorce. P je mnohoélen 2. stupné
vzhledem ke %, V je mnohoélen 3. stupné

c) Objem V Ize vypoéitati jedté jinym zpiisobem. BudiZ §
bod uvnité M, r; jeho vzddlenost od j-té stény mnohosténu
M,j=12,...,8s), f; obsah této stdny, p; jeho vzdélenost
od nékteré opérné roviny mnohosténu M,, kterd m4 s M,
jen jeden vrchol spoleény, a ¢; jeho vzddlenost od ndkteré
opérné roviny mnohosténu M,, kterd m4d s M, spoleéné body
podel jediné hrany.

j-t4 rovinnd sténa mnohosténu M mé od bedu S vzdé-
lenost

T + k.

Cést valcové plochy, kterd je omezena pfi podstavich
kruhovymi oblouky o poloméru 1 se stfedovym thlem
(7 — ;) a kterd m4 vysku l;, rozdélime na velky podet stej-
noplochych dilii (viz odst. 33d a obr. 39) o velikosti g; plocha
V;, jez ma polomér k, rozdéli se podobnym délenim na stejny
podet dilii o velikosti kp. Oéislujme jednotlivé plosky indexy;
velikosti ploiek Lu .ou kg,, kg, ... (0 = 0 = ... = @); tednd
rovina v nékterém bodé& plodky gk, je opérnou rovinou
mnohosténu M, je tedy rovnobéZné s urditou opérnou rovi-
nou mnohosténu M, (obsahujici jeho hranu) a mé proto
od ‘bodu S vzddlenost

_ g+ k. ,

Kulovou plochu o poloméru 1 rozdélme na velky poZet
malych stejnoplochych dild zpisobem vyloZenym v odst. 33;
budiZ o obsah jednoho dilu. Kulové plocha o poloméru k
rozdéli se podobnym délenfm na stejny polet dilh o veli-
kosti k%¢. O&fslujme jednotlivé plodky indexy k%s,, k%,, ...
(6, =0y = ... = g); tak se rozd&li soudasné viechny sfé-
rické mnohothelniky K; na plodky o velikosti k%0, nebof
viechny K; dohromady vzaty tvofi povrch celé koule. Teénd
rovina sestrojend k pfsluiné kulové plofe v nékterém bodé
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ploky k%, je opérnou rovinou mnohosténu M, je tedy
rovnob&Zznd s urlitou opérnou rovinou mnohosténu M,
(obsahujicf jediny jeho vrchol) a m4 proto od bodu § vzd4-
lenost -

pi + k.

Objem V skldd4 se ze tii &asti: Ze soudtu objemi jehland,
které maji za podstavy rovinné stény mnohosténu M, ze
soudtu objemi jehlani, které maji kfivoploché podstavy U;
a kone®nd ze souétu objemt jehland s. khvoplochyml pod-
stavami K;; vrcholy jehlant vech tii druhti jsou v bodé S.

Prvnf &4st objemu ¥V méd hodnotu

}2.05+ B fi=Vo + 4Pik,

x5 3
nebot in,-f,- je objem ¥V, piivodniho mnohosténu a 2/,-
i=1 ) j=

jeho povrch P,.
Druh4 &ist ma hodnotu

FUm D, (g + k) kos = Pk lim Jgioi + 34* Doi;
kazdy soulet se vztahuje ke viem ploskim Fkg;, na né% se
déli viechny plochy U; dohromady, a znamenf{ lim znadi

limitu pro pHpad, Ze rozméry viech ploSek se bliZi nule.
Posledni soudet

20i = lim D —Z (x— )b,
o}
je soufet viech obsaht ploch U, za pi‘e_dpokladu, Ze k = 1.
Ttetf ¢4st m4 hodnotu

FHm D (p; + k) kPo; = }k2 Lim D pio; + 3k2 Doy
soudty se vztahuji ke viem plodkdm o;, na néz se déli vigchny
mnohoiihelnfky K; a lim mé obdobny vyznam jako &w
Posledn{ &len
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S = lim Za,- = 4n
je roven povrchu jednotkové koule.
Sedteme-li véechn:y tfi ¢dsti, obdrZzime hledanou formuli:

V= Vo + [Py + lim Jqipi] 1k +
h ..
+ [ 2 — ) b + lim Jpoi] 42 + §k,
]::

Zp.m- je soudet v3ech soudind, které dostanemg nésobice
¢4st g; kulové plochy o poloméru 1 vzddlenosti p;, kterou
m4 bod § od té opérné roviny mnohosténu M,, kterd m4
sféricky obraz v n&kterém bod& plodky: o;. Je-li m podet
viech &dsti, na které se déli povrch jednotkové koule (uii-
véme zplisobu dglenf vyloZeného v odst. 33; m = 8n2), je

G a g i
= = = O0Om — = —
D 1 2 m m
takZe
z » m Ppi N
()
Pid; = 47:2—
i=1m
a méme

V="Vo+ [Py +1iqu.o.] 3k +
NG Z(n—a,)l + 4zlim > ”']yczﬂnks @)

moo i=1 M

35. Tloutka vypukiého mnohosténu a jeji stfedni hodnota. —
a) BudiZ y opérnd rovina vypuklého mnohosténu M, a C
jejl sféricky obraz na pomocné kulové ploée 2, Bod €
protilehly k C je obrazem opérpé. roviny y kterd je s y
rovnob&ins. Vzdélenost rovnob&inych rovin ¥ a »' se na-
zyvé tloudtka mnohosténu M ve sméru,CC’ nebo C'C.

Budiz S bod uvnité M,, P jeho vzddlenost od y a p’ jeho
vzddlenost od y" (p > 0, p’ > 0). Pak je tlouitka ¢ rovna
souétu p 4 p":

t=p+ 7.
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b) St¥ednif hodnotu tloustky vypodteme takto: Rozddli-
me kulovou plochu X na m stejnoplochych dild ), 6,, ... om
(uZijeme postupu podle odst. 33, takZe bude m = 82?%) o ve-
likosti o; platf, Y6 0, =0y = ... = Om =0 = %t

Uvnitf ka%dé ploiky o; volime urdity bod, jenZ je sféric-
kym obrazem uréité opémé roviny y; mnohosténu M (od,st.
32¢). Vzddlenost roviny y od 8§ budiz p;. .

Sttedni hodnota vzdélenosti p bodu § od op&rné roviny
mnohosténu je

N -
im — > p;. (1)
Té% sttedni hodnota vyjadfuje se také vzorcem

1 m
lim — i 2
m-+ M iglp )
kde p'; je vzddlenost bodu 8 od opérné roviny, které. mé
sféricky obraz v bod§ protilehlém k obrazu roviny y;. Sedte-
nim rovnic (1) & (2) dostaneme pro strednt hodnotu t* tloustky
t vzorec

hm7n- Z(pz+p.)

m— o

nebo
1=
% = 2lim — D p;. 3)

mao M i<1
‘Hodnotu pravé strany v rovnici (3) uréfme srovmajice
wvzorce (2) a (3) odst. 34 pro objem V. V je totiZ mnohoélen
3. stupné vzhledem ke k. Pravé strany vzorol (2) a (3) odst.
34 musf byti totoZné; koeficient pfi t? v jednom vzorei musi
se rovnati Koeficientu p¥i t* ve druhém. Rovnost obou koefi-
oientil dé.vé, vztah

*Z l)(”—“f)—-ﬁ[lglf (— o) +l1m 4:: Z P‘]
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Z toho plyne
A

m .
2lim — Zlm -21 b (m— o)
te

m—ro ’=

a tedy vzhledem k (3)
Z b (70— o). (4)
TT j=1

Tim je dokdzdna véta o stfedni hodnoté tloudtky: Stfedni
hodnotu tloustky vypuklého mnohosténu vypodteme, ndsobime-li
délku-kaZdé jeho hrany pfislulnym vnéjéim’ st&novym <ihlem,
viechny tyto soudiny selleme a délime ¢tslem 4r; vndjsim std-
novym thlem nazyvdme thel, jenZ se 8 (vnitinim) sténovym
thlem &; vyplfiuje na tGhel pHmy.

Rovnice (4) je rovnocennd s rovnief

P* = — z ll (n'—af)’

kde p* znad{ stfednf hodnotu vzddlenosti bodu S (voleného
libovolné uvnitf mnohosténu) od opérnych rovin.

¢) PHklady:

Pravoiuhly rovnobéinostén o rozmérech a,b,c; rde jest
h = 12, viechny thly «, jsou rovny 4x; z &isel I; jsou StyFi
rovna a, ¢tyfi rovna b a &ty¥i rovna ¢, takZe podle (4)

*=4@+b+o).

Vypoétéme stredni tloustky pravidelnijch mnohosténii. Je-li
l délke hrany, h polet hran a « vnitini sténovy thel pravi-
delného mnohosténu, je stfedni jeho tloutka déna rovnicf

h-(n—;a) I
&

t*—
Uhel « je uréen rovnici*)
*) Viz J. Vojtéch: Geometrie pro VI. tfidu i'eélek, 1935, str. 110.
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. T
co8 —
--8in §o =

. T
sm —
m

kde m znaéi potet bran v jedné sténé a » poéet hran sbiha-
jicich se v jednom vrcholu.

Pro jednotlivé pravidelné mnohostény dostdivime tyto
vysledky (x &ftdme ve stupnich): .

Mnohostén m Qo.c 3 %
dtyrstén 3 |351553"| 6 | 0912
krychle 4| 460 12 | 1,500
osmistén 3 |secisns| 12 | 1175
 dvansetistén 5 | 5816'53" 30 | 2,643
dvacotistén 8 |69°5'48” | 30 | 1742
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POZNAMKY
k jednotlivym odstavcam:

K odst. 12. Cauchy dokézal v&tu o stfedni hodnot® &ifky obecn&
pro vypuklé uzaviené rovinné kiivky (ovély). Je-li L obvod ovilu,
je jeho stfedni 8ifka rovna L : . Viz A. Cauchy: Mémoire sur la recti-
fication des courbes et la quadrature des surfaces courbes (Mémoires
de I'Acad. des, Sc., t. XXII, 1850; otifténo v Oeuvres de Cauchy
1e serid, t. 2, p. 167—177). — V&ta mé vyznam v theorii geometric-
kych pravdépodebnosti. Viz B. Homnsky Geometrické pravdépo-
dobnosti, Praha 19286.

K odst. 13. Stran dakazu véty Lt — 47P > 0 (a obdobné véty pro
vypuklé mndhostény jakoZ i pro vypuklé uzavfené kiivky a plochy)
viz T'. Bonnessen: Quelques problémes isopérimétriques (Acta Mathe-
matica 4%, 1926) a knihu 7. Bonnessen-W. Fenchel: Theorie der kon-
vexen Korper (Berlin 1934). .
n

K odst. 22 a 29. Veli¢ina v rovnici (1) odst. 29. 27 — Z a, pro jeden

k=1
n-hran p#i vreholu vypuklého mnohostdnu je obdobné vndjsimu dhlu
pfi vrcholu vypuklého mnohothelnika v rovind. To je zdklad Descar-
tovych tvah, jenZ se snafil zobecniti véty o uhlech v mmohoihel-
nfcich na véty o thlech v mnohosténech. Jeho nedokondend préce
De solidorum elementis vy3la aZ po jeho smrti. Viz Qeuvres de Des-
cartes publiées par Adam et Tannery, t. X, p. 265.

K odst. 24. a 25. Vdty o deformaci mnohosténovych ploch objas-
fuji nékteré véty o deformaci ploch. Viz B. Hostinsky: Diferencidln{
geometrie kfivek a ploch, 2. vydéni, Praha 1942, str. 90291, 135
a% 136,

K odst. 30. Diikaz Eulerovy véty byl uvefejnén 1758 v jeho préci
Elementa- doctrinae salidorum (Novi Commentarii Acad. sc. Petro-
politenae ad Annum 1752—53). Soustavny piehled vét o souvislosti
mnohosténit mé J. Hadamard v &lénku Notions élémentaires sur la
géométrie de situation (Nouvelles Annales de mathém., 4e série, 9,
1909). O riznych dikazech Eulerovy véty viz J. Steiner (Journal
fiir die reine und angew. Mathematik, Bd. I., 1826; otidténo v Ges.
Werke, Bd. I., p. 97).

K odst. 34. Steinerovy vzorce (1) a (2) jsou dokézény v jeho po-
jednéni Ueber parallele Flachen (Monatsber. d. Ak. d. wiss., Berll.n
1840; otidtdno v Gea. Werke, Bd. IL., p. 171).

K odst. 35. Rovnice (4) je zahmuta. v obecné Minkovského rovniei-
platné pro uzaviené konvexni plochy: Minkowski: Volumen und
Oberflache (Math. Annalen, Bd. §7, 44 —495, 1903) a viz citovanou
knihu Bonnessenovu-Fenchelovu, str. 86, rovnice (8) a (9).

al



K dal¥fmu studiu mnohostdnt poslou#f tyto spisy:

Rouché-Comberousse: Traité de Géométrie (Nouveau tirage, Paris
1931). -

J. Hadamard: Legons de géométrie élémentaire (Nouvelle édxtmn.
Paris 1918).

D. Hilbert-S. Cohn-Vossen: Anschauliche Geometrie (Berlin 1932).

E. Steinitz: Polyeder und Rau.mtellungen (Enzyklopadie der math.
Wissenschaften, ITI. Band, 1 Teil, 2. Halfte).

v
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CESTA K VEDENI

mnohotGhelnik a mnohosténg, a
tyto spojité deformujeme.

Z bohaté theorie vypuklych
mnohostén a mnohothelnik(,
kterou se jiZ zabyvall slavni ma-
tematici jako Descartes, Cauchy
a Euler, a v nové&jsi dob& Min-
kowski, uvedl prof. Hostinsky v
této kniZce nékteré hlavni vliast-
nosti, souvisejici jednak s metric-
kou geometrii, jednak s topolo-
gickymi vlastnostmi t&chto za-
kladnich geometrickych ttvard.
Methoda zpracovini je opfena
0 nidzor a o poznatky elementir-
ni geometrie. Jen tak se poda-
Filo autorovi jednoduSie ukézati,
jak hluboké partie matematiky
Jsou Gzce spjaty prdvé s elemen-
tirnf geometrif.

TéméEF bez ndmahy se &tendfF
seznédmi se stfednf Sifkou vy-
puklého mnohothelniku a pozné,
jJak z4visi jeho obvod na obsahu.
V oddile vénovaném mnohohra-
nu se dozvi o jeho deformaci a
v bohaté kapitole v€nované mno-
hosténtim se mu nézorné oziejmi
Eulerova véta a p#bliZi véta o
povrchu a objemu zaoblenych
mnochostént a j.
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