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I. Sestnicty ro¢nik celostatni
matematické olympiady

1. Pfi posuzovani pribéhu XVI. ro¢niku matematické
olympiady bychom si méli pfipomenout slova, kterymi
je v statutu této soutéZe vymezen jeji cil a kterd jsou stale
aktudlni:

s Ucelem soutéZe je vést Sdky k samostatné prdci, vzbudit
u nich zdjem o uspéiné studium matematiky, zvysit urovern
vyulovdni a vyucovaci vysledky v tomto piedmété. Soutés
zdroveri prispivd k vyhleddvdni a k podpore £dkii vynikaji-
cich v matematice, a tim pomdhd zajistovat vétsi priliv
matematicky Skolenych pracovnikii pro nasi hospoddisko-
technickou vystavbu.*

SoutéZeni je tedy prostfedkem, nikoli cilem. Matema-
tickd olympiada ma byt oporou zejména tém, o néZ se nase
Skola stara dost mace$sky — tj. matematicky nadanym
zaktim. M4 posilovat jejich zdjem o studium matematiky,
ma jim pomahat nejen vlastni soutéZi, ale vSemi svymi
akcemi — zkratka ma je vést k tomu, aby zvySovali své
matematické vzdélani. Jeji prednosti proti volnym mate-
matickym soutézim, které probihaji napf. v odbornych
Casopisech, je pevna organizace, zarovei viak v pfehanéni
organizovanosti se skryva nebezpeci, Ze cela akce ustrne,
stane se tézkopadnou a neradostnou. Zici by se méli
ucastnit soutéZe zcela dobrovolné, z vlastniho popudu,
s umyslem a védomim, Ze se hlavn€ maji né¢emu novému
priucit. Ucast v olympiadé nesmi byt spojovdna se $kolni
klasifikaci, nesmi se stat pro Zaky obtiZnou povinnosti —
nepfijemnym pokracovanim S$koly.



SoutéZeni na mezinarodnim poli, kde by se méla ukazat
skutecna uroven matematickych talentd rtznych zemi,
nabyva vSak v poslednich letech divného zaméfeni. Stava
se zapolenim takika profesiondlné pfipravovanych zaku
s cilem zcela prestiznim: aby ta ktera zemé dosahla co
nejlepsiho umisténi na mezinarodnim Zebficku. I kdyZ se
ndm tato koncepce nelibi — nechceme totiZz vychovavat
matematické primadony — musime se ji jako ucastnici
mezindrodnich olympiad aspon Castecné prizpusobovat.
Ale 1 to ma své dobré diasledky: musime vyhledavat
matematické talenty, starat se o zvySeni urovné vyuCovani
asponl v tzv. specialnich tfidach a vyhledavat nové ucin-
néjsi a zajimavéjsi zpusoby $koleni pro prazdninova sou-
stfedéni nejlepsich ucCastnikt kategorie B. V tomto sméru,
zapocatém v XVI. ro¢niku, budeme pokracovat i v dalsich
letech, nebot jisté dobré vysledky se jiz projevily. Pravé
tak se budeme snazit i nadile zjednodusSovat organizaci;
jiz v XVI. ro¢niku byl ¢istecné zjednodusen prubéh
prvniho kola a jeho pripravy (pfipravné ulohy), v némz
mimo nezbytny vybér ucastnikt pro druhé kolo jde hlavné
o cile studijni.

Je pochopitelné, Ze fizeni soutéZze ustfednim vyborem
musi se stat dostate¢né pruzné a Ze iniciativa krajskych
a okresnich vybort MO, ktera se projevuje napf. organi-
zovanim prdzdninovych soustfedéni Zzakd, poradanim
seminafu a besed, musi byt vitdna a cenéna.

Uspéch domici i.mezindrodni matematické olympiady
zavisi na praci uCitelt matematiky — na drobné vsedni,
nijak efektni praci: na konzultovani s ucastniky, na bese-
dach, mimoradnych seminafich, na opravovani uloh,
pomahani pfi studiu literatury apod. Vime, Ze tato prace
pfes vSechna krdsnd slova neni dosud organy statni spravy
1 masovych organizaci dostate¢né hodnocena a odméro-
vana; proto asi se ulitelim pro ni neposkytuje ani dosta-
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tek C¢asu. Na druhé strané je vSak tfeba si uvédomit, Ze
poctivd, neformdlni préce v matematické olympiadé
pfinasi kazdému uciteli odborny zisk a Ze k této praci,
kterou nelze nikdy pfesné zhodnotit a odménit, je vzdy
tfeba aspon trochu neziStnosti a nadSeni.

2. Nyni nékolik slov k prubéhu I. a II. kola XVI.
ro¢niku MO.

V' I. kole mizeme s potéSenim konstatovat ruast poctu
ucastnika v kategoriich A, C a D. V kategorii B, ktera je
tradi¢né poznamenana silnym poklesem ucastniki MO
vzhledem k predchdzejici kategorii C, je tento pokles
percentualné niz$i nez napf. vloni (984 kat. B z 1965
kat. C) a predloni (1332 z 2135). Rust poctu ucastniku
je jisté ovlivnén niz§im poctem zadavanych tloh a mozna
i tim, Ze odevzdavani pripravnych tloh nebylo povinné.

Avs$ak mnohem cennéj$im faktem, neZz je rast poctu
ucastniku, je udrZeni, dokonce zvySeni poCtu uspésnych
resitela I. kola, zvlasté v kategoriich C a D. Podrobné
udaje jsou v tabulkich 1 a 2. :

Ve II. kole (viz tab. 3 a 4) jsou opét vysledky v katego-
riich A, C a D lepsi nez vloni, i kdyZ v poslednich dvou
kategoriich ponékud pokleslo procento uspéSnych fesi-
telt. Zvlastni pozornost zaslouZi opét kategorie B, kde
pocet uspé&Snych resiteld je nezvykle nizsi. Jednou z pficin
je snad vybér patrné obtiznéjSich uloh, avSak zaraZejici
by byl asi rozbor pficin, pro¢ ktera uloha nebyla nikym
v celém kraji uspésné vyreSena.

Soutézi II. kola v kategoriich B, C, D soutéz konci;
proto uvedeme poradi deseti nejlepsich Gspé$nych fesitelt
II. kola v kategoriich B a C podle jednotlivych kraja
(v nékterych krajich vSak jejich pocet ani Cisla deset
nedosahl):



Praha — mésto

B. Zdenék Arnold, SVVS W. Piecka, Praha 2;
Miroslav Tousek, SVVS Na dlouhém lanu, Praha 6;
Ondrej Kfivanek, SVVS W Piecka, Praha 2; Vlad1rn1r
Miiller, SVVS, Na dlouhém lanu, Praha 6; Jan Peland,
SVVS, Parlerova ul.,, Praha 1; Pavel Balek SVVS§
W. Plecka, Praha 2; ]1r1 Cenovsky, SVVS, Velvarska ul.,
Praha 6; Jan Masek a Jifi Mukafovsky, SVVS W. Plecka,
Praha 2 Karel Winkelbauer, SVVS, Vodéradské, Praha
10.

C. Petr Hadraba, Zdenka Stehlikova a Marek Malik,
SVVS W. Piecka, Praha 2; Jan Chlouba, SVVS, Na
dlouhém lanu, Praha 6; Vladlmlr Hora, SVVS, Nad
Stolou, Praha 7; Petr Suske, SVVS, Bude)0v1cka ul.,
Praha 4; Ilja Muller, SVVS, Na dlouhem lanu, Praha 6;
Dusan V1t a Miroslav VIcek, SVVS W. Piecka, Praha 2;
Jaromir Krél, SVVS, Stépanskd, Praha 1.

Stiedocesky kraj

B. Pavel CiZek, SVVS Radotin; Jifi Cizek, SVVS
Beroun, Josef ZlCha, SVVS Piibram; Vladimir Dolezal
SVVS Pijbram a Zdenék Urban, SVVS Rakovnik.

C. Milo§ Potmé&sil a Eva Dvordkova, SVVS Kolin,
Petra Bouskova a Jaroslava Dubova, SVVvs Radotin;
Vlastislav Poledna, SVVS P¥ibram; Jifi Chromy, SVVS
MIlada Boleslay; Josef Kymla, SVVS Sedl¢any; Bofivoj
She)bal SVVS Horfovice; Anna Zvéfinova, SVVS Ri-
Cany; Jifi Zajic, SVVS Benesov

Jiholesky kraj

B. Vladimir Dvotdk, SVVS Cesky Krumlov; Ales
Hanzal, SVVS Strakomce, Jiti Novak, SVVS Vimperk.
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C. Josef Marousek, SVVS Tébor; Pavel Hejda, SVVS
Jindfichiv Hradec; Vojtéch Ru21cka, Jan Syrovitka,
Pavel Kesek, Milan Hradek, Emanuel Kiimmel, SVVvSs
Ceské Budgjovice; Milan Tenkrat, SVVS Blatna, Lumir
Srch, SVVS Cesky Krumlov; Petr Musil, SVVS Tébor.

Zdpadocesky kraj

B. Viclav Zahradnik, SVVS J. Fuéika v Plzni; Karel
Rusidk, SVVS Klatovy, FrantiSek Straka a Vaclav
Hisler, SVVS J. Fucika v Plzni.

C. Jifi Reif, SVVS J. Futika v Plzni; Jitka Chvalova,
SVVS Susice; Petr Hrazsky, SVVS Karlovy Vary;
Ivana Koletova, ]1r1 Laciga, SVVS J. Fudika v Plzni;
Jiri Becvaf, 8. roc. ZDS Blovice; Jifi Dvoték, Jan Dusek,
SVVS J. Fudika v Plzni a ]mdra Taterova, SVVS Susice.

Severolesky kraj

B. Jan Janelek, SVVS Litvinov; Vladimir Vydra,
SVVS Liberec; Pavel Cajthaml a Pavel Hofman, SVvS§
Teplice; Marcel Stépének, SPS stroj. Liberec a Ludmila
Boubelikova, SVVS Usti n. Labem, Jate¢ni.

C. Milos Zahradnik, SVVS Tanvald; Jifi Hofejsi,
SVVS Roudnice n. Labem, Milo§ Mazanek SVVS
Tanvald; Jaroslava Opocenskad, SVVS Litoméfice;
]aroslava Novotnd, SVVS Rumburk; Jan Poldk, SVVS
Jablonec n. Nisou; Marie Kratochvilové, SVVS Most;
Milo§ Derner, SVVS Litvinov; Zden&k Cais, SVVS
Litoméfice a Ivan Zvolanek, SPS stroj. Liberec.

Vychodolesky kraj

B. Jan Kerhart, SVVS Cesk4 Tiebové; Josef Jirasko,
SVVS Semily; Karel Plavec, SVVS Chrudlm, Michal
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Allan, SVVS Spoftilov-Pardubice; Zden&k Kalhous,
SVVS Spofilov-Pardubice; Petr Schill a Frantidek
Jahelka, SVVS J. K. Tyla, Tylovo nibfeZi, Hradec
Kralové.

. C. Jiti Kopfiva, SVVS Broumov; Ale§ Holubaf,

SVVS Chotébot; Bohumil Hofman a Jifi Kouba, SVVS
Vysoké Myto; Viclav Kadlec, SVVS Spofilov-Pardubice;
Bohumil Spina, SVVS Turnov; Josef BaZant, SVVS§
J. K. Tyla, Hradec Kralové; Pavel Jirman, SVVS
Vrchlabi; Alois Kopecky, SVVS Lede¢ nad Sazavou;
. Petr Taras, SVVS Havlickav Brod.

FJihomoravsky kraj

B. Libor Polik, SVVS, Konévova ul., Brno; Jaromir
Duda, SVVS, Kienovd ul., Brno; Pavel Svancara,
Miroslav Silhavy, Jan Schwarz, Lubomir Cermak, Jan
Fertig, Milada Ktizovd a Pavel Legat, viichni SVVS,
Konévova ul., Brno; Bohumila Vlachova, SVVS, Kre-
nova ul., Brno

C. Petr Kli¢, SVVS, Konévova ul., Brno; Miroslav
Macholan, SVVS, Zastavka u Brna; ]m Dadok SVVS,
Kralovo Pole, Brno Vladimir Smrz, SVVS, Konevova
ul., Brno; Vladlmlr Fianta, SVVS Veseh na Mor.;
]aromlr Pavlis§ a Hana Cagasova, SVVS, Kfenova ul.,
Brno; Bohumil Havel a Zdena Nesporové, SVVS, Koné-
vova ul Brno; Stanislava Sykorova, SVVS, Krenova ul.,
Brno.

Severomoravsky kraj

B. Miroslav Kowalec, SVVS Havifov; Jifi Demel,
SVVS Val. Meziti¢i, Karel Zubik, SVVS Olomouc, tf.
Jitiho z Podé&brad a Karel Vicha, SVVS Jilové.

C. Petr Jiingling, SVVS Olomouc-Hej¢in; Bohumil



Rychtar, SVVS Bilovec; Jifi Srajer, SVVS Opava;
Antonin Rozsypal, SPSE Olomouc; Dagmar Winkle-
rovd, SVVS RoZnov pod Radho$tém; Radim Blaheta,
Josef Rimanek, SVVS Ostrava 1; Petr Cetkovsky, SVVS
Rymarov; Ladislav Kodi, SVVS Sternberk a Bfetislav
Kulhének, SVVS Frenstat p. R.

Zapadoslovensky kraj

B. Anton Huta, Cubomir Pieruzek a Rudolf Pozgay,
SVS, Novohradska, Bratislava; Jozef Balaz, SVS,
Vazovova, Bratislava; Vladimir Cech, Karol Pastor a ]an
Sélava, SVS§, Novohradska, Bratislava; Jozef Hatala,
SPS potr. Nltra Alexander Aulitusz a FrantiSek Ollé,
SVS Komérno, mad Peter Kurdel, SVS, Metodova,
Bratislava; Alexander Veselovsky, SVS Komarno, mad.

C. Malin Mastihuba a Niepel Ludovit, SVS, Novo-
hradska, Bratislava; Attila Meszaros, SVS Galanta, mad.;
Magdaléna Szalay, SVS Komarno, mad.; Stefan V1dlar,
SVS Holy3; Peter Zika a Ladislav Hudec, SVS, Novo-
hradska, Bratislava; Ladislav Németh, SVS Komarno,
mad.; Jan Vajda, SVS, Vazovova, Bratlslava, Jozef
Cacko a Juraj Dubay, SVS, Novohradska a Juraj Safarik,
ZDS, Kosicka, Bratislava.

Stiedoslovensky kraj

B. Otakar I$tvanfy, SVS Martin; Michal Kaukic, SvS§
Namestovo; Peter Nagy, SVS Banska Bystrica.

C. Emil Horvath SVS Prievidza; Alexander Lang, SVS
Zvolen; Maria Kuskova, SVS Prlev1dza ;5 Pavol Manger,
SVS, Horny Val 5, Zilina; Dusan Mandik, SVS Tur¢.
Teplice; Jan Elexa, SVS Turé. Teplice; Anton Flesko,
SPSstroj. Brezno ; Peter Krcak, SVS Lipt. Mikuld$ ; Anton
Kulika, SVS Povazska Bystrica; Jén Strba, SVS Nova
Bana; Madria Zamecnikova, SVS Povazska Bystrica.



Vychodoslovensky kraj

B. Juraj Glosik, SVS, Srobarova ul., Kosice; Pavol
Frantik, SVS, Kovacska ul., Kosice.

C. Jan Sena, SVS Poprad; Miroslav Stepita, SVS
SpiSska Nova Ves; Peter Vojtas, SVS, Kovacska ul.,
Kosice; Elena Vebrova, SVS, Kovacska ul., Kosice;
Peter Horak, SVS Tarasa Sevcenku, Presov.

3. Tveti kolo. ZavéreCné III. kolo MO kategorie A se
konalo dne 13. kvétna 1967 v Plzni. Komise UV-MO méla
tentokrat velmi obtiZny kol vybrat nejvyse 80 ulastnika
z celkem 174 uspé$nych fesiteld II. kola, ktefi byli
navrzeni z kraju (pocet uspésnych fesitelu II. kola kat. A
byl v8ak jesté vyssi — celkem 244, jak je patrno z tabulky
1) Protoze PUV MO zaslalo s autorskymi fe$enimi uloh
téz pokyny pro Kklasifikaci, nebylo tentokrdt mnoho za-
vaznéjéich vykyvu v Klasifikaci. Ulohy II. kola v3ak
zifejmé nebyly pfiméfené obtiZzné, takZe pocet uspéSnych
reditela (tj. téch, ktefi vyresili dobfe aspoii dvé ulohy)
byl tak neobvykle velky. Proto norma pro povolani do
III. kola byla velmi tvrdd; ucastnik musel uspésné
vyfesit v II. kole aspon tfi ulohy; vyjimecné bylo povo-
lano téz nékolik zdku z nizSich ro¢niku, ktefi vyfesili
dvé ulohy uspé&sné. Celkovy pocet ucastniki pak byl 77
(vCetné uclastnika z JihoCeského a Vychodoceského kraje,
ktefi byli povolani jako jedini reprezentanti svych kraju
dodatecné).

Zastoupeni jednotlivych kraju bylo opét nerovncmérné
— od jednoho zdka az po 27 zaku z Prahy. AvSak tlohy
III. kola byly tentokrat pro ucastniky obtizné, prestoze
byly pomérné jednoduché. Bylo vyhlaseno jen 11 vitézi
(a¢ organizacdni statut pfipousti az 20) a 8 dalSich uspés-
nych feliteld. Uvedeme jejich jména.
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Vitézové II1. kola MO v XVI. ro¢niku, kategorie A

(Poznamka: Zici na spolednych mistech jsou uvedeni
v abecednim pofadku)

Pavel Vejvoda, 3. ro¢. SVVS W. Piecka, Praha 2
Martin Machacek, 3. ro¢. SVS, Novohradska, Bra-
tislava .
Bohu$ Sivak, 1. ro¢. SVS Zvolen

Radovan Gregor, 3. roc. SVVS W. Piecka, Praha 2
Petr Kurka, 3. roé. SVVS W. Piecka, Praha 2

{ Jan Kastl, 3. ro¢. SVVS J. Fudika, Plzei

-]

Erich Wiszt, 3b. ro¢. SVS Banska Bystrica
Pavel Polcar, 2. ro¢. SVVS Velké Mezitici

0
WO IN e N

Zdenék Slanina, 4. ro¢. SPS chem., Vranovska ul.,
Brno

10.{ Josef Niederle, 3. ro¢. SVVS, Konévova ul., Brno
az
Alica Pirick4, 3. ro¢. SVS, Kovadska ul., Kosice

Uspéini esitelé I11. kola MO v XV I. roéniku, kategorie A

12. [ Roman Kotecky, 3. ro¢. SVVS, Smeralova ul.,
Ostrava B

az | Mojmir Obdrzilek, 3. ro¢. SVVS, Konévova ul.,
Brno

15. | Véra Pohlovs, 3. ro&. SVVS W. Piecka, Praha 2
Stanislav Slouka, 4. ro¢. SPSP, Leninova 40, Brno

16. { Martin Bukov&an, 2. ro& SVS, Novohradska,
Bratislava

az { Jifi Fér, 1. ro¢. SVVS W. Piecka, Praha 2

19. | Tomas Masek, 1. roC. SVVSW Piecka, Praha 2
Jifi Vinarek, 1. ro¢. SVVS W. Piecka, Praha 2
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Jména vitézi a GspéSnych fesiteld byla ozndmena viem
KV MO, pfislusnym reditelstvim skol a dékanitim
vysokych Skol. Vitézové a uspéSni resitelé obdrZeli od
ministerstva Skolstvi ceny v celkové hodnoté 13 000 Kcs.

Na zavér III. kola byla uspordddna tradicni beseda
a dale prednéaska doc. J. Klatila ,,Souvislost matematiky
se sportem*. V nedé¢li dopoledne podnikli ucastnici vylet
do okoli Plzné.

4. Soustiedéni. Od 19. Cervna do 8. Cervence 1967 se
konalo v Hranicich soustfedéni 90 uspé$nych fesiteli
MO a FO z kategorie B.

Dopoledne byly vidy 4 hodiny vyuky a téméf kazdy
veCer dvouhodinova beseda s odbornym namétem z ma-
tematiky nebo fyziky. Odpoledne bylo vénovano rekreaci.
Zaci byli rozdéleni do tfi tfid; dvé z nich mély polovinu
programu matematickou a polovinu fyzikalni. Jedna tfida
méla program pouze matematicky, podle navrhu projed-
naného na schiizi UV MO v Plzni.

Pred IX. MMO se konalo v Praze tydenni soustfedéni
10 zaku, z nichz 8 vytvorilo naSe reprezentacni druZstvo.
Podrobnou zpravu o IX. ro¢niku MMO uvadime v kapi-
tole VI. Rovnéz v krajich se konala Cetnd soustfedéni
resitela MO kategorii B a C.

5. Schiize ustiedniho vyboru. V obdobi XVI. roCniku se
konaly tradi¢né dvé plenarni schiize UV MO, a to prvni
dne 5. prosince 1966 v Praze, druhd dne 13. kvétna 1967
v Plzni u prilezitosti III. kola kategorie A.

a) Prazska schize UV MO projednala fadu zdvaznych
obsahovych i organizaénich otazek. Schiizi UV MO fidil
jeho dosavadni pfedseda akademik Josef Novik, ktery
oznamil definitivni sloZeni nového UV MO. Jeho pted-
sedou se stal doc. Jan VyS$in; sloZzeni vyboru uvedeme na
zavér zpravy.
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Z organizacnich otazek byly napf. s pritomnymi zastup-
ci SPN prodiskutovany piiciny opétovného opozdéného
vydéani letdkt MO. SPN se zavdzalo, Ze budou-li texty
letdktt dodany do konce dubna, zajisti jejich vydani do
konce srpna téhoZz roku.

Doc. Jan Vysin dale podal informaci o VIII. MMO
a uved! diskusi o zpusobu pripravy vybranych studentii
pro tuto soutéz. Vysvétlil, jak se bude priprava organizo-
vat. Ministerstvo Skolstvi schvdlilo, aby byli Skoleni
vybrani zdci ve vSech krajich, kde jsou pro to podminky.
V Praze jde piedeviim o zaky ze specidlnich t¥id SVVS
W. Piecka. Orientujeme se spiSe na Zzaky z nizSich trid,
coz délaji také druzstva zahrani¢ni. Jdeio psychologickou
pfipravu, nebot nasi Zaci jsou nervové slabsi a psycholo-
gickd stranka je pfi mezindrodni soutézi velmi dilezita.
Doc. Vysin pak oznamil, ktefi Zaci byli letos vybrani.
Obsahova stranka Skoleni byla jiz dohodnuta (stereo-
metrie, kombinatorickd geometrie, algebra, rovnice a ne-
rovnosti, Ciselna teorie). Na programu jsou zejména ulohy
MMO, a to i takové, které nebyly zadany. Pokud jde
o venkovské Zzaky, predpoklada se, Ze se jich ujmou
KV MO a Ze jejich $koleni dohodnou s pracovniky z vy-
sokych $kol apod.

Dal$imi body jednani byly otdzky edice ,,Skola mladych
matematikd’’, zprdva komise JCMF pro péci o nadané
zaky, zhodnoceni krajskych soustfedéni MO a celostatniho
soustfedéni kat. B v Banské Bystrici.

b) Na plenérni schtizi UV MO v Plzni byly projednany
pfipominky k organizaci XVI. ro¢niku a schvaleny zmény
termind jednotlivych kol XVII. ro¢niku MO tak, jak
byly uvefejnény v 1. Cisle leto$niho ro¢niku ,,Matematiky
ve Skole”. Protoze se v diskusi ukdazalo, Ze bude tieba
provést daléi zmény v organizaci MO, byla ustavena
komise ve sloZeni: dr. Fr. Béloun, dr. J. Morav¢ik, CSc.,
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doc. J. Vysin a V1. Machacek, kterd podané navrhy zpra-
cuje.

Dal3i komise UV MO, jejimiz ¢leny jsou prof. Pleskot,
L. Berger, J. Andrys a insp. Jar. Novotny z Prahy pfi-
pravi ndvrh na hodnoceni u¢iteli za praci v MO.

Dale se pojednalo o nékterych otdzkich spoluprace
s JCMF, zejména o konkursu JCMF na tlohy pro mate-
matickou a fyzikdlni olympiddu. Zprava o vysledcich
tohoto konkursu byla jiz také uvefejnéna v Casopisech
Matematika ve Skole a Rozhledy matematicko-fyzikalni.

Zasedani UV se pak zabyvalo zpusobem vybéru druz-
stva pro IX. MMO a velmi podrobné se vénovalo pfi-
pravé celostatniho prazdninového soustfedéni ucastniki
kategorie B v Hranicich na Moravé.

O jeho obsahu promluvil s. dr. J. Fuka, CSc. Uved], Ze
jde o urdity experiment, ktery spoliva v tom, Ze v kursu
se bude prednaset latka netradicni. Byla vybrana témata:
Bukovsky— Cerny: Pouziti Dirichletova principu v teorii
cisel a v kybernetice; Kovarik—Kovarikova: Doryk
geometrickych urvari jako extrémni vlastnost; Moravek —
Vlach: Oddélovdni konvexnich mnoZin. Bude se sledovat,
jak Zdci tuto latku pochopili a jak ji dovedou uplatnit
v tulohdch netradi¢niho charakteru. Podafilo se ziskat
prednasejici, ktefi v téchto oborech pracuji a maji dobré
vysledky. Iniciatorem této myslenky byl L. Bukovsky.

6. SloZeni ustiedniho vyboru Matematické olympiddy

Predseda: Jan Vysin, docent matematicko-fyzikalni
fakulty UK v Praze

Mistopiedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
vedouci védecky pracovnik MU CSAV v Praze

I. jednatel: Vlastimil Machacek, odb. asistent pedagogic-
ké fakulty UK v Praze

II. jednatel: Jifi Mida, odb. asistent pedagogické fakulty
UK v Praze
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Clenové:

Josef Rartfin€k, tstfedni $kolni inspektor MS v Praze
Dr. FrantiSek Béloun, vedouci matem. kabinetu Kraj-
ského ped. tGstavu v Praze
Dr. Juraj Bosak, CSc., védecky pracovnik Matematic-
kého tstavu SAV v Bratislavé i
Dr. Jaroslav Fuka, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze
FrantiSek Hradecky, odborny asistent MFF UK. v Praze
prof. dr. Karel Hrusa, vedouci katedry PedF UK v Praze
Dr. Milan Kolibiar, CSc., docent pfirodovédecké fakulty
Komenského university v Bratislavé
Ladislav Krkavec, ustfedni $kolni inspektor MS v Praze
Dr. Jozef Morav¢ik, CSc., odb. asistent Vysoké Skoly
dopravni v Ziliné
Akademik Josef Novik, vedouci védecky pracovnik MU
CSAV v Praze o
Dr. Jifi Sedlacek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze
Frantisek Vesely, profesor v. v., Praha-Petfiny, Janous-
kova ul. L
Jana Veseld, zdst. UV CSM, pracovnice $kolskych organi-
zaci CSM L
Dr. Frantisek Zitek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze
Dr. Miloslav Zedek, docent pfirodovédecké fakulty
university Palackého v Olomouci
Néhradnik: Dr. Miroslav Sisler, CSc., védecky pracovnik
MU CSAV v Praze

Dals$imi cleny ustfedniho vyboru matematické olym-
piady jsou predsedové krajskych vybori matematické
olympiady.

Pracovni predsednictvo nového UV MO (PUV MO)
tvoii (uvedeno v abecednim poradi) J. Bartinék, prof.
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dr. M. Fiedler, DrSc., dr. J. Fuka, CSc., VI. Machaicek,
J. Mida, akademik J. Novak, dr. J. Sedlatek, CSc.,
doc. J. Vysin a dr. Fr. Zitek, CSc.

7. Prubéh XVI. ro¢niku MO ukazuje, Ze tkoly spojené
se soutézi stile rostou a kladou zvySené naroky na Cas
vSech pracovniki; pfali bychom si, aby stejnou mérou
rostly 1 vysledky.

Zavérem nékolik slov o fyzikdlni olympiadé. Tato sou-
té¢Z by neméla byt naSi konkurentkou, ale sympatickou
a vitanou mlad$i partnerkou. Charakter matematiky
a fyziky na stfedni $kole je vSak prece jen odlisny; to se
projevuje 1 v inklinacich zdki k matematice a fyzice.
V matematice jsou Zaci na stfedni $kole pochopitelné
dale nez ve fyzice, a proto napf. zfizeni matematické
tfidy pfi prazdninovém soustfedéni je asi rozumné
a osvédcuje se. Ostatné Casovy predstih matematiky pred
fyzikou je véc zcela pfirozenad, je realizovan i v ucebnich
planech vysokych S$kol. Nelze také nic namitat proti
tomu, aby se Zak ucastnil zaroveni matematické i fyzikalni
olympiady, pokud jej tato dvoji ucast Casové prili§ neza-
tézuje. Mélo by to vSak byt spiSe vyjimkou a ucitelé by
nem¢éli nutit Ziky k Gcasti na obou olympiddach; to vie
bylo uz dfive konstatovano na schuzi UV. Jinak oviem
prejeme v zajmu rozvoje nasi Skoly fyzikalni olympiadé
mnoho uspéchtl a jsme ochotni k spolupraci prospésné
obéma strandm.
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TABULKA 2
Prehled ucastniki I. kola podle kraji v kategorii D¥)

Kategorie D

o Pl | o |
Praha - mésto 1084 460 710 291
Stredocesky 1 096 513 782 405
Jihocesky 738 416 427 234
Zapadocesky 396 217 253 133
Severocesky 509 262 342 154
Vychododesky 883 436 614 287
Jihomoravsky 995 464 717 333
Severomoravsky 1001 479 603 289
Zapadoslovensky 1182 572 777 405
Stredoslovensky 894 - 426 650 302
Vychodoslovensky 659 - 315 335 161
Celkem 9 437 4560 6 210 2994

*) P = celkovy polet tulastnikii; U = polet uspéinych fesiteld
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TABULKA 4
Prehled poltu ucastniki I1. kola podle krajii v kategorii D¥)

Kategorie D

o Pl a0 |
Praha - mésto | 656 264 334 125
Stredocesky 505 238 306 136
Jihocesky N 393 213 146 70
Zapadocesky 242 127 83 B 40
Severocesky 310 141 179 79
Vychodocesky 509 248 364 151
Jihomoravsky 619 285 174 81
Severt;moravsky 528 256 143 59
Zapadoslovensky 738 379 ‘ 257 122
Stiedoslovensky 526 242 226 101
Vychodoslovensky 300 143 _ 99 44
Celkem 5326 2536 2311 1 008

*) P = celkovy pocet ucastnikii; U = polet uspéinych fesitel
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Il. PFipravné tlohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Jsou-li d,, d,, d; kladna &isla takova, Ze d; < d, = ds,
pak pro libovolnd nezaporna Cisla ¢, ¢,, ¢; plati
eg , € , ©
eidy + cody + csd. (—1+—2 _3)§
( 1“1 242 3 '3) dl d2 —}_dq
(d, + dy)°
(e + ¢y + 32—
( 1 2 3) 4d1d3
Dokazte.
(Navod. Dokazte nejprve, Ze
1
d
1 1
— _+_ —
di  dy
Reseni. DokaZme nejprve, e plati

d,
d, + dy

+ <1)

(D

&~
|
_*_'
-
&
IA

1
4, d,
Proto¥e (dy — dp)(dy — dy) = 0, je také
dy(d, + d;) = d? + dd, .
Odtud
d2 dqd,
dy(d, + dy)  dy(d, + dy)
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neboli

dy
dy + dy

N
A

1.

+

1,1

dy  dy

Protoze také d, = d, = d;ad; = d, = dj, plati i’
4

d+dy 1,1
dy, d,

_+_

dy 3 <
+ <1 3
G T, T =
dy ds

Necht nyni ¢, ¢,, ¢3 jsou nezdporna Cisla. Nasobenim
nerovnosti (1) Cislem ¢,, nerovnosti (2) Cislem ¢, a ne-
rovnosti (3) Cislem ¢, a seCtenim dostaneme

1
cdy + cody + cyd +o gy )g
4+%m1+22+3a+i+1( 2+
. di dy
=¢+c+cy.
ProtoZe aritmeticky prumér nezdpornych cisel

(wi+Q@+%%L1+ ((Gre+s)

d, ds
je nejvyse roven ¢, + ¢, + ¢y, je také jejich geometricky

22



prumér nejvySe roven c¢; + ¢, + ¢4

4
(Cld +-cod, + Csda)( + )
1 1 d  d, d
dy +dy) ) A
!/( X ( e

=c¢ +etcs.
Umocnénim a upravou dostaneme odtud dokazanou
nerovnost.

Jiné FeSeni. Dana nerovnost plati pravé tehdy, kdyz
plati

4d,d,
+ cods + ¢ ( +o4 )
(d + ds)z( 1%1 242 3 3) dl d2 d.;
= (o1 + €63+ c3)% (1
Vyraz na levé strané nerovnosti (1) je soucin dvou Cinitela
2
X = m (c1dy + cody + c3ds)s
_ 2dids (ﬁ & +C_s) _
d, +d;,\d, d, d,

Tento rozklad jsme provedli proto, Ze aritmeticky pramér
Cisel x, y je velmi jednoduchy, jak snadno zjistime vypoc-
tem:

1
E(x +y) =
:;
d, + d,
tj.

[cl (dy + dg) + cy(dy + dy) + §<d1d3+d:)] ,
2

didy + di

(d, + d5)dy @

1
':,2"x+y) =6 T ¢t 6
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Snadno dokazeme, Ze koeficient pfi ¢, v (2) je mensi
nebo roven jedné. Skute¢né, kdyby bylo

_hd; + di

(@ + dd, ~ b

platilo by
didy + di > did, + dod, ,
neboli
di(dy — dy) + dy(dy — d3) >0,
neboli

(ds — dy)(dy, — dy) > 0,
coz je ve sporu s predpoklady d; < d, < d,. Protoze
koeficient pfi ¢, ve vztahu (2) je mensi nebo rovny jedné,
je '
1
5(x+y)§cl+c2+c3. 3)
Je znamo, ze geometricky prumér dvou nezdpornych

Cisel je mensi nebo roven jejich aritmetickému praméru;
plati tedy

Vo <5 G+). Q

Z (3) a (4) dostaneme po umocnéni
xy = (g + ca + ¢63)%
a to je nerovnost, kterou jsme méli dokazat.

2. Rovnica
x4 ax*+bx +c=0 (1)
s redlnymi koeficientamia, b, c ma jeden redlny koreni a dva
rydzo imaginirne korene prave vtedy, ak plati

c=ab, b >0. (2)
Dokazte.
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RieSenie. I. Nech rovnica (1) ma redlny koreil « a dva
rydzo imaginirne korene. Rydzo imaginarne korene su
potom navzdjom opacné Cisla + if, kde f # 0 je redlne
¢islo. Z rovnice (1) vyplyva

ao® + ba + ¢ = — od,
—ap® +bif+c= i, 3)
—af® —bif + ¢ = —ip®.

S¢itanim druhej a tretej rovnice vo vztahu (3) dostaneme

c=ap?. B (4)
Odc¢itanim druhej a tretej rovnice vyjde
b= p%. (5)

Po dosadeni z (5) do (4) dostaneme rovnost zo vztahov
(2). Kedze f # 0je redlne, je b = 2 > 0, Co je nerovnost
zo vztahov (2).
Pozndmka. Vztahy (2) mozno odvodit tieZ zo znimych
vztahov medzi korefimi a koeficientami rovnice (1):
a=—(a+if—if) = —a,
b= (ip)(—ip) + oiff — aiff = f* >0,
c=—a.if.(—iff) = —aff2 =ab.

II. Nech platia vztahy (2). Potom moZno rovnicu (1)
napisat v tvare

x3 4+ ax® +bx +ab=0,
x(x? +b) +a(x>+b)=0,
(x+a)x*+b)=0. (6)

Pretoze je 4 >0, ma rovnica x® + b= 0 dva rydzo
imaginarne korene - i]/b. Okrem nich ma rovnica (6)
eSte realny koreni —a.
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3. V triede je 15 dvojsedadlovych lavic a 27 Ziakov.
Urciti dvaja Ziaci maju sediet (z vychovnych ddévodov)
vedla seba v tej istej lavici a Ziadna lavica nemd zostat
prazdna. Kolkymi spdsobmi mozno Ziakov rozsadit ?

RieSenie. Najskor vyberieme miesta pre rozsadenie
ziakov. Obaja vybrani Ziaci budd sediet v jednej z 15
lavic. To je 15 moZnosti. Zo zostavajucich 14 lavic buda
tri obsadené len jednym Ziakom. V kaZdej z tychto troch
lavic bude bud pravé alebo lavé miesto prazdne. Pre
usadenie zostdvajucich (nevybranych) 25 Ziakov je teda

(14).2.2.2:(14).23 (1
3 3
moznosti. Celkom je teda podla (1)

15 (134) B —n @)

spdsobov, ako mozno vybrat miesta pre rozsadenie.

Pri kazdej z tychto » situdcii mozno vybranych Ziakov
usadit dvoma spdsobmi a okrem toho ostatnych nevybra-
nych 25 Ziakov 25! spésobmi. Pri kazdej z n situdcii je
teda

2.25! (3)

rozsadeni. Podla (2) a (3) je pocet vSetkych moZnych

rozsadeni
15.(134) .23.2.251,
t.j.
16. 15 (14) 251
3

4. Je dino n bodu (n = 3), z nichz Zadné tfi neleZi
v pfimce, a mnozina U skladajici se z n tsecek, které
spojuji vzdy dva z danych bodu.
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Pak lze z danych n» bodd vybrat 2 bodia A4, ...,
A (k = 3)tak, Ze vSechny GseCky A, Ay, AsAs, . . .y Ay Aps
A, A, nileZeji mnoziné U.

Reseni. Pro n — 3 je véta ziejma; pro libovolné »
ji dokaZeme matematickou indukci. Budeme pfedpokla-
dat, Ze véta plati pro vSecka k£ = n a dokazeme ji pro
n + 1. Pfi induk¢nim kroku rozliSime tyto dva pfipady:

a) Mezi danymi 7 + 1 body lze nalézt skupinu k-
bodu (& = n), které jsou spojeny %k useCkami z mnoZiny

5

b) zadna takova skupina % bodidl (& = 7) neexistuje.

V pripadé a) plati véta pro danych » + 1 boda podle
induk¢niho pfedpokladu.

V pfipadé b) vychazeji z kazdého z danych » + 1 boda
aspon dvé useCky mnoziny U, nebot kazdych #» bodi je
spojeno nejoyse n — 1 GseCkami z U; proto ze zbyvajiciho
(n 4+ 1)-ho bodu vychazeji asponi dvé useCky,mnoziny U.

.Budiz A,A, GseCka mnoziny U. Z bodu A, vychazi
mimo useCku A,A4, jesté tseCka A,A, mnoziny U.

Z bodu A, vychazi mimo useCku A;A, jesté usecka
A;A, mnoziny U, atd. Tak zkonstruujeme posloupnost
useCek mnoziny U

A1A23 A2A3> A3A43 LR AnAn+1 ® (1)
Zidny z boda
Al, A2> A3) A43 s e An+1

nemuze splynout se zZadnym z predchdzejicich bodd,
nebot pak by pro nékteré £ = n nastal pripad a) a nikoli
b). Posloupnost (1) obsahuje tedy » ruznych usecek
mnoziny U a body 4,, A,, . . ., A4, jsOu navzdjem razné.
Druhé tsecka vychazejici z bodu A4,,,; musi byt tedy
A,,4;, a tim je dokdzano, Ze véta plati 1 v pripadé b)
pro n + 1.
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2. KATEGORIE B

1. Funkce proménné x
y = alx| + blx — k| (1)
nabyva hodnoty 0 pro x = —1 a x = 3; nejvétsi hodnota,
které nabyva, je y = 2. Urclete konstanty a, b, k£ a na-
kreslete graf funkce (1).

Reseni. Pro x — —1 dostaneme z (1)
a+ b|]1 + k| = 0; (2)
pro x = 3 dostaneme z (1)
3a + b3 —k —0. 3)
Z (2), (3) vylou¢ime a; vyjde
b(13 — k| — 3|1 + k) =0. (4)

Je b # 0;jinak by totiZ vyslo z (2) také a = 0 a funkce (1)
by nenabyvala hodnoty y = 2. Z (4) pak dostaneme
|3 — k| = 3|1 + k|, neboli

3—k=+3(+%). (5)
Resenim (5) vyjde bud % = 0, nebo 2 = —3. Je tedy
tfeba vySetfovat dvé funkce

Yy =(a+b) x| (1)

y=alx| +blx+ 3. 1"
V ptfipadé £ = 0 dostaneme z (2) b = —a, funkce (1’) je
pak y = 0, a nenabyva tedy hodnoty y = 2. V pripadé
k = —3 dostaneme z (2) a = —2b; funkce (1"”) ma pak

rovnici
y = —2b|x| + b|x+3}. (6)

Zkoumejme prubéh funkce (6). Budeme vysetfovat tii
intervaly:

Lx=-31Il. 3=x=0,IIl. x=0.

a
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V intervalu I. miZeme rovnici (6) piepsat ve tvaru

y=1bx—3b (6a)
a v intervalu II. ji miZeme piepsat ve tvaru
y = 3bx + 3b. (6b)
Konec¢né v intervalu III. ji miZeme pfepsat ve tvaru
y= —bx+3b. (6¢)

Kdyby bylo b6 < 0, nabyvala by funce (6¢c) pro dosti
velka kladna x hodnot vétsich nez 2; kdyby bylo & = 0,
bylo by y = 0 pro vSechna x. Je tedy & > 0. Funkce
(6a) je rostouci a v bodé x = —3 dosahuje nejvyssi
hodnoty y = —6b. Rovnost y = 2 neni splnéna pro
zadné b > 0. Funkce (6b) je rovnéZ rostouci a v bodé
x = 0 nabyva nejvy$si hodnoty y = 3b. Funkce (6¢)
je klesajici a jeji nejvyssi hodnota y = 3b je rovnéz v bodé

x = 0. Musi byt tedy 36 = 2, tj. b :% az (2) pro

k = —3 dostaneme a = — ?. Hledana funkce tedy je

y———lxl+ Ix+3! (M
Graf funkce (7) je na obr. 1.
2. Urdite vSetky prirodzené ¢isla x, ktoré vyhovuju
rovnici
471 7.2 + 48 =x(x —1)...3.2.1. (1)
Riesenie. Cislo x — 1 zrejme nevyhovuje. Ak je
x = 2, je lavd strana (1) ndsobkom S$tyroch a teda aj stcin

x(x —1)...3.2.1 je nasobkom Styroch. Preto musi
byt x = 4.

Ak je x = 4, je lava strana (1) ndsobkom Sestnéstich
a preto aj Cislo x(x — 1)...3.2.1 je nasobkom Sest-
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nastich, ¢o vSak znamend, Ze
x=6. 2
Upravme (1) pre x = 6. Dostaneme
16.4*3 +7.16.2**4+3.16 =x.(x — 1)
...8.7.65.43.2.1. 3)
Obe strany rovnice (3) vydelime Cislom 16:
473 4 7.22 4 4+ 3 =x(x—1)...8.7.45. (4
Ak je x > 7, je prava strana rovnice (4) nisobkom

Osmich, teda parne Cislo. Lavad strana tejto rovnice je
vSak naproti tomu ¢islo nepérne. Preto je

x=T7. (5)
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Spojenim vztahov (2) a (5) dostaneme, Ze len dCisla
x =6 a x =7 mdzu byt rieSenim rovnice (1).

Skuskou zistime, Ze x = 7 rovnici vyhovuje, ale x=6
nevyhovuje.

Obr. 2.

3. Je dana kruznica k& = (S; ), bod A, pre ktory plati
AS = d >r a kladné ¢islo o > r. Zostrojte kruznicu
s polomerom g, ktora prechadza bodom 4 a deli kruZnicu
k na dve polkruznice. Urcite podmienku rieSitelnosti.

RieSenie. Rozbor (obr. 2). Oznalme x hladana
kruznicu, M jej stred. Spolo¢na tetiva BC kruznic &, x
je priemerom kruznice k, preto vznikne pravouhly
trojuholnik CSM, ktorého odvesna CS mi dlzku r,
prepona CM = p. Z tohto trojuholnika moZno urdit .
diZzku druhej odvesny

SM = o* — 2. ¢y
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Stred M hladanej kruznice x» leZi jednak na kruZnici

k= (S; ]/g — 1), jednak na kruZnici k" = (4; o).

Skuska. Obratene, ak je M spoloény bod kruznic
E'y k" a x kruZnica (M MA), potom »x splnu;e prvé dve
podmlenky ulohy. Z (1) dalej vyplyva, Ze

o—r< SM<o+r, 2

Jo—=r<Vo—r.Vo+r<o+rr.
KruZnica » pretne teda podla (2) kruznicu % v dvoch
roznych bodoch B, C. Kedze z (1) vyplyva o* = r? 4
+ SM2, su oba trojuholniky SMC, SMB pravouhlé,
BC je priemer kruZnice %, tj. x» deli 2 na dve polkruZnice.

Diskusia. Uloha m4 aspofi jedno rieenie prave vtedy,
ked kruZnice k', £” maja aspoil jeden spolocny bod, tj.
ked plati

dize

|ISM — o] =d = SM + o,
Cize podla (1)

ol —r=d=o+e*—r. (3)
Upravou nerovnosti (3) dostaneme
Ve#—r=d—o, Vo = =0 —d,
t.j. . B
Vo2 =7 = |d— ol . 4)

Nerovnost (4) je ekvivalentnd s nerovnostou, ktoru
dostaneme jej umocnenim, tj. s nerovnostou

0 — = d2 + o — 2do,
Cize
2dp = d* + r?. (5)
Nerovnost (5) je teda podmienkou rieSitelnosti ulohy.

4. Krychle o hrané délky 6 je rozdélena v 6% = 216
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jednotkovych krychli. Krychli je vepsdna koule o pruméru
6. Zjistéte, kolik jednotkovych krychli lezi v kouli a kolik
jich neobsahuje Zadny vnitini bod koule.

ReSeni. Oznadime S stfed vepsané koule a A, B, C
jeji dotykové body s tfemi sténami krychle, které maji
spole¢ny vrchol. Poloméry SA4, SB, SC jsou po dvou
navzijem kolmé. StaCi feSit ulohu pro oktant O =
= S(ABC) a vysledky zndsobit osmi; to vyplyva ze
soumérnosti koule i krychle podle rovin SAB, SBC,
SCA.

OznaCme po fadé x, y, 2 vzdalenosti toho vrcholu
jednotkové krychle, ktery lezi nejblize bodu S, od rovin
SBC, SCA, SAB. Dalsi vrcholy této jednotkové krychle
maji od rovin SBC, SCA, SAB vzdilenosti:

[x + Ly, 2], [%y + L, 2), [%y,2 + 1], [x+ L,y + 1,2],

(D
[x+ Ly, z+ 1] [xy+ 1,z + 1], [x + 1,y + Lz+1].
Z toho plyne, Ze Cisla x, v, 2 probihaji (navzajem nezavisle)
Cisla 0, 1, 2; tak dostaneme 27 jednotkovych krychli,
které nileZeji oktantu 0.

Jednotkova krychle nalezi vepsané kouli pravé tehdy,
nalezi-li ji vrchol nejvzdalenéjsi od bodu S; to je podle
(1) vechol [x + 1, y + 1, 2 - 1]. Jednotkova krychle
nalezi tedy kouli, plati-li

x4+ 124+ @+12+(E+1259. 2
Nerovnost (2) ma tato feSeni:

y+1 1)1

z+1 1)1

212 1]2]

| ]
x + 1 \12|11122

102221

To je 7 jednotkovych krychli v oktantu ¢; celkem 56
jednotkovych krychli, které lezi v kouli.
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Jednotkova krychle nem4 s kouli Zadny spolecny vnitfni
bod, jestlize nejblizsi vrchol k bodu S lezi bud na kouli,
nebo vné koule, tj. kdyz pro bod [x, y, 2] plati

X2+ 92+ 22=9. (3)

Nerovnost (3) ma tato reSeni

To jsou 4 jednotkové krychle v oktantu @; celkem 32
jednotkovych krychli, které neobsahuji Zzadny vnitini
bod koule.

Zbyvajicich 216 — (56 -+ 32) = 128 jednotkovych
krychli obsahuje jak vnitfni, tak vnéjsi body koule.

3. KATEGORIA C

1. Urdite vSetky rieSenia sustavy rovnic

xX(x + ) + 2(x — y) = 6,

¥y +2) + x(y —2) = =2, (D

2(z + x) + y(z — x) = 3.

RieSenie. Poktsime sa vylucit z. Pri roznasobeni si
vS§imnime, Ze z sa da z 1. a 2. rovnice vylucit tym, Ze sa
séitaju.

S¢itanim prvej a druhej rovnice sustavy (1) dostaneme

B4 xy+xz—yz+y +yz+xy—x2 = 4
Cize

(x+3)P=4. 2
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Podobne dostaneme séitanim druhej a tretej rovnice
sustavy (1)

+2Pr=1 3
a sCitanim tretej a prvej rovnice sustavy (1)

(z+x2=09. (4)
Z (2), (3), (4) vyplyva

x Yy = + 2 >

y+z=+41, 5)

2+x=+3.

Odc¢itanim druhej rovnice sustavy (5) od tretej rovnice
tejto sustavy dostaneme pre x — y Styri mozné hodnoty:
2, —2, 4, —4. Dalsi vypocet prevedieme pomocou ta-
bulky

[

x4y 2 2 2 2 | -2 | -2 | -2 | -2
x—y|| 2 | 2| 4| -4 | 2 |-2]| 4 |-4
x 2 0 3| -1 0 | -2 1| -3
v o 2 | -1 3 -2 ] o0 -3 1
z 1 | -3 | o | -2 B | -1 2 0
!

Posledny riadok tabulky bol urleny tak, aby bola splnena
druhd a tretia rovnica ststavy (5).
Ststava mateda 8 rieSeni, ako sa presved¢ime skuSkou.

2. Necht prvocisla p;, p, jsou ruzna od cisel 3 a 5.
Pak ¢islo pt — pi je nasobkem patnicti. Dokazte.
Reseni. Celé Cislo je nasobkem patnicti pravé tehdy,
kdyZ je soucinem dvou celych ¢isel, z nichZ jedno je
nasobkem tfi, druhé ndsobkem péti nebo jedno je ndsob-
kem tfi i péti. V naSem pfipadé je
pt— pi = (P + p2)(PT — P3) .

'35



Provedeme-Ili nékolik numerickych vypoltu, zjistime, Ze
p3 — p3 je vidy nasobkem tifi, a aspoii jedno z &isel
pi + pi, pi — p5 je nasobek péti. Pokusime se zjistit,
zda tomu je tak v kazdém pripadé. Cisla p,, p, davaji
pri déleni tfemi zbytky bud 1, nebo 2. Proto kazdé z Cisel
p3, p3 dava pri déleni tfemi zbytek jediné ¢islo 1. Proto
je p? — pz vzdy délitelné tfemi.

Cisla p,, p, dévaji pti d&leni péti zbytky bud 1, nebo 2,
nebo 3, nebo 4. Proto kazdé z Cisel p3, pi ddva pfi déleni
péu zbytek bud 1, nebo 4. Je-li totiZ napft. p; = 50 + 2
)e pl =25 o® + 20 «+4=58+ 4. ]sou-h oba zbytky
pfi déleni p3, pi péti sobé rovny, je p1 — pi nésobkem
péti, jsou-li tyto zbytky razné (1 a 4), je pi + pi
nasobkem péti.

Dokazali jsme: Cislo p? — pZ je vzdy délitelné tiemi;
aspoi jedno z Cisel p; — p3, pi + p3 je délitelné péti.

Protoze Cisla 3, 5 jsou nesoudélni, je

Pl Pz - (P1 + y2 )(Pl PS)

délitelné patndcti.

3. Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC se za-
kladnou AB, je-li dan souclet s vySek na zdkladnu a na
rameno a duty thel y proti zdkladné.

Reseni. Rozbor (obr. 3). Oznaéme A’, C’ paty vysek
spusténych z vrchold A, C. Bod C’ je stfedem zakladny
ABj; patu kolmice spusténé z bodu C’ na piimku BC
oznaéme D. Potom usecka C’D je stfedni pfickou v troj-
uhelniku 4A4’B, a tedy plati

1 1
CD==-44"=—v,. 1
5 5 Ve (D

Oznaéme déle E stfed vysky CC’ = v,. Bod E je stfedem
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pfepony pravothlého trojuhelniku CC’D, takZe je

EC’zEC:ED:%vc. )

Obr. 3.

Spojenim (1) a (2) dostaneme
1 1 1
ED 4+ C'D=—9v,+ —v, =—5. 3
- 2 . 2 2 3

ProtoZe trojihelnik DCE je rovnoramenny se zdklad-

nou DC, plati pro jeho vnéjsi uhel

g 1 1
{CEDZE)’“FEV:?M 4)

Rovnoramenny trojuhelnik C’DE je tedy ddn souctem

zdkladny a jednoho ramena [viz (3)] a thlem proti
zékladné¢ [viz (4)]. Konstrukci tohoto pomocného
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trojuhelniku ukazuje obr. 4; je totiz
XEC'D = XEDC’ = % (180° — 7) = 90° — _; "
takze
<XED'D = %(180‘> —y) =45° — i— Y.

Obr. 4.

Konstrukce. Nejprve sestrojime trojuhelnik ED’D,

v némz <tD'ED = y, <C ED'D = 45° ——% y, ED" =

1 1
=5(va + v,) = 3% -
Osa o strany DD’ protne stranu ED’ v bodé C’. Snadno

doplnime bod C, pfimku CD a body B, A tak, aby troj-
uhelnik ABC byl rovnoramenny se zakladnou AB.
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Zkouska. Sestrojeny trojuhelnik ABC ma <tACB =
= y, nebot podle konstrukce vzhledem ke (4) je <t ECD==

:% y. Podle konstrukce je téZ rovnoramenny, plati

pro n¢j (3), a tedy v, + v, = s.
Diskuse. Trojuhelnik ED'D lze sestrojit, nebot

y+4?—iy=4?+%y<4?+%dm%:wm

Osa o protne stranu ED’ vidy ve vnitfnim bodé C’,
nebot plati

y+2(6°—iy):9m+“%y<1mﬂv

Sestrojeni boda C, B, 4 je vidy proveditelné, a proto
ma uloha vzdy feSeni.

4. Je dana kruZnica k& = (S; r), bod 4 z vnutra kruhu
ohrani¢eného kruZnicou % a kladné ¢islo d. Bodom A je
vedend tetiva kruZnice tak, Ze tento bod ju rozdeluje na
dve tusecky, ktorych dlzky maja rozdiel d.

a) Vyjadrite dIZku ¢ tejto tetivy a jej vzdialenost od
stredu S pomocou parametrov r, d, v — SA4.

b) Zostrojte pomocou vysledku z tlohy a) vsetky tetivy
danej vlastnosti.

RieSenie. a) Ozna¢me AP > AQ useCky vytvorené
na tetive podla textu ulohy. Potom plati (pozri obr. 5)
AP - AQ — 1,
AP — AQ = d;
*) Pouzivame véty:
Osa strany BC trojuhelniku ABC protne stranu AB ve vnitfnim
bod¢ pravé tehdy, plati-li pro uhly trojuhelniku ABC
x4+ 28 < 180°.
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z Coho vyplyva 24P =t + d Cize AP = %t —i—%d.
Usetka MA mé preto vefkost’% d. Vzdialenost tetivy

PQ od stredu S kruZnice ozna¢me u = SM. Z pravo-
uhlého trojuholnika ASM podla Pythagorovej vety

vyplyva

t—ut ot (a) 1)
02 =u? 4 (= d).
()
Z pravouhlého trcjuholnika QMS dostaneme
2
r? = u® + (lt) . 2
2
Odc¢itanim rovnice (1) od rovnice (2) vyjde
A
r2— o =——= 3
v 3)
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a po uprave
;= l/4r‘~’ + d* — 492, (4)
Zo vztahu (1) vypocitame

u:]/ve_%dz. 5)

Vzorce (4) a (5) st rieSenim ulohy a).

b) Mnozina stredov vSetkych tetiv kruZnice k, ktoré
maju dlzku ¢ dana vzorcom (4), je kruZnica » = (S; u),
pricom u je dané vzorcom (5). KonStruktivne ziskame
polomer u ako odvesnu pravouhlého trojuholnika s pre-

ponou v a druhou odvesnou —;i - (pozri A AMS na obr. 5).

Hladané tetivy vytina kruZnica %k na dotyCniciach
vedenych z bodu A ku kruZnici ». Bod 4 lezi vzdy mimo
kruznice x.

PretoZe podla textu tlohy je v < r, je tieZ 4r* — 402 >
> 0 a vzorec (4) da vzdy kladné z. Toto Cislo ¢ je mensie,
alebo rovna sa 2r prave vtedy, ak je vzhladom na vzorec (4)

4r? + d? — 4% = 12 < (2r)?
Cize d? — 49% = 0, skadial
d=2v. (6)
AKk je splnena nerovnost (6), da vzorec (5) redlne u <

<ov<r.
Nerovnost (6) je teda podmienkou riesitelnosti.

4. KATEGORIE D

1. Je dan &tverec ABCD o strané délky a. Ctverec
ABCD je rozdélen dvéma pfimkami, z nichZ jedna je
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rovnobéznd s AB a druhd s BC, ve Ctyfi obdélniky
PA’ PB) Pc, PD) prltom PA(PB, Pc, PD) ]e Obdelnlk
ktery obsahuje bod A(B, C D). Pro obsahy obdelmku
platl PA PB Pc—2 3:

Vyjadrete jejich rozméry p0m0c1 aavypoltéte Pp: Py.

D c
-
5| 8 R

\
~ | R R

.

A | — ) N - ) B

x a-x
Obr. 6.

ResSeni. a) Ozna¢ime-li x, y rozméry obdélniku P,
pak plati pro obsahy (viz obr. 6)

Py=xy, Pp=(a—x)y, Pc=(a—x)(a—2),
Py = x(a — y). (1
Podle (1) a podle podminky ulohy je

xy:(a—x)yy=2:3,(a=~x)y:(a—x)(a—y)=3:4,
tj.
a—x

3
T 2 ER 9

- b
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Z (2) plyne

2 3
X=—-ay=—aa—X=—a a—Yy=—a. 3
5 @ y 7o 5P y 7 3)
Vzorce (3) jsou hledana vyjadfeni rozmért obdélniki
pomoci Cisla a.

b) Nyni vypolitime pomér Pp: Pg; podle (1) je
P, :Pp=x(a—y):(a—x)y.
Po dosazeni ze (3) dostaneme
2 4 3 3
P, : Py :ga~—a:—a.7a

7 5
a po dalsi apravé hledany pomér
PD: PB =8:9.

2. Autobus prechadzal trat skladajucu sa z troch
rovnako dlhych usekov. Prvy usek prechadzal rychlostou
v km/h; v druhom tseku S$iel rychlostou o 10 km/h
mensou, v tretom useku Siel rychlostou o 5 km/h mensSou
nez v druhom.

a) Vyjadrite priemernd rychlost autobusu na trati
pomocou .

AN 3y . , . , , y v
b) MozZe byt pre niektoré v priemernd rychlost E?

Riesenie. a) Rychlost autobusu vyjadrend v km/h
na jednotlivych usekoch bola: 2, v — 10, v — 15.
Ozna¢me s dlzku jedného useku trate v km a z dobu,
ktoru autobus potreboval na prejdenie celej trate, v hodi-
nich. Priemerna rychlost x (km/h) je taka rychlost,
ktorou by musel ist autobus vo vSetkych troch usekoch,
aby presiel trat 3s za Cas t. Doby, ktoré autobus potreboval
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S o v a ; s s
na prejdenie jednotlivych tsekov, st po rade >

. v —10°
———— . Pre celkova dobu 7 plati teda
v— 15
s s s
= —+ ; 1
v 9—10 - v — 15 m
Okrem toho vsak plati 3s = xz, Cize
3s
r=-. (2)

Spojenim vztahov (1) a (2) po uprave dostaneme rovnicu
pre x:

3 1 1 1
x_v+v~1o+v—15' 3
Stade
3 (v —10) (v — 15) + v(w — 15) + v(v — 10)
x (v — 10) (v — 15)

a po uprave

v 3v(v® — 250 + 150)
3% — 500 + 150
Vzorec (4) dava rieSenie tulohy a).

(4)

;. yv. . " Ay ) v
b) Sktsime, ¢i pre niektoré v mdZe byt x = PR

Dosadime —g za x vo vztahu (4). Po odstraneni zlomkov
dostaneme
(302 — 500 + 150) = 69(v?* — 252 + 150). (5)

Ak vydelime obe strany rovnice (5) kladnym d&islom v,
prevedieme vSetky Cleny rovnice na pravu stranu a obe
strany rovnice vymenime, dostaneme

302 — 1000 + 750 = 0
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—lgﬁwzsozo.

2

Dalej plati

2 2
( 50) _ 200 250 — o, cize (v—@) _ 20
9 3) o

3
Stade vyplyva

%)

0

v—_
3

=
3

t.j. bud v = 22, alebo v = 11—;. Vzhladom na text tlohy

vyhovuje len v = 22 (km/h).

3. Je dan ¢tverec ABCD o strané délky a; S je prusecik
jeho uhlopficek, A’, B’, C’, D' jsou po fadé stfedy usecek
AS, BS, CS, DS.

Vypoctéte obsah Casti ¢tverce ABCD, ktera je pokryta
trojuhelniky A'C'B, A'C'D, B'D'A, B'D'C, i obsah
osmiuhelniku, ktery je spoleCnou c&ésti Ctyfuhelniki
AB'CD' a BC'DA'.

ReSeni. Oznatime P pruseik uselek AB’, A'B
(viz obr. 7); tyto useCky jsou téZnicemi trojuhelniku
ABS, proto je bod P jeho téziStém. OznaCme Q stied
useCky AB. Usecka SQ je potom tfeti téZnice trojthel-
niku ABS. ProtoZe trojuhelnik ABS je rovnoramenny, je
usecka SQ zarovenl vySkou trojihelniku ABS a useCka

PQ =10 je vjkou trojuhelniku ABP. Obsah
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trojahelniku ABP je tedy

Obdobné je obsah kazdého z nevysrafovanych trojahel-

s 1
niki roven -—— a2.

12
Obsah hvézdice je tedy
1 2
P,=a>—4.—a>= —a%. 1
! B 3 (1)

Oznaéme P, obsah kazdého z trojuhelnikd A4'C’B,
A'C'D, B'D'A, B'D'C, P, obsah osmiuhelniku. Pak
plati

4P, — P, =P, . 2)
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Protoze je

©)

Obr. 8.

4. Na obr. 8 je ctverec ABCD o strané délky 9 cm
a dale 12 shodnych rovnostrannych trojahelnika T,
T,,..., T, Pievedeme trojuhelnik T, v T,, T, v T,
... I, v T vidy otocenim kolem spoleéného vrcholu
obou trojuhelnikd, provedenym ve ¢tverci ABCD.

a) Sestrojte Caru, kterd je drahou vrcholu X ve vsech
téchto otolenich.
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b) Vypoctete jeji délkua porovne)te jis délkou kruZnice
opsané i kruznice vepsané Ctverci ABCD.

ReSeni. a) Cira je vyznalena v obrizku tlusté.
Skladéd se ze Ctyf obloukd kruZznice o poloméru AX =
= 3 cm pfislusnych k stfedovému ahlu 120° a ze Ctyr
obloukt kruZnice téhoZ poloméru prislusnych k stfedo-
vému uhlu 30°.

b) Délka ¢ary je (v cm)

67
d—4—+4T2—f10n. (1)
Délka kruznice opsané Ctverci ABCD je
d=n.9.)2=127x, 2)
délka kruZznice vepsané Ctverci ABCD je
dy = 9= (3)
Je tedy podle (1), (2), (3)
dy, < d<d,.
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I1l. Satazné Glohy I. kola

1. KATEGORIA A

1. Cisla a, b st prirodzené neparne Cisla, a < b.
Sucet vsetkych prirodzenych Cisel vacsich nez a a men-
$ich nez b sa rovna 1000. Urdite Cisla a, b.

RieSenie. Prirodzené Cisla vicSie nez a a menSie
nez b tvoria aritmeticki postupnost

at+1,a+2, ..., 6—1, €))
ktora obsahuje &6 — 1 — a Clenov. Sulet Clenov postup-

1
nosti (1) je ) (b—a—1) (a+0d);je teda

(b—a— 1)a+ b)=2000 = 2¢. 53 (2)
Zrejme je b —a — 1 < a + b, tj.
b—a—12<(®b—a—1)(a+b)=2.5,
Cize B
b—a— 1< 20]5=144,7. (3)
PretoZe a, b st neparne Cisla, je b — a — 1 tieZ nepirne
a podla (2) je delitefom cisla 2¢. 5% Neparnymi deli-
telmi cisla 2*.5° spliiujicimi podmienku (3) st len
Cisla 5, 25, 1.

Je teda bud
b—a—1=5,a-+b=400 (4)
alebo
b—a—1=25a-+b=280 (5)
alebo
b—a—1=1, a-+b=2000. (6)
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Z rovnic (4) vyplyva b = 203, a = 197. Z rovnic (5)
dostavame a = 27, b = 53 a z rovnic (6) a = 999, b =
= 1001. Hladané postupnosti si potom

198, 199, 200, 201, 202, 0
28, 29, 30, ..., 50, 51, 52, (8)
1000 . (9)

Skuska. Z rovnic (4), (5), (6) dostavame neparne Cisla
a < b. Ak vypocitame sucet Clenov postupnosti (7) 1 (8),
presvedcime sa o splneni druhej podmienky ulohy. Kazdy
zo suctov sa totiz rovna Cislu 1 000, ktorému je rovny
tiez jediny Clen postupnosti (9).

Zaver. Dand dloha ma tri rieSenia: a = 197, b = 203;
a=27,b=53;a=2999, b =1001.

2. V prostoru je dano z rovin, z nichZ zddné dvé nejsou
rovnobézné, Zadné tfi nejsou rovnobézné s toutéz prim-
kou a Zadné Ctyfi neprochdzeji tymZz bodem. Urcete,
na kolik oblasti déli tyto roviny prostor.

(Navod. Pfedpokladejme znalost této véty: n pfimek
roviny, z nichz kazdé dvé jsou rtiznobéZné a Zadné tii

TR T 1
neprochazeji tymZ bodem, déli rovinu na > n* + n+2)
oblasti.)

ResSeni. Ozname ¢, polet oblasti, na n& rozdéli
prostor n rovin vyslovenych vlastnosti. Dalsi rovina p
protne puvodni roviny v n pfimkdch, které spliuji
pfedpoklady pomocné véty. Rovina ¢ je jimi rozdélena

tedy v b, — %(n2 41+ 2) oblasti. Tolik také z c,

oblasti bylo rozdéleno rovinou p ve dvé, tj. rovina p dala
vznik b, novym oblastem. Plati tedy

cn+1 - Cn + b'ﬂ . (1)
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Z (1) odvodime
= Cp1 + by-1>
Cn-1= Cn-2 F bn-2>

......... (2)
C2 — Cl + bl .
Seftenim rovnosti (2) dostaneme
n—1
=t D b 3
k=1
n—1
Je tieba vypocitat Z by. Plati
k-1
n—1 n—1 n-1
2> b= >k + k+2n—1) (4)
k=1 k=1 k=1
Podle zndmého vzorce je
n—1 1
k=—nn—1). 5
D k=gntD (5)
k=1
n—1

Dale vypocteme Z k?. Indukci se snadno dokaZe vzorec
" k=1

4
Zk2 . % o + D2 4+ 1); je tedy

1

Zkz - -é—n(n —D2n—1). 6)
k=1
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Dosadime-li z (5) a (6) do (4), dostaneme
n—1

22 By — é n(n — 1)2n — 1) + %n(n—l)+2(n——— 1),
k=1

po upravé

[

n—

bk:—;—(n—l)(n2+n+6). @)

M

k=1

Dosadime-li ze (7) do (3) — vime, Ze je ¢; = 2 — vyjde
cn:%(n3—|—5n+6), (8)

coz je vysledny vzorec. Pfesvéd¢me se o tom znovu induk-
ci. Pro n = 1 dava (8) vysledek ¢, = 2; dale je podle (1)

an:%(n3+5n+6)+é—(n2+n+2)::

=%(n3+3n2—%—8n + 12):%[(n+1)3+5(n+1)+6].

3. Cast priamej hradze rybnika moZno povaZovat za
odvesnu QM pravouhlého trojuholnika PQM s preponou
PM. Plavec sa ma dostat z miesta P v rybniku Co najskor
do miesta M na hradzi. Zndmou rychlostou v, bude plavat
priamo do urcitého miesta X leZziaceho na hradzi medzi
Q a M a potom taktiez zndmou rychlostou v, pobeZi
z miesta X do miesta M. Vypocitajte velkost uhla

JOPX.

RieSenie (obr. 9). Oznalme PQ =10b, OM = a,
JXQPX = «. Doba r; potrebnd na preplavanie drahy
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PX je-L PX, Sie

(41
b
L = — . (D
v, COS &

P,

|

|®

~

| N
bl \\\

| \\\

DN\
ar = —M

Obr. 9

Doba t, potrebnd na prebehnutie drahy XM je % XM,
2
Cize
a—btgua
tp = ———————. 2
=t @
Je teda celkova doba

Lt t= (— L _® oc) b + 3)

V€08 & U

. a . Y . , ..
Pretoze oo ¢ konStanta, je lava strana vztahu (3) mini-

2
malna prave vtedy, ked je minimalny prvy Clen pravej

. . e . tg
strany, tj. ked je minimalny vyraz —— =]
~ v, COS o vy
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] PEIAPED S , .
Po vytknuti kladného Cisla 5. Stac vysetrovat funkciu
1

1 — sin
(%)
L O B @

. . v 9 .
Je zrejme v, < v,, t].b«l< l;atedal — ,—0—1 sin « > 0.
2 2
Preto je prava strana vztahu (4) minimdlna prave
vtedy, ak je minimalna jej druhd mocnina, t.j. funkcia

2
(1 — Y gin oc)
g=_ % 7 (5)

1 — sin® «
Vieme toti%, Ze pre nezdporné Cisla p, ¢ plati: p =< ¢
prave vtedy, ked je p? = g%
Ak polozime vo vztahu (5) sin « = x, hladdme mini-
mum funkcie

: . . v}
v intervale 0 << x << 1. Toto minimum je 1 — v;

. v .y P
a nastane pre x = sin « = ;‘ . DLahko totiz dokazeme,

2
e pre vSetky x z intervalu —1 << x < 1 plati nerovnost

v2
S "2 =1 -2
1—x2 = U ()
2
KedZe 1 — x* > 0, vyplyvaznerovnosti (6): (1 — ;ﬁx) =
2

22 v 2
> ( — v—;) (1 — x%) CiZe (;)—1 — \) = 0. Postup moz-
2

2
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no obratit. Rovnost vo vztahu (6) nastane prave vtedy,
y . v
ked je x = L.
Uy
Velkost ostrého uhla <CQPX = « uréime z rovnice

. U,
sin o = —.

vztahu (3)2.

Dobu ¢ =1, + t, vypolitame potom zo

4, Ctyistén ABCD ma4 vlastnost, Ze
AB=BC=CD=DA=1.

Dokazte, Ze jeho objem je nejvyse 227]/5 MuZe nastat
rovnost ? '

ReSeni. Abychom se mohli struéngji vyjadiovat,
budeme kazdy Ctyfstén, jehoZ Ctyfi hrany, z nichZ zidné
tfi nelezi v roviné, maji délku 1, nazyvat jednotkovy.

Ukazme nejprve, ze ma-li jednotkovy Ctyfstén Z tu
vlastnost, Ze odchylka stén proti nékteré z obou zbyvaji-
cich hran neni rovna 90°, pak existuje jednotkovy Ctyfstén
Z, o vét$im objemu, nez ma Ctyfstén Z.

Necht tedy ve Ctyfsténu ABCD je AB = BC = CD =
= DA =1 a necht napt. thel proti hrané¢ AC (tj. thel
rovin ABD, CBD) neni pravy. Objem tohoto Ctyfsténu
je roven % Py, kde P je obsah trojuhelniku ABD a v
vyska spusténa z vrcholu C na sténu ABD. Oto¢me rovinu
CBD okolo primky BD do polohy kolmé k ABD. Pri
tomto otoCeni piejde bod C v bod C’, jehoZ vzdalenost
v’ od roviny ABD je vétsi nez v. Ctyfstén ABC'D je
opét jednotkovy a jeho objem je % Py' > —; Po, jak
jsme chtéli ukazat.
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Necht nyni ma jednotkovy Ctyfstén A4,B,C,D; vlast-
nost, ze proti obéma zbylym hranim A4,C, a B,D, leZi
pravé uhly. Potom, oznacime-li S; stfed hrany A,C,
a T, stfed hrany B,D,, plati A4,S, = 8,17, = T,B,,
a pritom usecky A4,C;, B;D, a §;T; jsou po dvou navza-
jem kolmé. Abychom to ukazali, vSimnéme si pfedné,
ze A,C,T, kolmo puli Gse¢ku B,D,; je totiz A,B, =
= A,D,, takze DB, |  A;T,; obdobné C,B, = C,D,,
takze D,B; | C,T,.Protoje D,B; kolmakroviné A,C, T},
ktera ji puli. Je tedy 4,C, T, kolma k A4,B,D, i C,B,D,,
takze trojuhelnik A,7T,C, je pravouhly rovnoramenny
s pravym uhlem pfi vrcholu 7,. Odtud je 4,5, = S,7T;.
Obdobné B;D,S; puli kolmo usecku A,C,, odkud
vyplyva ST, = T,B,. ProtoZe podle Pythagorovy véty

1 = A4,B, = /4,87 + §;T; + T,B: = 4,5, |3, je
A8, = §T, = T\B, = é,arovnéé C,S, =D, T, =
V3

. Je ihned zfejmé, Ze jsou-li obracené p, ¢ kolmé
rnlmobezky, jejichz nejkratdi (ke kazdé z nich kolmd)

pficka S,T; (kde S, je na p, T, na g) mé délku —é, pak

body A4, a C, lezici ve vzdalenosti —3—3- od bodu S, na p

a body B, a D, lezici ve vzdalenosti M; od bodu T, na ¢
tvori vrcholy jednotkového Ctyfsténu, proti jehoZz zbylym
hrandm jsou pravé uhly. Z uvedené analyzy vyplyva, ze
takovy Ctyfstén existuje a je aZ na polohu v prostoru
urcen jednoznacné. Vypocteme jeho objem. Ve stejném
oznacCeni jako nahote je obsah stény A,B;D, roven

B,T,. T4, = B,T\|T,S? + 5,42 = V3 V3]/— V32,
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vyska spusténa z C1 na 4,B,D, ma delku C\T,= V V2
takZe objem je - - ]/2— —=-|/3. Tim jsme po-
dle prvni casti dokazali, Ze kazdy jednotkovy Ctyfstén
ma objem nejvyse %]/—3—, a pravé u jednotkového Ctyf-

sténu, jehoz oba uhly proti zbylym hranam jsou pravé,
nastane rovnost.

Obr. 10.

Jiné feSeni (obr. 10). Oznalme P stied hrany BD;
pak je AP | BD, CP | BD. Oznalime-li jesté BP =
= DP =x, je

AP = CP = |/T — 2. (1)

Pokladdme-li nejprve sténu ABD za konstantni pod-
stavu Ctyfsténu ABCD (tj. x je konstantni), pak tento
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Ctyfstén ma maximalni objem y pravé tehdy, je-li rovina
BCD kolmai k roviné ABD, nebot pak je vyska Ctyfsténu
prislusnd ke sténé€ ABD maximalni. Tato maximalni
vySka ma podle (1) velikost l/l — x% Maximalni objem
v kazdého z uvaZovanych Ctyfsténa (pfi konstantnim x)
vypocteme vzhledem k (1) podle vzorce

LR E - le . o

Trojuhelniky ABD, BCD vzniknou pravé tehdy, je-li
x < 1. Mame tedy vlastn¢ vySetfit maximum funkce (2)
v intervalu 0 < x < 1.
K vySetfeni tohoto maxima pouzijeme obratu, ktery se
opird o goniometricky vzorec
sin 3¢ = 3 .sin o« — 4. sin® « . 3)
Do (2) dosadime x = k.sin ¢ a kladnou konstantu %
uréime tak, aby pomér koeficientdi pfi sin ¢ a pfi sin® ¢

byl — 1 Dostaneme y = k.sin ¢ — k3sin® ¢, takie
k 1 3 2 .
R odkud & = /3’ je tedy
2
X = ]/—§Sin P . (4)

Po dosazeni do (2) vyjde
l ( i sin ¢ )
= Vg 1/33111 P
—(3.sin¢p — 4. sin?
9V ( @ ?)
a podle (3)

= — 5 5
¥ 9V3.sm3<p. 5)
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Probiha-li x interval 0 << x < 1, probihd ¢ podle (4)
interval 0° << ¢ < 60°. Mame tedy ur¢it maximum funkce
(5) v intervalu 0° < 3¢ < 180°. Je patrné, Ze toto maxi-
mum nastane pro 3¢, = 90°, kdy je sin 3¢,, = 1. Odtud

vypolteme ¢,, = 30° a podle (4) x,, = -% . Pro toto x,,

nabyva objem y podle (5) maximélni hodnoty
2 2)3
ImToy3 T 27
Existenci Ctyfsténu s uvedenym objemem zjistime
obdobné jako v prvnim feseni.

2. KATEGORIE B

1. VySetfete prubéh funkce

y=Jl—x+1-1 (1)

a nacrtnéte jeji graf. Vypocltem rozhodnéte, ve kterych

intervalech je funkce rostouci a ve kterych klesajici. Déle

rozhodnéte, pro ktera x neprekracuji funkéni hodnoty
islo 2. .

(Poznamka. Blizsi vysvétleni tykajici se vySetfovani

p

prub&hu funkci najdete ve svazelku &. 4 z edice Skola
mladych matematikii od Sislera a Jarnika: O funkcich.)

Reseni. Z rovnice (1) dostaneme
b+ 1D)E=1—x+1, (2)
tj. pro x = 1 dostaneme z (2)
+12=2—x,

x—2=—(y+ 12, 3)

neboli
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Pro x = 1 dostaneme z (2)
(y+1)2=x. (4)

Z rovnice (1) je patrné, Ze pro vSechna x je y = 0.
Graf funkce (1) se tedy bude skladat z Casti (oblouku)
parabol o rovnicich (3) a (4), které lezi nad osou x.

Parabola P, dand rovnici (3) ma vrchol V, = [2, —1]
a prochazi body 4 = [1, 0], B = [1, —2]. Jeji vrcholova
tena 7 je pfimka x = 2 a parabola P; leZi v poloroviné
tA. Parabola P, dana rovnici (4) ma vrchol V, = [0, —1]
a prochazi také body A4, B. Jeji vrcholova tecna je osa y
a parabola P, lezi v poloroviné yA.

y t

Obr. 11.

Graf dané funkce (1) tvofi ty oblouky obou parabol,
které se stykaji v bodé A4 (obr. 11).

Funkce (1) je shora neomezena, je definovand pro
vSechna x.

60



Z grafu na obr. 11 je vidét, Ze funkce (1) je pro x = 1
klesajici a pro x = 1 rostouci. To snadno dokazeme:

a) Pro libovolnd ¢&isla x; < x, = 1 vypolitame rozdil
funkénich hodnot y, — ¥;. Z rovnice (3) dostaneme

(e +1P=2—x,, 5)
O +1)P=2—x. (6)

Od rovnice (5) odecteme rovnici (6); dostaneme

Vit 2+ 1 -0 +2 +D)=%—x<0
¢ili

(¥ —2%) + 2. —y) < 0.

Po uapravé je

(Y2 =302 + 31 +2) < 0. ™
Vzhledem k (1) je y, > 0, y; > 0, a tedy i Cinitel y, +
+ v; + 2 je kladny; aby byla splnéna nerovnost (7),
musi byt y, — y; << 0, coZ znamend, Ze funkce (1) je
pro x = 1 klesajici.

b) Obdobnym postupem pro 1 = x; < x, zjistime, Ze
pro rozdil funk¢nich hodnot y, a y, plati

Y2 — 1 >0,

coZ znamend, ze funkce (1) je pro x = 1 rostouci.

¢) Dodatkova otdzka vyzaduje feSeni nerovnosti

JT—AFi—1=2.

Odtud dostaneme
1 —x[ =8

apo vypoctu jednak pro x = 1, jednak pro x = 1 zjistime,
Ze je y =2 pro —7=x=0.

2. Urcete nejmensi prirozené Cislo N, které mé pravé
15 délitelt. Urcete vSechna pfirozena Cisla mensi neZ N,
kterd maji vice nez 15 délitelu.
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Reseni. a) Je-li pfirozené &islo x rozloZeno v soulin
prvocinitelt

x=ph, ph, ..., Pl (1)

(P15 Pos - - -» P jSOU navzdjem ruznd prvocisla), pak pocet
jeho délitela je

v=_(a,+ Day+1)...(a, + 1),

nebot pfi tvofeni délitelt volime za exponenty u prvoci-
nitele p;, postupné vsechna Cisla 0, 1, .. ., a;. Je-li » =
=15=5.3,je n =2, a; = 4, a, = 2. Ma-li byt Cislo
N co nejmensi, musi byt prvocisla p;, p, co nejmensi,
tj. bud p, = 2, p, = 3, nebo p; = 3, p, = 2. Protoze
2% .32 < 3%, 2% je hledané dislo

N=24.32=144.

b) BudiZ x << N pfirozené ¢islo, jehoZ pocet délitelt
je » > 15; budiz (1) jeho rozklad v prvocinitele. Protoze
2.3.5.7 =210 > 144, je n < 4; je totiZ pfi vzestup-
ném uspofaddni prvocinitelt p, = 2, p, = 3, p; = 5,....

Je-li =3, je bud a; = a, = a; =1, » = 8, nebo
a; = 2,a, = a3 =1, v=12, nebo a; = 3,a, = a; =1,
vy =16, nebo a;, =a,=2, a;=1, »=18. Dalsi
pfipady neni tfeba zkoumat, nebot napf. pro a; = 4
je x > 144; je totiz p& pd pds = 24, 31, 51 — 240 > 144,
Z téhoz diavodu nevyhovuje pfipad a; = a, = 2,a5 = 1,
nebot je pd pd: pts = 22 . 32,5 = 180 > 144. Vyhovuje
a; =3, a, =ay;=1, x = 120.

Je-li n = 2, je bud a; = a, = 1, » = 4, nebo a, = 2,
a, =1, v =6, atd. az a; = 5, a, = 1, » = 12; pfipady
a; = 6, a, = 1 opét neni tfeba zkoumat, nebot p§: pg: =
= 25.3 = 192 > 144. Obdobné probirame pfipady a, =
=1, a,=2, a; =2, ay=2, ..., a1 =24, a, =
(zde je » =5.3 = 15). Pfipady a, =5, a, = 2 opét
nepfichdzeji v avahu, nebot pi: pg: = 2° . 3% = 288 > 144,
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Obdobné se zkoumaji pripady a; = 1,a, = 3, a; = 2,
a, = 3. Tim je ptipad n = 2 vyCerpan. Také n = 1 ne-
dava feSeni, nebot polet déliteld je ¢, + 1 a pritom
a; = 7, nebot p} = 2% = 256. Hledané x je tedy jediné
Cislo x = 120 s 16 déliteli.

3. Je dand ststava rovnic s troma neznamymi x, y, 2
a s parametrami a, b:

x + ay = b,
y—az=1, (D
az+x=0b-+1.

Urcite vSetky také hodnoty parametrov a, b, pre ktoré
ma danda sustava nekoneCne mnoho rieSeni.

RieSenie. Odcitanim tretej rovnice sustavy (1) od
prvej rovnice dostaneme
ay —az = —1. (2)
Rovnicu (2) zdruzime s druhou rovnicou sustavy (1).
Po vyluceni nezndmej y a po uUprave dostaneme
a(l —a¥)z=1++a. 3)
Koeficient a(1 — a?) = a(1 — a)(1 + a) je rovny nule
prave vtedy, ked je buda = Oaleboa = 1aleboa = —1.
Ak je a # 0, 1, —1, dostaneme z rovnice (3)
1
g =—,
a(l — a)
Po dosadeni za z do druhej a tretej rovnice sustavy (1)
dostaneme x a y, tj. sustava (1) ma v tomto pripade najviac
jedno rieSenie.
Pre a = 0 ma sustava (1) tvar
x=by=1Lx=0b+1, 1)
Co vSak je sustava nerieSitelna, pretoze b # b + 1.
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Pre a = 1 m4 sustava (1) tvar

x+y=by—2z=1z2z4+x=5+1. (1
Sc¢itanim druhej a tretej rovnice sustavy (1”) dostaneme
x + vy =>b+ 2. Pretoze b # b + 2, je tieZ v tomto pri-
pade sustava (1) nerieSitelna.

Pre a = —1 ma sustava (1) tvar

x—y=by—2z=1,—2+x=5b+1. (€9
Odc¢itanim druhej rovnice sustavy (1) od tretej dosta-
neme x —3y = b, Co je prva rovmica sustavy (1').
Sustava (1") ma nekonecne mnoho rieSeni x = b -+ y,
v, 2 =73y — 1, kde y je lubovolné realne cislo. Parameter
b mdZe byt pritom voleny Iubovolne.

Zaver. Sustava (1) ma nekonene mnoho rieSeni len
v pripade, ked a = —1; b mdZe byt volené ITubovolne.

4. Je dana krychle ABCDA'B’C’D’ o hrané délky 1
Sestrojte ve volném rovnobéZném promitdni na jejim
povrchu v§echny body X, pro néz plati DX = %a jejichZ

nejkrat$i vzdalenost od stfedu S stény BCC’B’ méfena
po povrchu krychle je rovna jedné.

ResSeni. Hledané body X néleZeji predné kulové

plose I, ktera ma stfed D a polomér % Plocha I' nema

Z4dny spole¢ny bod se sténou ABCD, nebot nejvzda-
lengjsi bod této stény od bodu D je vrchol B a plati

"DB=1]2< % Obdobn4 tvrzeni plati o sténdch ADD’ A’

a DCC'D’. Plocha I protne sténu ABB’A’ v Casti kruz-
nice, ktera ma stfed 4 a polomér

r—]/ —1——1/5
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Tato kruZnice protne hranu BB’ v bodé¢ M, pro ktery

plati AM =r, tj.
e 5 1
Ve — 71—/ -1 = =
BM =]r—1 V i 1=5
I cl
%
4 /
IN X -7 /
A, i 0—2—’ - // ,/
| TN/
| 1 ! \\ /I
| S
| // h
MT N
gL e
II
/ /
// I/
A 1 B
Obr. 12a.
Al N a’\ ¢
\\\ //
N //
N\ 7
\\\ //
R \M ,,X\S\
// \\\
4 N
/// \\
A v\ B8 c
Obr. 12b.
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Bod M je tedy stfedem hrany BB’. Obdobné protne
kulova plocha /" hrany A'B’ a B’C’ po fadé v jejich stie-
dech N, P. Stény, které neobsahuji vrchol D, protne I
ve trech obloucich kruZnic (viz obr. 12a).

Zidny z hledanych bodli X nelezi ve sténé¢ BCC'B’,
nebot kazdy bod stény ma od bodu S vzdalenost nejvyse

1.~
E]/.2 <L

Body stény ABB’'A’, které maji od bodu S nejkratsi
vzdalenost 1 méfenou po povrchu krychle, dostaneme
z Casti sité télesa (viz obr. 12b). Bod ndleZi jednak oblouku
MN, jednak oblouku URV kruZznice (S;1); pfitom R

znali stied stény ABCD.
Uloha ma dvé fe$eni X,, X, naznalena na obr. 12a.

3. KATEGORIA C

1. Osobny vlak idudci rychlostou v, (m/s) predchadzal
po vedlajSej kolaji rychlik iddci rychlostou v, (m/s).
Cestujuci osobného vlaku nameral dobu iz, sekand,
ktoru trvalo predchddzanie rychlika. Pozorovatel na trati
nameral 7, sekind, neZ ho minul osobny vlak a 7, sekind
od okamZiku, ked dostihla lokomotiva rychlika posledny
vozen osobného vlaku aZ do okamziku, ked minul posled-
ny vozen rychlika lokomotivu osobného vlaku.

Vyjadrite pomer rychlosti o, : v, pomocou #;, 7, Is.

RieSenie. Oznalme d, (v metroch) df*ku osobného
vlaku, d, (v metroch) dlzku rychlika. Rychlik ide vzhla-
dom na osobny vlak (ktory ako by stal) rychlostou v, — ;.
Z prvej podmienky ulohy vyplyva

- d

2
=1. 1
P— L €))
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: S d ,
Osobny vlak minie pozorovatela za 7, = 51 sekand.
1

Z tretej podmienky dostaneme: K tomu, aby uplne
prediSiel osobny vlak, musi rychlik urazit d, + d,
metrov, a to rychlostou v, — v;. Je teda
d, +d
I, = a4+ ap . (2)

Uy — U
Dosadime 2, = 571 a vztahy (1), (2), upravime:
1

dy = vyty, dy = (0, — V1)tyy dy + dy = (V2 — V)25

Ak sCitame prvé dve rovnice (3) a spojime s trefou rov-
nicou, dostaneme

) vty + (v — vt = (v, — V)t
Cize
vy(ty — 4 + 13) = vu(t; — 1y).
Stadial vyplyva
BT h
Vo ty— 1t + 13 ’
¢o je vysledna formula.

2. Zvolte si libovolné trojciferné Cislo (napf. 638).
A% zdpise tohoto ¢isla obratte poradi Cislic a z téchto Cisel
vypocxte;te nezaporny rozdil (napf. 836 — 638 = 198).
V zéapise rozdilu opét obratte poradi Cislic a tato dvé Cisla
seCtéte (napt. 198 - 891 — 1089). Vysettete, jaka isla
vychdzeji. Svou domnénku pifesné vyslovte a dokaZte.

Reseni. Zvolené &islo napiSeme ve tvaru
a = 100x + 10y + =z ;

Cislo, které vznikne obracenim potadi Cislic, ma v desitko-
vé soustave tvar
b =100z + 10y + x.
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Muzeme predpokladat, Ze x = z. (Jinak zménime
oznaceni.) Potom
a—b=100(x — 2) + (z — x) . (1)
1. Je-li x =2, je a — b = 0.
2. Je-li x >z, pak 2z — x< 0. Abychom zjistili
zapis Cisla (1) v desitkové soustavé, uZijeme Gpravy
a—b=100x —2—1)+ 100 + 2 — x =

=100x —2—1)+9.10 + u, 2)
kde 100 + 2 — x = 90 + u, neboli
u-+x—z=10. (3)

ProtoZe je 2 — x < 0, je x — 2 — 1 = 0. Musime tedy
rozliSit dva pfipady:a)x —2 — 1 >0,b)x — 2 — 1 =

a)' V tomto pfipadé je a — b trojciferné Cislo. Jestlize
pak v zapise Cisla (2) obratime pofadi ¢islic, dostaneme
c=10004+9.104+ (x —2—1).
Proto plati vzhledem k (3)
(@a—b+c=100(x—2— 1+ u) + 180 +
+ (u 4+ x — 2 — 1) =900 + 180 + 9 = 1089.
b)Je-li x —2—1=0, je a— b dvojciferné C¢islo.
Podle (3) je u = 9 a dale
¢c=10u +9 = 99.
Proto_ plati
(@a—b)+c¢c=99 + 99 = 198.
Vysledek. Mé-li dekadicky zapis zvoleného cisla na
prvnim a tfetim misté tutéZ Cislici, vyjde nula. Jsou-li
tyto. Cislice ruzné, vyjde bud 1089, nebo 198.

3. Jsou diny dvé nesoustfedné kruznice k&, = (S;;1;),
ky = (S557,) a kladné Cislo p. Sestrojte kruznmici x
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o poloméru o, kterd déli kruZnici k, ve dvé& polokruZnice
a je délena kruZnici k, ve dvé polokruZznice.

Obr. 13.

ReSeni. Necht kruZnice » ma stied M (obr. 13).
Oznalme A, B spoletné body kruZnic %k, a »; pak je
AB = 2r,. Je AM = BM; tj. ABM je rovnoramenny
trojuhelnik*) se zakladnou AB a rameny délky ¢. Je proto
nutné

ry<<o. (1)
Vyska MS, trojihelniku ABM ma tedy délku
v, = o2 — 13, )

*) Bod M nemuze nalezet prfimce AB, nebot v tomto pripadé by
kruZnice &, » splynuly a % by nedélila &, ve dvé polokruznice.
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kterou muZeme zjistit konstrukci. Proto bod M leZi na
kruznici k; = (S;; v,).

Ozna¢me dale C, D spoletné body kruZnic k, a x,
takze CD = 2¢p. Plati CS, = DS,; trojuhelnik CDS,
je tedy rovnoramenny se zakladnou CD = 2¢ a rameny
délky r,. Proto je nutné

0< 1y, 3)
Pro vysku MS, = v, trojihelniku CDS, plati
o= JrE =& @

bod M pak lezi na kruZnici ks = (S,; v,).

Je bezprostfedné patrno, Ze kruZnice x = (M; p)
spliiuje pozadavky ulohy (M je spoleény bod kruZnic %;
ak,).

Existence feSeni a jejich polet zavisi na spolenych
bodech kruZnic kj, k5. Tyto kruZnice maji aspoii spo-
le¢ny bod, tj. tloha ma aspoil jedno feSeni pravé tehdy,
plati-li pro vzdalenost d = §,S, nerovnosti

v — vl =d =9, + v,
neboli vzhledem k (2) a (4)

i =~ —ril=d =i~ + | —11. 5
KruZnice %, k; existuji pravé tehdy, plati-li (1) a (3),
Gili je-li

rn<e<rs. (6)
Nerovnosti (5), (6) vyjadfuji podminku feSitelnosti
ulohy.

4. Je dani kocka ABCDA'B'C’'D’ s hranou dizky 1.
M je stred hrany 4A’B’. Priamkou C’M je vedena rovina o,
ktora rozdeluje kocku na dve telesa. Teleso obsahujtice
vrchol B mé objem % Urcite, v akej vzdialenosti od
vrcholu B pretina rovina ¢ hranu AB.
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RieSenie (obr. 14). Oznalme N stred hrany AB, P
stred strany CD.

Rovina MNCC’ oddeli od kocky trojboky hranol 7 =
= NBCMB'C’, ktorého objem je % . % -1.1= :ll—
Cl

Rovina AMC’P oddeli od kpcky teleso zloZené z hranola =
a z trojbokého Sikmého hranola ANMPCC’, ktorého

objem je % . % 1.1 = % Objem oddeleného telesa
. . 1 1 1
je teda v tomto pripade 1 + TG

Zvolme bod X medzi bodmi 4 a N a oznaCme BX = «x.
Je teda

1
—<x<1. 1
5 (1)
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Objem telesa oddeleného rovinou p = MXC’ vypo-
¢itame ako v predchddzajucom pripade. Rovina pretne
hranu CD v bode Y a plati zrejme CY = NX = x — ;
Dalej je A XNM =~ A YCC'. Oddelené teleso sa sklada
z hranola 7 a zo Sikmého hranola XNMYCC’, ktorého
objem je % X — %) 1.1 = 7} (2x — 1). Objem od-
deleného telesa je teda

11 :
V=t 1) (2)

Podla podmienky ulohy je V' = ; . Ak dosadime do (2),

dostaneme rovnicu pre x, ktorej koren je x = 3" Tento

koreni vyhovuje aj nerovnostiam (1) a dava teda rieSenie
danej ulohy.

4. KATEGORIE D

1. Kdyz jsem vkroCil na namésti, odbijely pravé
hodiny na radnici 8 hodin, kostelni hodiny viak uz
ukazovaly 8°2. KdyzZ jsem presel nimésti a dorazil k zamku,
bylo na zdmeckych hodinach teprve 8%, ale na kostelnich
hodinach uz 8%. Mam v$ak uz s hodinami v naSem mésté
své zkuSenosti: zdmecké nikdy nejdou napied, radnicni
zato vzdycky jdou napfed a Cas na kostelnich hodinach
se neli$i od spravného Casu nikdy o vic neZ o 3 minuty.
Urcete (na minuty), jaky byl spravny Cas, kdy jsem vkrocil
na nameésti.

Reseni. Z idajt kostelnich hodin je vidét, Ze od vstupu
na namésti do prichodu k zdmku uplynuly 4 minuty.
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TudiZ v okamZiku vstupu na namésti bylo na zdmeckych
hodinach 757 h.

Zimecké hodiny nikdy nejdou napied, takze ukazuji-li
757, jsou mozné (uvazujeme-li jen celé minuty) nasledujici
Casové udaje

757, 758, 759, 800, 8oL (1)

Radni¢ni hodiny jdou vZzdy napfed, a proto kdyz
odbijeji 8 hodin, jesté 8 hodin neni a jsou mozné (uva-
Zujeme-li jen celé minuty) nasledujici Casové udaje:

759, 758, 757, %6, .. (2)

Cas na kostelnich hodinéch se neli$i od spravného &asu
nikdy o vic neZ o 3 minuty, tudiz kdyZz tyto hodiny ukazuji
8%2, jsou mozné (uvazujeme-li jen celé minuty) nasledujici
Casové udaje

759, 800’ 801’ 802’ 803, 804’ 805. (3)

Porovnidme-li mozné Casové udaje vSech tfi hodin, tj.
mnoziny (1), (2) a (3), vidime, Ze spravny ¢as (na minuty)
byl 7°° hod. Tento vysledek lze také dostat pomoci gra-
fického znazornéni (obr. 15).

;35 756 75’ 758 759 800 804 802 803 806 805 806 80)
Zémek s=sfecad O &> *r———0—>

Radnice <c—0——8——8——e——8---t--emtmmmehmmmmfmmm fmmet .

Kostel oo b= o——o—o PR,

2. Oldo si kontroloval po hodine ulohu z pisomky:
,»Mali sme upravit vyraz

x2—3 6x—17

x+1 2x — 1
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V (itateli mi vySiel nejaky mnohoclen ax® + bx* + cx +
+ d; koeficienty si uz nepaméitam. V menovateli bolo
2x* + x — 1. Vysla mi dobre skuska pre x =0, 1 a 2,
ale pre x = 3 uz nie. To vyslo na lavej strane 3,7 a na
pravej 4.

DokazZete z tychto udajov zistit koeficienty a, b, ¢, d
a rozhodnut, ¢i Oldovo rieSenie bolo spravne?

RiesSenie. RozrieSime znovu Oldov priklad:
-3 6r—7 (3 —3)2x — )+ + DEx—7)
x+1 2x—1 (x + 1)(2x — 1) '
V (itateli vyjde po vyndsobeni a sc¢itani

2x3 + 5x% — Tx — 4,

v menovateli vyjde skutoCne 2x* + x — 1, ako tvrdil
Oldo. Pre x = 0 malo vyjst na lavej i pravej strane Cislo 4.
Oldovi vysSlo —d. Pretoze mu skuska suhlasila, bolo
d = —4. Pre x = 1 malo vyjst —2. Oldo dostal

atbtc—4
5 .
Pretoze mu skuaska suahlasila, bolo
a+b+c—4: 2, 4.
2

a+b+c=0. (1)
Pre x = 2 malo vyjst 2. Oldo dostal ot oe ;— b
Z toho, Ze mu skuska suhlasila, po uprave dostdvame

4a +2b+c=11. (2)

Koneéne pre x = 3 malo vyjst 3,7. Oldo dostal
27a + 9b + 3¢ — 4
' 20
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t. j. po Uprave
9a + 3b + ¢ =28. 3)
Ak dosadime z (1) ¢ = —a — b do (2) a (3), dostaneme
sustavu
3a +b=11,
da +b=14" )
Od¢itanim prvej rovnice sustavy (4) od druhej vyjde a =
= 3, potom z prvej rovnice sustavy (4) mame b = 2
a zo vztahu (1) je ¢ = —5.
Oldov nespravny vysledok bol teda
3x% + 2x2 —5x — 4
2x% 4+ x — 1 )

3. Je dany trojuholnik ABC. VySetrite geometrické

miesta bodov X tohto trojuholnika, pre ktoré plati
AX = BX = CX. (1)

Pomocou velkosti stran a uhlov trojuholnika ABC
vyjadrite podmienky pre to, aby

a) geometrickym miestom bodov X bol patuholnik;

b) geometrickym miestom bodov X bol Sestuholnik;

c) geometrické miesto bodov X obsahovalo prave
jeden bod;

d) geometrické miesto bodov X neobsahovalo Ziadny
bod.

Riesenie (obr. 16). Geometrickym miestom bodov X,
pre ktoré plati napr. AX = BX, je polrovina 0,B, kde 0,4
je os useCky AB. PretoZe sa osi stran trojuholnika ABC
pretinaju v jedinom bode O, tvori geometrické miesto
bodov X, ktoré spliiuji podmienku (1), duty uhol w,
ktory je spoloc¢nou castou polrovin o04B a 0,C. Hladané
geometrické miesto je teda spolo¢nou Castou trojuholnika
ABC a uhla w.
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Vieme, Ze poloha vrcholu O, t.j. stredu opisanej kruZnice
vzhladom na priamku BC zavisi na tom, ¢i uhol <tBAC
je tupy, pravy alebo ostry. RozliSujeme preto tieto
pripady:

1. Uhol <tBAC je tupy. Potom O lezi v tej polrovine
o vytatej priamkou BC, ktora neobsahuje bod A. Pretoze
aj obe ramena uhla o leZia v polrovine o, lezi cely uhol w
v polrovine o, takZze hladané geometrické miesto bodov
neobsahuje ziadny bod.

2. Uhol <tBAC je pravy. Bod O lezi potom na strane
BC, obe ramena uhla o su opit v polrovine ¢. Bod O je
preto jedinym bodom hladaného geometrického miesta
(obr. 17).

3. Uhol <tBAC = « je ostry. Potom bod O leZi v tej
polrovine vytatej priamkou BC, ktora obsahuje vrchol 4.
Hladané geometrické miesto bodov potom obsahuje stred
S strany BC a dalsie body blizke k bodu §, teda aspon
dva rozne body. Z toho uZ vyplyva, Ze pripad d) v ulohe
nastane prave vtedy, ked o > 90° a pripad c) nastane
prave vtedy, ked « = 90°. Aby sme nasli rieSenie v pri-
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padoch a) a b), v§imnime si, kedy je spoloénou Castou
Iubovolného trojuholnika a Iubovolného dutého uhla
patuholnik a kedy Sestuholnik. PretoZe strany tejto
Casti, pokial je to mnohouholnik, st ¢astami-troch stran
trojuholnika a dvoch ramien uhla, je tychto strin najviac
pat. Nikdy teda nevznikne Sestuholnik. Pituholnik
vznikne prave vtedy, ked jeden vrchol trojuholnika
lezi vo vnutri uhla, zostdvajice dva mimo uhla tak, Ze
useCka, ktora ich spaja, pretne obe ramena uhla.

A @Zfé’
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Vratme sa k pripadu ostrého uhla <tBAC. PretoZe o
je spolona Cast polrovin o,C a 0,B a pretoZe B nie je
v 0,C, A nie je v 03B, nastane pripad b) prave vtedy, ked
C je v 0,B Cize a < b (C je vzdy v 0,C) a strana AB
pretne obe ramena uhla o (obr. 18). Strana AB pretne
rameno obsaZené v o,B prave vtedy, ked O lezi v tej
polrovine vytatej priamkou 4B, ktora neobsahuje bod C.
Potom v8ak uz AB pretne aj druhé rameno. Pripad a)
nastane teda prave vtedy, ked uhol y je tupy a uhol «
je mensi neZ uhol f alebo a << & (uhol « je potom skutocne
ostry).

Zaver. Podmienky, kedy nastand jednotlivé pripady,
su:
a) y >90°% a< f;

b) nikdy;

c) « >90°%

d) « = 90°.

4. Je dén ¢tvrtkruh SBC s polomérem SB = SC = r;
A je takovy bod oblouku BC, pro ktery plati <tASB =
= 60°; X je libovolny bod usecky SC (obr. 19).

a) Vyjadiete obsah P plochy omezené tseckami BX,
AX a obloukem AB pomoci délky x = SX.

b) Zjistéte, pro kterou hodnotu x je obsah P roven
poloviné obsahu ¢tvrtkruhu SBC, a porovnejte tuto
hodnotu x s délkou oblouku BC.

Reseni (obr. 19).
a) Pro obsahy obrazcu plati (podle obrizku)
P = (ABX) = (S4B) + (S4X) — (SBX). (1)
Podle znamého vzorce

(SAB) — % - @
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Trojuhelnik ASX ma stranu SX = x a k ni kolmou vys$ku
1

AR = — r; proto
2 p

(S4X) = :}rx . (3)
Pro obsah trojahelniku SBX plati
(SBX) = % rxX. 4)
Spojime-li (1), (2), (3), (4), dostaneme
1 1
P=—mrt— —rx. 5
p or F rx (5)

b) Z podminky tulohy plyne
1

—7rt — —rx = gnrz,

6
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neboli

1 S
—rx = —mr
4 24
a odtud
x = 1 T
6

Délka x je tedy tietina délky oblouku BC, tj. délka oblou-
ku AC.
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1V. Ulohy Il. kola

1. KATEGORIE A

1. Dokazte, Ze o objemu V Ctyisténu ABCD plati

Vé%AB.BC.CD.

ReSeni. Objem I daného &tyfsténujeroven V = %P’v,

kde P je obsah trojuhelniku ABC a v je velikost vySky
Ctyfsténu spusténé z vrcholu D na sténu ABC. Je
vsak dale

P:lAB.v',
2

kde o' je velikost vysky trojuhelniku ABC, spusténé
z bodu C.

Protoze v’ je vzdélenost bodu C od pfimky 4B, je

v =< BC,
tj.

Pé%AB.BC.

Dile je v vzdalenost bodu D od roviny ABC, takZe
v = CD.
Odtud

V:—;—PvééAB.BC.CD,

jak jsme méli dokizat.
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2. Je dana soustava rovnic

1 — x| =a, |[x —y]=b, iy—1!=c, (1)
kde a, b, ¢ jsou dana pfirozend Cisla.

Dokazte, Ze soustava (1) ma bud dvé feSeni, nebo je
nefesitelnd. Urcete podminku feSitelnosti.

Reseni. Poklidejme Cisla 1, x, ¥ za soufadnice ti
bodu pfimky p; tyto body oznaéme

A=[y], B=1[1], C=[x]. (2
Pak je podle (1)
BC=a, CA=10b, AB=c. (3)

Protoze a, b, ¢ jsou pfirozena Cisla, jsou A, B, C tfi ruzné
body pfimky p.

Ze tfi ruznych boda pfimky pravé jeden oddéluje oba
zbyvajici. Je-li tedy soustava (1) reSitelna, plati pravé
jeden ze vztaha
C odd. 4B, A4 odd. BC, B odd. CA4,
neboli pravé jedna z rovnosti
AC + CB = AB, BA + AC = BC, CB + BA = CA,
tj. vzhledem k (3) pravé jedna z rovnosti

a+b=c¢b+c=a,c+ a=0Aa. (4)

Platnost pravé jedné z rovnosti (4) je tedy nutna pod-
minka pro feSitelnost soustavy (1). DokaZzeme, Ze tato
podminka je také postacujici.

Necht plati napft.

atb=c. )
Na libovolné pfimce p sestrojime tfi body 4, B, C tak, aby
pro né platily vztahy (3) a (5); viz obr. 20. Ddle sestrojime

P 1 1 B

Obr. 20.
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oba body pfimky p, pro které plati BP, = BP, = 1.
Jsou-li y,, x, po fad¢ soufadnice bodi A4, C v soustavé
s pocCatkem P, a jednotkovym bodem B, pak plati

c=AB = |y, — ll,a= BC = |1 — x|
a vzhledem k (3)
|x1—y1[ = AC: b.
Cisla x,, y, jsou tedy feSenim soustavy (1). Druhé feSeni
da bod P,.

Zavér. Soustava (1) je feSitelnd pravé tehdy, plati-li
jedna z rovnosti (4). Je-li fesitelnd, ma dvé feSeni.

3. Vypocitajte stucet

sin 1 sin 1 sin 1

cos0.cos1 cosl.cos2 cos2.cos3
sin 1

cos (n — 1) cosn ’
kde 7 je dané prirodzené dislo.
RieSenie. Upravime dlen suctu
sin 1
cos(k— 1).cosk
pomocou rovnosti

sinl =sin[k — (k—1)] =sink.cos(k — 1) —
—cosk.sin(k—1). 2)

Ak dosadime z (2) do (1), dostaneme

sin 1
=tgk—tgk—1). 3
cos (kR — 1) cos & & 8 ) ®)

Cleny (3) mame séitat pre k = 1, 2, . . ., n. Hladany sucet

(D
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jetedas = (tgl —tg0) + (tg2—tgl)+(tg3—1tg2) +
+ ... +(gn—tg(n— 1),
t.j.
s=tgn—tg0=tgn.
Poznédmka. D4 sa dokdzat, Ze cos £ = 0 pre kazdé
prirodzené Cislo 2. Ak by totiZ pre niektoré prirodzené
Cislo % platilo cos £ = 0, bolo by

k= % + im (7 celé).

. 2k, .. L. ,
Stade by sme dostali © = 122 ¢o vsak nie je moz-

né, pretoze = je Cislo iraciondlne.

4. Je dana priamka p a rovina z kolma k p. Na priamke
p sudané dva rdozne body A4, B, ktoré lezia v tom istom pol-
priestore s hranicou zz. V rovine  je danad priamka g mi-
mobezZnd s p.

VysSetrite geometrické miesto priesecnikov vySok troj-
uholnikov ABX, ked bod X prebiecha priamku gq.

RieSenie. Vyska kazdého z trojuholnikov ABX
spustend z vrcholu X ma ta istd patu M. Bod M je
prieseCnikom priamky p s rovinou .

Rozoznavajme dva pripady:

a) bod M splynie s niektorym z bodov A4, B, napr.
M = B;

b) M=~ A4, B a pri vhodnom oznaceni oddeluje napr.
bod B body 4 a M.

V pripade a) su vSetky trojuholniky ABX pravo-
uhlé s pravym uhlom < ABX. PrieseCnik vySok V
v kazdom z nich je V = B. Hladané geometrické miesto
bodov pozostava teda z jediného bodu B.
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Pripad b) (obr. 21). Vsetky prieseniky vySok V leZia
na priamkach MX,t.j.v rovine Mq = a. Pretoze <<ABX
je tupy (A BMX je pravouhly s pravym uhlom <xtBMX),
oddeluje bod M body ¥ a X. Bod B je priese¢nikom
vysok trojuholnika AV X. Preto je <t XAM = <<MVB
a dalej

ANAMX co AVMB . (1)

Zo vztahu (1) odvodime AM: VM = XM : BM Cize
MX .MV =MA.MB =k, 2
kde % je kladna konStanta.

Obr. 22 znazoriiuje situdciu v rovine x. Priamka MX,
je spolo¢na kolmica mimobeZiek p, g. Bod V, je prieseénik
vySok trojuholnika ABX,. Preto je podla (2)

MX, MVy=k, tj. MX,. MV = MX . MV (ize

MX: MX, = MV,: MV . 3)
Zo vztahu (3) vyplyva podla vety sus o podobnosti

85



trojuholnikov, Ze je AMXX, ~ AMV,V. Preto je uhol
IXMVV, pravy a bod V leZi podla obratenej Thaletovej
vety na kruZnici » zostrojenej nad priemerom MV,

PretoZe kazda priamka zvizku (M) s vynimkou do-
tycnice kruZnice » v bode M obsahuje po jednom bode X
i V, vyplnia body V kruznicu » bez bodu M.

NS

Obr. 22.

Zhrnutie. V pripade a) je hladanym geometrickym
miestom mnoZina obsahujuca jediny bod M, v pripade
b) je to kruZnica » bez bodu M.

2. KATEGORIE B
1. Plati-li o redlnych Cislech a, b, ¢, Ze |a| = 1, (6] = 1,
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le] =1, potom je
ab + ac + bc = —1.
DokaZte a najdéte nutnou a postacujici podminku pro
to, aby nastala rovnost.
Reseni. Plati
A+a)(d+dA+c)+ A —a)l —b)(1—¢c) =0,
nebot oba séitanci jsou nezdpornd Cisla. Vynasobenim,
upravou a délenim dvéma dostdvame
ab +ac+bc+1=0
neboli
ab + ac + bc = —1,
jak jsme méli dokazat.
Rovnost nastane v tom a jen v tom pfipadg, je-li

zaroven
1+4+a)(d+b1+c)=0

1—a)(l1 =01 —¢)=0.
To bude splnéno, bude-li aspoil jedno z cisel a, b, ¢
rovino —1 a zdroven aspoil jedno rovno 1.

a

2. Je dana funkcia

Zistite jej obor definicie a zostrojte jej graf.

RieSenie. Najprv zistime obor definicie danej funkcie.
Z definicie druhej odmocniny vyplyva nutnost splnenia
vztahov

2
,lf_tx_:tlgo,
2x
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ktoré st splnené len pre x > 0. KedZe pre kladné x je
nezapornym &islom aj vyraz pod ,,velkou odmocninou®,
pricom menovatel je rézny od nuly, je dand funkcia
definovana pre

x>0. (1)
Upravme teraz zlomok

1+ x| 1+
V 2x +1-—V 2x _1:
V1+x2+l+l/1+x2_l
V(l + x)? V(l—x)z
2x
1+ xp 1 — xp
V 2 +V

Pouzitim znamej vety, Ze ]/x2 = le,dostanerne z daného
zlomku tvar

11+ x| — |1 — x|
1 +x+ 1 —x
Z definicie absoldtnej hodnoty vyplyva pre x = 1:
M4+x=14x |1 —x] =x—1, teda
11+ x| — |1 — x| 1+x+1—x
H+x+1—x] 14+x—1+x
pre0<x<lije [l +x[=1+4+2x[1—x=1—=x
a teda
M4+x—1—x%x 1+x—1+x
+x+1—x 1+4+x+1—x

1
=3’ (2a)

=x. (2b)
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AKk pouzijeme vztahy (1) a (2), dostaneme:

pre x=1jey= x-%zl,pre 0<x<lijey=
=)= x| =x.

Grafom danej funkcie je teda lomend Ciara zndzornena
na obr. 23.

y=1

Obr. 23.

3. Do polgule s polomerom 1 treba vpisat tri zhodné
plochy gulové tak, aby sa kazdé dve zvonku dotykali
a kazda z nich aby sa dotykala jednak podstavy polgule
a jednak jej hraniCnej plochy gulovej. Vypocitajte polo-
mer vpisanych gulovych ploch a dokdzte, Ze uloha je
rieSitelnd.

RieSenie. Predpokladajme, Ze rieSenie existuje. Oznac-
me O stred polgule, S;, S,, S, stredy vpisanych gulovych
ploch, r ich polomer. Body S, S,, S; tvoria vrcholy
rovnostranného trojuholnika so stranami dlzky 2r.
Ak je § stred tohto trojuholnika, potom platid = SS§; =
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= 885, =8S; = %27’ 3= % rJ/3. Rovina S,08
pretne polgulu v polkruZnici (obr. 24), prva gulova
plochu v kruZnici s polomerom r a stredom §;. Tdto
kruZnica sa dotyka polkruZnice v bode 7. Pretoze body
T, S;, O lezia na priamke, plati

1:r+]/ﬁ"+7{2:r(1+l/1+g)=r(1+l/—§-l)-

Stade

Var_,
1 3 1 av
= — = — = — 21_3.
P SR L R
E 3

Ak zvolime r takto a d = %rl/g , potom existuje

kruZnica s polomerom r ako na obr. 24. Potom moZno
zostrojit tri gulové plochy pozadovanych vlastnosti.

Obr. 24.

4. Je déna kruznice k se stiedem S. DokaZte, Ze kazdy
bod Zz£ S jejiho vnitiku je stfedem kruZnice vepsané
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trojuhelniku SXY, jehoZ vrcholy X, Y leZi na kruZnici k.
Vyjadiete polomér této vepsané kruZnice pomoci 7,

Reseni. Je-li bod Z stfedem kruZnice vepsané troj-
uhelniku SXYVY, jehoZ vrcholy X, Y lezi na kruZnici %
a ktery je proto rovnoramenny, zavedeme oznaceni podle
obr. 25: U je stfed useCky XY a zaroveil bod dotyku

Obr. 25.

kruZnice vepsané trojuhelniku SXVY, IV je pata kolmice
z bodu Z na pfimku SY, a tedy také bod dotyku kruZnice
vepsané trojuhelniku SXY. Plati tedy

SZ=d, SY=r, ZU =2V = x,
kde x znali polomér vepsané kruZnice.
Z podobnosti trojuhelnika
ASYUco ASZV
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dostaneme: SY: SU = SZ: SV, neboli
ri(d+x)=d: @& — =,

neboli
r|d®— x2=dd + x). (1)
Odtud dostaneme umocnénim
r¥(d + x)(d — x) = d¥(d + x)?. (2)

Protoze je d + x # 0, muZeme jim délit rovnici (2)
a vyjde

r)(d — x) = d*(d + x)
a odtud po jednoduché upravé

2 J2
g—dg— 3)
r2+d2

Zvolme nyni libovolny bod Z vnittku kruZnice %, pro
ktery plati SZ = d < r. Kolem bodu Z opiSme kruznici
% polomérem x, ktery je dan vzorcem (3). Ze vzorce (3)
vyplyva, Ze je x < d. Proto lezi bod S vné kruznice ».
Sestrojime rovnoramenny trojuhelnik SX'Y’ se zéklad-
nou XY’ tak, aby » byla kruZnice jemu vepsana. Pak
opiSeme kolem stfedu S kruZnici £" polomérem SX' =
= SY’ = #’. Podle vzorce (3) pak plati

r’2 . d‘.’.

x=d——. 4)

r'? 4 d?

Porovnanim (3) a (4) dostaneme
(% — & + &) = (7 — &Y + &)

a odtud »"? = r2, tj. ' = r. KruZnice %, £’ tedy splynou,
zvoleny bod Z je stfedem kruZnice vepsané jednomu
z trojuhelniku SXY a tvrzeni je dokazano.
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3. KATEGORIE C

1. Trojuhelnik o obsahu 50 cm? ma jedinou stranu
del$i nez 10 cm. Urcete délku této strany.

Reseni. Necht a, b, ¢ jsou délky stran daného troj-
uhelniku a necht ¢ je vétsi nez 10 cm. Je pak a = 10 cm,
b = 10 cm. Obsah P trojuhelniku je

P=—1—av,
2

kde v je velikost vySky kolmé k strané a, vychazejici
z vrcholu A. ProtoZe v je zaroven vzdalenost bodu 4 od
strany ‘BC, plati v =< b= AC.
Je proto
P = l(w §lab =50 cm?.
2 2

* Avsak vime, ze P = 50 cm?. Je proto v = b, tj. strana b
je kolma k a, dile a = 10 cm, b = 10 cm. Odtud plyne,
¥e ¢ = |/a® + b® = 10]/2 cm == 14,14 cm, co? je hledany
vysledek.

2. Je dany pravy uhol <t ABC. Vrchol X pravouhlého
trojuholnika ABX sa pohybuje po priamke BC. Y je
stred jeho odvesny BX, Z pita vysky na preponu AX.
Vysetrite geometrické miesto bodov Z, pre ktoré plati
XZBY = < XZY.

RieSenie. Nad priemerom AB zostrojime kruZnicu
k so stredom S. Podla obratenej Thaletovej vety patri
bod Z kruZnici k. Ak oznalime o velkost uhla <t XAB,
je xAXB = 90° — o« (z pravouhlého A ABX), <ZBY=
= « (z pravouhlého ABXZ — pozri obr. 26). Dalej
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mame podla obritenej Thaletovej vety z pravouhlého
ABXZ vztahy XY = YB=YZ, t.j. z rovhoramenného
AXYZ dostaneme

XXZY = SAXB = 90° — «.

%

Obr. 26.
Podmienka

SZBY = < XZY je teda ekvivalentnd
S nerovnostou
' o =90° — «,
Cize
a = 45° .,

Stredom § kruZnice % vedieme priemer PQ ||BC.
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PretoZe predchadzajuci postup moZno obratit, je hlada-
nym geometrickym miestom bodov Z polkruznica k,,
ktord obsahuje bod A. Bod A4 vSak do hladaného geo-
metrického miesta nepatri (obr. 27).

~

Obr. 27.

3. Pfirozend &isla 1, 2, 3, ..., 12 jsou rozdélena
do ¢étyf skupin po tfech Cislech. Soudet Cisel kazdé této
skupiny je nejvySe 20. DokaZzte, Ze v Zddném takovém
rozkladu se nevyskytuje skupina {5, 6, 7}.

Reseni. Predpoklidejme, %e v n&kterém rozkladu je
skupina {5, 6, 7}. Skupina {5, 6, 7} dava soucet 18.
Proto kazda ze tfi zbyvajicich skupin dava soucet 20.
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Tyto tfi skupiny davaji totiz dohromady soucet 78 —
— 18 = 60.
Vysetfme, v které skupiné se vyskytuje Cislo 12. Toto
Cislo se muZe vyskytovat jen ve skupinich
11,7, 12}, 42,6,12}, {3,5,12} .
Kazda z téchto tfi skupin vSak ma spolecny prvek se
skupinou {5, 6, 7} , coz neni mozné.

4. Reste soustavu rovnic s neznamymi X, y
ax+y=1, 1
x| +y=a,

kde a je parametr. Diskutujte feSeni vzhledem k para-
metru a.

ReSeni. Rozlisime dva ptipady: a) x =0, b) x =< 0.
a) V piipadé¢ a) md soustava (1) tvar

ax +y=1,

xX+y=a. @

Odectenim obou rovnic (2) dostaneme
(a—Dx=1—a. 3)
Je-li a # 1, plyne z rovnice (3) x = —1; to vSak nevede

v pfipadé¢ a), kdy je x = 0, k Zddnému feSeni soustavy
(1). Je-li a =1, obsahu]e soustava (2) dvé totozné
rovnice x + y = 1 Jejich teseni jsou viechny dvojice
x, 1 —x, kde x = 0.

b) V ptfipadé b) ma soustava (1) tvar

ax + Yy = 1 b (4)
—x+y=a.
Odectenim obou rovnic (4) dostaneme
(a+Dx=1—a. 5)
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Je-li a # —1, plyne z () x= 1 =8 dflle 2druhe
. 14+ a 1 +a
rovnice (4) y = 1 a
Dvojice Cdisel
1—a 1+ a2
== — — _— 6
1+ a * 1+ a ©)

je TfeSenim soustavy (1) pravé tehdy, kdyz je x = 0,
tjubud 1 —a=0,1+a<0,nebo 1 —a =0, 1+
+ a > 0. Prvni pfipad nastane pro a <~ —1, druhy pro
a = 1. Pro a = 1 davaji vzorce (6) feseni 0; 1, které jsme
uz dostali mezi feSenimi odstavce a).

Pro a = —1 se sklada soustava (4) z rovnic —x + y =
=1, —x +y = —1, které si odporuji; pro a = —1
je tedy soustava (1) nefeSitelna.

Shrnuti je diano tabulkou:

. ; | i
a la< —1 gafili a=1 J a>1
I 1 |
wie |l \ S .
Reseni | jediné, dané¢ | zadné | nekonecéné jediné, dané
| vzorci (6) j | mnoho feSeni | vzorci (6)

i \ lx,1—x5x=0
|

4. KATEGORIE D

1. Je din Ctverec ABCD o stiedu S. Tento &tverec
oto¢ime kolem stfedu S o ostry thel velikosti ¢ do polohy
A'B'C’'D’ tak, Ze strany B'C" a C'D’ protnou stranu BC
v bodech X a Y.

Vyjadrete velikost thlu c XSY.
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Reseni (obr. 28). Z textu tlohy plyne
IC'SC=¢p. (1)
Dile plati
KLC'SB = JCSB— XC'SC = 90° — ¢. (2)
Trojahelnik SCC’ je rovnoramenny, nebot SC.= SC'.

Ze soumérnosti tohoto trojihelnika podle osy tsecky CC’
a ze vztahu

XSC'Y = S SCY = 45°
DI

Obr. 28.

plyne, Ze bod Y leZi na ose soumérnosti A SCC’. Je tedy
podle (1)

XYSC = %. 3
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Ze soumérnosti plyne déle
XYSC' = % ®.

Polopfimka SY je tedy osou thlu CSC’. Obdobné doka-
Zeme, Ze polopfimka SX je osou uhlu C'SB.
Velikost uhlu C’SB je podle (2) 90° — ¢, takze
XXSC' = % (90° — ¢).
Pro velikost hledaného whlu tedy plati

FXSY = LXSC + SC'SY = 45° — %¢ + %q) — 450,

2. Na obrazku (obr. 29) je stvorec ABCD so stranou

D c
07
GG
a1 02 03
8
Obr. 29.
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dizky 9 cm a 8 zhodnych $tvorcov Q;, Qs ..., Q.
Stvorec Q, prevedieme na Stvorec Q,, Q, na Q,, atd.
az Qg na Q, a to vzdy otoCenim okolo toho spolo¢ného
vrcholu oboch §tvorcov, ktory lezi na obvode Stvorca
ABCD. Sposob otacania je naznaceny vo Stvorci ABCD
na obr. 29.

a) Zostrojte Ciaru, ktora pri vsetkych tychto otoCeniach
prebehne vrchol X.

b) Vypotitajte jej dizku a porovnajte ju s dizkou kruz-
nice opisanej a s dlzkou kruznice vpisanej Stvorcu ABCD.

RieSenie. a) Ciara je na obr. 29 vyznaena hrubo.
Sklada sa zo Styroch Stvrtkruznic s polomerom 3 a z dvoch

Stvrtkruznic s polomerom 3 |/2.

b) Dika &ary je (v cm) d — 4 - %" 42, 9f4l2,
cize
d=6n+3x)2 = 3x(2 + |/2) = 10,24~ . (1)
Dizka d, kruznice opisanej $tvorcu ABCD je
d=n9)2=127=, )
dizka d, kruZnice vpisanej $tvorcu ABCD je
d, = 97 . 3)

Podla vztahov (1), (2), (3) je teda
d,<d<d,.

3. Je dana tabulka prirodzenych Cisel, ktord pripomina
tabulku na tikete Sportky:
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1 2 3 4 5 6 1
8 9 10 |11 12 13 14
5 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27| 28
20 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 |40 41 42

43 44 |45 46 47 48 49

Ak vyberieme z tabulky sedem Cisel tak, aby sme z kaz-
dého riadku i z kazdého stlpca vybrali jediné Cislo, potom
je sulet vybranych Cisel vzdy ten isty. Dokazte. (Jeden
mozny vyber je vyznaceny na tabulke.)

RieSenie. Postup vyberania cisel si modzeme pred-
stavit takto: Na kazdé pole prvého riadku polozime jednu
mincu. Potom jednu mincu nechame v prvom riadku
a ostatné posunieme v smere stipcov tak, aby v kazdom
riadku lezala prave jedna z nich. Cisla, ktoré s zakryté
mincami, spliiaji potom poziadavky vyberu.

Ked mince lezali v prvom riadku, bol sucet Cisel, ktoré
zakryvali

l1+2+3+4+45+6+7=28.
Tym, Ze sme jednu z minci posunuli do druhého riadku,
sa sucCet Cisel zakrytych mincami zvacsi o 7. Podobne
posunutim mince do 3. riadku sa sucet zvacsi o 2. 7;

. .3 posunutim do 7. riadku o0 6 . 7. Suclet Cisel zakrytych
mincami sa teda zvacsil celkom o

. (14+24+3+4+5+6).7=21.7=147.
Sucet Cisel vybranych tak, ako Ziada tuloha, je tedy vzdy
28 4 147 = 175.
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4. Soulin dvou kvadratickych trojclenu x* + ax -+ b,
x4+ ¢cx + d je dvojClen x*+ 4. Urlete koeficienty
trojClent.

Reseni. Plati
(x*+ax+0b) (x*+cx+d) = x*+ (a + o)x® +

+ (b + d+ ac)x® + (ad + bc)x + bd . (1)
Porovnanim (1) s dvoj¢lenem x* -+ 4 dostaneme
bt d a0
ac —
+ad :{%_— bc =0 : )
bd = 4.
Z prvni rovnice (2) vyjde
c=—a; (3)
po dosazeni do treti rovnice (2) dostaneme
ald —b)=0. (4)
Piipustime, Ze je a = 0; pak z (3) plyne ¢ = 0 a z druhé
rovnice (2) d = —b. Ze Ctvrté rovnice (2) pak dostaneme
—b% = 4, coz je nemozné. Je tedy a # 0 a z (4) plyne
d=5». (5)
Dosadime-li z (3) a (5) do druhé rovnice (2), vyjde
2b —a*=0. (6)

Vztahy (3), (5), (6) ndam dovoluji vyjadfit viechny koefi-
cienty pomoci a; je

1 1
b=—a%* ¢= —a,d=—a®. 7
59 > 5 (M
Z &tvrté rovnice (2) dostaneme vzhledem k (7)
L3 at =4,
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tj. a* = 16, a®> = 4 (nikoli —4), a = + 2. Méame tedy
dvé feSeni:

@ |

| 4

c
2

b |
2‘2|—
| 2 |

2
2 2 |

Zkouska.

(x4 2x + 2)(x> — 2x + 2) = (x® 4 2)2 — 4x* =
=xt+ 4,

(x2—2x+2)(x>2+2x +2) = x* + 4.
Neprihlizime-li k pofadi troj¢lent, je feSeni jediné.
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V. Ulohy IlI. kola kategorie A

1. Urcete vSechny takové trojice komplexnich disel
a, b, ¢, aby rovnice

xt—ax® —bx+c=0 (1)
m¢éla kofeny a, b, c.
Reseni. Rozlozme &tyiclen na levé strané (1) v soudin
kofenovych Cinitelt:
xt—ax® —bx + ¢ = (x — a)x — b)(x — c)(x — d), (2)

kde d je Ctvrty kofen rovnice (1). Po vyndsobeni na pravé
strané (2) a po porovnani koeficientlh pfi mocninich x
dostaneme soustavu rovnic pro a, b, ¢, d

at+b+c+d=a,
alb+c+d)+bc+ bd + ¢cd=0,
albc + bd + cd) + bed = b,
abcd = ¢ .

Po jednoduché upravé vyjde

b+ ¢+

bc + bd +

b(cd —

clabd — 1

Rozlisime pfipady &6 = 0 a b # 0.

I. Je-li b = 0, dostaneme z Ctvrté rovnice (3) ¢ = 0

a z prvni rovnice d = 0. Cislo @ mize byt libovolné.
Maiame jedno feSeni:

a libovolné, b =c=d=0. (4)

o
SRS

a1

OOOO

€)

v v v

p—

)
)
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IL. Je-li b # 0, plyne z tfeti rovnice (3) cd = 1, tj.
¢ #0,d +# 0. Z ¢tvrté rovnice (3) dostaneme abd = 1.
Miame tedy soustavu

abd =1,
d=—0b+c¢), (5)
cd =1

Vylouéenim d z druhé aZ Ctvrté rovnice (5) vyjde po

upravé
4+ bc+1=0, (6)
b2+ bc+ c2=0.
Vyloucenim ¢ z obou rovnic (6) dostaneme
b*=1,
tj. b = + 1. Pro ¢ pak dostaneme z prvni rovnice (6)
cE+c+1=0. (7
Oznacime-li & = ! Jrlj/é s &y = 1+ 1—1/3

& o
2 2 2 ’
ma prvni rovnice (7), tj. rovnice ¢ 4 ¢ + 1 = 0, kofeny
€15 — = &, ,druhd rovnice (7), tj. rovnice ¢* — ¢ + 1 =
€1 1
= 0, kofeny ¢,, L= e Hodnoty d vypocteme z tieti

2
rovnice (5), a z prvni rovnice (5). Celkem vyjde pét fesenti,

e | b | ¢ | a

libovolné| 0 | 0 0

oy | 1| & e

e | 1| e | &

o “;lwi . —
& —1 | —& &
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2. Ak platia pre dizky hran $tvorstena ABCD vztahy

AB? + CD? = AC? + BD? = AD? + BC?, (1)
potom je aspoil jedna jeho stena ostrouhly trojuholnik.
Dokazte.

RieSenie (obr. 30). Oznatme AB =¢, BC = a,
CA =b, AD = a', BD = b’y CD = ¢'. Potom vztahy
(1) moZno zapisat v tvare

a®+a'?=0b*+4b?%=c®+ 2. (1"

Obr. 30.

Vysetrujme velkosti uhlov <tBAD, <xCAD a <<BAC
pri vrchole 4. Oznaéme ich podla obrazku: <tBAD =
=¢, <SCAD = vy, <<BAC = w. Podla kosinusovej
vety je

2a'ccos p = a'? + ¢ — b'?, (2a)
2a’'bcos p = a'? + b2 — ¢'?, (2b)
2bc cos w = b% + ¢ — a®. (2¢c)
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Z (1") vsak vyplyva
a?—b'?+ ¢ =b%+c%— a2, (3a)
a?—c?4+ b2 =0+ c*— a. (3b)
Ak spojime vztahy (2abc) a (3ab), zistime, Ze &isla cos ¢,
cos p a cos w su suCasne vsetky tri bud kladné alebo
zédporné alebo rovné nule. Je teda bud
=1y =w=90°
alebo
@ < 90° << 90° < 90°
alebo
@ >90°% 1 >90° o >90°.

Rovnaky vysledok plati aj pre uhly pri vrcholoch
B, C, D Stvorstena ABCD.

Ak je teraz A ABC ostrouhly, nemame ¢o dokazovat.
Ak je AABC pravouhly alebo tupouhly, a to tak, Ze
w = 90°, potom je aj ¢ = 90°, » = 90°. Potom vSak pri
kazdom z vrcholov B, C, D je asponi jeden uhol ostry.
Podla predchadzajuceho su potom vsetky uhly pri
vrcholoch B, C, D ostré, tj. trojuholnik BCD je ostrouhly.

3. V tabulce cyklickych permutaci

1,2,..,n—1,n
2,3,...,n1

nyly,....,m—2,n—1

(n = 2) znasobime kazdé Cislo prvniho fadku tim Cislem
k-tého radku, které je ve stejném sloupci. VSechny tyto
souliny seCteme a vysledek oznalime s, (mapf. s, =
=1.242.3+...+m—1).n+n.1).

a) Odvodte vztah mezi s;_,, s; a z ného vzorec pro s;.

b) Zjistéte, pro které % je pfi daném 7 soulet s; nej-
mensi, a vypoCtéte tento soucet.
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Reseni. a) Vypiérhe napf. pity a Sesty fddek tabulky
(1) pro n = 8; dostaneme

5,6, 7:8, 1,2, 3, 4

6,7 8,1, 2,3, 4,5.

Kazdé Cislo druhého fadku (2) je o 1 2é1§f nez nad nim
stojici Cislo prvniho fadku (2) s vyjimkou Cisla 1, které je
0 7 mensi nez nad nim stojici Cislo 8. Zvétsime-li soulet
ss o 1.1+2.1+3.1+...48.1 a zmensime-l
jej 0 4 . 8 (Cislo 8 stoji totiz ve ¢tvrtém sloupci), dostaneme
S5 je tedy

ss=s%+(1+2+...+n—4.8. (3)

Rekurentni formule (3) se dd4 snadno zobecnit. Pre-
jdeme-li v schématu (1) od fadku k2 — 1 k radku &,
zvetsi se kazdé Cislo o 1 kromé Cisla n, které prejde v Cislo
1. Lze tedy Fici, Ze se Cislo n# zvétsi také o 1, ale soucasné
se zmenS$i o 7.

Cisla n vypliiuji v schématu (1) vedlejsi diagonalu;
v fadku £ — 1 stoji na misté vazfejméplatik — 1 4 » =
= n + 1, neboli

2

v=n—k+2. (4)

Odtud vyplyva: Ze soultu s, dostaneme soulet sy,
pri¢teme-li 1 + 2 + ...+ n = ¢ a zaroveil odeCteme
(podle (4)) &islo n. (n — k + 2); je tedy

Sp =S4+ 0 —nn—k+2). (5)
RozepiSeme vzorec (5) pro 2 = 2, 3, ..., k; dostaneme

Ss=38 +o—n*+ 2n—2n,
S3=258, +o—n*+ 3n—2n, (6)

Sp =Sy, +o—n*+k.n—2n.
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Secteme &£ — 1 rovnosti (6) a dostaneme

s =8+ (kR —1Do—(k— l)n2+n[}L(k;_L)— 1] .
—2k—1).n.

Dosadime-li sem o :—;— nin+1) a Vytkrieme-li ze

vSech ¢lent na pravé strané (vyjma s,) Cislo — n, vyjde

2
po jednoduché upravé

sk:s1+§[k2—(n+2)k+n+1], ©)

coZ je vysledny vzorec. Pfitom s, stale znaci soucet
s;= 12422+ .+ n?.
Vzorec (7) se pak dokdze indukci pomoci rekurentni
formule (5).
b) Soucet s, je pfi pevném 7 kvadratickou funkci
proménné k. Minimum funkce s, dostaneme, vySetfime-li
minimum funkce

flRy=Fk —(n+2)k +n+ 1.
Protoze plati

n+ 2\* n?
k)= bk — —) ——, 8
j) = (k=" %) =7 (8)
ma s; minimum pro%zz k.

Je tieba rozlisit dva pripady:

I. Je-li n sudé, jev = n+t 2 celé, a proto hledané mini-

2
mum je podle (7) a (8)

n3
.

SV:sl —
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n-+2
2
nastane pro nejblizsi celoCiselné hodnoty %; je to & =
n-+ 1 n+43
3 nebo % = 3
Minimum pak je

II. Je-li n liché, neni celé Cislo. Minimum s

, coZ jsou skuteCné celd Cisla.

R et
k 1 8 .

4. Do kruznice %k je vepsan ostrouhly trojahelnik
ABC. Ptimka m je vné&jsi pfimkou kruZnice &, je rovno-
béznd s BC a protina polopfimku AB v bodé D.

a) Je-li X bod kruZznice % leZici uvniti toho oblouku
BC, ktery neobsahuje bod A4, a je-li Y prusecik pfimek
CX, m, pak body A, D, X, Y leZi na jisté kruznici x.
Dokazte.

b) VySetfete vzajemnou polohu kruZnice x a pfimky m
v pripad¢, Ze body C, D, X leZi v pfimce.

Reseni (obr. 31).
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a) Dokazeme vétu predné pro situaci, Ze body X, Y
jsou oddéleny pfimkou 4B (na obr. 31 body X, Y;). Pak
trojuhelniky Z,BC, Z,DY; jsou homotetické podle
stftedu Z; (tj. pruseéiku CX, AB). Proto plati

XDY,Z, = <DY X, = <BCX, . (1)

Protoze body A, C naleZeji témuZ oblouku B/F(I, je
(podle véty o obvodovych uhlech)
IBCX, = ¥BAX, = ¥DAX, . (2)
Spojenim (1), (2) plyne, Ze
x<DY, X, = <DAX,,
tj. body A4, X;, D, Y, lezi na kruZnici, kterou nazveme x.

Jestlize pfimka 4B neodd€luje body X, Y (na obr. 31
body X,, Y,), ale existuje prusecik Z, prlmek CX,, AB,
pak postupujeme jako v predchozim piipadé. Homo-
tetické podle stfedu Z, jsou trojuhelniky Z,DY,, Z,BC;
odtud odvodime

{XzAB — %:X2AD = {ZzY2D )
tj.

*X,AD + < X,Y,D = 180°. 3)
Protoze cCtyruhelnik ADY,X, je konvexni, je tétivovy,
tj. body A4, D, Y,, X, leZi na kruznici x.

Je-li CX || AB (X; na obr. 32), nevznikne bod Z.
V tomto pripadé vsak je opét <X X;CB = I X;4AB =
= < X;4D (obvodové uhly) a mimoto < X,CB =
= 4 Y,CB = < Y,DB = < Y;DA (proté&jsi tihly rovno-
bézniku BDY,C); proto plati - .

IX;AD = < Y,DA,
lichobéznik ADY,X, je rovnoramenny, a tedy tétivovy.

b) Zbyva vySetfit situaci, kdy body C, X, D lezi
v piimce (X}, na obr. 33). Zvolime bod Q pifimky m tak,
aby lezel v poloroviné ABC; pak plati

4ODX, = ¥QODC = ¥DCB — ¥ X,CB ; (4)
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podle véty o obvodovych uhlech je viak
4 X,CB = X,AB = ¥ X,AD . (5)

g

] iil’l,ll!

/

Obr. 33.
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Spojime-li (4), (5), dostaneme vztah < X,AD = < QODX,.
Odtud vyplyva, Ze kruznice » prochézejici body 4, D, X,
se dotykd v bodé D piimky m.

Iné rieSenie. a) Vychodzia situicia je naznafend na
obr. 34, kde okrem toho K znamend priesecnik priamky
AX so stranou BCa Q prieseCnik priamky AX s priam-
kou m. Kedze BC [/ m, vyplyva stade, ze < CKX =

Obr. 34.

= 4X0Y a < XCK = gQYX, pretoze su to uhly
striedavé. Uhly <t XCB a <t XAB st obvodové uhly
prislichajice tomu istému obliku kruznice &, preto su
zhodné. Z toho vyplyva, zZe AXYQ ~ ADAQ (podla
vety u u). Z podobnosti oboch trojuholnikov vyplyva:

QX:0Y =0D:QAaleboQX.Q0A4A = QD.QY.(1)

Zo vztahu (1) vyplyva na zaklade vztahu pre mocnost
bodu ku kruZnici, Ze body 4, X, D, Y lezia na kruznici x.
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b) Ak body C, X, D, Y leZia na priamke, tou istou
avahou dostaneme, ze A XDQ ~ ADAQ, odkial
O0X:0D = 0QD:QA ¢ize QA.QX = QD?,
¢o znamena, Ze priamka m sa dotyka kruZznice » v bode D.
Riesil Erich Wiszt,
IIL.b SVS Banska Bystrica.
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VI. Devatd mezindrodni matematickd olympidda

1. NEKOLIK VSEOBECNYCH POZNAMEK,
ZEYMENA ORGANIZACNICH

Devata olympidda, kterd se konala ve dnech 3. az 12.
Cervence 1967 v Jugoslavii, v Cernohorském mésté Cetinji
a na pobrezi Jaderského mote, byla pozoruhodnd v néko-
lika smérech. Kromé tradi¢nich ucastnikit — deviti zemi
socialistického tdbora (Bulharska, Ceskoslovenska, Fugo-
slavie, Madarska, Mongolska, Némecké demokratické
republiky, Polska, Rumunska a Sovétského svazu) se ji
zucastnily letos poprvé i Ctyfi zdpadni staty (Anglie,
Francie, Itdlie a gvédsko)*). Pri oficidlnim jedndni i pfi
soukromych rozhovorech se ukazalo, Ze zastupci zdpad-
nich zemi maji dosti odli$né nazory na koncepci matema-
tickych soutézi a na matematickou napln olympidd. Zda
se, Ze rostouci pocet ucastnickych zemi a ruznost ndzoru
povede k opatfeni, o kterém se mluvilo jiZ na moskevském
kongresu r. 1966: Ze totiz pofadani soutéze se bude musit
ujmout néktera mezindrodni organizace, pravdépodobné
Mezindrodni matematickd unie.

Pii IX. MMO ucinila poradatelska zemé pokus zorga-
nizovat malé symposium o vyucovdni matematice, jak
navrhl r. 1966 v Sofii bulharsky ministr $kolstvi Goncev.
I kdyZz symposium nemohlo byt pro kratkost ¢asu dobfe
pripraveno a musilo se ve zna¢né mife improvizovat, byl
to pocin dobry; doslo k vyméné fady informaci, zejména
o matematickych soutéZich v jednotlivych zemich; velmi
oteviené se tu vyslovily i ndzory na pojeti téchto soutézi.
Bylo slibeno, ze sdéleni ucastnikd symposia budou jugo-

*) Jména vedoucich dglegétl i jejich zdstupct jsou v tabulce 1.
o
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slavskym pfipravnym vyborem rozmnoZena a rozeslidna
viem ucastnickym zemim.

Jugoslavsky svazovy sekretariat pro vzdélani a kulturu
svéfil poradani olympiady matematické spole¢nosti (Sa-
vez drusStava matematicara, fiziCara i astronoma Jugosla-
vije); jejim predsedou je akademik Danilo Blanusa ze
Zagreba, generdlnim sekretafem dr. Vojin Dajovid,
profesor bélehradské university. Pifedsedou Jury (mezi-
narodni komise) byla dr. Milica Ilié-Dajovié, také profe-
sorka bélehradské university. Koordinovani klasifikace
zakovskych praci provadéla osmiclenna skupina jugo-
slavskych koordinatoru, vesmés vysokoskolskych uditeli,
v jejimz Cele stal Milorad Bertolino, docent bélehradské
university.

Pripravny vybor umistil soutéZ vhodné do klidného
mésta Cerinje, obklopeného svéraznou Cernohorskou
krajinou, ktera byla vétsSiné ucastnikl zcela neznima Cést
praci jury se vSak konala v Budvé, na nejjiznéjsim cipu
jugoslavské riviéry, na okouzlujicim pobfezi Jadranu,
které vSak v plné sezéné neposkytovalo pravé nejlepsi
pracovni podminky.

Devata mezinarodni matematickd olympidda se konala
pod protektoratem presidenta §. B. Tita a za aktivniho
zajmu ministra Skolstvi Cernohorské republiky; o tom bude
jesté zminka pfi popisu prubéhu soutéze.

Hned na tomto misté je vhodné zminit se o budouci
olympiadé. Pfi zasedani Jury a pfi jednani symposia byla
prednesena dvé pozvdni na desdtou olympiddu: doc.
Morozova pozvala ucastniky jménem vlady své zemé do
Moskvy; obdobné pozvani prednesl i rumunsky delegat
prof. Ionescu. Oba delegati se pozdéji dohodli, ze X. MMO
bude uspofadiana v Moskvé. Jury tuto dohodu piijala
a doporucila, aby na X. MMO byly pfizvany dalsi
zapadni staty, zejména Norsko, Dansko, Belgie, Holand-

o
116



sko, popfip. i USA. Dale doporucila Jury, aby se XI.
MMO konala v Bukuresti.

Letosni olympidda probihala v podstaté jest€ podle
statutu, navrzeného v r. 1962 Ceskoslovenskem; zda se
vSak, ze Sovétsky svaz navrhne v pfiStim roce nékteré
organizatni zmény (moZnd i sniZeni poCtu ucastnika
z jednotlivych zemi) a Ze pfedem prokoresponduje pfi-
pravované zmény s pozvanymi zemémi.

2. O MATEMATICKE NAPLNI SOUTEZE

Jugoslavci rozeslali pozvani na IX. MMO pomérné
pozdé; tim se asi stalo, Ze nékteré zemé poslaly navrhy
soutéZnich uloh opozdéné, nebo je nezaslaly vubec.
Ptipravny vybor pak nemohl podle slov predsedkyné
jury v kratké dob¢ pfipravit nékolik promyslenych variant
Sestic soutéZnich uloh, a zejména nemohl zpracovat
autorska feSeni v svétovych jazycich (za oficidlni jazyky
byly prohlaseny angliCtina, francouzstina, ital$tina, ném-
¢ina, rustina). Za této situace méli ¢lenové jury pfi volbé
uloh praci velmi svizelnou; tak se stalo, ze tlohy nebyly
vybrany nejvhodnéji a také jejich texty a ohodnoceni
maximalnim poctem bodu nebyly bez nedostatkil.

Uvadime ceské znéni textii uloh, které bylo pofizeno
piekladem z francouzstiny a némciny ; nékteré neobratnosti
v textu vznikly tim, Ze byl text schvaleny mezinarodni
komisi pfeloZzen pokud moZno doslovné. V zavorkach je
uvedena zemé, ktera ulohu navrhla, a nejvyssi pocet bodd,
kterym mohla byt tloha ocenéna.

1. den (5. Cervence 1967)

1. Budiz ABCD rovnobéZnik, jehoZ strany AB, AD
maji po fadé délky a, 1 a jehoZ thel <tDAB ma velikost o.
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Trojahelnik ABD necht je ostrothly. Pak jednotkové
kruhy se stiedy A, B, C, D pokryvaji*) rovnobéznik
ABCD pravé tehdy, kdyz plati

ca<cosx+ |3.sina.

Dokazte.
(Polsko, 6Db.)

2. M4-li jedind hrana Ctyfsténu délku vétsi nez 1, pak
je jeho objem mensi nebo roven —é . Dokazte.
(Ceskoslovensko, 7 b.)

3. Budte %, m, n pfirozena Cisla takova, ze m + & + 1
je prvocislo vétsi nez n + 1. Budiz ¢; = s(s 4+ 1). Pak
soudin

(emi1 — ck)(Cmia — k)« « - (Cmtn — Ck)
je délitelny soulinem c¢,c, . .. c,. DokaZte.
(Anglie, 8 b.)

2. den (6. Cervence 1967)

4. Jsou dany dva ostrouhlé¢ trojuhelniky A4,B,C,
a A,B,C,. Sestrojte néktery z trojuhelnikd ABC, podob-
nych trojuhelniku A4,B,C, (tak, Zze vrcholim A4;, B;, C,
odpovidaji po fadé vrcholy 4, B, C) a opsanych trojuhel-
niku A4,B,C, tak, ze strany AB, BC, CA prochazeji
po tadé body C,, A,, B,. Ze vsech takovych trojuhelnikt
ABC urcete pak trojuhelnik maximalniho obsahu a se-
strojte jej.

(Itdlie, 6 b.)

*) To znamenad, Ze kazdy bod rovnobéZniku nalezi aspon jednomu
z téchto kruht.
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5. Budiz ddna posloupnost
61:a1+a2+...+a8,

G=aitaid...+a2,

........................

kde a,, a,, ..., ag jsou redlna Cisla, ne vSechna rovna
nule. Necht dale nekonecné mnoho clent posloupnosti
{c.} je rovno nule. Urlete vSechna pfirozena Cisla n,
pro ktera je ¢, = 0.

(Sovétsky svaz, 7b.)

6. Pri sportovni soutéZi bylo rozdéleno v n po sobé
jdoucich dnech (n > 1) celkem m medaili. Prvniho dne
byla udélena 1 medaile a } ze zbyvajicich m — 1 me-
daili. Druhého dne byly udéleny 2 medaile a % ze zby-
vajicich, atd. Posledniho dne bylo udéleno poslednich »
medaili. Kolik dni trvala soutéZ a kolik medaili bylo
celkem rozdéleno?

(Madarsko, 8 b.)

Neé&kolik poznimek k ulohdm. Uloha 1 byla
pckna a vhodnd; k textu vsak bylo tfeba pfipojit vysvét-
leni slova ,,pokryvam“ Uloha ptipoustéla fadu ruznych
zpusobul feSeni (metoda souradnic nebyla pravé ne;—
vhodnem), zda se, Ze byla obodovéna pfili§ nizko, coz
se ostatn¢ ukdzalo i pfi jejim korigovani. Uloha 2 byla
pro strucnost textu i pro jasnost logické struktury feSeni
uznivana vétSinou delegith za velmi vhodnou. Uloha 3
spojuje prvky kombinatoriky a nauky o délitelnosti;
jeji feSeni se opira o zcela jednoduchy vypocet a o jedinou
pomocnou vétu, Ze totiZz souin » po sobé ndasledujicich
pfirozenych Cisel je délitelny Cislem »!
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Zcela nevhodna byla uloha 4, hlavné v té formulaci,
v které byla dana. Svadéla zédky k tomu, aby ji feSili
primitivné, aby si nevSimali geometrickych mist vrchola
A, B, C, a zejména aby zanedbavali otazku existence
v prvni i druhé Césti Glohy. Bez existenénich dikazl je
feseni velmi jednoduché, ale neuplné. Uplné feSeni je
dosti slozité.

Uloha 5 byla beze sporu nejobtiznéjsi; uz proto, Ze
k jejimu feSeni je tfeba Gsudkl obvyklych v matematické
analyze, na néZ nejsou zici stfednich $kol zvykli. I for-
mulace tlohy mohla byt jind (dokaZte, Ze pro vSechna
lichd n plati ¢, = 0). Toto znéni by bylo lépe odpovidalo
i hodnoceni ulohy sedmi body.

Text Glohy 6 vznikl pieformulovdnim textu ulohy
o rozdéleni dédictvi mezi » synt. Redlna situace uvedena
v textu je ponc¢kud ndsilnd a nezivotna. Vysledek je
neamérné jednoduchy a nezajimavy vzhledem k sloZitosti
feSeni. ReSeni # = 6, m = 36 lze uhodnout; ukolem pak
je jediné dokazat, Ze uloha nema4 jiné feSeni.

Celek soutéznich uloh obsahuje tfi tlohy geometrické
(1, 2, 4), coz delegati zapadnich statd nepfijali pravé
sympaticky. Dale je tu opravdovy nedostatek ,,fadné
algebry® i trigonometrie, 1épe feCeno goniometrie; v tloze
1 se vyskytuje trigonometrie jen okrajoveé.

Ulohy byly vybrany v duchu dosavadni koncepce
z riznych useku stfedoskolské matematiky. Francouzsky
delegat prof. Adler (ktery se neucastnil vybirani uloh,
nebot francouzskd delegace pfijela pozdéji) kritizoval
soutézni ulohy asi takto: tematicky jsou zastaralé, netvori
logicky a tematicky souvisly celek, ale jakousi trist
a neumoznuji ucastniku soutéZe zvolit si ulohy z téch
usekt stiedosSkolské matematiky, na které se pfi svém
individudlnim studiu zaméfil. Z téchto namitek je asi
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zhruba patrny odchylny nazor nékterych zadpadnich zemi
na koncepci olympiddy; jsou to hlavné zemé romdnské
sféry, ovliviiované silné bourbakismem.

3. RESENI SOUTEZNICH ULOH

1. Budiz ABCD rovnobéznik, jehoZ strany AB, AD
maji po fadé délky a, 1 a jehoz tthel <t DAB ma velikost o.
Trojuhelnik ABD necht je ostrothly. Pak jednotkové
kruhy se stfedy 4, B, C, D pokryvaji rovnobéznik*)
ABCD pravé tehdy, kdyz plati

a§cosa+l/§.sinoc.
Dokazte.

Reseni. a) Nejprve dokiZeme pomocnou vétu P:

Budiz XYZ ostrouhly trojuhelnik, » polomér kruznice
jemu opsané. Pak tfi kruhy se stredy X, Y, Z o poloméru
o pokryvaji trojuhelnik XYZ pravé tehdy, kdyz plati
o=r.

Dukaz. Oznaéme S stfed kruZnice opsané trojuhel-
niku XYZ (obr. 35); protoZe je trojuhelnik X YZ ostro-

*) To znamend, Ze kazdy bod rovnobéZniku naleZi aspon jednomu
z téchto kruhu.
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uhly, nalezi bod S jeho vnitiku. Oznacme dale X, Y, Z;
paty kolmic spuSténych z bodu S po fadé na primky
YZ, ZX, XY. Protoze je trojuhelnik XYZ ostrouhly,
~padnou body X, Y,, Z; do vnittku pfisluSnych stran.
Je-li o < r, pak bod S nenalezi Zadnému z kruht Ky =

= (X5 0), Ky=(Y; 0), Kz=(Z; 0). Je-li ¢ =1, pak
bod S nélezi kazdému z kruhtt K vs Ky, K. Protoze je
XY, < XS§, nalezi také bod Y, kruhu Ky, a tedy vSechny
body (vysrafovaného) trojﬁhelniku XY,S nélezi kruhu
K. Obdobn¢é se dokaze, ze kazdy z ostatnich trojuhelnika
XZ\S, YZ,S, YX.S, ZX,S, ZY,S nélezi nékterému
z kruhu Ky, Ky, K.

Tim je pomocnd véta P dokazana.

b) Necht jednotkové kruhy K, Kz, K., K se stiedy
A, B, C, D pokryvaji rovnobéznik ABCD. Pak kruhy
K,, Ky, K;, pokryvaji trojuhelnik ABD. Kdyby tomu
totiz tak nebylo, platila by podle pomocné véty P ne-
rovnost 1 << r, kde r znadi polomér kruznice opsané
trojuhelniku ABD. Pro stfed S této kruZnice by tedy
platilo

r=AS >1, CS =1, (D
nebot bod S by podle predpokladu nélezel kruhu K.
Z obr. 36, vnémz je BDC’ trojuhelnik soumérné sdruzeny
s trojuhelnikem BDC podle pfimky BD, plyne
AS =C'S< CS, (2)
nebot bod S lezi uvnitf poloroviny BDA opacné k BDC.
Z (1) dostaneme CS << AS, coZ je ve sporu s (2).

¢) Protoze kruhy K,, Kz, K, pokryvaji trojuhelnik
ABD, plati podle pomocné véty P nerovnost r = 1.
Vypolteme r; podle kosinové véty a podle znamého
vzorce je

BD?>=aqa%*>+1— 2acos o, (3)
BD = 2rsin «.
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Vylou¢ime-li z rovnic (3) BD a pouzijeme-li vztahu
r = 1, vyjde
a®+1—2acos a = 4sin?a,
neboli
a? —2acosax +1—4sin?ax =0,
neboli
(a — cos 2)* = 3sin? . 4)

Obr. 36.

ProtoZze trojuhelnik ABD je ostrouhly, padne pata jeho
vy$ky spusténé z vrcholu D mezi body A, B; proto je
a > cos « a z nerovnosti (4) dostaneme

a — Cos « gl/isinx,
neboli

a = cos o + I/isin o. (5)

d) Obracené, plati-li (5), plati i (4); odtud dostaneme
obracenim postupu 4r%sin®? o« = BD?* < 4sin® a, tj. r =
= 1. Z toho vyplyva podle pomocné véty P, Ze kruhy
K,, Kz, K, pokryvaji trojuhelnik ABD. UZzijeme-li
soumérnosti podle pruseciku uhlopticeck AC, BD,
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zjistime, Ze kruhy K, K, K, K}, pokryvaji rovnobéZnik
ABCD.

2. Ma-li jedina hrana Ctyfsténu délku vétsi nez 1, pak
je jeho objem mensi nebo roven % Dokazte.

Reseni. Budiz ABCD tetraedr, jehoZ hrany maji délky
AB=2x=1, AC=1, AD=1, BC=1, BD =1,
CD > 1. Oznalme u, v délky vysek trojuhelniki ABC,
ABD, spusténych na stranu AB.

Budiz o rovina stény ABC. Pak vrchol C néleZi vysra-
fované Casti roviny o, kterd je prunikem jednotkovych
kruht se stfedy 4, B (obr. 37).

Oznalime-li body P, Q, M, C’, R podle obr. 37, je
zfejmé

u=CR=<CR=PM=|1—2x
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neboli

u=]1—x. - (6)
Obdobné dostaneme z trojahelniku ABD
o< [T —x2. (7)

Protoze vyska Ctyisténu ABCD spusténa z vrcholu D
ma nejvyse velikost v (jsou-li stény ABC, ABD navzajem
kolmé), plati pro objem y Ctyfsténu ABCD tento odhad

1
9 = 3 xXuv ,

neboli podle (6), (7)
Y- (®)

R . o 3 1
Nasim ukolem je najit maximum funkce 3 (x — x9%)
. 1 . Y :
v intervalu 0 < x = 5 Dokazeme, ze tato funkce je
v uvedeném intervalu rostouci. Skute¢né, je-li x; << x5 =

1 ;
= 3° plati
1
‘3—(3‘2 == %) = _(xl —x3) =

=%(x2—xl) (1 —x} — xx, — x3) =

1 3
gg(xz—xl) (1 —Z)— 12 (x2 — %) >0,

tj.

%(xa_xz) > ;( —x}).
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Ze vztahu (8) pak dostaneme pro x = !

2
1/1 1 1
< (=—2)==.
Y= (2 8) 8
Tetraedr, jehoz hrany maji délky AB = AC = AD =
= BC = BD =1 a jehoz stény ABC, ABD jsou navza-
jem kolmé, ma objem % a jeho hrana CD ma délku
V3 y5_ V6
7-]/2 =5 >1.
Tim je dokdzana véta z ulohy 2 a zaroveil je ovéfeno,

Ze existuje tetraedr maximalniho objemu 8"

3. Budte %, m, n prirozena Cisla takovd, ze m + k + 1
je prvocislo vétsi nez n + 1. Budiz ¢; = s(s + 1). Pak
soudin

(Cm+1 - ck)(cm+2 - Ck) v (Cm+n — Ck)
je délitelny soulinem c,c, . . .c,. DokaZte.

Reseni. a) Nejprve zjistime rozepsinim soucinu
CiCy .+« . Cyy Ze plati

C1-CpuveecCyp=mnl (n+4+1)! 9)

Diéle vypolteme
Cmin —Ce=m + A —k+ (m—+ 2)?— k*,

tj.
Cpir—C=m-+A—k+m+2—k(m+ 1+ k)=
=m+ 2—km+ 2+ k+ 1); (10)
pfitom 2 je libovolné pfirozené Cislo. Pomoci rovnosti
(10) upravime dany souclin takto:

P=(cpy1— ) - (Cmrz — Ck)+ o+« (Cmin — €k) = P1Py,
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kde

Po=m+1—Fk).(m+2—Fk)..... (m+n—=Fk),
Po=m+k+2).0m+k+3)..... (m+k+n+1).
(11)

Soucin P, obsahuje n za sebou jdoucich celych ¢isel. Je-li
P R .
nékteré z téchto Cisel nula, j o e = 0, tj. Cislo celé.

Neni-li zadny z Cinitela P, roven nule, je P, aZ na zna-
meni rovno soucinu z po sobé jdoucich prlrozenych Cisel

a pak je také ;I:Tl Cislo celé. Plati totiz pro libovolnd

pfirozena Cisla «, f3, ze
@+Dw+ﬁ%~-%w+®:(+ﬂ)
p! p

je Cislo celé.

Tim je dokazano, Ze soucin P, je vzdy délitelny Cislem
n!

b) Nyni budeme vySetfovat soulin (m -+ k& + 1)P,.
Je to soucin n + 1 po sobé jdoucich pfirozenych Cisel,
proto je podle predchoziho délitelny cislem (n + 1)!
Plati tedy

(m+k+ 1P, =g.nl(n+1), (12)
kde g je prirozené Cislo. Prava strana (12) je délitelna
prvocCislem m + k + 1. Protoze je m + k + 1 vétsi nez
kazdé z Cisel 1, 2, ..., n+ 1, je m + k + 1 délitel

Cisla g, tj.

g=rim+k+1), (13)
kde r je pfirozené ¢islo. Dosadime-li z (13) do (12) a kra-
time-li Cislem m + k& + 1, vyjde

Po=r.n+ 1)1,
tj. souin P, je délitelny Cislem (n + 1)!.
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Podle (11) je tedy soucin P = P,P, délitelny Cislem
nl(n + 1)!, tj. podle (9) je soucin P délitelny soucinem
C1Cy .« . . Cpy jak jsme méli dokazat.

4. Jsou dany dva ostrothlé trojuhelniky A,B,C,
a A,B,C,. Sestrojte néktery z trojuhelniki ABC, po-
dobnych trojuhelniku A;B,C; (tak, Ze vrcholim A4,
B,, C, odpovidaji po fad¢ vrcholy 4, B, C) a opsanych
trojuhelniku 4,B,C, tak, ze strany AB, BC, CA pro-
chazeji po fadé body C,, Ay, B,. Ze vsech takovych troj-
uhelniki  ABC wurcete pak trojuhelnik maximdlniho
obsahu a sestrojte jej.

Reseni. a) DokiZeme nejprve pomocnou vétu P:
Je-li A,B,C, ostrouhly trojuhelnik a jsou-li «;, £, ¥4
tfi ostré uhly, pro néz plati «, + f, + y, = =, pak
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existuje uvnitf trojuhelniku 4,B,C,jediny bod M, z néhoz
je vidét tseCky A By B,Cop CoA4, po fadé pod uhly
T— Y1 T — & T —

Sestrojme kruznice k,,, kg, k¢ takto: k4 prochazi body
B,, C, a z kazdého jejiho bodu leziciho v poloroviné
B,C,A, je vidét tsecku B,C, pod thlem = — «;. Cyklic-
kou zdménou dostaneme kruZnice kg, ko (obr. 38).

KruZnice k,, kg se nedotykaji v bodé C,. Jinak by totiz
platilo podle vlastnosti usekovych Ghld = — o; + y, +
+ 7 — p; = 2= neboli yy = oy + f; = 7 — y;, COZ je
nemozné, nebot

vo = XA,C,B, je ostry, © — y, tupy.

KruZnice k4, kpse tedy protnou mimo bod C, jesté
v dal§im bodé M. DokéZeme, Ze bod M leZi uvnitf troj-
thelniku A,B,C,; vyvratime totiZ, Ze by bod M nélezel
nékteré z Sesti (uzavienych) oblasti oznaCenych na obr.
39 pismeny 2,, 2,, 2,’, 2;, 2 a Q,.

] \\\\“.

Obr. 39.
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Necht bod M néleZi oblasti 2, (obr. 40a); pak je
XAMB, = SAMC, + <CMB, = ©— f; + 7 —
— oy = ® + y;; aviak XA MB, = T, coZ je spor.

Obr. 40 abcd.

Necht bod M nilezi oblasti 2,; pak je (obr. 40b)

XCMB, < <CodoBy = 2% < 12‘ aviak > C,MB, —

T = v ¥ v
=T — % > 5, COZ je opét spor. Obdobné se vylouci

oblast £,’.
Lezi-li bod M v oblasti 2, (obr. 40c), je LA MC, >

~ JIBMCy, tj. py >mn — oy, coZ je nemozné, nebot
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B < %, T— oy >12t . Obdobné se vylouci oblast £,
Lezi-li konetné¢ bod M v oblasti 2, (obr. 40d), je

SAMCy + S CMB, = LAMB, < LA,CoBos 1.

B1 + oy <y €OZ je opét spor, nebot oy + f; = 7 —

™ kY
— "1 >’2", '}’0<’2 .

Obr. 41.

Protoze bod M lezi uvnitt A A4,B,C, (obr. 41), plati
SAMCy = = — fy, SBMC, = — ay, LAMB, =
=2r—(mn—oy) —(m—f) = o+ ) =7 — yp, 4.
bod M je spole¢nym bodem kruznlc ks kg k.

b) Sestrojme v bodech A, B,, C, po rade kolmice
k pfimkam MA,, MB,, MC,. Tyto pfimky se protnou
po dvou v bodech A,, B,, 62 (obr. 42). Vznikne tak
trojuhelnik A,B,C,, jehoZ vnitfni uhly jsou o«;, £y, ;.
Body A,, B,, C, lezi po fadé na kruznicich kg, kg, k.
Snadno dokazeme, Ze trojuhelnik A,B,C, ma maximalni
obsah ze vSech moznych trojihelnikui ABC. Trojuhelnik
A,B,C, ma maximalni obsah, ma-li maximalni jednu
stranu, napf. 4,B,. Na obr. 43 jsou kruZnice k4, kg, jejich
pruseciky C,, M, tseCka A,B, a strana AB libovolného
trojuhelniku ABC, prochazejici bodem C,. NatémZ obraz-
ku je sestrojena usecka A'B’ soumérné sdruzend s AB
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podle stfedné kruznic kg, ky. Z tétivovych Ctyfuhelnik
MCyA,A'y MC,B,B’ plyne, ze je A,A" | A'B,

Tim je dukaz proveden.
Maximalni trojuhelnik 4,B,C, zajistuje existenci aspoii
jednoho trojuhelniku Ziddanych vlastnosti. Intuitivné lze

A

Obr. 43.
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oviem sestrojit dal§i. Zvolime libovolny bod A na kruz-
nici k4 vné trojuhelniku A,B,C,; sestrojime pfimky AB,,
AC,. Protnou-li tyto pfimky kruZnice k., kp po fadé
v bodech C, B lezicich vné A A,B,C,, pak trojuhelnik
ABC je trojuhelnik Zzadanych vlastnosti.

Ka

2

c
Obr. 44.

Body B, A,, C lezi totiz v pfimce; pak plyne z nasle-
dujiciho dtikazu (obr. 44): pfimka BA, protne polo-
pfimku AB, v bodé C’ (tento prusecik vznikne,; nebot
o + 1< 7-) Z trojuhelniku ABC’ dostaneme, Zze
JSBC'A= 7w — o, — By = y,. Protoze bod C’ lezi
podle své konstrukce v poloroviné opacné k A,B,Cy,
je XA,C'B, = XBC'A = 7, tj. bod C’ nalezi kruZznici
ke 1 pfimce AB, a splyne tedy s bodem C.
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5. Budiz dana posloupnost

GG =a,+ay, + ...+ ag
¢, =ai +a:+ ...+ ai,
Cp=al +a + ...+ a?,

kde a,, a,, . . ., ag jsou redlnd Cisla, ne vSechna rovna nule.
Necht dale nekone¢né mnoho clent posloupnosti {c,}
je rovno nule. Urcete vSechna prirozena Cisla n, pro ktera
je ¢, = 0.

Reseni. a) Nejprve odvodime tuto pomocnou vétu P:
Budte o, %, ..., o, [ (v = 1) takova kladna Cisla, Ze
oy < fy #y < fi ..., a, < ff. Pak pro vSechna pfirozena
¢isla » od urcitého pocinaje plati

at + o ...+ ot << B (14)

Skutec¢né, podle pfedpokladu jsou vsechna cisla —%,

o «, . s .y
_/5%’ C /‘fl kladna a men$i nez 1. Podle znamé vlast-
nosti exponencidlni funkce existuji tedy pfirozend Cisla
My Moy . .., n,, takZe plati pro vSechna n = n,

(“‘~)n< - (15a)
Iy g
pro vSechna n = n,
(“—‘2—) <1 (15b)
I v
atd.; pro vSechna n = n, plati tedy
(i)< L (15¢)
p Y
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SeCtenim nerovnosti (15) dostaneme nerovnost

(%) + (F) TR (73_)< 2=,

neboli po znasobeni ¢islem " nerovnost (14). Ta plati pro
vSechna n = n,, kde n, je nejvétsi z Cisel ny, ny, . . ., n,.
b) Z predpokladu ulohy 5 (ay, ay, . . ., ag nejsou vesmes
rovna nule) vyplyva, Ze ¢, >0 pro vSechna sudd n.
Dokéazeme, ze ¢, = 0 pro vSechna lichd n.
Nejprve vynechame z Cisel ay, a,, . . ., ag ta, ktera jsou
rovna nule. Zbyvajici rozdélime do dvou skupin: kladna

oznacime Py, Poy - . -5 Pry ZAPOINA —qy5 —(Goy - - -5 — s
Podle podminky ulohy plati

P+t kP — g — ... —q =0,
neboli
LAt =g+t g (16)
pro nekone¢né mnoho lichych exponentu 7.
Cisla pys Pos -+ o Priqys Gos - - -5 g5 jsou kladnd a miizeme
predpokladat, Ze jsou usporadana sestupné, tj. Ze plati
PL=Pe= - =P =G =...=¢s. (17)
Kdyby bylo p; > ¢,, bylo by podle (17) p; > gos. . .sP1 >
> ¢s; podle pomocné véty P by pak platilo od urcitého
exponentu 7
=g+ g+ ...+
a tim spise
e e e e
To znamenad, Ze rovnost (16) by nemohla byt splnéna pro
nekone¢né mnoho lichych exponentd 7.
Stejné jako jsme vyvratili nerovnost p; > ¢,, vyvratime
1 nerovnost ¢; > p;; je tedy p; = ¢;. Obdobné dokaZeme
dale, Ze je p, = gy ..., pr = gqs (r = 5). Rovnost (16)
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pak plati pro vSechny liché exponenty 7, tj. ¢, = 0 pro
vSechna lichd n.

6. Pri sportovni soutézi bylo rozdéleno v n po sobé
jdoucich dnech (n > 1) celkem m medaili. Prvniho dne
byla udélena 1 medaile a % ze zbyvajicich m — 1
medaili. Druhého dne byly udéleny 2 medaile a % ze
zbyvajicich, atd. Posledniho dne bylo udéleno » medaili.
Kolik dni trvala soutéZ a kolik medaili bylo celkem roz-
déleno?

ReSeni. Oznatme 2, (k= 1,2,...,n) polet medaili,
které zbyly k-tého dne po udéleni £ medaili. Pak je

zk+1:zk_'%zk_k_ls
neboli po upravé
gzkzzkﬂ%—k—kl. (18)
Oznacme qg;; po¢et medaili vydanych k-tého dne; pak je
ak:k—}—%zk. (19)

Ze vzorcu (18), (19) dostaneme snadno rekurentni vzorec
pro a;; stali napsat (19) pro & + 1

11 ’
ar =k + 1+ ‘7— Rr+1 (20)
a ze vzorcu (19), (20), (18) vyloudit 2y, 2,5 po snadné
Upravé vyjde
7

Ay — “g g — 1. (21)

RozepiSeme-li rovnost (21) pro k= 1,2,...,n— 1,
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dostaneme

7 -
a1=ga2—l,
7
a2:€aa— l, (22)
7
an—1:—6_a"_1

2
Znasobime-li rovnosti (22) po fadé Cisly 1, %—, (%) s e

6

7 n—1 7 7 n—2
W =l = |
“ (6) ¢ [+6+ +(6) ]

ktery po upravé a po dosazeni a, = n dostane tvar

o = (%)1 (n—6)+6. (23)

n—2
.. ,(—) a seCteme, dostaneme vzorec

Vzorec (23) Ize dokazat matematickou indukci z rekurent-
ni formule (21).

ProtoZe je n > 1, plyne z (23), Ze Cislo n je nasobek
Sesti. Jedno feSeni je n = 6, a;, = a, = ... = a3 = 0,
m = 36 (vypolteme z (22)).

Je-li n > 6, poloZime n = 6k, kde k je pfirozené Cislo
vétsi nez 1. Pak koeficient » — 6 = 6(k — 1) v (23) je
délitelny mocninou 67! = 6% !, Protoze pro kazdé
k>1 plati

6k —1>Fk—1,
neni koeficient 6(k# — 1) délitelny mocninou 65+,
Uloha mé tedy jediné feSeni n = 6, m = 36.
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4. VYSLEDKY SOUTEZE

Prehled bodu, které ziskali jednotlivi Zaci, ukazuje
tabulka 2. Z tabulky je patrno, Ze francouzské druZstvo
mélo jen pét zaku, italské jen Sest. Pritom Italové se
zucCastnili obou soutéznich praci, Francouzi jen druhého
dne; mimoto pfijeli v noci pred 6. Cervencem, Zaci tedy
byli unaveni a nevyspali. Proto jsou vysledky Francouzt
iregularni. Naproti tomu u Italt lze dosaZeny vysledek

; tak dostaneme

pfepocCist znasobenim koeficientem I

pravdépodobny pocet bodu 147.

I kdyz se stile zduraziuje, Ze mezindrodni olympidda
je soutézi jednotlivcu, vyskytuje se vzdy pfi hodnoceni
posledni sloupec tabulky 2, ktery udava celkové pocty bo-
du jednotlivych ucastnickych zemi a ktery dovoluje sesta-
vit neoficialni ,,poradi‘. Je otazkou prestize (snad nezdra-
vé)kazdéhostatu, aby byl vtomto poradina pfednim misté.

Tabulka 2 ukazuje, Ze k tradi¢nim favoritim mezina-
rodnich olympiad pfibyl letos dalsi: Anglie. Vznikla tak
s>stind pétka (SSSR, NDR, Madarsko, Anglie a Rumun-
sko) celkem vyrovnanych druzstev. Od ni se dosti vyrazné
odliSuje (viz poCty bodi) skuplna slabSich, kterou vede
CSSR s Bulharskem; velmi spatne umisténi ma letos
Polsko, které¢ ziskalo jen jednu tfeti cenu. Do slabsi
kategorie patfi i novi Ucastnici Italie a Svédsko, o jejichz
perspektivach je vSak tézko néco prorokovat; staci uvé-
domit si neobycejny vzestup NDR v poslednich Ctyfech
letech.

Nyni jesté néco o cendch: nejvyssi dosazitelny pocet
bodi pro jednoho Zaka byl 42 (Zici, ktefi ho dosahli,
jsou v tabulce 2 v rdmeccich). Meze pro udéleni cen byly
v zavéreCném zasedani jury stanoveny takto:
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1. cena: 38 az 42 bodu;
II. cena: 30 aZ 37 bodu;
III. cena: 22 az 29 bodu.

Podle tohoto klice ziskali ucCastnici z jednotlivych zemi
ceny uvedené prehledné v tabulce 3.

Mimo tyto ceny byly udéleny nékolika zakum zvlastni
odmény za originalni a elegantni feSeni nebo za zobecnéni
uloh.

Jury chtéla udélit také zvlastni ceny nékterym fran-
couzskym zakim. Prof. Adler vSak takovéto ceny ,,pro
utéchu® odmitl s tim, Zze Francouzi se nepovazuu za
danych okolnosti za fadné ucCastniky soutéze, ale jen za
pozorovatele.

5. PRUBEH SOUTEZE

Ackoli pozvani na IX. MMO doslo z Jugoslavie po-
Catkem dubna, bylo oznimeno misto konani soutéze se
struénym Casovym programem teprve kolem 10. Cervna.
Tu byla uz velmi kratka lhata pro zaji§téni dopravy dele-
gaci, zejména kdyz Cetinje nem4 ani letecké, ani vlakové
spojeni a doprava autobusem z nejblizSich stanic nebo
letist (Dubrovnik, Titograd) je odkdzana na uzké silnice
v hornatém terénu — a to vzdy na vzdalenost 40 i vice
kilometru.

Delegati se sjizdéli v Cetinji 30. Cervna a 1. Cervence.
Jiz dne 1. 7. se konala v modernim hotelu Park, kde byli
ubytovani vsichni vedouci delegaci, prvni schtize netiplné
jury, na niz byl vyhlasen podrobnéjsi program. Po pro-
hlidce mésta Cetinje (zejména sidla Nikolova) odjeli
odpoledne delegati na motské pobiezi do ozdravovny
v lazenském misté Budva. Zde zacla zasedat jury rano
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dne 2. Cervence v improvizované mistnosti; teprve béhem
zaseddni se dostavili reprezentanti Itdlie, Svédska
a Anglie. S anglickou delegaci prijel také pracovnik ustavu
pro fizeni védy Maurice Goldsmith, ktery se zucastnil jako
pozorovatel nékterych schizi jury i symposia. Oba dny
2. a 3. Cervence byly vénovany vybirani uloh, jejich ohod-
noceni body a precizovani textd ve svétovych jazycich.
Dne 3. Cervence vecer prijeli i zdstupci vedoucich (peda-
gogiCti pruvodci), nebot mezitim se sjela v Cetinji
zakovska druzstva. Také pedagogicti pruvodci zustali
pak ubytovani v Budvé, a tak byli Zaci dokonale izolovani
v Cetinji, kde bydlili ve dvou hotelich.

Pres noc na 4. Cervence se poridily preklady textt do
ndrodnich jazykt, béhem dopoledne je pedagogicti
pravodci rozmnozili. Od 10 h do 13 h se konala v Budvé
prvni ¢ast symposia, veCer byla v restauraci na plazi
recepce delegatu, kterou pofddal ministr $kolstvi ¢erno-
horské republiky Misicié.

Dne 5. Cervence odjeli Casné rano vsichni delegati
1 jejich zastupci autobusy do Cetinje; zde v budové
mistniho ndrodniho vyboru zahdjila prof. Dajovi¢ soutéz.
Promluvil ministr Misi¢i¢ a akademik Blanu$a. Zaci
zaCali pracovat asi v 9,30 a méli na prvni tfi ulohy
4 hodiny Ccistého casu.

Delegati a jejich zastupci pak podnikli vylet dopoledne
na horu Lovcen ; odpoledne se vratili do Budvy, kde vzhle-
dem k pracovnim podminkdm nebylo moZné zalit s kori-
govanim zakovskych uloh. Dne 6. 7. rdno odjeli delegati
se svymi zastupci do Cetinje k zahdjeni druhé casti
soutéze. Sem uz zatim dorazila také francouzska delegace
vedena prof. Adlerem; francouzsti Zzaci se pak zucastnili
druhé Casti soutéze. Tato ¢ast obsahovala opét tfi ulohy,
na které méli zaci Ctyfi hodiny Cistého Casu. Dny 6. az
8. Cervence byly vénovany opravovani a koordinovani
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uloh. Ulohy jugoslivského druzstva koordinovali delegati
téch zemi, které navrhly pfisluSnou ulohu.

Dne 8. Cervence vecCer v 18.00 hod. zacalo zavérecné
zasedani jury; probéhlo velmi rychle a hladce. Zde bylo
rozhodnuto o udé¢leni cen; sporné pripady nebyly. Na
této schuzi prednesli doc. Morozova a prof. Ionescu
pozvani na pristi olympiddu. Ve dnech 7. a 8. Cervence
jezdili Zaci autobusy do Budvy, kde stravili u mofe
prijemné dny rekreace.

Nedéle 9. Cervence byla vénovana celodenni exkurzi
vSech ucastnikd do monastyru Moraca a k Biogradskému
jezeru (asi 260 km cesty autobusy). Dne 10. Cervence
v 10 h pokracovalo symposium, veCer byla schuzka
s representanty narodniho vyboru mésta Cetinje. Pondéli
11. Cervence bylo vénovano vyletu do Dubrovnika, 12.
dopoledne bylo volno, pak nasledoval slavnostni obéd.
Odpoledne se konalo za pfitomnosti ministra slavnostni
rozdileni cen a diplomu, veCer byl ples mladeZe. Dne 13.
Cervence se delegace rozjizdély do svych domovt

Snad i z tohoto struc¢ného vyliceni prubéhu IX. MMO
je patrné, Ze vyZzadovala velké vypéti sil jak od delegatu
a jejich zastupcu, tak i od jugoslavskych organizatoru.
Pracovalo se Casto intenzivné za parnych dni od rdna do
vecCera, absolvovalo se (i s exkurzemi) na 700 km cest
autobusy po obtiznych horskych serpentiniach, které
vyZadovaly pevné nervy nejen u £idic, ale i u cestujicich.

Snad na tomto misté je tfeba se zminit o praci aspon
dvou jugoslavskych pracovnikd: prvnim z nich je pred-
sedkyné jury, prof. Milica Illié-Dajovié, ktera diky svym
jazykovym znalostem fidila vSechna jednani obratné,
taktné a pohotové; za jeji vykon ji pravem naleZi obdiv
a uzndni. Vskutku obétavym a neunavnym organizanim
pracovnikem byl také prof. cetinjského gymnasia Michal
Begovié, jehoZ rychlé a operativni zasahy rozfesily
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mnohou svizelnou situaci. Celkem je tfeba konstatovat,
Ze pohostinnost jugosldvskych soudruht byla opravdu
slovanska.

6. CESKOSLOVENSKA DELEGACE

NasSe delegace se skladala z vedouciho, jeho zastupce
a osmi zakd; jejich jména i1 vysledky, kterych dosahli,
jsou uvedeny v tabulce 4.

S vysledky nemiizeme byt ani letos spokojeni. Nejméné
lze zaktm vycitat maly aspéch v uloze 5 (celkem 18 bodu),
nebot s ulohami tohoto druhu se nesetkali ani v $kolské
praxi, ani ve specialni pfipravé. Vice zarazi slaby vysledek
v uloze 3, nejvice pak nevalny vysledek v uloze 4, kde
Casto nepodali ani intuitivni feSeni. Také obé nuly
v sloupci 2 jsou velmi zarmucujici a skute¢nost, ze nikdo
z naSich zaka nerozfeSil zcela spravné tulohu 1, nas
udivuje. Prohlédnéme tabulku 4 jesté jednou po fadcich:
na$ nejlepsi zak Bohu$ Sivak roziesil jen jedinou tlohu
bez chyby, zadny Zék nema vic nez dvé bezvadné rozfe-
Sené ulohy. A to je skutecné malo, uvazime-li, Ze jsme
v lonském Skolnim roce vénovali specidlni pripravé
olympioniktl zvla$tni pozornost. Piestoze slaby vysledek 3.
kola domaci olympiddy nam nedaval pfili§ rtzové per-
spektivy, prece jen jsme pokladali nase druzstvo za sil-
néj$i. Dva z ucastnika, ktefi byli na pfednich mistech
3. kola domaci olympiady, selhali Uplné a ani ostatni
nepodali oCekdvany vykon. Podle skute¢né kvality naseho
druzstva jsme jist€¢ mohli ziskat 5 aZ 6 cen, z toho mozna
i jednu prvni.

Nezbyvd ndm neZ opét patrat po pri¢inich naSeho
pomérné malého uspéchu. A tu musime zase konstatovat,
Ze nase stfedni $kola, a to i specidlni matematické tridy,
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neposkytuji nasim zékum tak dokonalou pfipravu jako
obdobné S$koly v zahrani¢i. Mame v ucebnim plénu
pomérn¢ mélo hodin matematického praktika a tedy méné
zkuSenosti a rutiny. Nase osnovy, ucebnice, a ze]mena
pfikladovy material je pro nadané zaky malo naroCny.
Casto to plati i o uditelich. Zd4 se, Ze specidlni matema-
tické tfidy by se mély zfizovat tak jako v zahranili jen
v mistech, kde jsou pro to podminky, a Ze by v nich méli
ulit prevazné vysokoSkolsti profesofi. Zadna specialni
priprava mimoskolni (napf. dvé hodiny semindre tydné)
nemuze nahradit systematické, niarocné a dobfe vedené
vyuCovani. Zkusime sice v $kolnim roce 1967—68 jiny
zpusob pripravy vybranych talentt, ale zazraky nelze
ocekavat. Nechceme zde propagovat vychovu matema-
tickych Zzakovskych primadon, ale na druhé strané
vyjime¢né nadani mladych lidi pro matematiku je hod-
nota, jejiz ztratu si nase spolecnost nemuze dovolit. Cim
dfive se talentovany zak podchyti (ovSem nikoli predcas-
nou specializaci), tim lépe pro jeho budouci rozvoj.
V tomto sméru v§ak maji mnoho dluht nase devitiletky,
které se stale staraji vice o to, jak douCovat déti zaostavajici,
neZ jak podporovat zaky nadané, ktefi jsou nadéji naroda.

Jako druhad pfic¢ina naseho pomérné malého tspéchu se
nam jevi opét nedobry nervovy stav nasich zaku, jejich
mald jistota, sebeduvéra, houZevnatost a vytrvalost
v prekondvani prekazek. Tyto zdporné vlastnosti jsou
zpusobovany nebo asponl posilovany nedostatky ve
vychové.

Snad bychom se méli na konci jesté zminit o nékterych
dosti dramatickych okolnostech, které doprovazely nasi
ucast na letoS$ni olympiddé. Prestoze informace o misté
konani soutéze dosly az v poloviné Cervna, snazilo se MS
zajistit Cs. delegaci co nejleps$i podminky pro cestu do
Cetinje a zpét. Zajistilo ob¢ cesty letadlem, ovsem vzhle-
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dem k nedostatku volnych mist byla cesta do Jugoslavie
stanovena na 29. Cervna, cesta zpét na 12. Cervence. To
znamenalo pfedcasny prijezd a pred¢asny odjezd. Ackoli
Cs. delegace byla odhodlana absolvovat dvoudenni zpi-
tecni cestu vlakem z Titogradu pfes Sarajevo, Bélehrad
a Budapest, aby se mohla zucastnit zavérecnych slavnosti
dne 12. Cervence, nepodafilo se tento timysl provést.
Letenky na 12. Cervence nebyly Clenkou organizaéniho
vyboru v Jugoslavii v¢as vraceny, a tak se musela nase
delegace rozloucit dne 11. Cervence v Dubrovniku s ostat-
nimi ucastniky IX. MMO; nevratila se uz do Cetinje,
ale po pfenocovani odcestovala pies Split do Prahy. Nasi
zaci byli tak pripraveni o dojmy ze slavnostniho zakonceni
i o darky; jakousi nahradou za to snad jim byla pékna
plavba parnikem z Dubrovniku pfes Korculu a Hvar do
Splitu a pohodlny navrat letadlem do Prahy.
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Tabulka 1

Vedouci delegaci a jejich zdstupci

Zemé Vedouci Zastupce
Anglie Robert Lyness, inspektor | dr. Norman Rdutledge
Bulharsko prof. Spas Monolov Stojan D. Budurov,

inspektor
CSSR doc. Jan Vysin dr. Franti$ek Zitek,CSc.
Francie prof. André Adler —
Italie prof. Tullio Viola prof. Angelo Pescarini
Jugoslavie doc. Dusan Adnadevié¢ Vladimir Mi¢i¢,
magister
Madarsko Endre Hodi, véd. pracov. | prof. Istvan Reiman
Mongolsko doc. Urzin Sanzmjatav Aivan Duger, bag$
NDR prof. Hans-Joachim dr. Helmut Bausch
Weinert
Polsko prof. Mieczyslaw Andrzej Makowski,
Czyzykowski magister
Rumunsko prof. Constantin Ionescu

Sovétsky svaz

doc. Elena Morozova

Ivan Petrakov, metodik

Svédsko

doc. Lars Inge Hedberg

Lars Brandell, kand.
fil.
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Tabulka 2

Poclty ziskanych bodi

| Sel:

g ovy

Zemé i 2 P;Jéetl)odlgzakzé. = & gggﬁt
zemé

Anglie 24 28 18 36 34 28 41 22 231
Bulharsko 7 14 24 20 20 11 21 [42] | 159
Ceskoslovensko 16 27 30 24 9 13 11 29 159
Francie 4 10 9 6 12 — — — 41
Ttalie 20 35 19 7 26 3 — — 110
Jugoslavie 13 18 11 18 26 22 6 22 136
Madarsko 34 31 38 33 23 26 38 28 251
Mongolsko 10 11 26 5 6 9 7 13 87
Ném. dem. rep. [42] 30 23 [42] 39 35 13 33 257
Polsko 2 8 12 7 18 5 9 20 101
Rumunsko 34 [42] 22 17 29 19 28 23 | 214
Sovétsky svaz 37 35 32 [42] 27 38 39 25| | 275
Svédsko 16 10 15 28 9 20 14 23 135
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Tabulka 3
Prehled udélenych cen

Cena
Zemé Celkem
B I. II. III.

Anglie 1 2 4 7
Bulharsko 1 - 1 2
Ceskoslovensko — 1 3 4
Italie — 1 1 2
Jugoslavie - - 3 3
Madarsko 2 3 3 8
Mongolsko - - 1 1
Némecka demokraticka

republika 3 3 1 7
Polsko — — 1 1
Rumunsko 1 1 4 6
Sovétsky svaz 3 3 2 8
Svédsko — - 2 2
Celkem 11 14 26 51
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Tabulka 4

Prehled vysledku Ceskoslovenského druZstva

2 \ o~

a ]{r}éno Skolaatiids 1Poéet bodu v dloze &. E o
= zaka I — s R o B
) | Qoo
[ 1 2 3 4 5 6|0as0
1. Petr SVVS Praha, i

Kurka W. Piecka, 3. r. '3 0 05 0 8 16
2.| Pavel SVVS Velké

Polcar Meziridi, 2. r. 5 0 8 3 7 4 27
3.| Bohu$ | SVVS Zvolen,

Sivak 1.7 55 8 4 5 3 30
4.| Toma$ | SVVS Praha, . ‘

Masek W. Piecka, 1. r. 5 7 0 3 1 8 24
5.| Erich SVVS Banska

Wiszt Bystrica, 3. r. 1 20510 9
6. Martin | SVS Bratislava,

Machacek | Novohradska,3.r. |1 4 0 5 1 2 13

7.| Jan SVVS Plzen,

Kastl 3.r. 17 0 0 1 2 11
8.| Radovan | SVVS$ Praha,

Gregor W. Piecka, 3. r. 3 7 8 3 2 6 29

Celkem _ 24 32 24 28 18 33 | 159
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