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Predmluva

Mili fesitelé, spolupracovnici a pFiznivci matematické
olympiddy,

dvacatym Sestym rocnikem vstupuje nase celostatni ma-
tematickd olympidda (MO) do druhého Ctvrtstoleti svého
trvani. Vite vSichni, Ze nase olympidda se 1isi od nékterych

¥V

zahraniCnich soutéZi tim, Ze je organizacné i obsahové tésné
spjata s nasi $kolskou soustavou. Resitelé jsou rozdéleni
podle jednotlivych roénikti zakladnich (ZS) a stfednich
(SS) kol (gymnazii i odbornych $kol) do tzv. kategorii,
soutézni ulohy v jednotlivych kategoriich jsou voleny s pfi-
hlédnutim k osnovam pfislusného ro¢niku. Mimoto jsou
v tzv. kolech (I., II. a III. u kategorie A a Z) vybirany
aspon nékteré soutéZni ulohy v ndvaznosti: tzn. Ze napf.
nékteré ulohy II. kola navazuji na tlohy I. kola, a to tema-
tikou, zptisobem feseni, znalostmi i urcitymi poznatky —
zkuSenostmi. Tato ndvaznost ma jednak reSitelim pomoci
v rozteSeni uloh klauzurnich praci*), jednak je ma vést
k soustavnéj$imu studiu urcitych témat. Ndvaznost ovSem
neznamend, ze kazda uloha klauzurniho kola musi byt pfi-
pravena v piedchozim kole.

" %) Klauzurni préce je soutéz ve II. a III. kole; #Aci ji fedi indivi-
dualné na rozdil od I. kola, které m4 studijni riz.



Té&snd souvislost matematické olympiady se strukturou
Skoly mé ovSem za nasledek, Ze tuto soutéZ citelné zasdhne
kazd4 reorganizace $kolské soustavy. Zazili jsme to pfi za-
vedeni jedenéctileté stfedni $koly, pak pfi obnoveni étyi-
tiidnich gymnazii, ted proZivime novou zménu — zkréiceni
zékladni $koly z deviti na osm roki.

Retitelé kategorie Z, ktefi diive pochazeli prevaZné z 9.
roéniku ZS, jsou nyni hlavné z 8. ro¢niku. To znamens,
Ze maji nejen mensi fond matematickych poznatkd, ale
jsou i o rok mladsi, tj. jejich mentdlni vyspélost je niZsi —
jak fikaji ucené pedagogové. OvSem reorganizace zasahla
svym vlivem i kategorii C. ReSitelé kategorie C jsou —
aspoil na zacCatku $kolniho roku — v podstaté na urovni
absolventt 8. roéniku ZS, pravé tak, jako wcastnici kate-
gorie Z jsou vlastné absolventi 7. roéniku ZS.

Uvédomime-li si, Ze kategorie Z ma plnit nejen poslani
propagacni, ale e mé také slouzit pfi vyhledavani mate-
matickych talenti — a zkuSenost nim ukazala, Ze se talenty
daji nékdy objevit uz na zkladni $kole — je tim pro kate-
gorii Z ddna jista linie. Neni moZné ji napliiovat jen Skol-
skymi tilohami, které dokaZe rozfeSit kazdy velmi dobry
zak, ale musime tam zafazovat i tlohy, na nichZ muZe
ukazat své schopnosti i Zdk s minimalni zdsobou matema-
tickych védomosti, tj. jakési ,,matematické tlohy bez ma-
tematiky‘. Mohou to byt napf. rizné hry, prace s algorit-
my, prace se {tvercovou mfizi, ulohy o pfirozenych Cislech
a pozi¢nich soustavéch, jednoduché a vtipné ulohy z kom-
binatoriky, slovni tilohy apod. Zkratka méli bychom fesi-
telim nejniz§i kategorie poskytnout viecky pfileZitosti, aby
,»matematicky rostli“. Sem patfi i nabidnuti vhodné a pii-
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stupné studijni literatury; v tom sméru jsme napf. sbirce
Skola mladych matematiki dosud hodné dluZni, vychézi
v ni malo svazeck vhodnych pro nejmladsi ¢tenafe (kate-
gorie Z a C).

Trochu jind je situace v kategorii C. Zde Zaci pomérné
rychle dohanéji vynechany 9. ro¢nik, ale pfesto je tfeba —
zejména v 1. kole — znacné sniZit poZadavky. Lze fici, Ze
v kategorii C by se mélo na jedné strané vénovat vice
pozornosti tlohdm z algebraického kalkulu (dpravy vyrazi,
feSeni rovnic a nerovnic s parametry) a snad i konstrukénim
ulohdm, na druhé strané ,,praktické logice®, tj. pojmim,
metodam dokazovani, pro které poskytuji i tradi¢ni témata
dosti materidlu.

Casto se ozyvaji hlasy, Ze v MO by se mély vyskytovat

“ulohy z aplikované matematiky. Musime vSak uvazit, Ze
$kolskd matematika ma jen velmi omezeny okruh rozum-
nych aplikaci; jsou to hlavné aplikace finitni matematiky,
tj. téch tseku, které pracuji s koneCnymi mnoZinami.
Obecné bychom se vSak asi méli fidit zndmou zisadou
prof. Freudenthala, Ze ,,spiSe neZ aplikované matematice
mame ucit takové matematice, kterd se da aplikovat®.

Dobra predsevzeti tstfedniho vyboru MO pro nejbliZsi
budoucnost Ize tedy shrnout asi do téchto hesel:

a) Vénovat vice pozornosti odbornym SS, hlavné §koldm
prumyslovym, a to pfi vybéru soutéZnich uloh, pfi sesta-
vovéani brozur SMM. Je otézka, zda by se do sout&Ze samé
nemély v budoucnosti zafazovat volitelné tlohy ,,0SS*
urcené pro fesitele z odbornych stfednich $kol.

b) Zlepsit tematicky vydavanou kniZnici SMM, zejména
rozmnozZeni poctu svazeckii pro mladé Ctenéie (kat. Ca Z);
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styl téchto svazecku se musi podstatné lisit napf. od stylu
vybérové fady. Publikovat v Rozhledech planovité Clanky
k podpofe MO. Vhodné Clanky vyuZit i jako materidly pro
souté¢z samu (uloha prostudovat publikovany text).

¢) Rozvijet a zlepsovat korespondenc¢ni semindr jako stu-
dijni formu vhodnou zejména pro feSitele Zijici mimo
hlavni kulturni centra naseho stdtu.

d) Udrzet navaznost nékterych tloh II. a III. kola na
ulohy predchézejicich kol. Ponechat vSak misto pro in-
venci fesitelovu i v klauzurnich kolech, hlavné v kategorii A.

e) Ve vyssich kategoriich osvéZit tematiku matematické
olympiddy naméty z novéjsich partii matematiky, které
pronikaji na $koly pod heslem ,,modernizace*‘.

Ustiedni vybor MO sidm na tyto tikoly nestali. Doufiame
vsak, Ze za pomoci vSech nasich spolupracovniki i feSitelti
dosdhneme toho, Ze naSe dobra predsevzeti neziistanou
na papiru.

Mnoho zdaru ¢s. matematické olympiadé preje

Uv MO



I. Prabéh XXVI. ro¢niku
matematické olympiady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Vyhlasovateli a pofadateli XXVI. ro¢niku matematické
olympiady byla ministerstva skolstvi CSR a SSR s Mate-
matickym tistavem Ceskoslovenské akademie véd, s Fednotou
Ceskoslovenskych matematikii a fyziki, s Fednotou sloven-
skych matematikii a fyzikii a se Socialistickym svazem mld-
deze. SoutéZ poprvé probihala podle nového organizacniho
fadu, ktery byl uvefejnén ve Véstniku ministerstva Skolstvi
a ministerstva kultury CSR, ro¢. XXXII., sesit 8 z 20.
srpna 1976.

Utastnici soutézili celkem ve ¢tyfech kategoriich: kate-
gorie A byla urCena pro zéky 3. a 4. ro¢nika $kol II. cyklu,
kategorie B pro Zaky 2. rocniki a kategorie C pro Zaky
1. ro¢nika téchto $kol. V kategorii Z soutézili Zici nej-
vys$ich dvou roénikti zékladnich devitiletych $kol. Bylo
ovSem mozné, aby zak soutézil po schvaleni prislu$nym
krajskym vyborem MO, resp. okresnim vyborem MO,
i ve vyssi kategorii, nez do které patfil.



2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY

Funkéni obdobi ustfedniho vyboru MO mélo skoncit
31. prosince 1976. Ob¢é ministerstva Skolstvi vSak funkéni
obdobi prodlouZila do 31. srpna 1977, tj. do konce XXVI.
roéniku MO. Ve XXVI. roéniku pracoval UV MO v tomto
sloZeni:

Ptedseda: doc. Yan Vyiin, CSc., MU CSAV, Praha

1. mistoptedseda: doc. dr. Jozef Moravéik, CSc., VSD,
Zilina

2. mistopredseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
MU CSAV, Praha

1. jednatel: Petr Fabinger, pedagogicka fakulta UK, Praha
2. jednatel: dr. Jifi Mida, pedagogicka fakulta UK, Praha

Zastupce MS CSR: Viclav Siila

Zastupce MS SSR: Michal Zoldy

Zastupce UV SSM: Yana Pomazalovd, gymnézium, tf. kpt.
Jarose, Brno

Ostatni Clenové:

dr. Frantisek Béloun, KPU, Praha

doc. dr. Lev Bukovsky, CSc., ptirodovédecka fakulta UP]JS,
Kosice

Frantisek Hradecky, Praha

dr. Ivan Korec, CSc., pfirodovédecka fakulta KU, Brati-
slava

doc. dr. Alois Kufner, CSc., MU CSAV, Praha

dr. Viastimil Machdcek, pedagogickd fakulta UK, Praha
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Olga Mafikovd, gymnazium, Nad Stolou, Praha 7
akademik Josef Novdk, MU CSAV, Praha
Vitazoslav Repds, gymnazium, Novohradska ul., Bratislava
Stanislav Rypddek, gymnazium, Litoméfickd, Praha 9
dr. ¥ii Sedldéek, CSc., MU CSAV, Praha
Ing. Oldfich Skopal, gymnazium, tf. kpt. JaroSe, Brno
dr. ¥ivi Sidlo, gymnéazium, Sladkovského nim., Praha 3
Miloslav Smerda, ZDS, Bilovice nad Svitavou
FrantiSek Vesely, Praha
dr. Frantifek Zitek, CSc., MU CSAV, Praha
Dal3imi ¢leny UV MO byli predsedové krajskych vybort
matematické olympiddy. Krajské narodni vybory funkéni
obdobi KV MO neprodluZovaly, takze od 1. 1. 1977 v né-
kterych krajich pracovali novi pfedsedové KV MO.
Praha: prof. dr. Viclav Pleskot, CVUT, Praha — do 31. 12.
1976
prof. dr. Karel Drbohlav, DrSc., matematicko-fyzikalni
fakulta UK, Praha — od 1. 1. 1977
Stfedolesky kraj: Ludmila Tréglovd, gymnizium, Ri¢any
JihoCesky kraj: dr. ing. Lada Vasiatovd, Pedagogicka fa-
kulta, Ceské Bud&jovice
ZapadoCesky kraj: Véra Rddlovd, gymnazium J. Fucika,
Plzeni
SeveroCesky kraj: Viadimir Blasek, Pedagogicka fakulta,
Usti n. L. — do 31. 12. 1976
FiFi Slavik, gymnéazium, Teplice — od 1. 1. 1977
Vychodoclesky kraj: dr. Josef Kubdt, gymnazium, Pardubice
Jihomoravsky kraj: dr. Petr Benda, VUT, Brno — do 31.
12. 1976
dr. faroslav Bayer, CSc., VUT, Brno — od 1. 1. 1977

9



Severomoravsky kraj: prof. dr. Miloslav Zedek, ptirodo-
védecka fakulta UP, Olomouc

Bratislava: Tomds Hecht, ptirodovédecka fakulta KU,
Bratislava

Zapadoslovensky kraj: doc. dr. Ondrej Sedivy, Pedagogicka
fakulta, Nitra

Stiedoslovensky kraj: dr. Ladislav Berger, VSD, Zilina —
do 31. 12. 1976
dr. Pavel Krsridk, CSc., Pedagogicka fakulta, Banska
Bystrica — od 1. 1. 1977

Vychodoslovensky kraj: dr. Martin Gavalec, ptirodovédec-
ké fakulta UPJS, Kogice

Pracovni piedsednictvo UV MO tvofili (v abecednim
poradi):

Petr Fabinger, prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., dr. Jifi
Mida, doc. dr. Jozef Moravcik, CSc., dr. Jifi Sedlacek, CSc.,
Viclav Stla, doc. Jan Vysin, CSc., dr. Frantidek Zitek, CSc.,
Michal Zoldy.

3. PLENARNI ZASEDANI UV MO

byla ve XXVI. ro¢niku MO dvé: podzimni ve dnech 6.
a 7. prosince 1976 v Praze, jarni ve dnech 6. a 7. kvétna
1977 v Plzni.

Podzimni zaseddni zhodnotilo jubilejni XXV. rocnik
MO a Ceskoslovenskou ucast na XVIII. mezinidrodni ma-
tematické olympiddé, kterd se konala v Rakousku.

K 25. vyro¢i vzniku obdrzela MO dva nové putovni
pohéry. Na poharu, ktery vénovalo nakladatelstvi Mladé
fronta, je ndpis ,,Vitézi 3. kola kategorie A“. Na ndvrh
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doc. Vysina se zasedani UV MO usneslo, ze druhy pohdr,
jehoz dércem je UV SSM, bude uréen nejlepsimu Eesko-
slovenskému reprezentantu na mezindrodni matematické
olympiddé.

Rozsdhle se diskutovalo o hodnoceni prace v MO u pra-
covnikd vysokych $kol. Pro tuto ¢innost neni na vysokych
Skolach vétSinou dostatecné pochopeni. Diskuse byla uza-
viena ustavenim komise pro vypracovani memoranda,
v némzZ budou ministerstva $kolstvi na tuto situaci upo-
zornéna. Memorandum by mélo shrnout vsechny obtiZe,
které brzdi matematickou olympiadu. Jihomoravsky KV MO
byl povéfen vypracovanim prehledu, které vSechny Cin-
nosti a v jakych terminech se konaji v MO.

Dale byla velka pozornost vénovana pifednaskam a semi-
nartm poradanym pro ucastniky MO v jednotlivych kra-
jich. Je tfeba, aby se skute¢né vztahovaly k MO ; voditkem
pro volbu jejich témat by mély byt komentafe k tlohdm
I. kola MO, které jsou rozesilany z prazského ustiedi MO.

Plendrni zasedani vyslovilo souhlas se stanoviskem, jez
bylo jménem UV MO piedneseno na konferenci yCSMF
o vyulovdni matematice v obdobi védeckotechnické revoluce
(Brno 28.—30. 9. 1976). Stanovisko vzniklo z elaboritu
piedsednictva UV MO po uplatnéni pisemnych p¥ipomi-
nek ¢lend UV MO. Stanovisko je otisténo ve sborniku
konference, a proto z né¢ho uvadime pouze zavére¢na do-
poruceni. Bylo jich celkem Sest.

1. Zalozit a budovat archiv tloh pro matematickou olym-
piddu, zejména pak tloh a problémovych situaci s redlnou
tematikou — a to s pomoci Clend obou jednot z technic-
kych fakult.
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2. Upravit koncepci matematické olympiddy a rozsifit
jeji tematiku.

3. Zlepsit vydéavani studijni literatury pfistupné stfedo-
$koldkam, vyuZzivat pfi tom Casopis Rozhledy.

4. Do prace v matematické olympiddé zapojit uclitele
z fakult univerzitniho i technického zaméfeni.

5. Pokusné posilit algoritmické vyucovani na gymnaziich
s roz§ifenym vyucovanim matematice. Zavést na nich ka-
pesni elektronické kalkulatory.

6. Zlepsit péci o budouci a perspektivni Gcastniky mezi-
ndrodni matematické olympiady s efektivnéjsim vyuZitim
zahraniCnich zkuSenosti.

Jarni zasedéni se konalo, jak jiZ je tradici, pfi pfileZitosti
celostatniho III. kola kategorie A. Pfedseda UV MO doc.
Jan Vysin, CSc., vzpomnél, Ze v prubéhu XXVI. ro¢niku
MO dne 9. 1. 1977 zemfel dlouholety ¢len UV MO s. Fran-
tifek Vesely, ktery dal podnét ke vzniku edice ,,Skola mla-
dych matematika““. Povstanim a minutou ticha uctili pii-
tomni jeho pamétku a povéfili pfedsednictvo UV MO
zaslat jeho manZelce dopis.

Na zaseddni se podrobné hodnotil dosavadni pribéh
XXVI. roéniku MO. Jednotlivé KV MO se zavazaly vy-
pracovat analyzu uloh II. kola XXVI. ro¢. (kat. A —
KV MO Praha, kat. B — KV MO JihoCeského kraje, kat.
C — KV MO Severomoravského kraje, kat. Z — KV MO
Jihomoravského kraje). Déile bylo rozhodnuto, Ze ve
XXVII. ro¢niku budou ve II. kole kategorii A, B, C za-
daviny pouze Ctyfi ulohy, pfi¢emz dvé z nich budou tvorit
dvojici, z ni% si feditel jednu tlohu zvoli. Systém t¥i dvojic,
z nichZ se volilo po jedné tloze, se ukédzal nevhodny, nebot
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mnozi Zaci se nedokazali rozhodnout, piebihali od tlohy
k uloze a ztraceli Cas.

Ustfedni inspektor Véclav Stla podekoval KV MO Ji-
homoravského kraje za vypracovani elabordtu o organizac-
nim zajisténi MO. Pfislusny elaborat se stane podkladem
pro jednani MS.

Na zavér jedndni podékoval pfedseda UV MO doc. Jan
Vysin, CSc., KV MO Zipadoceského kraje, jmenovité pak
s. Véfe Rddlové, za vzorné organizacni zajiSténi soutéZe
III. kola kategorie A XXVI. ro¢. MO v Plzni.

4. PRUBEH ¥EDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

Organizace soutéZe nebyla proti pfedeSlym ro¢nikiim
MO zménéna.

I. kolo, tzv. studijni, probéhlo opét ve dvou etapach.
Ctyti ptipravné tlohy odevzdavali soutéZici viech kategorii
svym ulitelim matematiky, popf. referentim MO, do
15. listopadu 1976. Ulohy byly opraveny, ale neklasifiko-
vany. Zakam byly vysvétleny chyby, kterych se dopustili.
Kazdy soutéZici se pak mohl ztcastnit soutéZni ¢4sti 1. kola.
V této Casti soutéZe, koncici pro kategorii A dne 15. ledna
1977 a pro kategorii B a C dne 15. Gnora 1977, museli
Zéci, aby mohli postoupit do II. kola, vyfesit uspésné ale-
spon tii ulohy, pfiCemZ mezi témito tlohami musela byt
aspoil jedna z tloh s pofadovymi ¢isly 1, 2, 3 a aspoii
jedna tloha ze zbyvajici trojice tloh s pofadovymi Cisly
4, 5, 6. V kategorii Z bylo podminkou pro navrZeni do
II. kola uspésné vyfeSeni aspoii tii tloh ze zadanych Ctyf
do 15. ledna 1977.
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11. kolo se konalo v téchto terminech:

kategorie A dne 5. bfezna 1977,
kategorie B a C dne 2. dubna 1977,
kategorie Z dne 23. Gnora 1977.

Celostatni I11. kolo kategorie A probéhlo v Plzni od 5.
do 7. kvétna 1977. Zucastnilo se ho 77 zakd, z toho tii
divky. Slavnostni zahdjeni se uskuteCnilo 5. kvétna veler
v obrfadni sini plzeiiské radnice za pritomnosti predstavi-
telad mésta Plzné a ZapadoCeského kraje. 6. a 7. kvétna
dopoledne fesili soutézici vZdy po Ctyfi hodiny tfi soutéZni
ulohy.

Vsechny KV MO usporadaly krajské III. kolo v kate-
gorii Z. Na Slovensku se konalo toto kolo v jednotném
terminu pro vSechny kraje. Texty uloh zadanych v jednot-
livych krajich uvadime v ¢asti VI.

5. POMOCNE AKCE

Na pomoc fesitelim MO se poradaly seminafe, priprav-
né prednasky a soustiedéni rizného druhu. Jejich pora-
dateli byly KV MO a v celostitnim métitku UV MO.

Na pfipravu reprezentanti pro mezinirodni MO byl
zaméfen tzv. korespondencni semindf a také semindf pro
prazské reSitele kategorie A.

O koresponden¢nim seminafi je podrobna informace
v ¢asti VII. V prazském semindfi prednaseli postupné
dr. J. Sedlacek, CSc., doc. Jan Vysin, CSc., dr. J. Jarnik,
CSc., prof. dr. M. Fiedler, DrSc., a dr. A. Vrba, CSc.,
Vénovali se teorii Cisel, geometrii, posloupnostem a fadam,
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kombinatorické geometrii, kombinatorice a matematické
indukeci.

Uspéchy v matematické olympiadé a aktivni udast
v téchto dvou semindfich byla hlediska pfi vybéru Clent
sirSfho reprezentaniho druzstva. Jeho soustifedéni se ko-
nalo jako ve XXV. ro¢niku opét ve dvou etapich: tydenni
v bfeznu a Ctrnictidenni v Cervnu. PrednaSeli dr. J. Jar-
nik, CSc., dr. M. Kauki¢, P. Licbl, doc. dr. J. Moravcik,
CSc., dr. V. Miiller, dr. A. Vrba, CSc., doc. J. Vysin, CSc.
a dr. F. Zitek, CSc. Misto bylo tradi¢ni — zdmek ve Sti-
fin¢ u Prahy.

Celostatni soustfedéni fesiteld kategorie A, do néhoz
se konalo od 13. do 25. Cervna v Ponické Huti u Banské
Bystrice. Mélo tii tfidy: matematickou, matematicko-fyzi-
kilni a fyzikilni. V prabéhu soustfedéni se uskutecnila
vnitfni matematicka soutéz ucastnikd. Matematické pred-
nasky zajiStovali pracovnici vysokych Skol a védeckych
ustavit CSR a SSR. V té%e dobé probihalo v Ponické Huti
soustfedéni studentl z gymnazii s roz$ifenym vyucovanim
matematice, coZ se vSak ukazalo jako nevhodné.

6. STUDIJNI LITERATURA

Texty tloh XXVI. ro¢niku MO byly publikovany v tra-
diCnich letacich MO a otiskly je téZ Casopisy Rozhledy
matematicko-fyzikalni a Matematika a fyzika ve $kole.

Nakladatelstvi Mladd fronta pokracovalo ve vydavani
svazkt edice Skola mladych matematikii. B¢hem roku 1977
vysly uz ve tfetich vydanich svazky:

15



¢. 1. F. Hradecky, M. Koman, §. Vysin: Nékolik uloh
z geometrie jednoduchych téles,

¢. 2. J. Sedldacek: Co vime o prirozenych Cislech.

Pocet svazkit kniZnice rozsifily dvé nové knizky:

. 40. A. Vrba: Princip matematické indukce,

. 41. B. Zelinka: Rovinné grafy.

O< O

7. KONKURS JCSMF A JSMF
NA NAVRHY ULOH PRO MO

pokracoval i béhem XXVI. ro¢niku MO. Od jeho vyhldSeni
v roce 1966 do 31. 8. 1977 doslo celkem 1340 tloh od 115
autortl, pfi¢emz bylo odménéno 775 uloh a vraceno 398
tloh. Ve XXVI. ro¢niku bylo v soutézi zaddno 54 tloh
ziskanych konkursem.

16



Tabulka 1

Kategorie A

1. kolo II. kolo

KRAJ S— - -

S U S U

Praha 92 82 78 20
Stiedocesky 150 141 90 6
Jiho&esky 83 46 37 2
Zapadodesky 54 49 49 2
Severolesky 174 112 79 5
Vychodo&esky 88 84 76 14
Jihomoravsky 156 142 125 10
Severomoravsky 100 88 78 10
Bratislava 86 56 55 5
Zapadoslovensky 162 139 133 3
Stfedoslovensky 125 111 96 10
Vychodoslovensky 103 84 64 2
CSR 897 744 612 69
SSR 476 390 348 20
CSSR 1373 1134 960 89

S - pocet viech soutézicich
U - polet uspé&nych fediteld
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Tabulka 2

Kategorie B

1. kolo II. kolo

KRAJ — - -

S U S U

Praha 102 81 76 6
Stiedocesky 117 92 80 3
Jihocesky 61 58 51 7
Zipadolesky 65 42 40 0
Severocesky 163 104 82 0
Vychodocesky 74 70 65 5
Jihomoravsky 138 128 114 2
Severomoravsky 64 59 58 4
Bratislava 80 61 59 8
Zapadoslovensky 161 150 125 3
Stredoslovensky 83 74 61 5
Vychodoslovensky 137 114 62 7
CSR 784 634 566 27
SSR 461 399 307 23
"CSSR 1245 1033 873 50

S - polet viech soutézicich

U - podet uispéénych fefitelt
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Tabulka 3

Kategorie C

I. kolo II. kolo
KRAJ
S U S 1 U
Praha 130 120 117 1 47
Stfedodesky 161 131 109 23
Jihocesky 136 86 77 16
Zapadodesky 96 65 46 9
Severolesky 230 113 86 11
Vychododesky 102 96 88 21
Jihomoravsky 170 158 128 22
Severomoravsky 155 133 127 38
Bratislava 122 87 86 38
Zipadoslovensky 205 177 170 41
Stiedoslovensky 134 108 95 18
Vychodoslovensky 229 178 120 16
CSR 1180 902 778 187
SSR 690 550 471 113
CSSR 1870 1452 1249 300

S - pocet viech soutézicich

U - potet usp&nych felitela
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Tabulka 4

Kategorie Z

I. kolo II. kolo
KRA]J
S U S U
!
Praha 920 676 483 206
Stiedoesky 930 432 320 101
Jihotesky 965 421 317 73
Zapadolesky 931 462 324 91
Severolesky 1169 516 401 129
Vychodocesky 528 435 410 271
Jihomoravsky 1902 1056 756 264
Severomoravsky 1427 731 598 140
Bratislava 705 682 653 197
Zapadoslovensky 1435 1242 1181 244
Sttedoslovensky 807 741 733 132
Vychodoslovensky 1712 1052 1017 273
CSR 8772 4729 3609 1275
SSR 4 659 3717 3584 846
CSSR 13 431 8446 7193 2121

S - pocet viech soutézicich
U - potet tsp&nych fesitelt
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Tabulka 5
XXVI. ro¢nik MO

Praha
Stfedoclesky
Jihocesky
Zapadocdesky
Severodesky
Vychodocesky
Jihomoravsky
Severomoravsky
Bratislava
Zapadoslovensky
Stifedoslovensky

Vychodoslovensky

S - celkovy pocet soutézicich ve vsech kategoriich
U - celkovy podet tspéinych reiteli ve viech kategoriich

I. kolo 1I. kolo
S U S 1 U
1244 959 754 279
1358 796 599 133
1245 611 482 98
1146 618 459 102
1736 845 648 145
792 685 639 311
2 366 1 484 1123 298
1746 1011 861 192
993 886 853 248
1963 1708 1 609 291
1149 1 034 985 165
2181 1 428 1263 298
I |
11 633 7009 5565 1558
6 286 5056 4710 1002
17919 12 065 10 275 2560
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PRILOHA A

SEZNAM VITEZU A USPESNYCH RESITELU
CELOSTATNIHO III. KOLA
KATEGORIE A VE XXVI. ROCNIKU MO

Vitézové
1. Fan Kratochvil, 3. a, G Pardubice
2. Pavol Quittner, 4. b, G Prievidza

3.— 4. fiti Navratil, 4. a, G Olomouc-Hej¢in

3.— 4. Josef Tkadlec, 2. c, G Bilovec

5. Ilja Turek, 3. g, G Hradec Kralové

6.— 7. Viadimir Maténa, 2. a, G Trutnov

6.— 7. Jan Nekovdf, 8. b, ZDS Praha 6, Susickd
8.— 9. Vliadimir Pastriidk, 4. b, G Ostrava 1

8.— 9. Peter Takdc, 4. ¢, G Safarikovo

10. Zdenék Kalousek, 3. b, G Jablonec nad Nisou
11. Jan Bdzler, 4. b, G Mlada Boleslav
12.—15. Martin Cadek, 4. a, G Brno, kpt. Jarose
12.—15. ¥i#i Kolafa, 4. d, G Praha 2, W. Piecka
12.—15. Jaromir Maténa, 3. a, G Hradec Krélové
12.—15. Josef Pavel, 4. a, G Rychnov nad KnéZnou
16. Peter Markos$, 4., G Kremnica
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17.
18.—21.
18.—21.
18.—21.
18.—21.
22.
23.
24.
25,
26.
217.
28.
29.
30.
31.—33.
31.—33.
31.—33.
34.
35.—37.
35.—37.
35.—37.
38.

Ostatni uspéini Fesitelé

Zdenék Vaviin, 3.-c, G Praha 1, Stépénska
Michal Coercko, 4. d, G Kosice, Smeralova
Ludék Klimes, 4. a, G Blansko

Richard Liska, 4. a, G Pardubice

Martin Petrdk, 4. a, G Ostrava-Hrabuvka

Jir Svoboda, 4. a, G Brno, kpt. Jarose

Milan Veitictk, 3.a, G Bratislava, Cervenej
armady

Peter Filakovsky, 3. c, G Nové Zamky

Fdn Poldk, 4. a, G Bratislava, Cervenej armady
Perr Bahnik, 3. a, G Pardubice

Josef BlaZek, 4. a, G Mnichovo Hradi§té
Dagmar Kiivinkovd, 4. b, G Praha 7, Nad $tolou

" Rupert Leitner, 4., G Semily

Rostislav Urban, 3. a, G Ostrava 1

Viadimir Handk, 3. c, G Bilovec

Petr Kucirek, 3. b, G Brno, Konévova

Peter Mdsiar, 2. b, G Namestovo

Petr Berdnek, 3. a, G Praha 9, Litomé&ricka
Juraj Kouril, 4. a, G Nové Mesto nad Vahom
Jdn Potfaj, 4. a, G Nové Mesto nad Vihom
Miroslav Tima, 3., G Nova Paka

Lubomir Hiska, 4. b, G Prievidza
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PRILOHA B

PORADI USPESNYCH RESITELU
II. KOLA KATEGORII A, B, C
VE XXVI. ROCNIKU MO

V seznamech uvadime jen uspésné reSitele, ktefi se
umistili na prvnich deseti mistech. Je-li jich uvedeno vice
nez deset, pak posledni z nich ziskali stejny pocet bodu.
Skupinky fesiteld, ktefi dosahli stejného poctu bodd, jsou
vyznaleny zavorkami.

PRAHA

Kategorie A

Zdenék Vav¥in, 3. ¢ G Praha 1, Stépénské; Jiri Kolafa,
4.d G Praha 2, W. Piecka; Marek Vasin, 3. ¢ G Praha 8,
U libetiského zdmku; Fan Nekovd#, 8.b ZDS Praha 6,
Susicka; Oto Ritter, 2. d G Praha 2, W. Piecka; Petr Be-
rdnek, 3. a G Praha 9, Litoméficka; [Pavel firousek, 3. d
G Praha 3, Sladkovského; Pavel Trska, 3.b G Praha 7,
Nad $tolou]; Irena Hegerovd, 4. ¢ G Praha 2, W. Piecka;
[##i Kei 4.d G Praha 3, Sladkovského; Martin Soucek,
3. a G Praha 7, Nad stolou].
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Kategorie B

[fan Hajic, Petr Savickyl, Zbynék Novdk, Jan Vica,
vsichni 2. d G Praha 2, W. Piecka; fi#i Pech, 2. a G Praha 9,
Litomé&ficka; Oro Ritter, 2. d G Praha 2, W. Piecka.

Kategorie C

Fan Nekovdr, 8. b ZDS Praha 6, Susicka; Jan Krajicek,
Petr Srp, Darja Krafferovd, vsichni 1.d G Praha 2,
W. Piecka; #iFi Vrdna, 1.b G Praha 8, U libenského
zdmku; fan Rataj, 1.b G Praha 6, Arabska; Sranislav
Vanélek, Peter Freimann, oba 1. d G Praha 2, W. Piecka;
Petr BydZovsky, 1.a G Praha 8, U libetiského zamku;
[ Fosef Kurka, 1.d G Praha 3, Sladkovského; fana Strna-
dovd, 1.a G Praha 4, Na vitézné plani; Pavel Valach,
1. a G Praha 10, Vodéradska].

STREDOCESKY KRA]J

Kategorie A

Josef Blazek, 4. ro¢. G Mnichovo Hradisté; Jan Bdzler,
4. ro¢. G Mlada Boleslav; Karel ¥encik, 4. ro¢. SPS Kutni
Hora; [Eduard Feireisl, 4. ro¢. G Nové Straseci; Fosef
Holda, 4. ro¢. G Mlada Boleslav; Daniel Zicha, 3. roC.
G Vlasim].
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Kategorie B

Martin Postulka, 2. a G Kralupy nad Vitavou; [Pavel
Topfer, 2. a G Mlada Boleslav; Fan Voves, 2. a G Kralupy
nad Vltavou].

Kategorie C

Jiii Novotny, 1. b G Podébrady; Zdenék Gdsek, 1.a G
Beroun; [ fana Lokianovd, 1. b G Rikany; Yaroslav Vdura,
1.a G Dobiis]; fifi Hrdina, 1.a G Kladno; [Viadimir
Kovd#, Martin Topol, oba 1.a G Ricany; ¥i# Vohradsky,
1.a G Slany; Jaromir Zilka, 1. b G Riany]; [Stanislav
Hlubocky, 1. roé. SPS Kutni Hora; %# Hynek, 1.c G
Kolin; Ivo Mrdzek, 1. b G Nymburk].

JIHOCESKY KRAJ

Kategorie A

Faroslav Holy, G K. Satala, Ceské Budgjovice; Zdendk
Tzima, G Tébor.

Kategorie B

Milan Pdvek, 2. ¢ G Téabor; Marie Volfovd, 2. a G Pra-
chatice; Yaroslav Cech, 2. roé. G Datice; [Ilja Bozad%iev,
2.d G Tébor; Viclav Hucek, 2. a SPS Strakonice]; Fosef
Némec, 2. b G Tabor; H. Vadlejchovd, 2. c G Strakonice.
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Kategorie C

Miroslav Masojidek, 1. a G Pisek; Lubomir Piech, Miro-
slav Novdk, oba 1.a G K. Satala, Ceské Budgovice;
RiiZena Lossovd, 1. ro¢. G Tyn nad Vltavou; Pavel Bocek,
1.a G Pisek; Petr Sil, 1. roé. G Trhové Sviny; [Iva
Frékovd, 1. a G Milevsko; Alena Havlikovd, 1.a G Stra-
konice; Alena Simonovd, 1. a G Cesky Krumlov]; Yaroslav
Vodriansky, 1. ¢ G Pelhfimov.

ZAPADOCESKY KRAJ

Kategorie A

Viadimir Sverdk, 3.a G Karlovy Vary; Ivan Novdk,
4.a G J. Fulika, Plzeni, ndim. Odboraru.

Kategorie C

Helena Zacharidsovd, 1.a G Plzen, ul. Pionyrt; [ i
Bldha, 1.a G J. Fucika, Plzeni, ndim. Odboratu; Fan
Brousek, 1. b G Klatovyl; Zora Zdckovd, 1.b G Karlovy
Vary; Fan Pillmann, 1.d G J. Fulika, Plzefi, ndm. Od-
borart; fana Krdlovd, 1. b G Cheb; [Lenka fetkovd, 1. b
G Karlovy Vary; Zdenék Suma, 1. a G Plasy]; Pavel Ban-
zet, 1. ¢ G Ostrov nad Ohfi.
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SEVEROCESKY KRAJ

Kategorie A

Zdenék Kalousek, 3. b G Jablonec nad Nisou; fan Cha-
loupek, 4. c G Liberec; Ludék Sefc, 2.a G Usti nad La-
bem; [Pavel Janecek, 3. c G Liberec; Viadimir Havlena,
4. a G Rumburk].

Kategorie C

Tomds Vik, V1., SPS Chomutov; ¥i#i Kubdt, 1.d G
Teplice; Fosef Hladik, Ales Nekvinda, oba 1. b G Liberec;
[Miroslav Dostdl, 1. ro¢. SPS Kamenicky Senov; Zdenék
Machala, 1. ¢ G Dé&Cin; Blanka Srddovd, 1.a G Roud-
nice]; Miroslav Huml, 1. b G Litvinov; [Zdenék Drevény,
1. d G Teplice; Emil Jenicek, 1. b G Litvinov].

VYCHODOCESKY KRAJ

Kategorie A

Ilja Turek, 3. g G Hradec Kralové; Jan Kratochvil, 3. a
G Pardubice; Miroslav Tima, 3. ro¢. G Nova Paka; Via-
dimir Pus, 4. ro¢. G Dvar Kralové; Rupert Leitner, 4. roC.
G Semily; Josef Dobes, Josef Pavel, oba 4.a G Rychnov
nad KnéZnou; Petr Bahnik, 3.a G Pardubice; Faromir
Maténa, 3. g G Hradec Kralové; Viadimir Maténa, 2. a
G Trutnov.
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Kategorie B

Vliadislav Pistora, 2. g G Hradec Kralové; Viadimir
Maténa, 2.a G Trutnov; Ivan Brychta, 2.a G Hlinsko
v Cechach; Milan Felinek, 2. ¢ SPSEL. Pardubice; Zdenék
Kopecky, 2. d G Havli¢kav Brod.

Kategorie C

Petr Sajdl, 1. b G Turnov; fan Tomsa, 1. a G Jaroméf;
i Yurisica, 1. d SPSEL. Pardubice; Bohuslav Vorel, 1. b
G Pieloué; Miroslav Karafidt, 1.b G Policka; Marcela
Zoubkovd, 1. b G Pardubice; Dana Smidovd, 1.c G Par-
dubice; Pavel Fiala, 1.d SPSEl. Pardubice; Yan Zin-
dulka, 1. a G Policka.

JIHOMORAVSKY KRA]J

Kategorie A

Ji¥i Svoboda, Martin Cadek, oba 4. a G Brno, kpt. Ja-
roSe; Jiri Martisek, 4. a G Krométiz; Petr Kudcirek, 3.b
G Brno, Konévova; Ludék Klimes, 4. a G Blansko; Miro-
slav Hruby, ¥iFi Chmela, oba 4. a G Kromé&iiz; Faroslav
Sustr, 4.b G Blansko; [Ladislav Marelek, 3.b G Brno,
Konévova; Vit Slima, 4. b G Brno, Slovanské nim.].
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Kategorie B

Radovan Kucera, 2. a G Brno, Konévova; Libor Vesely,
2.b G Jihlava. ’

Kategorie C

Zenon Staréuk, 1.d G Brno, Konévova; Otto Hasori,
1.a G Velké MezitiCi; Milan Libezny, 1.a G Ivancice;
[ faromir Riha, 1. e SPS stavebni, Brno, Kudelova; Ond¥ej
Zindulka, 1.b OU EJF, Brno, Opusténd]; Viadimir Bo-
delek, 1.2 G Brno, Konévova; Viadimir Bily, 1.a G
Kyjov; [ faroslav Doldk, 1. a G Brno, Konévova; Miroslav
Gavalec, 1. a SPS strojni, Gottwaldov]; Frantisek Kazda,
1. a G Velké Mezifici.

SEVEROMORAVSKY KRAJ

Kategorie A

Fiti Navrdtil, 4.a G Olomouc-Hej¢in; Fosef Tkadlec,
2. ¢ G Bilovec; [Viadimir Handk, 3. ¢ G Bilovec; Martin
Petrdk, 4.a G Ostrava-Hrabuavka]; [ Jaroslav Hdjek, 3. c
G Bilovec; Viadimir Pastridk, 4. b G Ostrava, Smeralova];
Rostislav Urban, 3.2 G Ostrava, Smeralova; Radomir
Lukds, 4. a G Havifov 2; Jaroslav Hancl, 2. ¢ G Bilovec;
Stanislav Zwyrtek, 3. b G Cesky Té&in.
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Kategorie B

Josef Tkadlec, Ondiej Fakl, Faroslav Hancl, Radomir
Vrajik, vSichni 2. ¢ G Bilovec.

Kategorie C

Ji#t Lukastik, Lenka Utikalovd, Ji¥i Mejzlik, Ji¥i Ryska,
vSichni 1. ¢ G Bilovec; Tomds Morcinek, 1. ¢ G Karvina 8;
Karol Cuwiertka, 1.d G polské, Cesky T&in; Ji# Cihal,
1. ¢ G Bilovec; ¥iFi Bursik, 1.a G Ostrava 1, Smeralova;
[Viadimir Chlebek, 1.c G Bilovec; Miroslav Kubis, S1
SPSE Olomouc; Jvo Raab, 1.b G Hranice na Moravé].

BRATISLAVA

Kategorie A

Milan Vestitik, G, ul. Cervenej armady; Stefan Varga,
G, Novohradska ul.; Rébert Handlovié, G, Novohradska
ul.; fdn Poldk, Ivan Priecel, oba G, ul. Cervenej armady.

Kategorie B

Faroslav Gurican, G, ul. Cervenej armady; Mdria Kon-
covd, Ladislav Ga%o, oba G, Novohradska ul.; Roman Se-
verin, Viadimir Burjan, [Zdena Butkovd, Zdeno Liska,
Lubomir Svitek], vsichni G, ul. Cervenej armady.
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Kategorie C

Furaj Beniak, G, ul. Cervenej arméady; ¥ana Osvaldovd,
Katarina Koncovd, obé G, Novohradska ul.; Martin Ko-
chol, G, ul. Cervenej armédy; Danica Kolibiarovd, G, No-
vohradska ul.; [Lubica Sedovd, Tatiana Skerefiovd, ob& G,
ul. Cervenej armady]; Mariin Bujalka, G, ul. Cervenej
armédy ; [Helena Forrovd, Laco Kvasz, oba G, ul. Cervene;j
armady; Martin Oravec, Dana Slovikovd, oba G, Novo-
hradska ul.].

ZAPADOSLOVENSKY KRA]J

Kategorie A

Peter Filakovsky, G Nové Zamky; Fdn Potfaj, Furaj
Koutil, oba G Nové Mesto nad Vihom.

Kategorie B

Ludovit Bebjak, G E. Gudernu, Nitra; Maridn Marek,
G Sala; Zuzana Rakusovd, G Trnava.

Kategorie C

Dezider Bedecs, G mad. Galanta; Helena Nemethovd,
G mad. Calovo; Michal Feckan, G Nové Zamky; Miroslav
Gocman, G E. Gudernu, Nitra; Benedikt Fronc, Ondrej
Fronc, oba G Parovce, Nitra; Lilla Filakovskd, G Starovo;
Juraj Filin, G Trencin; Pavol Kuchdsek, G Myjava; Ma-
riana Petekovd, G Sala.
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STREDOSLOVENSKY KRAJ

Kategorie A

[Eubomir Hiiska, 4. rol. G Prievidza; Peter Takdc, 4. roc.
G Safirikovo; Pavol Quittner, 4. ro. G Prievidza); Igor
Bohm, 4. ro&. SPSS Zvolen; [ ¥dn Busa, 4. roé. G Banské
Stiavnica; Tibor Zdcik, 4. ro¢. G Dubnica nad Vihom];
Fdn Bizik, 4. ro¢. G Zilina-Hliny; [Peter Markos, 4. ro€.
G Kremnica; Peter Mdsiar, 2. ro¢. G Namestovo; Peter
Modiarik, 4. roC. G Prievidza].

Kategorie B

Pavol Durinik, 2. roé. G Zilina-Hliny; Ladislav Med#,
2. ro¢. G Prievidza; Alfred Zimmermann, 2. ro¢. G Banski
Bystrica, Tajovského; Roman Nedéla, 2. rol. G Banski
Bystrica, Dukelskych hrdinov; Milan Simek, 2. ro¢. SPSS
Dubnica nad Vahom.

Kategorie C

Marian Moravéik, 1. roé. G Zilina-Hliny; Marta Po-
lakovd, 1. rof. G Ruzomberok; Oliver Groma, 1. ro¢. G
Liptovsky Mikulas; [Robert Gruy, 1. roé. G Banski
Bystrica, Dukelskych hrdinov; Tomd$ Chabada, 1. rol. G
Banska Bystrica, Tajovského; Lubomir Fancosek, 1. roé. G
Prievidza; FrantiSfek Komora, 1. ro¢. G Bansk4 Bystrica,
Dukelskych hrdinov]; Igor Brziak, 1. rol. G Liptovsky
Mikuld$; Anna Strakovd, 1. ro€. G RuZomberok; [Viadi-
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mir Lukdc, 1. ro¢. G Martin; furaj Oravkin, 1. ro¢. G
Banska Bystrica, Dukelskych hrdinov; Miroslav Straka,
1. ro¢. G Prievidza].

VYCHODOSLOVENSKY KRA]J

Kategorie A

fdn Nizriansky, 3.a G Kosice, Smeralova; Michal
Coercko, 4. d G Kogice, Srobarova.

Kategorie B

Fozef Firdsek, 2.a G Kosice, Smeralova; Peter Vasil,
2. ¢ G Michalovce; Ivan Zesula, 2. a G Kosice, Smera-
lova; [Katarina Dudiéovd, 2.c G T. Sevienka, Presov;
Viadimir Hura, 2.c G Kosice, Smeralova]; [Jana Boro-
Sovd, Frantisek Matus, oba 2. d G Presov, KonStantinova].

Kategorie C

Crtirad Klimcik, Peter Wojtovié, oba G Presov, Konstan-
tinova; Ondrej Gecelovsky, G Kosice, Smeralova; Ladislav
Kubini, G Bardejov; Ivan Brovko, G SpiSska Nova Ves;
[Jana Fucovicovd, G Kosice, Smeralova; Katarina Kopa-
sovd, G Kosice, Srobégova; Hana Korytdrovd, Martin
Koval, oba G Kosice, Smeralova; Dusan Mindrik, G Po-~
prad; Bibidna Shvkovd, G Presov, KonStantinova),
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Il. PFipravné dlohy I. kola

KATEGORIE A

A—-—P—-1

Urcete vSecky trojice nezapornych celych Cisel x, v, 2,
pro které plati

X2+ y? = 22. (1

RieSenie. Predpokladajme, Ze trojica nezapornych ce-
lych ¢isiel x, y, 2z je rieSenim rovnice (1).

Nech d je najvacsi spolocny delitel Cisiel x, v, 2. Oznacime
a=x:d,b=1y:d,c= z:d. Cisla a, b, ¢ st nestdeli-
telné a su rieSenim rovnice (1). RozliSime dva pripady.

(i) Cislo a je pirne. KedZe a, b, ¢ st nesudelitelné, tak
C¢isla b, ¢ nemdzu byt obidve parne. Keby bolo b pérne,
tak musi byt aj ¢ parne a naopak, ak ¢ je parne, musi byt
aj b parne. Teda nevyhnutne ¢isla b, ¢ st neparne. Upra-
vime rovnicu

a® + b2 = ¢?

na tvar

2 2 @
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sa celé. Oznacime

c+b c—b
S V= .

=Ty 2

Teda u, v st celé Cisla.

Nech g je spolo¢ny delitel isiel u, v. Potom ¢ deli &isla
U+ v=cu—v=>baqg?*del lislo 4uv = a2 KedZe a,
b, ¢ boli nesudeliteIné, tak musi byt ¢ = 1 alebo ¢ = —1.
Teda aj Cisla u, v st nesudelitelné.

Po dosadeni do rovnice (2) mame

a\?
(7)211.7),

priCom celé Cisla #, v st nestdelitelné. Teda existuji ne-
zéporné celé Cisla &, [ také, Ze u = k% v = [% KedZe b je
neziporné, tak # = v a tiez # = /. Uhrnom teda méme
x=d.a=2dkl,
y=d. u—v)=d.(i*—-DB), 3)
z2=d.u+v)=d.(k+ D),
kde d, k, I st nezédporné celé Cisla, & = [. Vypoltom
Tahko zistime, Ze vSetky tieto trojice su rieSenim rovnice (1).
(ii) a je neparne. UkaZeme, Ze potom b je parne. Keby
bolo aj b nepirne, tak ¢ je parne, a teda existuju celé Cisla
e, [, g také, Ze

a=2e'—{—1,
:2f+1:
c = 2g.
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Potom @® + b* = 4¢® + 4e + 4f* + 4f + 2 nie je delitelné
Cislom 4, zatial Co ¢* = 4g* je delitelné ¢islom 4.
Uvahou rovnakou ako v &4sti (i) zistime, Ze

x=d.k—D,
y = 2dkIl, 4)
z =d.(k+ P,
kde d, &, [ st nezdporné celé Cisla, & = /.
Teda (3) a (4) s vSetky trojice nezdpornych celych
¢isiel, ktoré vyhovuji rovnici (1).

A-P-2

Je-li z komplexni ¢islo, oznaujeme Re z redlnou cést
Cisla 2 (tj. Re 2 = a pro 2 = a + ib).
Dokazte:

a) Je-li z komplexni Cislo takové, Ze Re 2z > 0, je

1
iRe— >0.
b4

b) Jsou-li 2, a 2, komplexni Cisla takova, Ze Re z; >0,
Re 2, > 0, pak dislo 2,2, neni redlné zdporné.

RieSenie. a) Nech z = a + ib, kde a, b st1 redlne Cisla.
Plati teda a > 0. Potom

1 1 a—1ib a . —b

s alih i p are g
TakZe

Rei= a

- —a2+b2>0'

37



b) Nech 2, = a, + ib;, 2, = a, + ib,, kde a, , b,
ay 5 b, st realne Cisla. Podla predpokladu ulohy je a; >0,
a, >0.

Predpoklddajme, Ze tvrdenie b) neplati, tj. 2, .2, =
= —c , kde ¢ je kladné redlne Cislo.

Kedze

2. 25 = (@05 — byby) + 1 (a1by + asby)

tak mame
aa, — bb, = —c, ¢y

aby + ah, = 0. @)

Cisla a,, a, su kladné. Podla (2) potom plati: ak b, = 0,
tak b, = 0 a naopak, ak b, = 0, tak b, = 0. V obidvoch
pripadoch je b,b, = 0. Teda

ala2 - b1b2 2 01(12 > 0

a to je hladany spor s rovnostou (1).

A—P-3

Z tsecek, jejichz délky jsoua >0,6 >0,c¢c >0, lze
sestrojit trojuhelnik pravé tehdy, plati-li pro vsecky dvojice
x,y,pronézjex +y =1,

a*x + b > c*xy . (1)
RieSenie. Do nerovnosti (1) dosadime y=1—x:

a*x + b¥(1 — x) > c%(1 — x).
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Po uprave dostaneme
x%? + x(a® — b® — ¢*) + b > 0. 2)

Nerovnost (2) plati pre kazdé realne Cislo x vtedy a len
vtedy, ked kvadraticka rovnica

x%? + x(a® — b — A+ b2 =0
nema redlny koreni. To je ekvivalentné tomu, Ze diskrimi-
nant je zdporny, tj.

(@ — b — 22— 4b%2 <0, 3)

Vyraz na [avej strane nerovnosti upravime
(a® — b® — ¥ — 4b%® =
= (a% — b% — ¢ — 2bc) . (@® — b* — ¢* + 2bc) =
= [a* =@+ )] .[a®— (b —0)f] =
=(a—b—c¢).(a+b+c).la—b+c).(a+b—c).

Cisla a, b, ¢ st kladné. Nerovnost (3) je teda ekvivalentna
nerovnosti

b+c—a).a—b+c).(a+b—¢c)>0. (4

Dva sudinitele na lavej strane nerovnosti (4) nemdZu byt
zaporné, lebo sucet kazdych dvoch je kladny:

b+c—a)+@—b+c)= 2c>0,
b+c—a)+@+b—c)=2b>0,
(a—b+c)+@+b—¢c) = 2a>0.
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Teda nerovnost (4) plati vtedy a len vtedy, ked vietky
sudinitele na lavej strane sa kladné, tj. ked

b+¢>a,
at+c>b,
a+b>c.

Nerovnosti (5) platia vtedy a len vtedy, ked moZno zo-
strojit trojuholnik, ktorého strany maja postupne dIZky
a, b, c.

A—P—4

Je ddn kruh K; dokaZte, Ze nelze zvolit tfi body 4, B, C
uvnitf K tak, aby pfimky 4B, AC, BC rozdélily K na
sedm Casti stejného obsahu.

Riesenie. Predpokladajme, Ze tvrdenie neplati, tj. exis-
tuju tri body A, B, C v kruhu K o strede S a polomere r

Obr. 1
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také, ze priamky AB, BC, AC delia kruh K na sedem
Casti s rovnakym obsahom (obr. 1).

Body A, B, C nelezia na jednej priamke. Aspoil dva
z vnutornych uhlov trojuholnika ABC st ostré. Nech su
to uhly pri vrcholoch 4 a B. Oznac¢ime M, L priese¢niky
polpriamok AC, BC s kruZnicou o strede S a polomere r.

Nech C’ je bod stimerne zdruZeny s bodom C podla osi
sumernosti AB. KedZe uhly <¢ CAB, <t ABC su ostré,
bod C’ leZi vnutri uhla <t ACB.

Bod C’ nemdzZe lezat vnutri kruhu K, lebo obsah A ABC’
je rovnaky ako obsah A ABC a ten je rovnaky ako obsah
Casti kruhu K leZiacej v polrovine ABC’ a v uhle <t ACB.

Teda bod C’ lezi mimo kruhu K. Nech K’ je kruh
sumerne zdruZeny s kruhom K podla osi simernosti AB.
Potom bod C nelezi v kruhu K’. Kruh K je rozdeleny
na tri Casti: odsek urceny priamkou AB, k nemu symet-
ricky zdruZeny odsek kruhu K’ a na mnoZinu K— K’.

Obsah prvych dvoch Casti je rovnaky a to% obsahu kruhu
K. Teda ¢ast K— K’ méd obsah rovny -;-"_obsahu kruhu K.

To je viak spor, lebo tato Cast qbsahuje:éast’ trojuholnika
ABC a Cast spolo¢nt kruhu K a uhlu <t MCL. Poslednéa

¢ast ma obsah rovny % obsahu kruhu.
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KATEGORIA B

B—-P-—-1
Je dana mnozZina funkcii
f(x) = x* 4 blx| + ¢,

kde b, ¢ st redlne parametre. Najdite vSetky funkcie z tejto
mnoziny, ktoré maji v intervale <— %, 1> najvacsiu
hodnotu 2 a najmensiu hodnotu 1.

RieSenie. Pre x e <~ %, 0> mozno dant funkciu
vyjadrit v tvare

2 2
f(x):x‘“’va—}—c:(x——g-) —{—c—%,

1
z Coho pre — x =3,y e<0, —2—> dostaneme

=y ) +e= 2.

Pre x € (0,1) mame

f(x):x2+bx+c:(x+%)2+c—%2. (1)
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Z toho vyplyva, Zze pre dané b, ¢ nadobida dana funkcia
1 1
v intervaloch <— DX 0> a <O, 7> rovnaké hodnoty.

Staci preto, ak sa obmedzime na skimanie hodnét funkcii
z danej mnoziny v intervale {0, 1).

Z vlastnosti kvadratickej funkcie vyplyva, Ze mdZu na-
stat len tieto tri pripady:
a) f(x) nadobiida minimum v bode 0, maximum v bode 1,
b) f(x) nadobuda minimum v bode 1, maximum v bode 0,

¢) f(x) nadobuda minimum v niektorom vnutornom bode

intervalu (0, 1), maximum v niektorom krajnom bode

tohto intervalu.

Vsimnime si, Ze f(0) = ¢, f(1) = 1 + b + c.

Z toho vyplyva, Ze v pripade a) musi byt ¢ = 1, b = 0,
a teda f(x) = x* + 1, o vyhovuje podmienkam ulohy,
ako sa Iahko presved¢ime. V pripade b) analogicky dosta-
neme ¢ = 2, b = —2 a f(x) = x? —2|x| + 2, o opit
je funkcia s poZadovanymi vlastnostami.

V pripade c) z (1) mame, Ze f(x) nadobiida minimum

b , . o o
len pre x = — > a ak ma tento bod leZat vo vnutri inter-

valu (0,1), musi byt be(—2,0), priCom stcasne plati (vzhla-
b2
dom na podmienky tlohy) ¢ — Vi 1 Cize
b* = 4c — 4 2
a zaroveil bud ¢ = 2, z C¢oho vzhladom na (2) mame
b*=4,alebol + b+ ¢ = 2¢Cizec =1 — b, z Coho po
dosadeni do (2) pre b dostaneme kvadratick rovnicu
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b%* + 4b = 0 s koretimi 0 a — 4, z ktorych Ziaden neleZi
v intervale (—2,0).
Uloha ma4 teda prave 2 rieSenia: f;(x) = x% 4 1, fo(x) =
= x*— 2|x| + 2.
B—P—-2

Uréte vsetky realne korene rovnice

'|,/x -1+ bl/;cii:'l = xl/i. 1)

RieSenie. Z (1) po umocneni na tretiu a jednoduchej
uprave dostaneme

3)/(x — 1(x + 1)[13/x — 14 'la/a? F 1] =223 — 2x. (2)

Do (2) dosadime z (1) za stcet tretich odmocnin fo a po
Uprave dostaneme

3)/a2 —1)2x = 2x(x® — 1). 3)
Rovnici (3) vyhovuju zrejme Cisla
X =0,% =1, x5 = —1 4)
aprex # —1 , 0, 1 z (3) dostaneme
x—1= —;—V 3,
z ¢oho

x4=V1 +—;—V§, Xy = _—Vl +%V_§. (5)
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Dosadenim sa Iahko presved¢ime, Ze x,, X, 3 vyhovuji
tieZ rovnici (1). K tomu, aby sme vykonali skasku pre
X4 X5, S1 upravme rovnicu (1) na tvar

(x—l—1)+(x—l)—i—3i/x2——I]B/Ex=2x3. (1"

Je zrejmé, Ze s Cislom x vyhovuje (1) aj Cislo —x. Staci
preto urobit skasku len pre x,.
Ozna¢me

3 3 3
a=]/x4—l, b:'l,/x4+1, c=]/2x4. (6)

Zrejme platia > 0,5 > 0, ¢ > 0 a po dosadeni do (1")
dostaneme
b + a® 4 3abc = 3,

z ¢oho po jednoduchych upravich mame
3 — 3abc — (a®* + %) = 0
[c — (@ + b)] [c* + (a + b)c + (a* — ab + b¥)] = 0.

KedZe faktor v druhej hranatej zatvorke je zrejme pre
kazdu redlnu hodnotu ¢ kladny, musi platit ¢ = a + b, ¢o
vzhladom na (6) znamend, Ze x, (a teda aj x;) vyhovuje
rovnici (1).

Zaver: Rovnica (1) ma 5 roznych redlnych koreiiov urce-
nych vztahmi (4), (5).

B—-P-—-3

Na kulovém vrchliku o poloméru 1 a vySce 1 jsou dany
Ctyfi body, z nichZ Z4dny neleZi na hraniCni kruZnici.
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Potom alesponl dva z téchto bodi maji vzdalenost mensi
nez V2. Dokazte.

ResSeni. Oznatme S stfed kulové plochy a V bod vrch-
liku, jehoZ vzdalenost od roviny hrani¢ni kruZnice je 1.
Kazdy bod vrchliku, ktery nelezi na hrani¢ni kruZnici, ma
od V vzdalenost mensi nez V2. Splyva-li tedy néktery
z danych bodu 4,, A,, A3 Ay s bodem V, pak tvrzeni
plati.

Necht Zidny z danych bodG nesplyva s bodem V.
Oznatme A;, A,, A3, A, pravotihlé praméty danych bodi
do roviny hrani¢ni kruZnice. Mezi témito priméty pak
existuji takové dva body A;, 4;, kde i +# j, ze plati

¥ ASA; < 90°. (1)

Toto tvrzeni dokdZeme neptrimo. Necht takové dva body
neexistuji. V roviné hrani¢ni kruZnice (obr. 2) vedme
bodem S piimky p, ¢, které jsou po fadé kolmé k S4,
a SA,. Pak poloptimky SA,, SA4;, SA, lezi v polorovin&
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opaéné k poloroviné pA; a poloptimky S4,, SA;, SA; le#
v polorovin& opa¢né k poloroving ¢4;. Tedy v primniku
uvazovanych polorovin, coz je thel o velikosti 180° —
— X A;SA; < 90°, lezi thel < A;SA; > 90° coZ je
spor.

Dale dokazeme, Ze z nerovnosti (1) plyne

5 AiSA; < 90°. @)

Zvolme ortonormalni soustavu soufadnic tak, aby bylo
S = [0,0,0], ¥V = [0,0,1] a aby body 4; a 4 mély
prvni dvé soufadnice nezdporné, coz vzhledem k (1) zfejmé
Ize. Pak ovSem body A4; a A; maji také prvni dvé sourad-
nice nezdporné a treti souradnice kladné. Odtud jiZ plyne,
Ze skalarni souin vektorit 4;—S a A;—S je kladny, tj.
kosinus thlu 4;SA4; je kladny, takZe plati (2).

Z nerovnosti (2) jiz vyplyva, Ze vzdalenost bodd A; a A;
je mensi nez 2.

B-P—4

Konvexny pituholnik ABCDE sa skladd zo Stvorca
ABCE so stranou dIZky 1 a rovnostranného trojuholnika
CDE. Vysetrite mnozinu M stredov vsetkych useciek rov-
nobeznych s priamkou AC, ktorych oba krajné body
patria hranici patuholnika ABCDE, a vypocitajte dlzku
Ciary M.

RieZenie (obr. 3). Ulohu budeme riesit metédou stirad-
nic. Ortonormalnu sdradnicovi ststavu zvolime tak, aby
vrchol E daného patuholnika bol jej zaliatkom, os x bola

47



4
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G /
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X
-1 d
A B Obr. 3

totoznd s priamkou EC a os y totoZna s priamkou AE.
Potom vrcholy patuholnika maju tieto stradnice: 4[0,—1],

B[1, 1], C[1, 0], DH V—;’J E[0, 0].

Priamka AC ma4 rovnicu y = x — 1. RovnobeZka s fiou
prechddzajuca vrcholom E mé preto rovnicu y = x
a priamku CD = y = — V3(x — 1) pretina v bode
Fl3 —V3 3

2 J
patuholnik na trojuholniky ABC, EFD a lichobeZnik
ACFE. Ak oznatime G stred useCky AC a H stred usecky
EF, potom hladand mnozina M stredov vSetkych aseCiek
rovnobeznych s priamkou AC, ktorych oba krajné body
leZia na hranici daného patuholnika, je lomena Ciara pozo-

stévajica z usediek BG, GH, HD.

V3 v
ZV ] Priamky AC, EF rozdeluja dany
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2 4 4
tato lomenu Ciaru popisat rovnicami:

1 313 313
Kedze G[?, — —1—], H [} —b—, V ], mozno

S 1
BG=y= —x, xe<—2«, l>;

_ _ 3-13 1
GH=y=—(1+23%x + |3, xe 4—1—,7>,

_ 33 3-13 1
HD =y = 3x — 5 xe<——~4——,7>

a pre jej dIzku d plati:
d =BG + GH + HD =

— V2t Vs =3+ L3 V).
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KATEGORIE C

C-P-—-1

Urcete vSecka celd ¢isla x, kterd jsou feSenim rovnice
3|lx—1]—2x=2|3x+4+1].

Reseni. Proto¥e 3 |x — 1| =2|3x 4+ 1|+ 2x, je na
pravé strané Cislo sudé, proto x — 1 je sudé, x je liché.
Rozli§ime pfipady I) x = 1, (II) x < —1.

MJelix=1,je|lx—1]|=x—1,|3x+1]=
=3x+ ladiley=3|x—1|—2x—2|3x+1|=
=3x%x—3—2x—6x—2=—-5x—5<0.

V ptipadé (I) nemd dana rovnice feSeni.

D Jellix = —Lje|lx—1|=1—x,|3x+1]|=
=—3x—ladidley=3—3x—2x4+6x+2=x-+5
y = 0 pravé kdyZ x = —35; toto Cislo je jediny celoCiselny
kofen dané rovnice.

C—P-2

Auto jelo z mésta A do mésta B stalou rychlosti. Po
hodiné jizdy pokracuje rychlosti sniZenou na _g— rychlosti
puvodni. Tim se jeho pfijezd do B opozdi o 2 hodiny.
Kdyby k tomuto sniZeni doslo o 50 km bliZe k B, opozdilo
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by se jen o 80 minut. Vypoctéte vzdalenost 4B a ptvodni
rychlost auta. ‘

ReZeni. Na obr. 4 je naznaCena jizda s dvouhodinovym
a jizda s osmdesatiminutovym zpoZdénim. V bodé C, resp.

D nastalo sniZeni pocatecni rychlosti » na rychlost %v .

A C D B
Obr. 4 © -0
v 50 X-v-50

V tabulkdch jsou zaznamenany drahy (v km) i ¢asy (v ho-
dinich) obou jizd. Vzdalenost AB je oznacena x.

1. jizda AC CB AB
rychlost v 3 v —
5
drdgha v X — v x
Cas 1 3 (_x_ — 1) * )
3\v v
2. jizda AD DB AB
rychlost v é—v —
drdha v + 50 x —v—50 x
&as v +50 i(i_l_@) i+i
v 3\v v v 3
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Planovand doba jizdy byla v obou pfipadech i(h).
v

. . x . x 4

Skute¢nd doba 1. jizdy byla — + 2, 2. jizdy ———{——3
v v

4
(80 min = —3—h) Z poslednich fadek obou tabulek plyne

soustava

5(x x
1+—(——1):—+2
3\v

v
(M
50 5(x 50 x 4
1+ —4+ A== 1—- —)==4+ <.
v 3\o v v 3
Z prvni rovnice (1) dostaneme po tipravé
X4 @)
v
Z druhé rovnice (1) dostaneme po upravé
2 2 50
ZE 2 X, (3)
3 0 3 o

Spojenim (2), (3) vyjde v = 50 a z (2) pak x = 200.
Zkouska oveéfi spravnost feSeni.

cC—-P-3

Je déna kruZnice & s primérem AB. Na kruZnici %
zvolime bod X # A, B a na polopfimce AX sestrojime
bod Y tak, aby platilo AY = AX -+ XB. VySetite mno-
Zinu stiedu Z UseCek AY pro vechny takové body X.
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Reseni (obr. 5). Vysetfujeme nejprve &st hledané mno-
Ziny M, kterd lezi v jedné poloroviné ¢ s hranici AB.
ProtoZe je AY | BX, XB = XY, je A BXY pravouhly

Obr. 5

rovnoramenny s pieponou BY, a plati tedy <C AYB =
= 45°, Pfitom <C BAY je ostry. VySetfovana Cast mno-
Ziny M vznikne takto: mnoZina vSech bodd Y lezicich
v poloroviné ¢ je pulkruZnice bez krajnich bod nad pfe-
ponou BD pravouhlého rovnoramenného A ABD. Mno-
Zina M no, tj. mnoZina stfeda Z useCek AY je obraz
uvedené pulkruznice (bez krajnich bodu) ve stejnolehlosti
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se stfedem A a koeﬁcientem%. Symetrii podle osy AB

vznikne zbyvajici ¢4st mnoZiny M. Body S, D;, D, do
mnoZiny M nenaleZeji.

C—-P—-4

Pétithelnik ABCDE se sklada ze ¢tverce ABCE a z rov-
noramenného trojuhelniku CDE se zikladnou CE. Vy-
Setfte mnoZinu stfedtl vSech usecek rovnobéZnych s pfim-
kou AC, jejichZ oba krajni body naleZeji hranici pétithel-
niku ABCDE.

Regeni. Rozlisime t#i piipady: (I) <t CDE = 90°, (II)
< CDE < 90°, (III) ¢ CDE > 90° (obr. 6 abc). Ve viech
tfech pfipadech uZivime véty: MnoZina stfedd vSech pfi-
Cek trojuhelniku POR, které jsou rovnobéZné se stranou

Obr. 6a F Obr. 6b Obr. 6¢
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PQ, je téznice tohoto trojuhelniku vedena z vrcholu R
(bez bodu R). V ptipadé (I) (obr. 6a) polopiimky AE, CD
se protnou v bod¢ F (¢ EAC je ostry, <t DCA je pravy).
Te&%nice FM (M je stied thlopricky AC) je mnoZina stie-
da vSech pficek A ACF rovnobéZnych se stranou AC;
obsahuje tedy i stfed N tsecky DE. Hledani mnoZina
stfedt je tedy lomend ¢dra BMN (bez bodu B).

Obdobné se vysetiuje mnoZina M v pfipadech (II)
a (III). V pripadé (II) (obr. 6b) postupujeme tak dlouho,
aZ narazime na ptiCku FG /A ACF rovnobéZnou s tusec-
kou AC} jeji stfed oznacime N. Zbyvajici ¢4st mnoZiny M
je téZnice DN trojuhelniku DEG. MnoZina M je lomena
¢ara BMND bez krajnich bodu.

V ptfipadé¢ (III) (obr. 6c) postupujeme aZ k pficce
DG || AC; jeji stied oznacime opét N. Zbyvajici ¢4st mno-
ziny M je t€Znice EN trojuhelniku DEG; mnoZina M je
opét lomena ¢ira BMNE bez krajnich bodu.
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KATEGORIE Z

Z—-prP-1
Zjistéte, ktery ze zlomki

23456798 23456789
29876543 > 29876534

je vétsi.

Reseni. Prohlédneme-li pozorn€ oba zlomky, vidime,
Ze jejich Citatelé se od sebe lii jen o 9; podobné tomu je
se jmenovateli. Oznacime-li 23456789 = a, 29876534 —
= b, jsou dané zlomky

a+9 a
b+9° b
Dale si uvédomime, Ze dvé kladna Cisla x, y mUZeme

porovnat bud pomoci jejich rozdilu. nebo pomoci jejich
podilu. Plati totiz napf. véta: x >y (nebo x = y nebo
x < y), pravé kdyz je x >1 (nebo X 1neboX < l).

Yy y Y
Vypocteme tedy

x (a + 9)b B ab + 9b

y (b+9a ab-+9a’
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Protoze je b >a, je 9 >9a, ab + 9% >ab + 9a,
a tedy
a—+ 9 a
b+9 5’
neboli prvni zlomek je vétsi nez druhy.
Oznacenim mnohacifernych Cisel dvéma pismeny a, b

jsme si uspofili psani a zaroven jsme piehledné zapsali
postup, jak fesit obdobné tulohy.

Z—-P—-2

Predstavte si, Ze jsme zndsobili vSecka pfirozend Cisla
od 1 do 1976. Kolika nulami konci zapis vysledku v de-
sitkové soustavé ?

ReSeni. Cislo N = 1.2. ... .1976 se di znimym
zpusobem vyjadfit jako soucin prvocinitelu (tj. prvocisel);
provede se to tak, Ze kazdé z Cisel 2, 3, ..., 1976 se vy-
jadfi jako soulin prvociniteld (napf. 12 = 2.2.3, 22 =
= 2.11, 1000 = 2.2.2.5.5.5). Ze vSech téchto
prvoCiniteld nds zajimaji jen prvolinitelé rovné 2 a 5,
nebot 2.5 = 10; kolik dvojic 2, 5 vytvofime v soulinu
N, tolik miZeme v tomto soucinu N utvorit Ciniteld rov-
nych 10.

Ozname a polet téch prvocinitela Cisla N, které jsou
rovny 2. Protoze kazdé sudé Cislo = 1976 obsahuje aspon
jednoho prvodinitele rovného 2, je

1

>,
=73

1976 = 988. 1)
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OznaCme b pocet téch prvocinitelt Cisla N, jeZ jsou
rovny 5. Prvocinitel 5 se vyskytuje aspoil jednou u vSech
¢isel < 1976, ktera jsou ndsobky péti, tj. u Cisel 5, 10, 15,
20, ..., 1975; dale se vyskytuje asponl dvakrat u nasobki
&sla 25, tj. 25, 50, 75, 100, . . ., 1975; dile se vyskytuje
asponi tfikrat u ndsobkd cisla 125, tj. 125, 250, 375,
500, . . . , 1875; konecné se vyskytuje aspoi Ctyfikrat u nd-
sobku disla 625, tj. 625, 1250, 1875.

Mezi &isly 1, 2, ..., 1976 je 395 nisobkt péti, nebot
1976 = 5.395 + 1; déle je mezi nimi 79 nasobki dvaceti-
péti, nebot 1976 = 25 .79 -+ 1; dale je mezi nimi 15 na-
sobkl Cisla 125, nebot 1976 = 15.125 4 101; konelné
jsou mezi nimi tfi ndsobky dCisla 625, nebot 1976 =
= 3.625 4 101. Cislo 3125 = 5.5 .5 .5 .5 je v&t3i nez
1976, a proto nepfichazi v dvahu.

Ve vyjadfeni Cisla N jako soudinu prvocinitelt se vy-
skytuje tedy prvocislo 5 b-krat, kde

b= 395479+ 15+ 3 = 492. 2)

Podle (1), (2) je a > b; Cislo & = 492 udava pocet nul,
které m4 &islo N v dekadickém vyjadfeni na konci.

Z—-P_3
Obdélnik ABCD m4 délky stran AB = 6% cm, BC =

. 4% cm; oznalme F stfed strany AB. Vypoctem feSte
ulohu:

Na polopfimce BC sestrojte bod X takovy, aby obsah

58



trojahelniku AFX byl roven % obsahu obdélniku ABCD.
(Vypocltéte velikost tiseCky BX.)

Regent (obr. 7). Podle textu ulohy je AB = —352 , BC =
= »1;1 Pét osmin obsahu obdélniku ABCD je tedy Cislo

—5—.2.1—:L.77. Oznatme BX = x; obsah troj-
8 5 3 4

1 1 1 33
uhelniku AFX je pak ?VAF E= AB . x=—.—x

1 33 1
Podminka pro obsahy je i —5—x = 77 . Odtud

4 5

—x=1, ftj. x:?.

5

Obr. 7! 4 F B
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Z—-P—-4
Je déan lichobéZznik ABCD, jehoz stiedni pricka ma
délku 1 a jemuZ lze vepsat kruZnici. Vypoctéte jeho obvod.

ReSeni (obr. 8). KruZnice & vepsani lichob&Zniku
ABCD se dotyka jeho stran AB, BC, CD, DA v bodech,

A T B  Obr.8
které oznacime po fadé T, U, V, W. Podle znamé vlast-
nosti teCen vedenych z bodu ke kruZznici plati
AW = AT, BT = BU, CU = CV, DV = DW.
Seltenim

AW 4+ AT + BT + BU + CU + CV + DV + DW =
— 24T + 2BT + 2CV + 2DV = 2(AB + CD),

tj. pro obvod o lichobézniku ABCD a jeho stiedni pficku
s plati
0 =2.2s = 4 = 4.
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I1l. Souté&Zni Glohy I. kola

KATEGORIE A

A—-I-1

Jsou-li 2,, 2, 23, 2, kKomplexni &isla, pro néz Re 2; > 0,
1= 1,2,3,4, pak

2123 + 2125 + 2124 + 2,23 + 2,24 # 0.
Dokazte.

RieSenie. Predpokladajme, Ze uvedené tvrdenie neplatf.
Teda plati rovnost

2129 + 2925 + 2124 + 2523 + 2,2, = 0.
Jednoduchou upravou dostaneme
(21 + 22)(25 + 20) = —212;

Vieme, Ze z; # 0, 2, # 0 . MdZeme delit uvedend rovnost
¢islom 2,2,:
1 1
(——i——)(za—{—z‘): —1.
2

23
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Podla Casti a) ulohy A-P-2 je Re—l— >0, Re—l— >0
2 2y
a tiez
1 1
Re(-—— + ~—) >0, Re(z; + 24 >0,

22 21

. . (1
a teda podla Casti b) tejto tlohy stifin (—- + —1—)(23 + 2y
22 51
nemdze byt zaporné redlne Cislo.

A—-1I-2

Urcete nutnou a postacujici podminku pro to, aby rov-
nice x® + ax® + b = 0 s nezndmou x a realnymi koefici-
enty a, b méla tfi navzdjem rtzné redlné kofeny.

RieSenie. VySetrime priebeh funkcie f definovanej
predpisom

flx) = x® 4+ axzv—l— b.

Korene uvedenej rovnice st nulové body funkcie f. Pre
dost malé zédporné Cislo x je f(x) zdporné, pre dost velké x
kladné je f(x) kladné Cislo. Teda funkcia f ma asponi jeden
nulovy bod. Aby funkcia f mala tri nulové body, musi
mat kladné lokdlne maximum a zdporné lokdlne minimum.
Uvedené je aj postatujicou podmienkou. Funkcia f mi
derivaciu f'(x) = 3x* + 2ax, ktord mé nulové body x;, =

2 4
=0ax,= —3% priéomf(xl)=b,f(x2):§743+b.

Druhé derivicia v tychto bodoch ma hodnoty f"(x;) =
= 2a, f"'(x,) = —2a . Rozli$§ime tri pripady.
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i) a = 0. Potom x; = x, a funkcia f nema lokilny
extrém a ani tri nulové body.

ii) @ > 0. Potom funkcia f mé4 v bode x, lokdlne mini-
mum a v bode x, lokilne maximum. Mé byt f(x,) < 0
a f(x,) >0. Teda f(x,) . f(xy) < 0, .

4
2 B4 <o.
b(27“+ )<

iii) a << 0. Potom funkcia f ma v bode x, lokidlne ma-
ximum a v bode x, lokilne minimum. M4 byt f(x,) >0
a f(xy) < 0. Teda f(x,) . f(x,) < 0, tj.

4
3
b(27a +b)<0.

Ak si uvedomime, Ze z nerovnosti

b(4a® + 27b) < 0 (1)

vyplyva, Ze

l.as#0,

2. aka >0, takb < 0,

3.aka< 0, takb >0,
tak uhrnom dostdvame, Ze nerovnost (1) je nevyhnutnid
a postalujica podmienka pre to, aby rovnica x* + ax? +
-+ b = 0 mala tri r6zne redlne korene.

A—I-3

Urcete vSecky trojice pfirozenych Cisel x, y, 2z, které
jsou feSenim rovnice
x2 — y? = 322,
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Riesenie. Nech trojice prirodzenych ¢isiel x, y, 2 vyho-
vuje rovnici
x? — y? = 322, (1)
Nech d je najvacsi spolocny delitel Cisiel x, y, z. Potom
aj prirodzené Cisla a = x:d, b =y :d,c = z:d vy-
hovuju rovnici (1) a st nesudelitelné.
Oznalime 4 = a — b, v = a + b . Potom plati

uv = 3c?,

UkaZeme, Ze spolocny delitel Cisiel u, v je 1 alebo 2.

Ak p je prvocislo, ktoré deli # a v, tak p deli aj Cisla
u+v = 2a, v—u = 2b a p? deli Cislo 3c%. Kedze
a, b, ¢ st nesudelitelné, tak musi byt p = 2. Z druhej
strany 4 = 22 tieZ nie je spolocny delitel Cisiel u, v, lebo
by potom a, b, ¢ boli parne, a teda sudelitelné.

RozliSujem dva pripady.

i) u, v su nesudelitelné. Potom existuji neparne priro-
dzené &isla k, I také, Ze bud

u = 3k, v = 1[,

alebo
u = k*, v = 3]2.
Potom bud
3k2 12 12— 3R2
X = d . (__ o ;4)9 y = d . (2)’ 2 = dkl,
alebo
k* 4 312 3]2 — k2
x=d.(+),y=d'(*2 )’ Z=dkl,
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kde &, / st neparne a /2 > 3k? alebo 3/ > k?, d je lubovolné
prirodzené Cislo.

ii) 2 je spolo¢ny delitel u, v. Potom %, —z— su prirodzené

u v c\?

—.—=3|=].

2 2 (2)
Zase existuju dve také prirodzené Cisla k, I, z ktorych naj-
viac jedno je parne, Ze bud

Cisla a plati

%: 38, ; Y

alebo
Yo, L=
2 2

Potom bud
x=dBk + I?), y = d(I* — 3k?), 2 = 2dkl,

kde &, / su prirodzené Cisla, z ktorych najviac jedno je
péarne, I > 3k?, d je Tubovolné prirodzené Cislo, alebo

x = dk + 3%, y = d3I: — k), z = 2dkl

kde %, ! si prirodzené Cisla, z ktorych najviac jedno je
pérne, 3/> > k2, d je lubovolne prirodzené Cislo.
Teda kazdé rieSenie rovnice (1) ma tvar

3k + 12 P — 3k2|

x=4d. 5 ) =d z = dkl,
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kde bud k%, / st neparne prirodzené ¢isla a d je Tubovolne
prirodzené Cislo, alebo k, / st prirodzené Cisla, z ktorych
prave jedno je parne a d je lubovolné parne prirodzené
Cislo.

Skaskou sa Iahko zisti, Ze kazdd taka trojica Cisiel je
ricSenim rovnice (1).

A—-1I—-4

Jsou dana tfi cela ¢isla ay, a;, a, tak, Ze rozdil Zzadnych
dvou z nich neni délitelny tfemi. Z mnoZiny M vSech
trojic celych Cisel

(ag + x5 a; + x, ay + x), x celé

Ize vybrat takovou mnoZinu M,, ktera ma tyto dvé vlast-

nosti:

(1) Kazdé dva ruzné prvky mnoziny M, jsou trojice na-
vzédjem disjunktni.

(2) Sjednocenim vSech trojic, které jsou prvky mnoZiny
M,, je mnoZina vsech celych Cisel.

Dokazte vyslovenou vétu.

RieSenie. Cisla ay, a,, a, dévaju pri deleni tromi rézne
zvySky. Nech st to postupné z,, 2;, 2,. Teda kazdé z; je
niektoré z Cisiel 0, 1, 2.

Nech M, je mnoZina vsetkych trojic (ay + 3y, a; + 3y,
a, + 3y), kde y je celé Cislo.

Dve rozne trojice nemaju spolo¢ny prvok. Keby napr.
ay + 3y, = a; + 3v,, tak rozdiel a, — a, by bol delitelny
tromi.

Nech ¢ je celé Cislo. Ukazeme, Ze existuje také vy, Ze ¢ je
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niektoré z Cisiel a, + 3y, a; + 3y, a, + 3y. Nech z je
zvySok Cisla ¢ pri deleni tromi. Potom bud 2 = z,, alebo
2 = 2,, alebo 2 = z,. Nech napr. z = 2,. Potom ¢ — aq,
je delitelné tromi, tj. existuje také celé Cislo y, Ze ¢ — a, =
= 3y . Potom ¢ = q, + 3y.

A—-I-5

Je dén pravidelny Ctyfboky hranol ABCDA'B'C'D’,
ktery ma vysku v a dolni podstavu o hrané a. Necht body
E a F jsou po fad¢ stiedy hran BC a AD.

Najdéte mnoZinu stiedi odvésen vSech pravouhlych
trojuhelnikt EXF s pfeponou EF, jejichz vrchol X lezi
v podstavé A'B’C’'D’ . Provedte diskusi vzhledem k Cis-
limaavov.

RieSenie. Nech M je mnozina vSetkych tych bodov X,
ktoré su vrcholom pravouhlého trojuholnika EFX s pre-
ponou EF .

Ukazeme pomocné tvrdenie:
Nech S je stred useCky EF. Mnozina M je gulova

Obr. 9
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plocha o strede § s polomerom é-a, okrem koncovych

bodov E, F usecky EF (obr. 9).

Skutocne, ak bod X rézny od bodov E, F leZi na uve-
denej gulovej ploche, tak X leZi na kruZnici, ktord je prie-
seCnikom tejto plochy a roviny EFX . Pritom EF je prie-
mer tejto kruZnice a podla Thaletovej vety trojuholnik
EFX je pravouhly s preponou EF .

Ak naopak EFX je pravouhly trojuholnik s preponou
EF, tak podla Thaletovej vety bod X leZi na kruZnici
s priemerom EF, a teda SE = SX . Odkial vyplyva, Ze
bod X leZi na uvedenej gulovej ploche.

Akov > ~‘—21~, tak Ziaden bod mnoziny M nelezi v podstave

A'B'C’'D’ a vySetrovana mnoZina stredov odviesen je
prazdna.

Ak v = %, tak jediny spolo¢ny bod mnoZiny M a pod-

stavy A'B'C’'D’ je stred tejto podstavy S’ . Potom hladana
mnoZzina mé dva prvky, a to stredy useCiek ES’, FS’.

Ak v<—az~, tak mnoZina M a podstava A'B'C’'D’ sa

pretinaji v kruZnici o strede S’ a polomere l/’ — — ol
Hladand mnozina je zjednotenie kruZnic o stredoch E’,
’ 1 a2 ’ 4 A o X2
F’a polomere —|/ — — 2%, kde E’, F’' su stredy useliek

2V 4

ES’, FS', leziacich v rovine rovnobeZnej s podstavou
ABCD.
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A—-I—-6

Je dan ¢tyistén ABCD. Necht soumérnost podle stiedu
S prevadi hranu AB v tutéZ useCku, v kterou prevadi
soumérnost podle jisté roviny ¢ hranu CD. VySetite mno-
Zinu vSech bodu S této vlastnosti.

RieSenie (obr. 10). Nech FG je tsecka, ktora je obra-
zom hrany AB v stredovej simernosti § podla stredu S
a sticasne je obrazom hrany CD v rovinnej simernosti R
podla roviny p. Priamka FG lezi v rovine o, ktora obsa-
huje priamku CD, a FG je rovnobeZni s priamkou AB.
KedZe priamky 4B a CD nie su rovnobezné, tak rovina
o je uvedenou podmienkou jednoznacne urcena.

Oznacme postupne M, N, P stredy useCick AB, CD,

69



FG. Obrazom bodu M v simernosti S je bod P. Obrazom
bodu N v simernosti R je tieZ bod P.

Nech p je priamka idica bodom C a je rovnobeZna
s priamkou AB. Nech E,, E, su obidva body na priamke
p, pre ktoré plati E,C = E,C = AB. Nech s, t su priamky
idace bodom N a kolmé na osi uhlov <t DCE,, <. DCE,.

Z vlastnosti stredovej simernosti S vyplyva, Ze tseCka
FG je rovnobezna s priamkou p. Z vlastnosti rovinovej
sumernosti potom vyplyva, Ze stred P usecky FG lezi na
priamke s alebo na priamke z. Nech M je obraz zjedno-
tenia priamok s a ¢ v priestorovej rovnolahlosti so stredom

M a koeficientom % Pretoze S je stred tseCky MP, tak

S patri do mnoziny M.

Naopak, ak S’ je nejaky bod mnoziny M, oznacime P’
jeho obraz pri priestorovej rovnolahlosti so stredom M
a koeficientom 2. Bod P’ lezi na priamke s alebo ¢. Usecka
rovnobezna s tseCkou AB a so stredom P’ je stredovo
simerna podla stredu S’ s GseCkou AB. Ak bod P’ lezi
na priamke s, tak tdto tsecka je rovinovo sumerna s usec-
kou CD v rovinovej simernosti podla roviny kolmej na
priamku s a iducej stredom usecky NP’. Podobne v pri-
pade, Ze bod P’ lezi na priamke z.

Ukaézali sme teda, Ze M je hladand mnoZina bodov.



KATEGORIA B

B—-I—-1
Néjdite vSetky kladné rieenia sustavy

1
x1+_§2>
X

1
X176 +— = 2.
X1

RieSenie. Odcitajme od oboch stran kazdej z nerovnic
danej sustavy Cislo 2 a potom vSetky nerovnice scitajme.

Dostaneme
1976 1
Z(xi+-—2)§o. (1)
by 6
Ak si uvedomime, Ze pre kazdé kladné Cislo x; plati
1
x4+ ——2=0, )
Xi
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zistujeme, Ze v (1) musi platit rovnost. Pre Cisla x;, 1 =
=1,2,...,1976 vyhovujtce danej stistave nerovnic musi

preto platit
1976 1
(xi + —— 2) =0 )

4 Xi
1=1 v

ale vzhladom na (2) rieSenie (3) dostaneme z rovnic

1
xx+——2=0,1=1,2,...,1976,
Xi

z ktorych vyplyva x; = 1 pre vetky ¢ = 1, 2, ..., 1976.
Dosadenim do povodnej sustavy nerovnic sa lahko pre-
svedCime, Ze tieto Cisla jej vyhovuji. Je to teda jediné
rieSenie danej sustavy.

B—-I—-2

St dané realne Cisla a, b :# 0, ¢, 1, s, 1, pre ktoré plati

ar — 2bs + ct = 0, (D
ac — b* >0. (2)
Potom plati
rt—s2<0. 3)
Dokazte.

Kedy v (3) nastane rovnost?

RieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti mdéZeme predpo-
kladat, Ze r = 0 (v opalnom pripade modzeme uvaZovat
o Cislach —r, —s, —1).
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a) Nech r > 0. Z (2) dostaneme ac > b* > 0, z ¢oho
vyplyva, Ze ¢ #* 0, a preto tiez plati
a b?

= >—>0. @
(4 (4

Z (1) po deleni ¢islom ¢ dostaneme vzhladom na (4):

a b b? b
0:—r——2—s—}—t>r—2—i—2 ——])s+1r.
¢ c c c

Z toho vyplyva, Ze mnohoclen rx? 4 2sx + t premennej x
b

s r > 0 ma v Cisle — — zapornu hodnotu, a mé preto dva
e

rozne reilne korene. Je preto jeho diskriminant 4s? —
— 4drt >0¢%zert —s2<0.

b) Ak r = 0, = 0, potom z (1), vzhladom na pred-
poklad, ze b # 0, vyplyva, Ze tiez s = 0 a v (3) plati
rovnost.

¢) Ak r = 0, ¢ > 0, postupujeme analogicky ako v pri-
pade a) s vyuZitim toho, Ze vzhladom na (2) je a 0, a do-
staneme, ze musi byt rz — s* < 0.

Z vykonanej uvahy zaroveil vyplyva, Ze v (3) nastane
rovnost vtedy a len vtedy, ked plati r = s = t = 0.

B-I-3

Nech x;, X5 ..., x, s redlne Cisla so suctom nula,
m najmensSie z nich, M najvicsie z nich. Potom plati
X+ X2+ + 22 < — nmM
f st X = — mmM.
Dokazte.
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RieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti moZeme predpo-
kladat, Ze plati

Mm=x =X X =...Z2xp=M.

Potom vsak zrejme plati
0 §kz (%1 — X)Xk — xn) = (% + Xn) > *k —
=1 k=1

— NXyXn — O XE. ¢))
k=1

n

Podla podmienok tlohy je vSak > xx = 0 a z nerovnosti

k=1
(1) preto dostdvame
n
> xS — nxyxn = — nmM,
k=1
Co sme mali dokazat.

B-1I—-4

V rovine su dané dva rdzne body A4 a D. Najdite mno-
zinu stredov stran BC vsetkych takych ostrouhlych troj-
uholnikov ABC, v ktorych bod D lezi na tiseCke BC.

RieSenie. Nech p je lubovolna priamka prechddzajica
bodom D v danej rovine, rdézna od priamky AD. Pitu
kolmice vedenej z bodu A na priamku p oznaime L
(obr. 11) a priese¢nik kolmice na priamku 4D prechadza-
jucej bodom A s priamkou p ozna¢me K. Ak ma byt troj-
uholnik ABC, ktorého strana BC leZi na priamke p a ob-
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sahuje bod D, ostrouhly, musi zrejme jeho vrchol B lezat
medzi bodmi K a L.
Nech B, je lubovolny bod priamky p leZiaci medzi bod-

Obr. 11

/

mi K a L. Zostrojme pravy uhol B;AX a ozname M
priesecnik priamky AX s priamkou p. Vrchol C trojuhol-
nika 4BC musi lezat medzi bodmi D a M.

Ak budeme uvazovat o rdznych polohich bodu B na
useCke KL od bodu K ku L, bude bod M nadobudat
rézne polohy na polpriamke DY. Polpriamka DY tvori
teda mnoZinu vrcholov C trojuholnika ABC. Tomu zod-
povedajica mnozZina stredov S useciek BC bude polpriam-
ka ZY okrem bodu Z, pricom Z je prisecnik osi iseCky
AD s priamkou p a zaroven stredom usecky KD.

Ak tato uvahu urobime pre vSetky priamky prechidza-
juce bodom D rdzne od priamky AD, zistujeme, Ze kazdy
bod S pozadovanej vlastnosti musi leZat v otvorenej pol-
rovine urcenej osou usecky AD a bodom D vratane bodu
D, ale bez ostatnych bodov priamky AD.

Nech teda bod S leZi v otvorenej polrovine urenej osou
usecky AD a bodom D, ale s vynimkou bodu D neleZi
na priamke AD.
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Na priamke SD = p nech body K, L maji rovnaké
vlastnosti ako bolo vyssie uvedené (obr. 12). Nech P, Q
su také body polpriamky DY, pre ktoré plati SP = SL,

P

Obr. 12

SQ = SK. Ak § ma byt stredom strany BC, musi bod C
lezat medzi bodmi P a Q. _

Ozname R, T prieseCniky kruZnice & = (S§; SA4)
s priamkou SD. Zrejme bod R lezi medzi bodmi K a L,
bod T medzi bodmi P a Q. Nech B je Iubovolny bod
priamky SD leZiaci medzi bodmi R, L. Na priamke SD
zostrojime bod C tak, aby platilo SC = SB. Bod C bude
zrejme leZat medzi bodmi P a T. Takto zostrojeny troj-
uholnik ABC je ostrouhly, bod D lezi na tsecke BC a bod
S je stredom strany BC.

Tym sme dokazali, Ze hladanou mnoZinou bodov je
otvorend polrovina urCend osou usecky 4D a bodom D
vratane bodu D, ale bez ostatnych bodov priamky A4D.
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B-1-5

V rovine je danych 50 bodov, z ktorych Ziadne tri ne-
lezia na priamke. DokaZte: Trojuholniky urcené trojicami
danych bodov maju asponi 200 vnutornych uhlov velkosti
menSej neZ 8° a z toho asponi 100 vnutornych uhlov, kto-
rych velkost nepresahuje 7°30°.

RieSenie. Ozname M danu mnozinu bodov a nech X
je Tubovolny bod tejto mnoziny. Nech Uy je mnoZina
49 uhlov s vrcholom v bode X, ktorych ramena precha-
dzaju ostatnymi bodmi mnoZiny M.

Predpokladajme, Ze najviac 3 z uhlov mnoziny Ux st
mensie nez 8°. Potom vsak sulet zostdvajucich 46 uhlov
mnoziny Uy musi byt vacsi nez 46 . 8° = 368°, Co je spor,
pretoZe sucet vSetkych 49 uhlov mnoZiny Uy sa rovna
360°. Z toho vyplyva, Z¢ v Uy musia byt aspoii 4 uhly
mensSej velkosti neZ 8°. KedZe tito vlastnost ma kazdy
bod mnoZiny M, je tym prva Cast tvrdenia dokdzana.

Z predpokladu, Ze z uhlov mnoziny U x ma najviac jeden
velkost najviac rovna 7°30’, analogicky vyplyva, Ze sucet
zostavajucich 48 uhlov tejto mnoZiny musi byt vicsi nez
48 . 7°30" = 360°, Co je opit spor. V kaZdej mnoZine Ux
existuju preto aspori 2 uhly, ktorych velkost neprevysuje
7°30’, a vzhladom na to, Ze mnoZina M obsahuje 50 bodov,
vyplyva z toho spravnost druhej casti dokazovaného
tvrdenia.

B—-I—6

Vo vnttri jednotkovej gule je danych pit bodov. Do-
kaZte, Ze asponl dva z nich maji vzdialenost mensiu neZ VZ.
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RieSenie. Najskor dokdZeme nasledujice tvrdenie: Ak
je na gulovej ploche s polomerom 1 danych pit bodov,
potom aspon dva z nich maji vzdialenost mensiu alebo
rovnu ]/2.

PouzZijeme met6édu nepriameho dékazu a budeme pred-
pokladat, Ze vzdialenost kazdych dvoch z tychto bodov je

vacsia nez l/2. Potom $tyri z tychto bodov — ozna¢me ich
B, C'y D', E' — lezia v otvorenom polpriestore, ktorého
hranica prechddza stredom gulovej plochy a je kolma k po-
lomeru iddcemu piatym z danych bodov — A’. Podla
vysledku pripravnej tlohy B-P-3 maja z bodov B’, C’, D',
E’ aspoii dva vzdialenost mensiu neZ V2, ¢o je spor.

Nech su teraz 4, B, C, D, E dané body vo vnutri jed-
notkovej gule. Ak niektory z nich lezi v strede S danej
gule, je tvrdenie zrejme pravdivé. Ak nie je tomu tak,
utvorme polpriamky S4, SB, SC, SD, SE. Ich priesec-
niky s gulovou plochou oznaéme 4’, B, C’, D', E'. Podla
vysSie dokdzaného tvrdenia maju aspoii dva z tychto pia-
tich bodov vzdialenost mensiu alebo rovnu |/2. Nech st
to napr. body A4’, B’. Potom vzdialenost bodov 4, B je

. v v 1/ ] o , [
zrejme mensia nez ]/ 2, ¢im je tvrdenie ulohy dokadzané.
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KATEGORIE C

C—1—-1

Ngjdite vsetky trojice jednocifrovych Cisiel a, b, ¢, pre
ktoré plati a = b + ¢ a Cislo s dekadickym zapisom 2ab3c7
je delitelné 37.

Reseni. Dané &slo N lze vzhledem k rovnosti a =
= b + ¢ napsat v tomto tvaru

N = 200307 + 10 (110056 + 1001c¢)
neboli

N = 5413 .37 4 26 + 10(999 + 101)b + 10(999 + 2)c .

Cislo N je nasobkem Cisla 37, pravé kdy% je nisobkem
Cisla 37 cislo

N, = 26 4 10106 + 20c;

je totiz 999 = 27 . 37.

Cislo N, je ndsobkem Cisla 37, pravé kdy? j )e jeho nédsob-
kem ¢islo

N2=Nl—999b=26+ 116 + 20c .
Protoze 6 < 9,¢c < 9,a=b+¢c < 9,je

N, = 26 4+ 1la 4 9¢ < 26 + 99 + 81 = 206 .
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Pro N, tedy prichazeji v uvahu ndsobky 37, 74, 111, 148,
185; od nich odelteme 26. PfisluSné rovnice a z nich
plynouci hodnoty b, ¢ jsou:

Rovnice b | ¢ Poznamka

116 + 20c = 11| 11 = 37 — 26 1 0 feSeni

116 +20c—48 | 48 =74 —-26 | 8 | —2 |c< }
e - b = 5, nebot

116 + 20c = 85 85 = 111 — 26 5 i 85 — 11b je
- 2| nésobek deseti

116 + 20c = 122|122 = 148 — 26 2 5 feSeni

) o ||| nenifefeni,

116 + 20c = 159 | 159 = 185 — 26 9 3 nebot

a=b+tc=12|

Uloha m4 tedy dvé feseni: &isla 211307 a 272357, jak se
presvédcime zkouskou.

C—I1-—-2

Z miesta A vyjdu do miesta B vzdialeného 600 km
sucasne dva automobily. Rychlost prvého je 60 km/h, dru-
hého 50 km/h. Druhy voz neskdr zvysi svoju rychlost tak,
Ze dorazi do miesta B sucasne s prvym vozom. Vyjadrite
velkost zvySenia priemernej rychlosti druhého vozu po-
mocou velkosti drahy, ktortt vykonal s pociatoénou rych-
lostou.
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Refeni. Oznaéme C misto, kde druhé auto zvysilo svou
rychlost o ¢ (km/h). Pak doba jeho jizdy z A do B byla
(v hodinéch)

x 600 — x
50 N 50 46 °
. , 600
ProtoZe prvni auto projelo trat z 4 do Bza —— =10

hodin, plati podle podminky z textu tlohy
X n 600 — x
50 50 + 6
Odtud dostaneme

=10

5000
500 — x
Napft. zvysi-li druhé auto svou rychlost ve stfedu trati
AB, je x = 300 a 6 = 25, takZe zvySena rychlost druhého
auta je 75 km/h.
Je-li x = 499, je 6 = 5000, tj. rychlost druhého auta by
méla byt 5050 km/h, coZ je neuskuteCnitelné.

C—1-3
Urcete viechna pfirozena {isla n, pro néZ je moZno zlo-
2 . 1 1 .
mek o vyjadfit ve tvaru — — —, kde x, y jsou vhodni
y

%
pfirozena Cisla.

.. 2
Re¥eni. Rovnici — — — — — upravime na tvar
n x Yy
2x
n= 2 _, ¢))
y—x
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Vyjadfime-li &isla x, y ve tvaru x = da, y = b, kde 4 je
nejveétsi spolecny délitel Cisel x, y, jsou &isla a, b nesou-
délna; z (1) plyne, Ze &islo
2ab .5

" b—a
je celé. Je-li p prvocinitel Cisla b — a, neni prvoCinitelem
ani &isla a, ani b (plyne nepfimo z nesoudélnosti Cisel a, b).
Proto je Cislo b — a délitelem Cisla 24, tj.

20 = k(b — a)

neboli B
5=5@—@. )

Ze vztahi x = da, y = 0b a z (2) plyne
k k
xZE(b—a)(h y=§(b—a)ba 3)

kde % je vhodné Cislo celé. ZkouSkou se presvédcime, Ze
feSeni (3) vyhovuji rovnici (1), jestlize kab = n.

Nyni rozie$ime danou tlohu. Je-li n liché, zvolime 2 =
= 1,a = 1, b = n (a, b jsou nesoudélnd) a dostaneme
reSeni

1 1
x:E(n—l), y:—z—n(n~l).

= ’ ’ n . e
Je-li sudé, zvolime k=2aa=1,b= 5 (a, b jsou opét
nesoudéIné) a dostaneme Feseni

1 1
xzz(n——Z), yzzn(n—Z).
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Uloha je tedy feSitelnd pro viechna pfirozend &islan > 1.

C—-1—-4

V prostoru je ddna krychlova sit (obdoba Ctvercové sité
v rovin€). MfiZovymi body nazyvame vrcholy krychli této
sité. Zvolme kvadr o rozmérech a, b, ¢, ktery je sloZen
z a.b.c krychli sité¢. Oznacime 7, s a h polet mfiZovych
bodl po fadé leZicich uvnitf kvadru, uvnitf stén kvadru
a uvnitf hran kvddru. DokaZte, Ze pro objem V kvadru
plati:

s h
VentirZin.
et b+
ReSeni. Polet miiZovych bodii leZicich uvnité daného

kvadru je
n=(a—1b—1)Cc—1). €))

Pocet mriZovych bodi leZicich uvnitf stén je

s=2a— 1) — 1)+ 206 — 1)c — 1) +

+ 2(c — I)(a — 1). 2
Pocet mriZovych bodu leZicich uvnitf hran je
h=4a— 1)+ 40— 1)+ 4c —1). 3)

Z (1), 2), (3) plyne
Mo b= (@ 1~ e — 1)+

+@—-De—-D+E-Dec—D+(C—@—1)+
+@—-D+@¢—-D+C—1.
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Pri dalsi upravé dostaneme

s h
R CE RV R
de—1D+1]-1=
=abc—1=V—1,
nebot pro objem kvadru plati V' = abc.

C—1-5
Je-li v délka nejmensi vysky trojahelniku a P jeho obsah,
pak plati
DokaZte. Kdy nastane rovnost?

Reseni. Dokazovand nerovnost je ekvivalentni s ne-
rovnosti

, v? < P)/3 (1)
nebo také s nerovnosti

1 =
= — al/' 3, 2)
2
kde a je strana prislusnd k nejmensi vySce v; proto je a

nejvétsi strana daného trojuhelniku. Proto je dale ahel «
lezici proti strané a nejvétsi thel a plati pro néj

o« = 60°
(v pfipadé « << 60° by platilo také g < 60°, y < 60°5
o + B + v < 180° coZ je spor.)
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Vrchol A leZici proti strané a je uvnitf Gsece s tétivou a
a obvodovym uhlem velikosti 60° (obr. 13). Nejvétsi mozna
délka nejmensi vysky A ABC je tedy vyska rovnostranného

1 =
trojuhelniku BCV, tj. Eal,‘ 3. Plati tedy (2), (1) i dokazo-

vanid nerovnost. Rovnost nastane jen pro rovnostranny
trojuhelnik.

C—-I—-6

Je déna kruZnice k a jeji tétiva AB. Sestrojte mnoZinu
t&ZiSt vSech trojuhelniki ABX, kde X je bod kruZnice k.
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ReSeni. Oznalime-li M stied tétivy AB (obr. 14), je
t&zi8t¢ X, trojuhelniku ABX, obraz bodu X, ve stejno-

lehlosti se sttedem M a koeﬁcientem% (t&zist€ deéli téz-

nici v poméru 2: 1). Obrazem kruZnice % je kruZnice %',
kterd po vyloufeni bodd A4’, B’ je hledanou mnoZinou
bodii. KruZnici & sestrojime pomoci tff boda: 4', B', X,.
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KATEGORIE Z

Z—-1-1
Najdéte vSechna cela nezaporna Cisla n, pro ktera je podil

1260 : (3n + 1)
pfirozené Cislo.

ReSeni. Jde o to, nalézt vSechny kladné délitele Cisla
1260, které lze vyjadrit ve tvaru 3n + 1, tj. délitele, které
pfi déleni tfemi davaji zbytek 1. Pfedné je to ¢islo 1 (pro
n=0); je-li » >0, je 3n+1>1 a &slo 3z + 1 je
vytvofeno pomoci prvocinitelti ¢isla 1260. Vyjadiime tedy
Cislo 1260 jako soucin prvocinitela

1260 = 2.2.3.3.5.7

a k jednotlivym prvocinitelim pfipiSeme zbytky pfi déleni
tfemi:

Prvocinitel 2 ‘ 2

3 5‘7

Zbytek 2‘2 0 2‘1

Utvorime ty délitele Cisla 1260, jeZ nejsou nasobky tfi,
a pripiSeme k nim zbytky pfi déleni tfemi (ndsobek tfi
nelze totiZ napsat ve tvaru 3z + 1):
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Délitel 2 5 7 | 2.2 ‘ 25 | 27 !
Zbytek 2 2 ] 1 ’ 1 ‘ 1 2 }
Délitel 57 | 225 | 227 | 257 | 2257

Zbytek 2 2 | 1 | 1 | 2

Dostivime tedy mimo n = 0 je$té tato feSeni:

3n 41 714 10'28 70
" 2‘1 3‘9 23

Z—-1-2

Domy ve v&tsich obcich byvaji oznaeny nejen popis-
nymi Cisly, ale je$té tzv. orientaCnimi Cisly, a to takto:
V kazdé ulici jsou oznaceny domy po jedné jeji strané po
fadé &isly 2, 4, 6, . . . , na druhé strané 1, 3, 5, . . . . Kolik
domt m4 ulice, jestliZe na kazdé jeji strané je pravé n
domi, jejichZ orientacni Cislo obsahuje aspoii jednu Cislici
4, Ulohu feite proa)n = 6,b) n = 9.

ReSeni. a) n = 6. Na strané sudych &isel jsou ,,Ctyi-
kové*“ domy
4, 14, 24, 34, 40, 42 .

Na strané lichych &isel jsou ,,Ctyfkové® domy
41, 43, 45, 47, 49, 141.

Na obou stranich je tedy 21 + 71 = 92 domt.
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b) n = 9. Na strané sudych disel jsou ,,étyfkové® domy
4, 14, 24, 34, 40, 42, 44, 46, 48 .
Dum ¢. 48 vSak nemusi byt posledni, za nim miize byt
jesté dm ¢. 50 a pfipadné ¢. 52.
Na strané lichych disel jsou ,,étytkové® domy
41, 43, 45, 47, 49, 141, 143, 145, 147 .

Na obou stranich je tedy 24 + 74 = 98 domi nebo
25 + 74 = 99 domu nebo 26 + 74 = 100 domad.

Z—-1-3

Kruhova usec je omezena obloukem a tétivou kruZnice.

a) Vyjadrete délku tétivy pomoci poloméru kruZnice r
a pomoci vzdalenosti stfedu oblouku od tétivy (tzv. vysky
usece).

b) Sestrojte Gsed, jejiZ tétiva ma délku rovnou jeji vysce.

ReSeni (obr. 15). Podle Pythagorovy véty pro AAMS
(M je stied tétivy AB) plati

1
rzzztz—l—(r—v)z.

Obr. 15
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Po uprave

t = 2)/v(2r — ). (1)

Dosadime-li do vzorce (1) ¢ = v, dostaneme po tupravé
8

V= '25“7' . (2)

Pomoci vzorce (2) provedeme konstrukci.

Z—-1-—-14

Sestrojte rovnoramenny lichobéZnik KLMN, kterému

Obr. 16

Ize vepsat kruZnici, je-li dina délka d jeho ramene a polo-
mér ¢ vepsané kruZnice. UrCete podminku fesitelnosti.

Reseni (obr. 16). Ukolem je sestrojit ke kruZnici % o po-
loméru p dvé rovnobé&Zné teCny, v nichZz budou leZet za-
kladny hledaného lichob&Zniku, a pak urCit sméry jeho
ramen. RovnobéZné teny ke kruZnici 2 ozname p, ¢
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a pozadujme, aby vétsi zdkladna lichobéZniku leZela
v pfimce p. Oznacme A, B body dotyku pfimek p, ¢
s kruZnici £ (4 € p, B € ¢q). Zvolime jednu z polorovin
uréenych pfimkou 4B a v ni na pfimce p sestrojime takovy
bod C, Ze BC = d. Pfimkou BC je pak urfen smér jednoho
z ramen hledaného lichobéZniku. Toto rameno prochazi
prusecikem T kruZnice £ a kolmice n spusténé z bodu §
na BC. Druhé rameno lichobé&Zniku sestrojime pomocf
symetrie podle osy o = AB.
Podminka feSitelnosti je ziejmé

20<d.
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IV. Ulohy Il. kola

KATEGORIE A

A—1II —1a

St dané komplexné Cisla 2y, 2, 24 také, Ze Re 2; > 0 pre
1=1,2,3. Ak

o 2,25 + 1

R
212523 + 21 + 24
potom Re z > 0. Dokazte.

RieSenie. Podla vysledku b) 2. pripravnej ulohy kate-
gorie A je 2,23 + 1 7% 0. Preto je

1
g=
3
At 2523+ 1
a kedZe 2z, +~ 0, tiez
1
e 1
2 1 M)
2'1 + 1‘
2y + —
P4

3

Podla vysledku a) 2. pripravnej ulohy kategérie A z ne-
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. . 1 y
rovnosti Re z; > 0 plynie, Ze tiez Re — > 0. KedZe
23

1 1
Re (22 - ~——) = Re 2z, + Re — > 0, je potom tiez
23

23

1 . 1
Re - T > 0 a prave tak aj Re [2; + — S > 0.
2y +— 2y + —
23 23
Z (1) potom hned vyplyva, Ze Re 2 > 0, ¢o sme mali

dokazat.

A—II —1b

V roviné je ddna pfimka p a na ni ¢tyfi body 4, B, A’, B’
v uvedeném pofadi tak, Ze AB > A'B’. Déle jsou diny
dvé navzdjem rtzné rovnobézky g, r prochazejici po radé
body 4’, B'.

Sestrojte na pfimce ¢ bod C a na pfimce r bod D tak,
aby A4, B, C, D byly vrcholy rovnoramenného lichob&z-
niku s rameny 4B a CD. Kolik feSeni ma tloha?

ReSeni. Jsou-li body C, D hledanymi body (obr. 17),
je usetka CD shodnid s useCkou AB. ProtoZe je tedy
CD > A'B’', muZe pfimka CD nileZet priavé do dvou
riznych smérid. Dale smér osy soumérnosti vysledného
lichobéZniku je jednoznacné uréen smérem pifimky CD.
Z téchto zavért jiz plyne konstrukce.

Nejprve uréime smér pfimky CD. Sestrojime libovolnou
dvojici bodtt C’ € ¢ a D’ € r, pro néz plati C'D’ = AB.
Pfimka C’D’ pak urcuje smér hledané pfimky CD. Dale
nalezneme smér osy hledaného lichobézniku. Tento smér
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je uréen pfimkou o', jeZ je osou piimek AB a C’'D’. Body
A, B pak vedeme kolmice a, b na pfimku o’. Jeden z pri-
se¢ikd a, b s pfimkou ¢ oznacime C a jeden z prisecika
pfimek a, b s pfimkou r oznaime D tak, aby bylo CD||C'D’.

AT

\ Obr. 17
\

Dile dokazeme, Ze sestrojené body C a D jsou hledané
body. Protoze C'D’ = AB, je C'D’ > A’B’ a pfimky AB
a C’'D’ jsou riznobéZné. Osa o’ neni kolmd na AB, takZe
body A, B, C ani body A, B, D neleZi v téZze pfimce. Dale
useCka AB leZi uvniti poloroviny opa¢né k poloroviné ¢B’,
a proto useCky AB a CD nemaji spolecné body. Dale plati
bud C = C’ a D = D', anebo ¢tyfuhelnik CDD'C’ je
rovnobéZnik, tak’e CD = C'D’ = AB. Z nerovnosti
CD > A'B’ plyne, 2e AB a CD nejsou rovnobéZné. Pro-
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toze allb, jsou body A, B, C, D vrcholy rovnoramenného
lichobéZniku s rameny 4B a CD.

Nyni je tfeba jesté urCit, kolik ma uloha feSeni. Pro
pfimku C’'D’ jsou dva mozné sméry. Pro kazdy tento smér
prichazeji v avahu opét dva rtizné sméry pro osu o’. Zbyva
zjistit, zda lze vZdy mezi pruseciky pfimek a, b a ¢, r nalézt
body C a D pozadovanych vlastnosti. Pfimky a, b, ¢, r
maji ziejmé vlastnost: Zvolime-li libovolny bod M na
piimce a (resp. na b, ¢, r) a vedeme-li jim rovnobézku
s C'D’, pak pro prusecik N s pfimkou b (resp. a, r, ¢) plati
MN = C’'D'. Odtud plyne, Zze v rovnobéZniku, jehoZ
strany leZi v pfimkéch a, b, g, r, je pravé jedna Ghlopficka
rovnobézna s C’D’. Jeji vrcholy pak stali oznalit C, D
tak, aby bylo C € ¢ a D € r. Uloha mé tedy vzdy &tyfi
feSeni (dvé pro kazdy moZny smér pfimky C'D’).

A—II —2a
Najdite vSetky usporiadané dvojice (x; y) celych éfsel,
ktoré spiiiaji rovnicu
16 xy = (x? + 16y*)(x® 4+ »* 4+ 5x + 5).

RieSenie. Rovnicu spliia dvojica (0; 0). Nech je dalej
(x5) # (05 0). Potom danu rovnicu moZno upravit na tvar

A =x+y2+5x+5.

. . l6ab
PouZitim nerovnosti ?—{——‘;6172‘ =< 2, ktora plati pre Tubo-
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volné redlne Cisla @ # 0 nebo & 0, dostaneme z pred-
chadzajlcej rovnice nerovnicu

¥+ +5x+3=0,
to jest
¥ +544(*+3)=0,

ktort spiiiajd len tie usporiadané dvojice celych &isel (x3 v),
pre aké plati

25 —4(y*+3)=Z0Ax2+ 2+ 5x+3=0.
Prvii nerovnicu z tejto sistavy spliiaji celé &sla ye{l;
0; —1}.

Ak y = —+1, potom z druhej nerovnice sastavy dosta-
neme x2 + 5x + 4 = 0. RieSenim tejto nerovnice zistime,
Ze z celych Cisel je spiﬁajﬁ len Cisla x € {—1; —2; —3;
—4}. Dosadenim do pdvodnej rovnice sa presved¢ime, Ze
z usporiadanych dvojic (x; y), kde x € {—1; —2; —3;
—4}, y € {1; —1}, spliia pévodni rovnicu len usporiadani
dvojice (—-4; —1).

Ak y = 0, potom z danej rovnice dostaneme rovnicu
x? + 5x + 5 = 0, ktord vSak nema celoCiselné rieSenie.

Teda dant rovnicu spliiajii len usporiadané dvojice
(05 0), (—4; —1).

A—II —-2b

Je déna ptlkruznice & s krajnimi body 4 a B a na ni
bod C +# 4, B.

a) Najdéte mnozinu M stfedt vSech tsecek XY, pro-
biha-li bod X oblouk AC a bod Y oblouk CB pilkruZnice
k (vzdy vetné krajnich bodu).
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b) Vyjadrete obsah mnoziny M pomoci délky d tsecky
AB a vzdalenosti v bodu C od pfimky AB.

ReSeni (obr. 18). a) Oznalme S stfed pllkruZnice,
P stied tsecky AC, Q stied usecky BC. Je-li X = 4

a probiha-li bod Y oblouk CB, probihd stfed Z usecky XY
oblouk PS Thaletovy kruZnice nad useCkou AS. Je-li
Y = B a probiha-li X oblouk AC, probiha Z oblouk SQ
Thaletovy kruznice nad SB. Je-li X = C a Y probih4
oblouk CB, probiha Z oblouk CQ Thaletovy kruZnice nad
PQ, je-li Y = C a X probjha oblouk AC, probihd Z
oblouk PC téze kruZnice. Uvedené Ctyfi oblouky PS, SQ,
QC a CP omezuji oblast M,, totiZ oblast vyplnénou ob-
louky vzniklymi posunutim oblouku PC tak, Ze novy krajni
bod P’ odpovidajici P lezi na oblouku PS. DokaZeme,
ze M, je totozna s hledanou mnoZinou M.

Je-li totiz X bodem oblouku AC a Y bodem oblouku
CB, lezi Z na oblouku vzniklém posunutim PC o vektor

% (Y — C) a novy potitek P’ pati oblouku PS. (Tento

oblouk vznikne, zlstidva-li Y pevny a probiha-li X oblouk
AC.) Je tedy Z € M,.
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Je-li obracené Z € M,, leZi Z na nékterém z uvedenych
oblouku, napt. P'Q’. Poloptimka AP’ protne oblouk CB
v bodu Y, nebot P’ leZi na oblouku PS, homotetickém

s CB s pomérem homotetie % Bod X, pro ktery je Z
stfedem useCky XY, vsak lezi na oblouku AC, nebot ob-

louk P'Q’ je homoteticky s AC s pomérem homotetie —;
Proto M = M,.

b) Plosny obsah mnoZiny M je stejny jako obsah obdél-
niku PSQC (tse¢ nad PC doplni ¢ast u oblouku SQ, tse
nad QC doplni ¢ast u oblouku PS). Proto je obsah roven

polovin® obsahu trojihelniku 4BC, . _}1_ .

A—II —3a

DokaZte vétu: Kladnd Cisla a, b, ¢ jsou délkami stran
tupotthlého trojihelniku, pravé kdyz asponi jedno z Cisel

a4+ b*— 2, b+ —a?, P+ at— b (1)

je zaporné a zéroverni soucet prevracenych Cisel k ¢islum (1)
je zaporny.

ReSeni. a) Oznadme &isla (1) po fadé C, 4, B. Zvolime
oznaceni tak, aby bylo C < 0 ab = a. Pak je

0<asb<c )

A>0,B>0,C<0. 3)
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Soucet pfevracenych Cisel k Cislum (1) je podle predpo-
kladu zéporny:
1 1 1

e e O 4)
(4) upravime na tvar
1
—pcld B)C + AB] < 0. ©)

Protoze podle (3) je ABC < 0, je podle (5)
(A+ B)C+ AB >0. (5"
Dile je
A+ B = 2,
a tedy podle (5")
2c%(a® + b® — ¢*) + c* — (a* — b¥)* >0,
2a%? 4 2b%? — ¢t — (a* — b%)? >0,
konec¢né pak
[(@ + b)* — c*¥.[c2— (a — b)?] >0. 6)
Levou stranu (6) rozloZime v soucin linearnich trojclenti
(@a+b+c)a+b—c)Yc+a—>b)c+b—a)>0. (7)

Vzhledem k (2) je prvni, treti a Ctvrty Cinitel (7) Cislo klad-
né; proto je takéa 4+ b — ¢ >0, tj.

at+b>c.
ProtoZe ¢ je nejvétsi z Cisel a, b, ¢, 1ze z GseCek délek a, b, ¢

sestrojit podle zndmé planimetrické véty trojuhelnik.
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Z ptedpokladu C < 0 podle kosinové véty plyne, Ze tento
trojihelnik je tupouhly.

b) Necht jsou a, b, ¢ délky stran trojuhelniku, jehoZ tupy
uhel y je sevfen stranami o délkich a, b. Podle kosinové
véty je a* + b* — ¢* = 2ab cos y < 0 a dale pak zfejmé
plati (3). Oznacime strany a, b tak, aby platil vztah (2);
podle trojuhelnikové nerovnosti pak jsou vSichni Ctyfi Ci-
nitelé na levé strané (7) kladna cisla a plati (7). Ze vztahu
(7) odvodime (6) a obracenim postupu a) dostaneme (5)
a odtud (4).

Tim je véta uplné¢ dokazana.

A—-1II —3b
Je dén trojahelnik, jehoz vysky jsou x,;, x,, x3. Vypo-
Citejte obsah tohoto trojuhelniku pomoci p, g, 7, je-li
% —px2 4+ gx —r=20 (1)
rovnice s kofeny x;, xo, X3.
ReSeni. Necht x,, x,, x; jsou v uvedeném potadi vysky

na strany a, b, ¢ daného trojihelniku. Pro obsah P tohoto
trojiihelniku zfejmé plati:

2P 2P 2P
X1 = 2 Xy == B x:;:"c‘- (2)

Podle zndmych vztaht pro kofeny a koeficienty kubické
rovnice déle plati

X1+ Xo + Xz = Py XXy + XXy + XgXy = g5 XXXz = T

®)
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QOdtud plyne, Ze je zaroven
»p>0, ¢ >0, r>0. 4)

Z Heronova vzorce pro obsah P uvaZovaného trojuhel-
niku vyplyva P? = s(s — a)(s — b)(s — ¢), kde s =

. »;—(a + b + ¢), odkud
P? = s[s* — (a + b 4 ¢)s* + (ab + bc + ca)s — abc] .
®)

Z (2) a (3) postupné dostaneme

pabc = 2P(ab + bc + ca), gqabc = 4P¥a + b + ¢),

rabc — 8P3,
takZe
abc = 8'P73, ab + bc + ca = 4%P2,
a+b+c:2-€:—P. (6)
Tedy
s=21p. )

r

Po dosazeni z (6) a (7) do (5) dostaneme

3 3 P3
pr_9p ips_zipa,_iél?q,pa‘fg_ i,
r rs r X r.
tj.
m:%@¢+@wﬁwym. ®)
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Z predpokladu, Ze rovnice (1) ma kofeny x;, X5, X5, jeZ
jsou vySkami daného trojuhelniku, jsme dospéli k rov-
nosti (8). Obsah P uvaZovaného trojihelniku je ziejmé
kladné ¢islo, takZe z rovnosti (8) vzhledem k nerovnostem
(4) plyne, Ze

dpgr — 82 — ¢® >0, 9)
takZe

r2

 Vapgr— 8 — g%
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KATEGORIE B

B—-II—-1a
Nech 7 je prirodzené Cislo a a, b nezaporné realne Cisla,
pre ktoré plati a = b. Dokazte, Ze plati
ar — bn = (a — b)n. (1)
Urcete vSetky pripady, kedy plati rovnost.

Reseni. UZijme matematickou indukci. Pro n = 1
tvrzeni plati; dokonce nastava rovnost.

Pro kazdé pfirozené Cislo n na zédkladé indukéniho pied-
pokladu (1) plati:

(@ — o)t = (a — b)a — b)" = (a — b)(a" — b") =

— gntl — qnp — bn(a — b) @)
ProtoZze a = b = 0, je
anh = pnit, b"a—b) =0. 3)
Tedy z (2) plyne
(@ — b)ntt = antt — pni1, (4)

Tim je dand nerovnost matematickou indukci dokdzina.
V nerovnostech (3) plati zaroveil rovnosti, pravé kdyz

b=0 nebo a=25. (5)
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Ovsem v tom piipadé plati rovnost i v (2), takZe rovnost
v nerovnosti (4) nastdvd, pravé kdyz plati (5). Odtud
a z 1. kroku dikazu matematickou indukci vyplyva, Ze
v dokazované nerovnosti plati rovnost, pravé kdyz n = 1
nebo b = 0 nebo a = b.

Jiné feSeni. Je-li #» = 1 nebo a = b nebo b = 0; pak
plati dokazovana nerovnost; dokonce v ni nastava rovnost.

Necht n > 1 aa > b > 0. Dokazovanou nerovnost
upravme na tvar

(@a—b). (@' + a2 + ...+ bv1) = (a — b)n,
z néhoz je zfejmé, Zze dokazované nerovnosti je ekviva-
lentni nerovnost
a4 ar% 4 ...+ b1 = (a — b)n .
Ta vsak plati dokonce s ostrou nerovnosti, protoze
art > (a — byn1.
Dalsi feSeni. Pro kazda dvé redlna Cisla a, b takova, Ze
a = b = 0, podle binomické véty plati:
a® = [(a — b) + b]* = (a — b)" + k + b,
kde 2 = 0. Tedy
am = (a — b)» 4 b7,
tj.
ar — b* = (a — b)".
Rovnost nastane, pravé kdyZ & = 0, tj. pravé kdyza — b =

= 0 (tj. a — b) nebo b = 0 nebo n — 1.
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B—II —1b

V kruhu s polomérem 1 je déno Sest bodu tak, Ze alespofi
dva nelezi na hrani¢ni kruZnici. DokaZte, Ze vzdélenost
nékterych dvou z danych Sesti bodd je mensi nez 1.

ReSeni. Stfed kruhu ozname S a dané body A4,
Ay . ..5 Ag. Necht S € {4,, Ay, ..., Ag}. Podle pfed-
pokladu je je$té alespoil jeden dal§i dany bod mimo hra-
nicni kruZnici, takZe tvrzeni plati.

Necht S # A; pro kazdé i = 1, 2,..., 6. Pruseciky
polopfimek SA4; (i = 1, 2,..., 6) s hrani¢ni kruZnici
oznaéme B;. Déle rozliSme dva pfipady:

a) Necht pro néktera navzdjem riuzna i, % je B;i = By.
Pak vzhledem k tomu, Ze SB; = 1, je AiAr < 1 a tvrzeni
plati.

b) Necht Zddné dva z bodd B; nesplyvaji. Pak nejmensi
z Ghla B;SBy (i # k) je nejvyse roven 60°. V prislusném
trojihelniku B;SBj ma nejdelsi strana velikost rovnou 1.
Proto A:Ax = 1, a rovnost nastane, jen je-li A; = By,
Ar = Br a < A;SAx = 60°. V tomto pripadé tvori vidy
dvé sousedni polopfimky SA; tihel 60°. Podle pfedpokladu
alespofi dva z bodi A4,, A4,, ..., Ag neleZi na hraniéni
kruZnici; necht A, je takovy bod. Mezi danymi body
existuje takovy bod A4, Ze <A,SA, = 60°. ProtoZe
ABpSB, je rovnostranny, BB, = 1 a Ap # By, je
ApA, < 1. Tim je tloha zcela roziesena.
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B—-1II —2a

Niéjdite vSetky také dvojice m, n prirodzenych Cisel,
m = n, pre ktoré plati: Aritmetickym priemerom Cisel
m, n je dvojciferné Cislo; ak navzdjom zamenime jeho cifry,
dostaneme geometricky priemer Cisel m, 7.

Riesenie. Nech m, 7 je dvojica prirodzenych Cisel, ktora
vyhovuje podmienkam tilohy. Potom existuji prirodzené
Cisla p, ¢ také, ze 0 << p < 10, 0 < ¢ < 10, pri¢om plati

m_“;_” —10p+¢, |mn=10g+p (1)

Cize
(m + n)® = 4 (100p2 + 20pg + ¢, 2)
4mn = 4 (100g2 | 20pg + p?). 3

Z (2) a (3) priamo dostaneme
(m — n)? =4.99 (p* — ¢%. 4)

Kedze m + n, z (4) vyplyva, ze p* — ¢* >0, CiZe p > ¢
a dalej plati, ze 4.9 .11 (p — q)(p + ¢) je Stvorcom pri-
rodzeného Cisla. To viak je mozné len tak, Ze bud p — ¢
alebo p + ¢ je delitelné Cislom 11. KedZe p — ¢ < 9
11 + p — g. Musi tedy platit 11 | p + ¢, ale p + ¢ < 20,
z Coho vyplyva: p + ¢ = 11. Dalej musi byt p — ¢ $tvor-
com prirodzeného Cisla. KedZe p + ¢ je Cislo nepdrne,
musi byt tieZ p — g neparne Cislo, ale z toho, Ze p — ¢ << 9
vyplyva, Ze musi byt p — ¢ = 1. Uvedenym podmienkam
vsak vyhovuju len &isla p = 6, ¢ = 5.
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Pre hladana ¢isla m, n z (1) a (4) mame
m-+n=130, [m—nl=|4.99.11 =66. (5)

Z (5) dostaneme, Ze danej ilohe vyhovuje len dvojice pri-
rodzenych Cisel 98, 32, o Com sa lahko presvedcime
skuskou:
98 + 32 Ji— e
*§~:@,W&%=mm=%.

B—-II -2b

Urcte vSetky realne rieSenia sustavy rovnic

o=y, (1)
x4+ —
X
‘“QT:% 2)
2y ‘|‘“2;
6 .
-MiT:L 3)
3z ‘f" *3;

Reseni. Necht existuje trojice redlnych &isel (x, v, 2),
ktera je feSenim dané soustavy. Z (1), (2) a (3) plyne, Ze
x#0,y #0,2 % 0. ProkaZzdé x £ 0,y # 0,2 £ 0
jsou levé strany rovnic (1), (2), (3) kladné. Tedy

x>0,y >0,2>0. (4)
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Vynésobenim levych a pravych stran danych rovnic do-
staneme po upravé

A R

Z nerovnosti (a — 1)? = 0 platné pro kazdé Cisloa > 0
1 oy .
plyne a + — = 2, pfiCemZ rovnost nastane jen pro a = 1.
a

Podle (4) tedy

o bl 1)
(x+x 2y + 2 3z—r3z =8,

pficemz (5) plati j_en prox = 1,2y = 1,3z = 1,tj. x = 1,
1

y=7, Z

I

1
3 Zkouskou se snadno presvédcime, Ze

1 1 .
trojice (1, 7 ?) soustavé (1) — (3) vyhovuje.

Zavér: Dana soustava ma pravé jedno feSeni x = 1,
1 1
== — L = —.,
Y=o 3
B—1II —3a

Vrchol vypuklého Sestihelniku nazveme pravidelné
rozdélenym, déli-li tfi thlopficky z ného vychazejici jeho
vnitfni thel na Ctyfi stejné dily.

Dokazte vétu: Ma-li vypukly Sestitthelnik ABCDEF
vrcholy 4, C a D pravidelné rozdélené, je pravidelny.
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ReSeni (obr. 19). Necht vrcholy 4, C a D daného
vypuklého Sestithelniku jsou pravidelné rozdélené. Potom
podle véty usu jsou trojuhelniky ADE a ADC shodné.

Obr. 19 A B8

Podle téZe véty jsou shodné téz trojuhelniky ADF a ADB.
Pfimka AD je tedy osou soumérnosti daného Sestiihelniku.

Vrcholy 4 a C jsou pravidelné rozdélené, a proto pri-
seCik § pfimek AD a CF je stiedem kruZnice vepsané
trojuhelniku ACE. Z osové soumérnosti podle osy AD
plyne, Ze bodem S prochazi téZz pifimka BE. Je totiZ sou-
mérné sdruzena k pfimce CF. Vrcholy 4 a C jsou pravi-
delné rozdélené, a proto pfimka BS, tj. BE, je kolma na
useCku AC. Dile pfimka AD je kolma na tuseCku CE,
nebot je jeji osou soumérnosti. Tedy bod § je téZ pru-
seCikem vySek trojuhelniku ACE. Trojuhelnik ACE je
proto rovnostranny.

Plati tCAE = < ACE = 60° takie <{BAF =
= XBCD =120°. Z NABC pak plyne, ze <<ABC =
= 180° — 2.30° = 120°. Z osové soumérnosti $estitthelniku
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ABCDEEF podle osy AD vyplyva, ze <{AFE = <CDEF =
= 120°. Odtud jiZ plyne, Zze <CCDE = 720° — 5.120° =
= 120°. Sestitthelnik ABCDEF mi tedy viechny thly
shodné.

Ze shodnosti uhla BAC a ACB je ziejmé, ze AB = BC.
Dile je <cCBD = 180° — 120° — 30° = 30° = <<BDC.
Tedy BC = CD. Z osové soumérnosti Sestithelniku
ABCDEF podle AD pak vyplyva, Ze vSechny jeho strany
jsou shodné. Tim je zcela dokdzdno, Ze Sestithelnik
ABCDEEF je pravidelny.

B—-II—-3b

Sestrojte Ctyifuhelnik ABCD, u néhoZ soucet velikosti
useCek AB, AC, AD je 20 cm a jehoZ obsah je vétsi nez
49 cm?,

B Obr. 20
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Reseni (obr. 20). Je vhodné si uvédomit, Ze pfi stalych
velikostech AB, AC a AD je obsah Ctyrtuhelniku tim vétsi,
¢im budou uthly tDAC i *BAC bliz§i pravému uhlu
(oba ovSem nemohou byt pravé). Pfitom se vhodnou vol-
bou thlt <xDAC a <*BAC muZeme libovolné priblizit
obsahu ACBD, ktery vznikne, lezi-li body A4, B, D
v pfimce. Obsah y tohoto trojuhelniku je

1 1
y= —2—(AB.AC+AD.AC) — EAC(AB + AD).

Uplatnime-li podminky
AB + AC -+ AD = 20
a oznalime-li AB + AD = x, vyjde

1
— (20—
y = 5x20 =%

10x — 5
= — —x2.
y = 10x — -

Tato funkce nabyva svého maxima 50 pro x = 10.

Zvolime tedy AB = AD = 5 cm, AC = 10 cm, vedeme
k pfimce AC dvé rovnobézky ve vzdalenosti napt. 4,95 cm
a na nich najdeme body B a D vzdalené od bodu A4 vzdy
5 cm, a to tak, aby thly CAB i CAD byly ostré. Obsah
¢tyfahelniku ABCD pak bude 49,5 cm?.
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KATEGORIE C

C—II —1a

Rozhodnite, ¢i existuje kvadraticky trojélen
ax* + bx + ¢

s celymi koeficientami, ktorého diskriminant, tj. Cislo
b* — 4ac, je 75.

Riesenie. Ak taky trojlen existuje, musi byt

b* — dac =75
dize
b* — 81 = 4ac — 6,

odkial mame

b—9)0®+9) = 2(2ac — 3). (1)
Lava strana (1) musi byt tedy parne cislo. Ak vSak jeden
z jej faktorov je parny, musi byt parny i druhy, z ceho
vyplyva, Ze lava strana je v takom pripade delitelna cis-
lom 4. Z toho, Ze pravi strana (1) nie je ¢islom 4 delitelnd,
vyplyva, Ze kvadraticky troj¢len poZadovanej vlastnosti
neexistuje.

Jiné ¥eSeni. Cislo b v kvadratickém trojélenu pozado-
vanych vlastnosti zfejmé neni sudé. Kdyby totiz bylo sudé,
pak by &islo 4> — 4ac bylo délitelné 4, coZ vSak neni
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mozné, nebot Cislo 75 neni nasobkem Ctyf. Tedy pokud
kvadraticky troj¢len poZadovanych vlastnosti existuje, pak
Cislo b je liché, takZe existuje takové celé Cislo &, Ze

b=2k+ 1.
Odtud dale plyne
b? —4dac=4k*+ 4k +1 —4ac =4 (K2 + k —ac) + 1.

Pak se ovSem Cislo b2 — 4ac nemuzZe rovnat Cislu 75, nebot
75 dava pri déleni Ctyfmi zbytek 3. Z toho plyne, Ze kvad-
raticky trojclen pozadovanych vlastnosti neexistuje.

Dalsi feSeni. Hledejme cela Cisla a, b, ¢, pro néZ plati
b* —dac =T175.
Pro ¢islo b ma tedy platit kongruence
b* = 3 mod 4.

Avsak takové celé Cislo b neexistuje, nebot Ize snadno do-
kazat, Ze plati: 7
o /sudéN /b= 0mod 4.
4
JestliZe je Cislo b iché pak b= 1mod4.

Odtud plyne, Ze kvadraticky trojclen s vlastnostmi poZa-
dovanymi v textu ulohy neexistuje.

C—II—-1b

Z cifer 1, 2, ..., 9 vyberte vSechny takové dvojice a, b,
aby pro (isla s dekadickymi zapisy aabb, abba, aa platilo

aabb — abba = aa .

113



ReSeni. V dekadickém rozvoji znadi uvedend rovnost
1000a + 100a + 106 + & — (1000a + 1006 + 106 + a) =
= 10a + a,

po upravé

99a — 996 = 1la,
tj.

8a = 9.
Cislo a je tedy nasobkem 9 a &islo & nisobkem 8, takZe je
jedind moZnost:
a=9ab=38.
Skutecné plati
9988 — 9889 = 99.

Zavér: Uloha m4 jediné feSeni — dvojicia = 9,6 = 8.
C—II —2a

Obdélnik ABCD m4 rozméry AB = a, BC = b, kde
a > b. Vystfihneme-li tento obdélnik z papiru a pielozime

A /K B8 Obr. 21
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tak, Ze vrchol B splyne s vrcholem D, vznikne pétiahelnik.
Vyjadfete obsah tohoto pétithelniku pomoci a, b.

Reseni (obr. 21). PfeloZeni odpovidd soumérnosti podle
osy usecky BD. Ta protne stranu AB v bodé K a stranu
DC v bodé M. Trojuhelnik SBK je podobny AABD,

BK  BS a* + b? .
7 — — — — . Ob =
takze BD — AB odkud BK 5 sah péti
uhelniku je roven obsahu obdélniku, zmensenému o obsah

AKMD, tj. o dvojnasobek obsahu trojihelniku SBK,
jehoZ vyska je %b. Hledany obsah je tedy

a? -+ b b (3a® — b¥)b

ab— ——— =,
2a 2 4a
C—II —2b

_ Je din A ABC. Najdéte mnoZinu tézist vSech AAXY
takovych, Ze bod X je vnitfnim bodem useCky AB a bod Y
vnitinim bodem usecky AC.

R_e§eni. Ozna¢me Z stfed strany XY libovolného
NAXY, ktery spliluje podminky uvedené v textu dané
ulohy. Pak pro té€zisté T tohoto trojuhelniku plati AT =

2 . 5 . . .
. gAZ, tj. t€Zisté T je obrazem bodu Z ve stejnolehlosti
se stfedem A4 a koeficientem —i— Dana dloha bude tedy
rozfeSena, budeme-li znat feSeni nasledujici tlohy:

Je dan A ABC. Najdéte mnoZinu stfedu vSech tsecek
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XY takovych, Zze bod X je vnitfnim bodem tseCky AB
a bod Y vnitfnim bodem tusecky AC.

Zvolme (obr. 22) uvnitf useCky AC pevny bod Y. Pak
zfejmé& mnozinou stiedd vSech useCek XY, kde X je vniti-

Obr. 23

ni bod usecCky 4B, je vnitiek stfedni pricky A4 YB. Tato
. 1 .
stfedni pficka ma velikost -E—AB, je rovnob&zna s AB

a jeji vzdalenost od 4B je rovna poloviné vzdalenosti
bodu Y od AB. Odtud plyne, Ze mnozinou stfedd vSech
uselek XY takovych, Ze bod X je vnitfnim bodem tsecky
AB a Y vnitfnim bodem tusecky AC, je vnitfek rovno-
b&%niku AC,A4,B,, kde C,, 4,, B, jsou po fadé stiedy
stran AB, BC, AC.

Tedy mnoZinou téZist vSech A\ AXY je vnitfek rovno-
bé&Zniku AC,A;B;, je je obrazem rovnob&zniku AC,A,B,

: . y . 2 .
ve stejnolehlosti se stfedem A a koeficientem 3 (viz

obr. 23). Snadno se zjisti, ze AC; = —;—AB aAB; = %AC '
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C—-—II —-3a

Je déna soustava tii rovnic s dvéma neznamymi x, y
a s parametrem a:

x+y=a+2,
3x — 2y =1, (1)
2

ax + (1 — a¥)y = gaz + 1.

Zjistéte, pro které hodnoty parametru a je soustava (1)
fesitelnd, a urlete vSecka jeji reseni.
Reseni. Resenim prvnich dvou rovnic (1) dostaneme

2 3
x=l+~§a,y:l+§a. (2)
Zkoumame, pro které a vyhovuje feSeni (2) tfeti rovnici (1)

tim, Ze dosadime za x, y ze vzorcu (2) do tfeti rovnice (1).
Po upravé vyjde

(@ —1)

%a(a+l)+a]»0

a dale i
a(a~1)(a+§):0. 3)

Z (3) dostavame tfi mozné hodnoty a pro fesitelnost sou-
stavy (1)

a=0, a=1, a=——. 4)
Zkouskou ovérime, Ze soustava (1) m4 tato tfi feSeni:
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C—1II —-3b

Necht 7 je pfirozené Cislo. Krychli s hranou délky »
rozdélime v »® shodnych jednotkovych krychli; vrcholy
téchto jednotkovych krychli nazyvime mfiZové body.
Potom rozdélime krychli o hrané délky » ve dva shodné
trojboké hranoly, které maji za podstavy pravothlé rovno-
ramenné trojuhelniky s odvésnami délky ».

a) Odvodte vzorec pro poCet N mfiZovych bod obsaZe-
nych v jednom z téchto hranold.
b) Dokazte, Ze Cislo N je liché pravé tehdy, je-li » ndsobek

Ctyt.

Obr. 24
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Reseni. a) Podstava uvaZovaného trojbokého hranolu je
rovnoramenny trojuhelnik (viz obr. 24, kde je n = 5).

Oznacime-li x polet mifZovych bodi v podstavé hra-
nolu, pak je

2x=(m+ 12+ (n+ 1), (1)

nebot mfiZové body na uhlopfi¢ce Ctverce — a téch je

n -+ 1 — jsou pocitany v souctu 2x dvakrat. Je N = x (n +

+ 1), protoZe na kazdé pfimce prochdzejici kterymkoli

mfiZovym bodem podstavy a kolmé k podstavé lezi pravé

n + 1 mfiZovych bodt. Ze vzorce N = x(n + 1) vyjde
s ohledem na (1)

"t e+ (4 1)

Ne—1=
2

a po upravé

N=%(n+l)2.(n+2). 2)

b) Je-li ¢islo N liché, neni n liché; nebot pfi lichém 7 je
(n + 1) nasobek Ctyf, %(n + 1)? je sudé, a tudiz N je
sudé. Je-li tedy Cislo N liché, pak Cislo #» musi byt sudé:
pak je (n -+ 1)? liché, %(n—I—Z), 4. %Jr 1, také liché,
tudii% sudé, n nasobek ¢tyf. Tato podminka je nejen
nutnd, ale i postacujici pro to, aby Cislo N bylo liché, jak

vyplyva z obraceného postupu.
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Ovéfeni je mozné podle tabulky:

n 1 2 3 4 5 6 7 8
N 6 18 40 75 126 196 | 288 405
n 9 10 11 12 13 14 15 16
N 550 | 726 | 936 | 1183 | 1470 | 1800 | 2176 | 2601
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KATEGORIE Z

Z-1-—-1

Urcete nejmensi piirozené Cislo, jehoz ciferny soucet
je 1977.

Reseni. Hledané ¢&islo 7 je nejmensi ze viech priroze-
nych Cisel, ktera maji ciferny soucet 1977. Odtud plyne,
Ze Cislo » ma zdpis s nejmensim moznym poctem cifer,
tj. Ze v jeho zapisu jsou vSechny cifry nenulové a nejvétsi
mozZny pocet z nich jsou devitky.

Z rovnosti
1977 = 9.219 + 6

plyne, Ze Cislo n ma ve svém zdpisu 219 devitek a jednu
Sestku. ProtoZe 7 je nejmensi ze vSech dvousetdvaceti-
cifernych pfirozenych cisel, v jejichZ zapisu je jedna cifra
6 a ostatni jsou 9, plati

n==699...9

[ -

celkem 219 devitek

Pozndmka. Nalezené Cislo n lze psit také ve tvaru
7.10%9 — 1.,
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Z-II-—-2

Do uhlu AV B, jehoz velikost je 60°, jsou vepsiny kruz-
nice £ = (S, r) a k' = (§', 6) tak, Ze maji vn&jsi dotyk
a S lezf uvnitt asecky VS'.

a) Vypoctéte polomér r.

b) Vypoctéte obsah Ctyfthelniku, jehoZ vrcholy jsou
body dotyku kruZnic &k a £’ s rameny VA a VB.

Reseni (obr. 25). Body S a S’ le#i na ose < AVB.
ProtoZe S lezi uvnitf usecky V'S’ je r < 6. Ozna¢me body
dotyku kruZnic % a £’ s ramenem VB po fadé K, L a s ra-
menem VA po fadé N, M.

a) Bodem S vedme pfimku p rovnobéZnou s VB a oznac-
me C jeji pruseik s S’L. Ponévadz <xCS’S = 60° je

) /_1 /A__l_ \
CS' = 588" =5 +6). (1)




Protoze CL = KS =r, je
CS"=6—r. (2)

Z (1) a (2) dostdvame
r=2.

b) Obsah ¢tyfuhelniku KLMN vypocéteme, odelteme-li
od obsahu A VLM obsah AVKN. Osa Ghlu <CAVB je
stfednou kruznic k a k', takZe tétivy NK a ML jsou kolmé
na prfimku SS§’. Trojuhelniky VLM a VKN jsou tedy
rovnostranné. Oznacme U prisecik NK a V'S. V trojuhel-
niku KUS je xKUS = 90° a <KSU = 60°. Tedy

US = % = 1, takie NK = 2|/2 — 1* = 2|/3. Podobné

se zjisti, ze ML = 61/ 3. Obsahy rovnostrannych trojtahel-
niki VKN a VLM jsou po fadé podle znamého vzorce

1 1=, /= = 1, = s -

Z(:4/3)2 J3=13)3a Z(61,/3.)2 /3 = 27)/3.
Obsah Ctyrahelniku KLMN je tedy
24)/3 = 41,6.

Z—-1I-3
Zjistéte, které z Cisel

1 1 2

999 999 T 1 000 001 ° 1000 000

je vétsi.
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ReSeni. Polozme a = 1000000. Pak pro dand &isla
plati:
1 1 1 1

999999 1000001 a—1 " at1

2a 2a 2 2

@—1)(@+1) a—1°1000000 a
Dana ¢isla 1ze porovnat podilem nebo rozdilem.

1. UZzijeme podil. Plati:
2a 2 2a a a?

@2—1"a a—12 a—1"
Ziejmé a®> > a* — 1, takZe uvazovany podil je vétsf nez 1.
Plati tedy

= + ! > 2 . ¢))
999 999 1 000 001 1 000 000 °
2. Utzijeme rozdil. Plati:
2 2 2a%—2a®—1 2
a,“_ S — _._‘_IA _Am(j‘.-, _— ,,) = — > 0’
at—1 a aa®—1) a(a*—1)

tj. dochdzime také k zavéru (1).

Z—-1—-4

Je déan lichobéznik ABCD, v némZ? AB > CD . Ozna¢-
me M a N po fadé stiedy zdkladen AB a CD .

Dokazte: Je-li
MN = (4B — CD),

pak XBAD + < ABC — 90° .
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ReSeni. Bodem N vedme (obr. 26) rovnob&sky s piim-
kami AD a BC, jejich priseciky s pfimkou AB ozname
po fadé K a L . Z konstrukce bod K a L plyne, ze AK =

== B = %CD . Bod M je tedy stfcdenz usecky KL =
= AB — CD, takZe z predpokladu plyne

KM = ML = MN .
Bod N lezi tedy na ptlkruZnici nad primérem KL, takZe

JXKNL = 90°,
a tedy
INKL + < KLN = 90°.

Protoze <{NKL = <XDAB a {{NLK = <LCBA, plyne
dokazovana rovnost z posledni rovnosti.

Jiné FeSeni. Body C a D vedeme rovnobézky s pfimkou
MN. Pruseciky s pfimkou AB oznaCme U a V (obr. 27).
Plati

UM=MV=DN:NC=%CD<%AB,
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takZze U a V jsou vnitfni body useCky AB . Z konstrukce
boda U a V plyne

DU = GV — —;—(AB— CD) 1)
AU = AM — UM = 2(4B — CD).
: e
BV = BM — VM = (4B — CD).

D N C  Obr.27

/

] / /
e /28
A U M 4 B

Trojahelniky AUD a BVC jsou podle (1) a (2) rovno-
ramenné s hlavnimi vrcholy U a V. Z vlastnosti vné&jsiho
ahlu trojahelnika vyplyva:

1
< VBC = —; < MVC.

X MUD,
€)

Podle konstrukce boda U a V je UD||VC , takZe

XMUD + <MVC = 180°. 4)
Ziejmé SUAD = < BAD a <\VBC = <ABC, takie
z (3) a (4) dostavime dokazovanou rovnost.
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V. Ulohy Ill. kola kategorie A

A—-III -1

V kocke s hranou velkosti 1 je danych 2050 bodov.
Dokazte, Ze medzi nimi existuje pét takych, ktoré leZia vo

vnutri gule s polomerom -é«

RieSenie. Cela kocku so stranou 1 mdZeme rozdelit na
512 kociek so stranou dizky %. Ked?e 4.512 = 2048 <

< 2050, musi podla Dirichletovho priehradkového prin-
cipu existovat medzi nimi aspoil jedna, ktord obsahuje
najmenej pit z danych bodov. Ak tejto kocke opiSeme
gulova plochu, pre jej polomer r plati

*E_V7"<]/T_ 1 _ 1 1
"= 16~ | 256 255 |s5 sl 9

A—1III—2

Jsou déna kladna Cisla p a g. Sestrojte pravothly rovno-
béznik ABCD tak, aby platilo AE = p, AF = ¢, kde E
a F jsou po fadé stiedy stran BC a CD. Udejte podminky
resitelnosti.
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Reseni (obr. 28). Rozbor: Oznatme P bod polopfimky
AF, pro ktery plati AP = 2. AF, a déle Q stfed usecky
AF. Protoze QF | BC a déle P € BC, lezi E na Thaletové

A . B Obr. 28

kruZnici nad tseckou PQ. Zaroven ovsem E leZi na k, =
= (A3 p). Odtud plyne konstrukce: Vyjdeme od usecky
AF délky gq. Sestrojime body P a Q tak, jak je uvedeno
v rozboru, dale Thaletovu kruZnici k, a kruZnici k, =
= (A; p). Jejich prusecik je bod E. Vrcholy B a C jsou
pak paty kolmic z 4 a F na PE. Potom lichobéznik 4 BCF
doplnime na pravouhly rovnob&znik ABCD. Zkouska:
Pfimo z konstrukce vyplyva, Ze AF — qa AE = p. Zfejmé
E je tedy stfed strany BC, nebot QF je stiedni pficka
lichobéZniku ABCF. Daile je F stfedem strany CD, nebot
CF je stfedni pricka trojuhelniku ABP, takie CF =

1 1

Podminkou tesitelnosti je existence dvou spolecnych bodii
kruZnic k, a k, (E nesmi byt na pfimce AP). ProtoZe
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5 :
stfednd obou kruznic md délku 292 poloméry jsou p

3 . . .
a - ae uloha resitelna, plati-li

4‘1 4q p 44

neboli
p<2q a q<12p,

t.
?

— 2p .
2<4< P

A—-III—-3

VySetiete a v Gaussové roviné komplexnich Cisel gra-
ficky znazornéte mnoZinu hodnot, jichZ miZe nabyt soucet
S§= Z + W dvou komplexnich jednotek Z a W, pro néz
zéroven plati:

ImZ=0 a RelW =0.

Pozndmka: Im Z znadi imaginarni Cast Cisla Z, Re W
vyjadfuje redlnou Cast Cisla W.

Reseni. Cisla Z a W napi$me ve tvaru

Z =cosqp +ising, 0=¢=m, (1)
W:mw+dmw,~%§w§%. @)
PoloZzme
1 1
wo=Z@+v), e=5@—v, 3)
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takZe
0w+ e=¢, 0o —e=1yp. (4)
Vzhledem k (1) a (2) pak je '

Fis 3 T 3
4 =Y=734" 4 4" ®)

Soucet § = Z 4+ W nyni mtZeme vyjadfit ve tvaru

H/\
II/\

S = (cos ¢ + cos p) + 1(sin ¢ + sin p).
Podle znamych vzorc odtud dostivame
S =2.cos ¢.(cos w + isin w). (6)
Pfitom cos @ + i sin w je komplexni jednotka s argumen-
tem w a |S| = 2. |cos ¢ .
Dile zjistime, jakych hodnot miZe nabyvat ¢ pfi dané

hodnoté o . Dosadime-li podle (4) do nerovnosti (1) a (2),
pak s pfihlédnutim k nerovnostem (5) snadno pozname, Ze

T<o=sl <e<od=, O
pro —gE=esy je esesot 5,
pro gg(ugzn je w—ggeén—w. (8)

Dile pro takto vymezené hodnoty & nalezneme maxi-
malni' a minimalni hodnoty 2. cos &:

pro ——=w<=0 je —2sinw =2cose=2cosw, (9)

T
4

pro 0 =0 = je —2sinw =2cose =2, (10)

| A
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///
2 1 3 X
} \ . :
N %
\\ 'i"
Obr. 29
b1 T . :
pro Z§m§—2— je —2cosw =2cose =2, (1)
T 3 . .
pro 3 <w= Zn je —2cosw = 2cose=2sinw. (12)

PonévadZ v udanych mezich lze ¢ a v, resp. w a ¢,
volit zcela libovolné, je hledanou mnoZinou hodnot souctu
Z -+ W pravé mnozina vsech Cisel tvaru (6), kde o spliiuje
(5) a 2. cos ¢ lezi v mezich udanych pfisluSnou nerovnosti
(9) az (12). Tim je vlastné tato mnoZina popsdna v poldr-
nich soufadnicich. Grafické zndzornéni je na obr. 29.

Pozndmka. Pii feSeni lze vyuZit symetrie podle osy 1.
a 4. kvadrantu.
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A—II—4

Néjdite vSetky realne rieSenia sustavy rovnic

1 1 1 5
xTytTET 12 @
® 4y + 23 =45. (3)

RieSenie. Ak nejaka trojica x, vy, 2z vyhovuje danej su-
stave, potom musi zrejme byt x = 0,y =~ 0, 2 = 0. Z (2)
dostaneme

5
xy + yz + 2x = 12 2 4)
Zrejme plati:
(fty+af =2+ + 2430+ + e+
+ yz + 2x) — 3xyz,

z ¢oho po dosadeni z (1), (3), (4) a jednoduchej uprave
dostaneme

xyz = —24, (5)
odkial po dosadeni do (4) hned pride
xy +yz + 2x = — 10. (6)

Z (1), (6), (5) vyplyva na zéklade znamych vztahov medzi
korerimi a koeficientami kubickej rovnice, Ze x, y, 2 vyho-
vujtce danej stiistave musia byt korefimi rovnice

W —3u® — 10u+24=0. (7)
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KedZe u® — 3u® — 10u + 24 = (u — 2)(u* — u — 12) =
= (u — 2)u + 3)u — 4), rovnici (7) vyhovuja cisla
2,—3,4. '

Dosadenim sa lahko presvedcime, Ze vSetky permutécie
Cisel tejto trojice su rieSeniami danej ststavy. Su to:

(2) 433 4)3 (2’ 4: _3)> (_33 2’ 4): (“‘3, 4: 2)’ (4: 2: *3):
(4, —3,2).

A—-—II-5

Na primce jsou dany navzajem rtzné body 4,, 4y, ...,
Ay . Kazdy z nich oznalime pravé jednou ze Ctyi barev
tak, aby bylo kazdé barvy pouZito. Dokazte, Ze pak v dané
primce existuje tsecka, kterd obsahuje pravé po jednom
bodu nékterych dvou z uvedenych barev a alespoil po
jednom bodu obou zbylych barev.

ReSeni. MuZeme predpokladat, %e body nésleduji
v pfimce za sebou v poradi A;, Ay, ..., An . Necht % je
nejmensi index takovy, Ze mezi body 4,, Ay ..., Ar uZ
jsou body vsech Ctyt barev. Ma tedy A jinou barvu neZ
kterykoli z bodt A;, Ay, ..., Ar_, . Ozna¢me ; nejvétsi
index takovy, 2e 1 = j = %k — 1 a Ze mezi body 4y,
Ajiqy ... 5 Ar uz jsou body vsech Ctyf barev. Ma tedy Ay
jinou barvu neZ kterykoli z bodl Ajiq, Ajiogy ... Ak .
Usetka A;Ax uz méi pozadovanou vlastnost, nebot barvy
bodu A a Aj se vyskytuji mezi body Aj, Ajiqy ..., Ax
pravé jednou a zbylé dvé barvy aspon jednou.
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A—III—6

Je déna krychle ABCDA'B'C'D’y, AA'||BB’||CC’||DD’;
stfed stény ABCD oznalme S. Urlete vSechny body X,
které maji zdroven tyto dvé vlastnosti:

1. X nalezi n€které hrané dané krychle;
2. Ctyfstény ABDX a CB'SX maji objemy sobé rovné.

D! c'
|
[
A ; 8
AN
A
S S
e
i
A B Obr. 30

ReSeni. Uvazujme krychli o hran& délky 1 (obr. 30).
Obsah AABD je P, = % Pfimka AC je kolma na rovinu
DBB’, a proto obsah ACB'’S je

o 2 | (s

2 2 4

Oznalme vzdéienosti hledaného bodu X od rovin ABD
a CB'S po tadé d,, d,. Pak Ctyfstény ABDX a CB'SX
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1 1 -
maji po fadé objemy V', = 3 diaVy,= 7 d, ]/3. Z 2. vlast-

nosti bodu X plyne
2d, = d,)/3. (1)

Zvolme ortonormalni soustavu souradnic tak, Ze A =
= [0,0,0], B = [13 0,0], D = [03 1, 0], A = [0, 0, 1].
Necht X = [u, v, w] je hledany bod. Bod X leZi na né-
které z hran dané krychle a je vrcholem Ctyfsténu ABDX,
a proto

w >0. 2
Pro vzdalenost d; bodu X od roviny ABC tedy plati
d=w. 3)

Rovina ACB’ m4 rovnici
x—y—2=0, 4)

takZe vzdalenost bodu X od roviny SCB’ je

dy="~———. 5
; 5)

Podle (1), (3), (5) dostdvame
2w=|lu—v—w. (6)

Nyni rozliS§ime dva pfipady:

a) Nechtu — v — w > 0. Z podminky (2), z rovnice (4)
roviny ACB’ a z toho, #¢ B = [1, 0, 0], plyne, Ze v tomto
piipadé hledany bod X lezi uvnitf klinu uréeného polo-
rovinami ACB a ACB'. Bod X muze tedy leZet jedin&
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na hrané BB, tzn., Ze pro jeho soufadnice plati: u = 1,

v = 0. Podle (6) pak = = %
1 1
Pro bod X = ll, 0, ] jed, = =———. Potom je
3 3V
1

b) Necht u — v — w << 0. Obdobné jako v pfipadé a)
se zjisti, Zze hledany bod X lezi uvnitf klinu uréeného
polorovinami ACD a ACB’. Z podminky (2) a rovnice (6)
plyne, Ze bod X leZi v oteviené poloroviné, jeZ ma pocetni
vyjadieni

x—y+2=0 A 2>0. @
Jeji hranicni primka je AC.

Nejprve je tfeba zjistit, zda tato polorovina protind hra-
nu DD’. Pro bod X lezici na DD’ by platilou = 0av =
= 1, takZe po dosazeni do (7) mame z = w =114 X =

= D’. Pro tento bod X je d;, =1, d, = V,— takze V,; =
1
=V,= e
Tedy bod D’ spliiuje podminky tlohy. Oteviena polo-
rovina ACD’ nema mimo bod D’ s hranami dané krychle
zadné dalsi spolecné body.

Zavér: Existuji pravé dva body X s poZadovanymi
vlastnostmi, jednim z nich je bod D" a druhy leZi na hrané

BRB’, pricemz jeho vzdalenost od bodu B je %BB’.
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VI. Texty Gloh krajskych kol kategorie Z

Krajska kola kategorie Z jsou tfetimi koly v této kate-
gorii. Jejich organizace vCetné vybéru tloh a ureni data
konani je zcela v pravomoci piislusného KV MO. Ve vsech
slovenskych krajich probéhlo toto kolo v témZ terminu,
pricemz tlohy byly jednotné.

V dalSich odstavcich uvadime texty uloh, které se fesily
v jednotlivych krajich.

PRAHA

1. V soudinu vSech pfirozenych cisel od 1001 do 3001
zjistéte, kolik je Cisel délitelnych cislem 30 a mocninami
Cisla 30.

2. Je dan kvadr ABCDA'B’'C'D’ o Ctvercové podstavé
(hrana @ = 8 cm) a vySce v = 10 cm. Na hrané¢ DD’
(jejim prodlouZeni) urcete bod X tak, aby se objem jehlanu
XABCD rovnal poloviné objemu kvadru. Vypoctéte veli-
kost povrchu jehlanu.

Reste obecné i numericky!

3. Automobilovy silni¢ni okruh méfi 21 km a automobi-
lista jej projizdi Ctyfikrat primérnou rychlosti 60 km/h.
Od startu S soucasné s nim vyjede v témZe sméru cyklista,
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ktery jede rychlosti 15 km/h. Urcete misto a dobu, kdy
dojde k 1., 2. a 3. setkani.

Na 18. km mél cyklista defekt a zdrZel se opravou 2 mi-
nuty. Dale pak jel zvySenou rychlosti a s automobilistou se
setkal v misté puvodné olekivaného tfetiho setkini. Ja-
kou zvySenou rychlosti musel cyklista jet?

4. Sestrojte lichobéznik ABCD, jemu? lze vepsat kruZ-
nici o poloméru g, je-li dina délka jeho stfedni piicky
EF = s a délka jeho ramene AD = d.

Provedte diskusi feSeni (pfi obecném zadani) a uvaZte,
kdy nedostanete lichobéZnik.

Konstrukci provedte pro konkrétni zadani: v = 2 cm,
s=6cm,d = 5cm.

STREDOCESKY KRAJ

1. Kniha m4 1111 stran. VSechny strany jsou oCislované.
a) Kolik ¢islic bylo pouZito ?
b) Kolikrat byla pouzita nula?
¢) Kolikrat byla pouzita jednicka?

2. Najdéte vSechna pfirozena Cisla délitelnd osmi, jejichZ
ciferny soucet je sedm a soucin jejich Cislic je Sest.

3. Pavel a Petr vedou pionyrské oddily Zaku osmych
tfid. Rozdil stafi Petra a Pavla Cini ¢tyfi roky. VEk jednoho
i druhého je vyjadfen celym cislem. Pavlovi je pravé tolik
let, kolik bude Petrovi, aZ bude Pavlovi tfikrat tolik, jako
bylo Petrovi, kdyz bylo Pavlovi dvakrat tolik, kolik bylo
Petrovi, kdyZz bylo Pavlovi palkrat tolik, kolik je nyni
Petrovi. Jak stafi jsou Petr a Pavel ?
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4. Ze Ctverce o strané a = 111 cm se m4d vystfihnout pét
stejné velkych Ctvercl. Jakou nejdelsi stranu mohou mit?
5. Je dan Ctvrtkruh SBC s polomérem r = SB = SC.
Bod A je takovy bod oblouku BC, pro néjz plati, Ze uhel
ASB se rovna $edesiti stupiiim. Bod X je libovolny bod
useCky SC.
a) Vyjadrete obsah utvaru omezeného useCkami BX,
AX a obloukem AB pomoci délky x = SX a poloméru r.
b) Zjistéte, pro kterou hodnotu x je obsah tohoto
utvaru roven poloviné obsahu ¢tvrtkruhu SBC, a porov-
nejte tuto hodnotu x s délkou oblouku BC.

JIHOCESKY KRAJ

1a) Ze sousednich obci 4, B vyjeli proti sobé cyklisté
Bedfich (z obce A) a Petr (z obce B). Poprvé se potkali
500 m od obce A. Ve vesnicich se oba hned obratili a pfi
zpateCni cesté se potkali 300 m od obce B. Bedfich jel
rychlosti 10 km/h.

Jakou primérnou rychlosti jel Petr a jaka je vzdalenost
obci 4, B?

1b) Klempifska pajka je slitina cinu a olova. Jeden druh
pajky obsahuje 25 %/, cinu a druhy druh 60 °/,. SmiSenim
obou druhil pdjek a pfiddnim 2 kg Cistého olova se m4
vyrobit 10 kg pajky obsahujici 30 °/, cinu. Kolik kg kaz-
dého druhu pajky se musi pouZit?

2a) Pionyrsky oddil ,,VSezndlci“ ma velmi schopnou
vedouci. Pro kazdou schiizku ma pfipraveno nové prekva-
peni. Dnes si pfijdou na své bystré hlavy. Vedouci Jarka
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pfisla s timto problémem: ,,Je mozné pomoci pravé Ctyf
trojek (ne vic a také ne méné) a Ctyf zdkladnich pocetnich
ukont (s¢itani, odC¢itdni, ndsobeni, déleni) sestavit hodnoty
od nuly do deseti?* Aby vSichni pochopili podstatu ulohy,
pridala jedno feSeni: 10 = 3 X 3 4+ 3:3.

Va§ dkol je nyni stejny. Zapsat hodnoty od nuly do
deviti.

2b) Trenér druZstva koSikové Zakyi se po odchodu tfi
Zalek do vys§i vekové kategorie rozhodl druzstvo doplnit —
omladit. Proto poslal pomocného cvicitele na vyzvédy do
sportovni piipravky. Po jeho ndvratu dostal na otdzku:
»Jak je to s vySkou? (rozuméjte dévcat) zajimavou od-
povéd: ,,Kvéta je vy$si nez Irena, kterd je mensi neZ Jar-
mila, ta je zase vy$si neZ Zdena, kterd je mensi nez Eva.
Eva je vy$si nez Jarmila. Kvéta je mensi nez Eva. Zdena
je vy$8i nez Kvéta, kterd je mensi neZ Jarmila. Zdena je
vy$si nez Irena a Irena je mensi neZ Eva.*

1. O kolika dévcatech pomocny trenér vlastné mluvil?

2. Kter tfi jsou nejvétsi?

// “7/ 434/
/]

/224
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N
\
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111 411

Obr. 31

140



Obr. 32

3. Sefadte je vSechna presné podle velikosti od nejvetsi
pocinaje.

3a) Je dana krychle sloZena z 64 krychlicek jednotkové
velikosti. Krychli¢ky jsou oznaceny trojcifernymi &isly (slo-
Zenymi z cifer 1, 2, 3, 4), a to zpasobem, ktery mdte zjistit
z obrazku (obr. 31).

a) Zkonstruujte ,,kanal* slozeny z krychli¢ek tak, aby
vychazel z pole P, a koncil na poli P, a byl co nejkratsi
(kanal musi vést vnitfkem dané krychle). Vypiste, které
krychlicky musite pfi konstrukei ,,kanalu® vyjmout.

b) Vypoctéte velikost vnitfnich stén kanalu.

3b) Té¢leso na obrazku (obr. 32) je sloZeno ze tii krychli.

a) Vypoctéte jeho objem.

b) Vypoltéte jeho povrch.

¢) Narysujte jeho sit.
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4a) Je ddna primka p a mimo ni bod A4. Sestrojte kolmici
z bodu A na primku p pomoci pravitka (bez méfitka)
a kruZidla, jimZ lze sestrojit kruZnici pouze jednou (pak jiZ
kruzidlo nefunguje).

4b) Je dana kruZnice a mimo ni bod C. Z tohoto bodu
jsou vedeny teCny k dané kruZnici. Body dotyku oznacte
A, B (AC = BC = 10 cm). Didle je vedena tfeti teCna
ke kruznici s dotykovym bodem T, kterd protina tsecky
AC, BC v bodech X, Y.

Vypoctéte obvod trojuhelniku XYC.

ZAPADOCESKY KRAJ

1. Upravte vyraz V = a(b — 2¢)® + bla — 2¢)* +
+ 8abc — 2c(a + b)? jako soulin tii dvojclent a rozhod-
néte, jaky vztah plati mezi a, b, ¢, je-li V = 0.

2. Jaka musi byt ¢&isla x, y, je-li péticiferné Cislo x321y
délitelné dvandcti. Najdéte vSechna feSeni tlohy.

3. Je dan obdélnik ABCD o stranich AB = 8 cm,
BC = 6 cm. Na uhlopfi¢ce AC urcete bod X (konstrukci)
tak, aby obsah trojihelniku X A4 B byl dvojnasobkem obsahu
trojuhelniku XBC.

4. Dokazte, Ze v trojuhelniku, jehoZ strany AB, BC, CA
maji velikosti rovné tfem po sobé ndsledujicim pfirozenym
¢islam vétSim nebo rovnym tfem, plati: Vyska spusSténa
na stranu BC (prostfedni velikost) dé€li tuto stranu na
usecky, jejichZ rozdil mé velikost rovnou 4.
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SEVEROCESKY KRAJ

1. Predstavte si, Ze napiSete vSechna pfirozend (isla od
1 do 5555. Kolik devitek pfitom napisete ?
2. Je ddna kruZnice k£ = (S; r) a pfimka p ve vzdalenosti

V= %r od bodu S. Sestrojte Ctverec ABCD opsany

kruZnici k, jehoZ vrchol A lezi na pfimce p.
3. Rozhodnéte, ktery ze zlomku
5555555553 6666 666 664
5555555557 ° 6 666 666 669

je ve&tsi.

4, Je dan ¢tverec ABCD o strané a = 10 cm. Kazda
ze stran BC, CD je rozdé€lena deviti body na deset shod-
nych tsecek. Stfed K strany 4B je spojen s délicim bodem
X strany BC a vrchol B je spojen s délicim bodem Y
strany CD. Které délici body X, Y musime vybrat, aby
pfimky KX, BY byly navzijem kolmé?

VYCHODOCESKY KRAJ

1. Ctyiciferné Cislo je zakon¢eno 2. Piesuneme-li tuto
Cislici na prvni misto a ostatni tfi Cislice ponechdme beze
zmény, dostaneme Cislo, které je o 234 vétsi nez pavodni
¢islo. Urcete puvodni Cislo.

2. Zuby 15zubového ozubeného kola na prvnim hiideli
zapadajf do zubti 36zubového ozubeného kola na druhém
hfideli. Na druhém hfideli je je$té 16zubové ozubené
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kolo, jehoZ zuby zapadaji do 50zubového ozubeného kola
na tfetim hfideli. Po kolika otackich prvniho hridele se
dostanou vSechna ozubend kola poprvé znovu do pivodni
polohy ?

3. Je dan obecny trojuhelnik ABC o stranach a, b, c.

a) Vypocltéte poloméry kruZnic, jeZ se vzdjemné vné
dotykaji a jejichz stfedy leZi ve vrcholech 4, B, C troj-
uhelnika ABC. (Poloméry kruznic vyjadiete pomoci veli-
kosti stran a, b, c.)

b) Sestrojte tyto kruZnice pro pravouhly trojuhelnik
ABC, jehoZ odvésny jsou a = 6 cm, b — 8 cm.

4. Je dan ctverec ABCD o velikosti strany a a Ctverec
MNPQ o velikosti strany b, pfiCemZ a je v&tsi neZ b
a vrcholy M, N, P, Q leZi na uhlopfickach ¢tverce ABCD
(M, P na uhlopficce AC a N, Q na uhlopfi¢ce BD).

Sestrojte ¢tverec XY ZT tak, aby jeho vrcholy leZely na
obvodu ¢tverce ABCD a aby body M, N, P, Q leZely na
obvodu ¢tverce XY ZT (hledany ¢tverec XYZT je Ctverci
ABCD vepsan a ¢tverci MNPQ opsan).

Provedte rozbor, popis konstrukce a diskusi feSeni
vzhledem k velikostem stran a, b. Potom provedte vlastni
konstrukci proa = 10 cma b = 6 cm.

JIHOMORAVSKY KRAJ
1. Kafi ub&hl polovinu cesty bez nédkladu rychlosti
12 km/h. Zbylou Cast cesty tdhl viz rychlostf 4 km/h.

Jaka byla priamérna rychlost, tzn. jakou stdlou rychlosti
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by se musil kan pohybovat, aby celou cestu urazil ve stej-
ném case?

2. Pfirozené Cislo x je délitelné Sestnacti, jeho ciferny
souCet v desitkové soustavé je 7, soucin jeho Cislic je 6.
Urcete vSechna takova Cisla x.

3. Ze Ctverce materidlu o strané a bylo vyfezano 5 men-
Sich shodnych kruhovych podlozek a jedna vétsi, ktera ma
tvar mezikruZi (viz obr. 33; body U, S, V déli thlopficku
Ctverce na Ctyfi shodné casti, bod T je stfedem usecky
USs).

Urcete, zda odpad materidlu je mensi nez 50 /.

Obr. 33

4. Body M, N jsou praseciky dvou kruznic k,, k, se
stiedy O,, O,. Pfimka O, M protina kruZnici &, v bodé 4,,
kruZnici k, v bodé¢ A4,. Piimka O,M protind kruznici %,
v bodu B, kruZnici k, v bodu B, (viz obr. 34). Dokazte,
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7e bod N leZi na spojnici boda 4y, B, a Ze pfimka MN
prochézi prisecikem C piimek 4,8, a 4,B,.

ky
QObr. 34

SEVEROMORAVSKY KRA]J

1. Velitel Cety, kterd méla 100 vojakd, zjistil, Ze mnoho
vojakt onemocnélo chiipkou. Zkousel sestavit ze zdravych
vojaklt uceleny ttvar. Pfi néstupu do trojstupu mu zbyl
jeden vojik, do Ctyistupu dva, do pétistupu tfi vojci,
do Sestistupu Ctyfi vojaci. Kolik vojdkit onemocnélo ?

2. Jakym dvojcislim kondi Cislo 319772

3. Z kiaZe tvaru pulkruhu o poloméru r = 4 cm je vy-
stfizena kruhova zéplata o poloméru 2 cm. Ze zbyvajicich
Casti ktize jsou vystfizeny dvé shodné kruhové zaplaty
o nejvétsim moZném poloméru. Kolik procent kiize zfistalo
po vystfiZeni vSech tff zaplat?
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4. V lichobézniku ABCD, kde AB||CD, AB = 6 cm,
CD = 4 cm, v = 5 cm, stfedni pricka protina uhlopficky
AC a BD v bodech X, Y. Urcete a) velikost tiseCky XY

b) vzdalenost pruseciku V' thlopficek AC, BD od
strany AB.

KRAJE SLOVENSKE SOCIALISTICKE
REPUBLIKY

1. N3jdite vSetky dvojciferné Cisla s dekadickym zdpisom
ab tak, aby pre {isla s dekadickymi zdpismi aa, bb, ab, ba,
bbc platilo aa + bb -+ ab + ba = bbc .

2.a) Najdite zlomok 2 s celoCiselnym kladnym meno-
q

vatelom mens$im neZ 50 a s celoCiselnym Citatelom tak, aby

I
17 ¢ 25

b) UkazZte, Ze podmienkam tlohy a) vyhovuje jediny
zlomok.

3. Dany je pravouhly Stvorsten ABCD (AD | BD |
1 CD| AD; AD = BD = CD = 2 cm) a stred Q hrany
AD. Aké najmensie je Cislo QX + XY, ak X leZi na hrane
AB a Y na hrane BC?

4. Dany je lichobeznik ABCD so zédkladiiou A B. Zvolme
vnutri asecky BC body X, a X, tak, aby platilo BX; =
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= XX, = X,C = BC a vnutri usecky AD body Y,
a Y, tak, aby AY, = Y Y,=Y,D = —AD

a) Dokézte, Zze utvar X, X,Y,Y, je hchobeznik.
b) Vypocitajte obsah lichobeznika X;X,Y,Y; pomo-
cou obsahu lichobeznika ABCD.
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VIl. KoreSpondenény seminar MO
v §kolskom roku 1976/77

Vychddzajac z dobrych skusenosti, ktoré sa ziskali orga-
nizovanim prvych dvoch koreSpondenénych seminarov
(1974/75 a 1975/76), rozhodlo PUVMO uskutonit v §kol.
roku 1976/77 uz treti ro¢nik tejto formy prace s talento-
vanymi Ziakmi s tym, aby sa v fiom vyuzili vSetky pozitivne
poznatky z predchadzajucich dvoch roc¢nikov. Navrh ucast-
nikov predloZil podpredseda UVMO doc. dr. ¥. Morav-
ik, CSc., na zdklade vysledkov XXV. ro¢nika MO. Névrh
vychddzal z predpokladu, Ze v Prahe a v Bratislave sa bude
konat celomestsky semindr, ktorého ucastnici budu dosta-
vat ulohy koreSponden¢ného semindra ako doméce prace.
Preto boli do koreSpondencného seminara vybrani len
uastnici z ostatnych krajov CSSR v tomto pocte: Stredo-
Cesky 5, Juholesky 3, ZapadoCesky 1, SeveroCesky 2, Vy-
chodocesky 3, Juhomoravsky 2, Severomoravsky 9, Zapa-
doslovensky 2, Stredoslovensky 9 a Vychodoslovensky 2 —
celkom 38.

Pre semindr boli vybrané tieto tematické okruhy tloh:

Kombinatorika — po prvy raz bol vyskiasany trojetapovy
subor 30 uloh, ktoré boli rozosiclané po 10 ulohich na
jeden mesiac od ndro¢nejSich k menej ndroénym ulohdm
navodného charakteru. Stbor 30 uloh z kombinatoriky
zostavil, rieSenia opravil a zhodnotil dr. M. Koman, CSc.,
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z Pedagogickej fakulty UK v Prahe. Tento experiment sa
celkove osvedcil, ale bol znacne naro¢ny na Cas a pricu
zostavovatela a hodnotitela. Rie$enia tohto stiboru, resp.
jeho jednotlivych casti, zaslalo 28 riesitelov a bolo treba
zhodnotit a komentovat 247 rieSeni.

Algebra — subor 7 uloh vybral, rieSenia opravil, zhod-
notil a komentoval dr. M. Sisler, CSc., ktory korigoval
celkom 114 rieSeni od 21 riesitelov.

Skolskd tedria &isel — sabor 8 tiloh, ktory zostavil a rie-
$enia hodnotil odb. asist. M. Kauki¢ z VSD v Ziline.
Celkom korigoval 97 rieSeni od 19 rieSitelov.

Postupnosti a rady — subor 8 tloh vybral, korigoval
a pozndmkami pre rieSitelov opatril dr. J. Kubdt, prof.
gymnézia v Pardubiciach. Korigoval celkom 109 rieSeni
od 18 riesitelov.

Z 38 vybranych riesitelov sa semindra zicastnilo zasiela-
nim svojich rieSeni celkom 28 rieitelov z tychto krajov:
StredoCesky 3, Severolesky 2, Zapadocesky 1, JuhoCesky 3,
Vychodolesky 2, Severomoravsky 9, Juhomoravsky 1, Za-
padeslovensky 1, Stredoslovensky 5, Vychodosiovensky 1.

Po zhodnoteni rieSeni vSetkych tematickych celkov moz-
no za najuspesnejsich povaZovat nasledujticich tGcastnikov
kore$pondenéného seminara: Hdjek, G Bilovec — 37 rie-
$eni (z celkového poctu 53 1loh), Navrdril, G Olomouc 34,
Gurka, G Bilovec 33, Kalouseck, G Jablonec n. N. 31,
Tas, G Bilovec 31, Hancl, G Bilovec 31, Cadek, G Brno 29,
Kolaiik, G Bilovec 29, Trnka, G Tébor 26, Petrdk, G Ost-
rava 26, Kratochvil, G Pardubice 25, Turek, G Hradec
Kralové 25, Koukol, G Susice 21, Stépka, G Bilovec 21,
Quirtner, G Prievidza 20.
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Z vyssie uvedenych Ziakov Sest — Navratil, Kalousek, Ca-
dek, Kratochvil, Turek, Quittner — pét boli ¢lenmi osem-
&lenného drustva CSSR na XIX. MMOv Belehrade. Z nich
5 ziskalo ceny a Kratochvilovi, ktory sa stal absolitnym vi-
tazom XXVI. rocnika MO, chybal k ziskaniu 3. ceny na
XIX. MMO len jediny bod. Treba este dodat, Ze aj siedmy
¢len druzstva na XIX. MMO — Taka¢ — riesil kore$pon-
den¢ny semindr, ale len 10 uloh prvej témy. MoZno i to
bolo pricinou, Ze hoct na XVIII. MMO ziskal 3. cenu,
na XIX. MMO neuspel a ziskal len 3 body. Ukazuje sa
totiz takmer priama zavislost vysledkov v koreSpondenc-
nom semindri a na MMO. Z tohto hladiska moZno pove-
dat, Ze koreSpondencny semindr pozitivne ovplyviiuje pri-
pravu nasho druzstva na MMO. Vzhladom na tdto sku-
to¢nost mieni PUVMO pokracovat vo vyuZivani tejto for-
my pripravy pre MMO aj v nasledujacom $kolskom roku.

Pre informaciu Citatelov uvadzame teraz vSetky ulohy,
ktoré dostali na rieSenie tilastnici kore$ponden¢ného se-
mindra 1976/77.

Kombinatorika (zostavil RNDr. M. Koman, CSc.):

1.1. Kocka s hranou & (% je celé kladné &islo) je rozdelend
na k% jednotkovych kociek. Zistite, ¢i mozno vsetky jednot-
kové kocky zafarbit Cervenou a modrou farbou tak, aby
vzdy kaZda kocka susedila prave s dvoma dal$imi kockami
tej istej farby. (Kocky st susedné, ak maji spoloént
stenu.)

1.2. V nckonecnej sieti zhodnych Stvorcov je zafarbe-
nych prave z §tvorcov Ciernou farbou, ostatné si1 biele. To
je tzv. nulta genericia. Z k-tej generdcie (¢ = 0,1, 2,...)
vznikne (k 4 1)-t4 generdcia tymto prefarbenim: Kazdy
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§tvorec [a, b] (a je Cislo stipca, b Cislo riadku, v ktorom
Stvorec lezi) z (k + 1)-tej generdcie ma rovnaka farbu ako
val8ina zo Stvorcov [a, b], [a + 1, b], [a, b + 1] v k-tej
generacii.

a) Dokazte, Ze v istej generdcii zostanu len biele
Stvorce.

b) Dokazte, Ze v n-tej generdcii st vzdy vSetky S§tvor-
ce biele.

¢) Charakterizujte vSetky nulté generacie s # Ciernymi
§tvorcami, pre ktoré je n-td generacia prvej generacie so
vSetkymi $tvorcami bielymi.

1.3. Hra. Na stole je danych N gul, z ktorych je a bie-
lych, b Eervenych a ¢ modrych (N = a + b + ¢) . Tahom
rozumieme tuto vymenu: Zvolime lubovolné 2 gule roz-
nych farieb, ktoré vymenime za jedind gulu zostavajucej
farby. (Napriklad pre @ = 3, b = 5, ¢ = 8 mdZeme zvolit
gulu bielu a modri, ktoré odstranime a namiesto nich pri-
dédme Cervenu gulu. Vznikne nové pozicia a; = 2, b; = 6,
¢; = 17.) Partia kondi, ked uZ nemoZno vykonat Ziadnu
vymenu.

a) Doka’te, Ze vo vSetkych partiach, ktoré koncia tym,
Ze na stole zostane jedina gula, ma tito gula vzdy rovnaka
farbu.

b) Urcte farbu poslednej gule v zavislosti na Cislach
N, a, b, c.

1.4. Vrcholy pravidelného N-uholnika (N > 3) st ohod-
notené Cislami +1 a —1. (KaZdému vrcholu je priradené
prave jedno z tychto Cisel.) Cielom je urcit sucin vietkych
ohodnoteni. Je dovolené klist otizky: Comu sa rovni
sudin ohodnoteni zvolenych m vrcholov (N = 2m).

152



Ur¢te najmensi mozny pocet P otazok, ktory dovoluje
urcit hladany sucin vSetkych ohodnoteni.

1.5. Na mnozine vSetkych postupnosti zloZenych z 3000
cifier, z ktorych kazda je 1 alebo 2, si dovolené vymeny
lubovolnych dvoch za sebou nasledujicich trojic. Napr.
postupnost

112 122 212 11.. . ..

mozno zmenit na postupnost nova

112212122 11 ... .

Dve postupnosti nazveme ekvivalentnymi, ak jednu mozno
kone¢nym poctom dovolenych vymen zmenit na druhd.

Urcte pocet vSetkych neekvivalentnych postupnosti.

1.6. DokéZte, Ze v nekoneCnom desatinnom rozvoji Lu-
dolfovho ¢isla = moZno pre kazdé prirodzené Cislo » nesa-
deliteIné s Cislom 10 ndjst aspoil jeden taky usek, Ze pri-
rodzené Cislo zapisané v danom poradi Cislicami z tohto
useku je delitelné Cislom 7.

Napr. pre n = 17 je jeden taky usek v zédpise Cisla

3, 141 592 653 ...

podciarknuty.

1.7. Medzi vSetkymi n-cifernymi Cislami (n = 2), v kto-
rych zapise se nevyskytuje nula, urcte také Cislo, aby roz-
diel tohto ¢isla a jeho ciferného sti¢inu bol ¢o najvacsi.

1.8. Je dany I'ubovolny mnohoclen %-teho stupiia

an® + ap_nk 1 4 ...+ an + a, (D
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s nezapornymi celoCiselnymi koeficientami a,, ay, @y, . . . »
an . Postupnost funkénych hodnét mnohoclena (1) pre n =
=0, 1,2,...oznalime

Aos Ay Ags. . . @)

Postupnost cifernych sactov vSetkych ¢lenov postupnosti
(2) oznacime
Co5C15 Cys vn. 3)

DokaZte, Ze v postupnosti (3) existuje nekoneéne mnoho
sebe rovnych clenov.

1.9. Na mnoZine vSetkych nezapornych celych Cisel je
dana operacia ,,*““, ktord ma pre vsetky a, b, ¢ nasledujtice
vlastnosti:

a-b=1">0"c; (1)
a‘b=c =10 c=a; (2)
a*b>c=>b-c<a albo a-c<b. (3)

a) Urcte hodnoty 0 -0; 0 - 1; 1 -1; 0 -2.

b) DokaZte, Ze pre vietky a plati: 0 -a=a; 1 ra =
=a+ lpreparnea; 1 -a = a — 1 pre neparne a .

c) Dokézte, ze pre vsetky a, b, ¢ plati:

a*b=a-c=5b=c.

d) Urcte vSetky hodnoty a - bprea = 7,0 = 7

e) Ukazte, Ze existuje najviac jedna operécia s vlast-
nostami (1) — (3) .

f) UkéaZte, Ze takd operacia existuje, a udajte predpis
pre vypolet fubovolnej hodnoty a - b . Specidlne vypo&i-
tajte 1976 - 366.
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g) Dokazte, Ze operacia ,,- je grupovou opericiou
na mnoZine vSetkych nezdpornych celych Cisel.

1.10. Je dana Iubovolna funkcia y = F(x) definovana
pre vietky redlne Cisla. DokaZte, Ze moZno urcit také dve
funkcie y = f(x) ay = g(x), Ze

a) F(x) = f(x) + g(x) pre vSetky x;

b) grafkaZdej z funkciiy = f(x) ay = g(x) je stredove
simerny. (Stredy stmernosti oboch grafov moézu byt
rozne.)

2.1. Zafarbenie vyhovujice vlastnostiam z ulohy 1.1
mozno uskutoCnit prave vtedy, ked je & parne Cislo. Do-
kazte.

2.2. Nech vsetky cierne Stvorce nultej generacie (pozri
ulohu 1.2) moZno pokryt obrazcom T,, (pozri obr. 35;
obrazce mozno v sieti Stvorcov lubovolne posuvat, ale ne-
mozno ich otacat).

‘Potom v m-tej generacii su vsetky Stvorce biele. Dokazte.

2.3. a) Dokazte tvrdenie z ulohy 1.3 a) matematickou
indukciou.

b) Vyhladajte pre vSetky N =< 8 vSetky vychodiskové
trojice a, b, ¢, pre ktoré partie konciace jedinou gulou
davaju bielu gulu.

Obr. 35
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2.4. Rieste ulohu 1.4 pre pripad m = 3. Dokézte, Ze
v tomto pripade je vysledok: n = 3k = P = k; n =
=3k +1=>P=%k+1, n=3k+2=P=F%k+ 2
(Napr. pre n = 3k musite dokazat: P < kaP = k.)

2.5. Je dana postupnost 3000 bodov (napr. obrazy Cisel
1,2, 3,..., 3000 na Ciselnej osi; obr. 36).

! L 4
T

i
T T T

123456789 036
Obr.37 4 2 6 7 83 4 59

Na tejto postupnosti je dovolend operacia vymeny [ubo-
volnych dvoch za sebou nasledujucich trojic bodov. Napr.
z vyssie uvedenej postupnosti mbéZeme ziskat postupnost
na obr. 37.

Urcte mnoZinu vsetkych bodov danej postupnosti, s kto-
rymi mozno stotoZnit povolenymi vymenami lubovolne
zvoleny bod. (Kam moZno napr. presunut z vychodzieho
postavenia bod 7?)

2.6. Z Cislic 0, 1, 2, ..., 9 je zostavena [ubovolna ne-
kone¢na postupnost.

Qyy Agy gy« -« (1)

Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n nesudelitelné
s ¢islom 10 moZno n4jst v postupnosti (1) taky usek

Ak 5> Akt15 Akias « o5 Aky,ys

ze prirodzené Cislo zapisané tymito Cislicami v uvedenom
poradi je delitelné Cislom n.
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2.7. Rozdiel Cisla N a jeho ciferného stcinu oznalme
r(N). Su dané dve patciferné Cisla 4 = 999 11, B = 777 99.
Urcte cisla C,, C,, C,, Cy, C,, C; tak, aby boli splnené
podmienky :
a) Cy = B, C; = A4;
b) dvojice susednych cisel Ci, Ciy (0 = 0, 1, 2, 3, 4)
sa lisia len v jednej Cislici;
) r(Cy) = 1(Cy) = 1(Cy) = 1(Cy) = 1(Cy) = r(Cy) .
2.8. Ciferny sucet Cisla
a) 13n + 24;
b) 2n* + 13n | 124
oznalime C,(n = 0, 1,2, ...).
Dokazte, Ze medzi Cislami
Co> C15 Gy, ... 4)
moZno ndjst nekone¢ne mnoho Cisel, ktoré sa sebe rovnaja.

2.9. Ak operacia ,,“ ma vlastnosti (1) — (3) z ulohy
1.9, potom pre vietky kladné a, b plati

<<

a-b=c,
kde ¢ je najmenSie nezdporné Cislo, ktoré sa nevyskytuje
medzi Cislami
0:6,1-6,2b,...5(a—1) b

a-0,a-1,a-2,...,a-(b—1);

dokazte. DokaZte, Ze obe nerovnostia b >c,a b < ¢
vedu k sporu.

2.10. Ukézte, Zze funkciu y = |x| moZno vyjadrit ako
sucet dvoch funkcii y = f(x), y = g(x) tak, ze kazda
z funkcii f a ¢ ma graf stredove stimerny.
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3.1. Ak zafarbenie danej vlastnosti (pozri ulohu 1.1)
existuje, potom modrych a cervenych kociek je parny po-
Cet. Dokdzte.

3.2. V nekonelnej sieti $tvorcov (pozri tlohu 1.2) na-
zveme dva §tvorce susednymi prave vtedy, ak nastane nie-
ktord z moznosti na obr. 38.°

Mnozinu M vsetkych Ciernych Stvorcov nultej generécie
rozdelime na komponenty K, K,, ... tejto vlastnosti:
Dva S$tvorce A, B € M patria tomu istému komponentu
prave vtedy, ak mozZno dojst od jedn¢ho k druhému po-
stupnym prechodom po susednych poliach. Napr. na
obr. 39 sa mnozina Ciernych Stvorcov rozpadne na tri
komponenty.

DokéZte: Ak mnoZina M obsahujtca # Stvorcov sa sklad4
z jedného komponentu, ktory nemoZno pokryt Ziadnym
z obrazcov Ty, Ty, . .., Ty (pozri tlohu 2.2), potom sa
v n-tej generacii po prvy raz vyskytnu samé biele Stvorce.

3.3. Dokazte (pozri tlohu 1.3):
a) Ak je N pérne Cislo, potom sa bud vsetky a, b, ¢
pérne, alebo len jedno parne. V prvom pripade partia ne-
moZe konlit jedinou gulou. V_druhom pripade je farba

o 7

Obr. 38
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Obr. 39

vyslednej gule rovnaké ako farba guli, ktorych je pirny
pocet.

b) Ak je N nepérne (islo, potom st bud vietky &isla
a, b, ¢ nepdrne, alebo len jedno je nepdrne. V prvom pri-
pade partia nemdze koncit jedinou gulou. V druhom pri-
pade je farba vyslednej gule zhodna s farbou guli, ktorych
je neparny podet.

3.4. Dokazte, Ze vysledok tlohy 1.4 je tento: Nech N =
=m.d+r,0 =r < m. Ak je m neparne {islo, potom
r=0=P=d;r +# 0,rparne == P = d + 2; r nepar-
ne=>P=d+ 1.

Ak je m parne Cislo, potom r = 0 = P = d; r # 0,
r pdrne = P = d + 1, r neparne Cislo = P neexistuje.

3.5. Dokédzte: Nech o = (ay, a5, ...5 an), f = (by
bys ... by) su dve n-Clenné (n = 1) postupnosti Cislic
1 a 2. Nutnou a postatujicou podmienkou pre to, aby
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postupnosti «, p boli ekvivalentné (pozri ulohu 1.5), je
splnenie tychto podmienok:

a tay+a+ ... =b + b+ b+ ...,
ay +as+ag+ ... =by + by + by + ...,
ay +ag+ag+ ... =by+ bg+ by + ... .

3.6. Z &islic 0, 1, 2, ..., 9 je zostavena lubovolna po-
stupnost

Qyy Aoy Agy s+ s @)

Dokazte, Zze pre kazdé prirodzené Cislo » mozno ndjst

medzi 7 + 1 ¢islami zapisanymi v uvedenom poradi Cisli-

cami a;d,dsdy - .. Auiys Aodady -+« Aniys Agdy « o« Aniqs

atd., a,;, aspon dve, ktoré pri deleni ¢islom » davaja ten
isty zvySok.

3.7. Hladané Cislo (pozri tlohu 1.7) ma tvar
A=999 ...9111 ... 1.

Urcte pocet deviatok a pocet jedniciek a ukazte, ze r(A)
(pozri ulohu 2.7) je najvicSie mozné Cislo, tj. pre Iubo-
volné n-ciferné Cislo B, v ktorého dekadickom zapise

B = bnbn_l o e b3b2b1

nie su Ziadne nuly a B # 4, je r(4) > r(B). Dokazte!
(Pouzite napr. postup naznaceny v ulohe 2.7.).
3.8. Dve ¢isla M, N nazveme podobnymi, ak po vy-

$krtnutf ndl v dekadickych zapisoch oboch Cisel dostaneme
to isté Cislo. (Napr. 3 074, 3 700 40 su podobné cisla.)
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Dokazte, ze medzi funkénymi hodnotami mnohoclenov
a) 13n 4 24;
b) 2n%* + 13n + 124
pre n = 0, 1, 2, ... je nekonecne mnoho navzijom po-
dobnych disel.

3.9. Zostavte si tabulku operacie ,,““ pre vietky a = 7,
b = 7 pouzitim vysledku ulohy 2.9. Vsetky cisla v tejto
tabulke vyjadrite v dvojkovej sustave. Vyjde napr.

35 =6 &te (11), - (101), = (110), .

Na zéklade tabulky vyslovte hypotézu o moZnosti vypoctu
hodnoty ¢ = a - b, ak s a, b vyjadrené¢ v dvojkovej
sustave. Hypotézu dokazte.
3.10. Ukazte, Zze funkciu y = [x| moZno vyjadrit ako
sucet dvoch funkcii y = f(x) a y = g(x) tak, Ze
a) graf funkcie f je stredove simerny podla bodu
[0,0] a graf funkcie ¢ je stredove sumerny podla bodu
[1,0].
b) Pre x € <0,1) je f(x) = |xlag(x) = 0.
Nadrtnite grafy funkcii f a g v intervale (—3,3).

Algebra (zostavil RNDr. M. Sisler, CSc.):
1. Rieste rovnicu

a; — a, a, — as
—_— O T
(x — a)(x — ay) (x — ay)(x — ay)

an - al o
(x — an)(x — ay)

kde qya, ... an # 0.

X5
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2. Pre ktoré celé Cisla x a y plati x(y? 4 1) + 3% =
=(x+y)??

3. Nech 2; st komplexné Cisla, 2| =< 1,1=1,2,...,n.
Potom

[ Tz— 1| < >z — 15
Ii:l | 1=1

dokazte.
4. Ngjdite vsetky hodnoty parametra p, pre ktory plati
nerovnost
x% 4 9% 4 32% + 2xz + 2yz = p(x* + y* + 22)

pre vietky x, y, z.

5. Akt najmensiu hodnotu méZe nadobudat koeficient a

v rovnici

x —ax>* +bx—8=0,
aby vSetky korene tejto rovnice boli kladné ?
6. Ukazte, Ze rovnica
1 1 1
1+x+ —x*+ 234 ...+ —x2=0

2 3 n

nema pre parne n ziadny redlny koren.

7. Nech 2z je komplexny koreni rovnice x3 + 3 = 0, w
koren rovnice x* + x 4+ 1 = 0. Nech Q(2) = {az +
+ bla, b € @}, Qw) = {aw + bla, b € @}, kde @ je
mnozina raciondlnych Cisel. Ukdzte, Ze existuju prave dve
zobrazenia T mnoZiny @(z) na mnoZinu Q(w) také, Ze
plati: a) T(x + y) = T(x) + T(y),

b) T(xy) = T(x)T(y) pre Iubovolné x, y € @(z),
c) existuje asponi jedno Cislo a € @ tak, Ze T(a) # 0.
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Skolska tedria &isel (zostavil M. Kaukic):
1. Je dana rovnica
2—mr=1, ¢))
kde 7 je prirodzené ¢islo.

a) Rovnica (1) je rieSitelna v obore prirodzenych ¢&fsel;
dokazte.

b) Ak usporiadana dvojica (x, , y,) prirodzenych &isel
vyhovuje rovnici (1) a neexistuje také prirodzené x < x,,
Ze pre niektoré prirodzené y je (x , y) rieSenim rovnice (1),
potom vSetky riesenia v prirodzenych Cislach rovnice (1)
sa daja urcit zo vztahu

x—}—yV;:(xo—}—yoV;)k, k=1,2,3 ...,

s66 X

a to porovnanim ,,raciondlnej a ,iracionalnej* asti oboch
stran poslednej rovnosti. Dokézte.

2. Nech fy(x) = —;i, fi(x) = 3x 4+ 1 su funkcie defino-

vané na mnozine vSetkych redlnych c¢isel. Retazcom cisla x
nazveme kaZzdu konenu postupnost

a = x5 = fu(x), a= fi(fu(x))s ..
ar = fu(fur( - - F(fu(®)...)
kdei, €{0,1} prem = 1,2,...,k, priCom v postupnosti
11513 5 . - - » 15 Die sU nikde za sebou dve jednicky.
Ak su disla ag, ar prirodzené, potom vsetky Cisla v re-
tazci Cisla x sa prirodzené. Dokazte.

3. Nech 7 je prirodzené Cislo. Binomické koeficienty
(Z), k=0, 1, 2,..., nsa vSetky nepirne prave vtedy,
ked n = 2m — 1, kde m je prirodzené Cislo; dokaZte.
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4. Poktste sa najst netrividlne postacujuce podmienky
pre to, aby v postupnosti prirodzenych ¢isel {v,};> , k lubo-
volnej usporiadanej skupine dekadickych cifier existoval
¢len v, taky, Ze jeho dekadicky zapis zacina zvolenou sku-
pinou cifier.

5. Vo vrcholoch pravidelného Sestuholnika s napisané
celé Cisla aq, a,, as, a4, a;, ag také, Ze ich sulet sa rovna
nule. Prenosom nazveme od¢itanie jednicky od cisla sto-
jaceho v niektorom vrchole a jej pri¢itanie k Cislu stoja-
cemu v niektorom zo susednych vrcholov. Aky miniméiny
pocet prenosov treba urobit, aby Cisla vo vsetkych vrcho-
loch $estuholnika boli rovné nule?

6. Existuju také prirodzené Cisla x, y, aby x® + y aj
x -+ y? boli druhymi mocninami prirodzenych cisel ?

7. VSetky prirodzené Cisla m, pre ktoré je Cislo m™ + 1
delitelné Cislom 30, tvoria aritmetick® postupnost; dokazte.
Najdite tato postupnost.

8. Na. kazdej z 20 kartiCiek je napisand prave jedna
z cifier od 0 do 9 tak, Ze kazda z cifier sa vyskytuje prave
na dvoch kartickach.

Rozhodnite, ¢i tieto karti¢cky moZno usporiadat do radu
tak, aby karticky s nulami boli vedla seba, medzi kartickami
s jednotkou bola prave jedna karticka, medzi kartickami
s dvojkou prave dve karticky, atd., aZ medzi kartiCkami
s deviatkou bolo prave 9 kartiCiek.

Postupnosti a rady (zostavil RNDr. J. Kubdt):
1. Je dana postupnost:

a =0, ao=1, (n+ 2)n + 1) any, — nay = 0.
Vyjadrite n-ty ¢len postupnosti.
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2, Nech {ax},, je aritmetickd postupnost s diferenciou
d. Potom

Ay . . - Ap—y + 416505 . . . Akt AnGni1Qnig .+ - Anp k-1 =

ananAkl o« o an+k - aoal o e ak

= Qyddg -+ A + — - 3
(k + 1)d ’
dokazte.
3. Nech x;, xp, ..., xp SU korene rovnice

x? xnl foxn2 4 ., +x+1=0.

Vypoditajte hodnotu sictu

—+ ..+

x — 1 x2 —1 xg — 1 xn— 1"
4. Ak oznalime Sg(n) == 1% 4 2¥ 4~ ... + n¥, potom
plat 7. Si(n) = Sk1a(n) + Se(n — 1) + ... + Si(2) +

+ Si(1) 3
dokazte.

5. Vypocitajte sacet:
) Sp=1.x+2.x22+3.x3+ ... +n.x";
by Sn=1+4+4.x+9.x%... + n*, xnt.

6. Postupnost {u;}{>, je urCend rekurentne takto:

5 5
o = 2, =2 = un(uﬁ-l—2)—§.
Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo » plati:
271 e == 1 n

(Pozndmka. Symbol [c] znamena celu Cast Cisla c.)
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7. Fibonacciho postupnost {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .} je
rekurentne definovana takto: a, = a, = 1, a, = ap—; +
+ an—y

Ak uvazujeme o TubovolInych Styroch za sebou iddcich
Clenoch Fibonacciho postupnosti, pricom budeme pova-
Zovat sucin krajnych Clenov a dvojndsobok sudinu stred-
nych &lenov za dizky odvesien pravouhlého trojuholnika,
potom bude diZka jeho prepony jednym z Clenov tejto
postupnosti; dokazte.

8. Dokazte, Ze pre n-ty Clen Fibonacciho postupnosti

plati:
[-]

- 30

k=0
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VIill. Sprava o XIX. medzinarodnej matematickej
olympiade

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

XIX. medzindrodnd matematickd olympidda (MMO) sa
konala v diioch 1.—13. 7. 1977 v Juhoslavii. Vlastna sataz
1jej ramcovy program sa uskutocnili len na uzemi Zvizovej
republiky srbskej a jej poriadatelmi boli Savez druZstva
matematicara, fiziCara i astronoma Jugoslavije a DruZstvo
matematiCara, fizitara i astronoma SR Srbije. Clenovia
tychto spolocnosti tvorili prakticky organizacny vybor i cely
organizacny $tab sttaZze. Predsedom organizacného vyboru
XIX. MMO bol prof. dr. Vojin Dajovié, profesor belehrad-
skej univerzity.

V SFR]J sa konala r. 1967 IX. MMO zndma tym, Ze sa
sutaze matematickych nddeji po prvy raz zacastnili druz-
stva zapadoeurdpskych krajin (Velkej Britanie, Francuzska,
Talianska a Svédska). Juhoslovanski hostitelia zostali i ten-
toraz verni svojim snaham o rozSirovanie poctu zucastne-
nych zemi a poslali pozvanie na XIX. MMO do 27 krajin.
Pozvanie prijali Rakiisko (A), Belgicko (B), Bulharsko (BG),
Kuba (C), CSSR (CS), NSR (D), NDR (DDR), Al%irska
republika (DZ), Francizsko (F), Velkd Britania (GB), Ma-
darsko (H), Taliansko (1), Mongolsko (M), Holandsko (NL),
Polsko (PL), Rumunsko (R), Svedsko (S), Finsko (SF), ZSSR
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(SU), USA a sttaze se zalastnilo samozrejme druZstvo
domacej Fuhosldvie (YU). Vsetky uvedené druZstva boli
osemclenné, okrem Styroch, ktoré z roznych dovodov vy-
slali mens$i pocet Ziakov: B — 7, C — 4, DZ — 3,1 — 5.
Popri rekordnej ucasti 21 krajin sa teda XIX. MMO
zGCastnil aj rekordny pocet — 155 riesitelov. Pdvodne pri-
jala pozvanie tieZ Vietnamska socialisticka republika, ktora
poslala aj ndvrh uloh pre sutaz, ale deni pred otvorenim
olympiady sa ospravedlnila, prave tak ako Grécko. Brazilia
vyslala na XIX. MMO svojho pozorovatela, lepsie re¢eno
pozorovatelku, ktord sa zCastnila niektorych rokovani jury
a sldvnostného otvorenia sutaze. Pozvanie neprijali, resp.
naii nereagovali, India, Nérsko a Albansko.

Predsedom medzindrodnej jury sutaZe, ktora tvorili ve-
duci delegicii zacastnenych krajin, bola dr. Milica Ilié-
-Dajovidovd, profesorka belehradskej univerzity, ktord vy-
kondvala rovnakt funkciu uZz pri MMO pred desiatimi
rokmi.

Veduci delegacii sa schadzali do Belehradu v piatok 1. 7.
1977, skadial ich organizétori po skupinich odviezli mikro-
busom do kupelného mestecka Arandjelovac, centra srb-
skej Sumadije, leZiaceho 86 km juhovychodne od hlavného
mesta SFR]. Tamejsi hotel ,,Staro zdanje* zriadeny v nie-
kdejsom sidle knieZata MiloSa Obrenovica sa stal na desat
dni nielen bydliskom, ale aj miestom prace jury XIX.
MMO. Okrem uZ tradicnej izolicie veducich delegacii od
¢lenov druzstiev sledovali tak organizdtori vytvorenie opti-
malnych podmienok pre naronu pracu spojend s vyberom
sutaznych uloh a hodnotenim rieSeni, ¢o sa im v plnej
miere podarilo.

168



Uz pri IX. MMO urobili juhoslovanski hostitelia prvy
pokus zorganizovat malé sympézium o vyulovani mate-
matiky, ktoré aj napriek znacnej improvizacii bolo vcelku
pozitivne hodnotené. Za 9 predchddzajucich rokov ne-
nasli nasledovnika v tomto smere, ale myslienke konania
symp6zii pri prilezitosti MMO nedali zaspat a do ram-
cového programu XIX. MMO zaradili nielen sympdzium
ucitelov, ale aj malé sympézium Ziakov.

Sympéziu ,,Middes a matematika‘ bola venovana celd
sobota 2. 7. 1977. Konalo sa v Arandjelovci a okrem vedii-
cich zahrani¢nych delegacii sa ho zacastnil cely rad do-
mdcich ucitelov a odbornikov z oblasti vyucovania mate-
matiky. Odznelo na nom 12 referatov, ktoré priniesli cely
rad cennych poznatkov z oblasti vyuCovania matematiky
a starostlivosti o matematické talenty.

G. Burosch (DDR) hovoril o $kolskom systéme v NDR
a formach prace s matematickymi talentami. 4. P. Savin
(SU) sa zaoberal mimo$kolskymi formami price s talen-
tami v ZSSR a poslanim populdrno-vedeckého casopisu
Kvant. E. Hédi (H) informoval o cieloch a obsahu reformy
vyuCovania matematiky na zakladnej Skole v Madarsku
uskutociiovanej v rokoch 1974/75 az 1985/86. P. Kenderov
(BG) predlozil vysledky analyzy kolektivu bulharskych
matematikov o tom, ako olympidda vplyva na zlepSovanie
vyuCovania matematiky na strednej $kole. I. Orlov (YU)
vo svojom referate uvadzal konkrétne priklady toho, ako
numerickd matematika pomdha ziskdvat zaujem mladeZe
o matematiku. R. C. Lynnes (GB) rozoberal vplyv olym-
piddy na troven vyucovania matematiky v britskych stred-
nych $koldch a najmi na vyber matematickych talentov.
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D. Gerll (F) informoval o zasadach sataze ,,Concours gé-
néral““ pravidelne poriadanej vo Franctzsku a o obsahu
vyuCovania matematiky na franctizskych strednych $ko-
lach.

T. Miihigassner (A) strune informoval o vysledkoch
prace skupiny odbornikov, ktord pripravovala ndvrh no-
vého obsahu vyucovania matematiky v rakuskych stred-
nych Skolach. J. Moravcik (CS) hovoril o niektorych for-
mach objavovania a vedenia matematickych talentov
v CSSR a o obsahu vyudovania matematiky v triedach
s rozsirenym vyucovanim matematiky. I. Cuculescu (R) sa
zaoberal otdzkami vyucovania tedrie pravdepodobnosti
v strednej Skole. S. L. Greitzer (USA) hovoril o formach
a metddach vyberu druZstva USA pro MMO a vyzname
olympiad pre vyuCovanie matematiky. M. Ilié-Dajovicovd,
ktora sympodziu predsedala, v zdvereCnom referate zdoraz-
nila, Ze si treba v§imat obsah a troven vyucovania mate-
matiky vSetkych Ziakov a nielen buducich matematikov.
S odvolanim sa na sovietskeho akademika Kolmogorova
pod¢ierkla, Ze by bylo zle, ak by sme pre Stidium mate-
matiky ziskali len tych, ktori sa zcastfiuju na sutaziach
v rieSeni tloh. V zdvereCnom slove vyslovila nadej, Ze za
tymto sympodziom budt kazdoro¢ne nasledovat dalsie, aby
prispeli k skvalitneniu vyucovania matematiky a starostli-
vosti o matematické talenty v Gcastnickych zemiach.

Aj naprick tomu, Ze niektoré z prednesenych referitov
boli viac-menej improvizované, mozno sympdzium hod-
notit ako uaspesné. Ukazalo, ze by belo ucelné v organizo-
vani podobnych podujati pokracovat aj pri buducich
MMO, zvlast pri vzrastajicom pocte zacastnenych krajin.
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Bolo by vSak potrebné, aby sa tematika sympézia vopred
uZsie tématicky vymedzila.

Organizatori XIX. MMO prislubili, Ze budu vsetky
prednesené referaty publikovat v osobitnej publikicii,
ktor rozo$li vSetkym ucastnikom sympoézia i dalsim
zaujemcom.

Vecer po skonceni sympézia sa uskutocnilo malé spolo-
Censké stretnutie veducich delegdcii s ¢lenmi organizac-
ného vyboru XIX. MMO, na ktorom predseda organizac-
ného vyboru prof. dr. V. Dajovic¢ zaprial ¢lenom jury vela
aspechov v ich zodpovednej praci a prijemny pobyt v so-
cialistickej Juhoslavii.

Poriadatelia MMO dostali z 12 krajin do 27. 6. 1977
(kedy prisiel nidvrh z CSSR) celkom 54 nivrhov tloh pre
sutaZz, z ktorych komisia pre ulohy vybrala a spracovala
16 ako zaklad pre pricu jury. Do tohto vyberu sa nedostala
ziadna zo 6 uloh sovietskeho ndvrhu, ktory veduci dele-
gacie SU priviezol do Belehradu az pri svojom prichode
1. 7. Vybranych 16 uloh s rieSeniami dostali ¢lenovia jury
eSte pred zaciatkom sympoézia 2. 7. a prvé dve zasednutia
jury v nedelu 3. 7. slazili k tomu, aby se z tohto SirSieho
vyberu zostavil najvhodnejsi celok 6 uloh pre sttaZ. Roko-
vanie jury bolo niroéné a zdihavé nielen preto, Ze sa kazdé
vystipenie prekladalo do vSetkych rokovacich jazykov
(rustina, nemcina, anglitina, franczStina), ale aj z toho
dovodu, Ze sa pomerne Casto hlasovalo. Aj napriek tomu
sa vSak jury podarilo uZz na druhom zasadnuti v nedelu
veCer schvilit nielen vyber 6 tloh, ale aj ich rozdelenie
na oba sttazné dni. Cas, ktory sa tym oproti pldnovanému
programu ziskal, si vSak vzhladom na technické podmienky
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(bola k dispozicii prakticky len jedina tabula) vyziadalo
formulovanie textov vybranych tloh v oficidlnych jazykoch.
Tejto préci bol venovany cely pondelok 4. 7. a siahodlhému
rokovaniu o maximalnom polte bodov za plné rieSenie
uloh padla dokonca za obet aj planovand ucast Clenov jury
na divadelnom predstaveni v ramci festivalu ,,Mermer
a zvuci®, kazdoro¢ne poriadanom v Arandjelovci.

V pondelok 4. 7. pricestovali do Belehradu druZstva
ztcastnenych krajin vedené zastupcami veducich delegacii.
Ziakov na cely Cas trvania XIX. MMO ubytovali v Pio-
nierskom mestecku na okraji Belehradu a zastupcov vedu-
cich delegacii vo veCernych hodinach autobus dopravil do
hotela ,,Staro zdanje* v Arandjelovci, aby sa az do konca
olympiddy podielali na préci jury. T4 sa uz za ich ucasti
v utorok 5. 7. predpoludnim venovala prekladu textov
uloh do materCiny sttaziacich Ziakov a naklepaniu prekla-
dov na stroji. Tym sa skoncila prva Cast prace jury. Aktiv-
nemu oddychu jej ¢lenov mala slazit popoludiiajsia exkur-
zia autobusom do Resavskej jaskyne a do klastora Manasija.

Slavnostné otvorenie XIX. MMO sa uskutocCnilo v stre-
du 6. 7. rano v aule arealu Pionierskeho mestecka, v prie-
storoch ktorého sa konala tieZ vlastnd sttaz. Po kratkych
prejavoch predsedu organizacného vyboru prof. dr. V. Da-
jovica a predsedkyne jury prof. dr. M. Ilic-Dajovicovej sa
Uclastnici sutaze rozisli do dsmich tried, aby si zmerali sily
v rieSeni prvej trojice nasledujiceho stboru uloh, ktory
im jury pripravila.
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PRVY DEN-SUTAZE — 6. YOEA 1977
Mt -]

1. Vo vnutri daného Stvorca ABCD su zostrojené rovno~ |
stranné trojuholniky ABK, BCL, CDM, DAN. Do-
kazte, %e stredy S$tyroch usetiek KL, LM, MN, NK
spolu se stredmi dsmich usecxek 4K, BK, BL, CL,
CM, DM, DN, AN tvoFia mnoZinu. vrcholov pravidel-
ného dvanastuholnika. (Helandsko, 6 bodov.)

2. V konecnej postupnosti realnych cisel je sucet kazdych
siedmich za sebou nasledujtcich ¢lenov zaporny a sucet
kazdych jedendstich za sebou nasledujicich clenov
kladny. Rozhodnite, aky je maximalny pocet Clenov
takej postupnosti. (Vletnamska secxahsticka repubhka,
6-bodov:) )¢ Al almo pais o md D3uacio

3. Neeh-#n->2je dane pmmdzene cxslo amh V n ¢ mno-
21n€t§pr1rodzcnych Cisel tvaru

0 1+ kn,

kde £ = 1, 2, C1slo ¢ € Vy nazveme nerozloZitel-
nym vo V,, ak neex1stu]u “tisla P, q € Vytaké, ze ¢ =
= p q . Dokazte, ze existuje Cislo r € V,, , ktoré moZno
vyjadrit ako sucin Cisel nerozlozitelnych vo V', viac nez -/
jednym spdsobom. (Rozklady lisiace sa len poradim fak-
torov z V, sa povazuju za rovnaké.) (Holandsko, .
7 bodov.)

——

_ DRUHY DEN SUTAZE — 7. yULA 1797
r(z L‘ AL L\ ‘.k;;_es,k

4. a, b A B su danc redlne cxslamdr
f(x) —acosx—-bsm_x—Acostv«Bsian}
A e &
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Ak f(x) = 0 pre kaZdé redlne x , potom
a? 4+ <=2 a A2+ B=<1.
Dokazte (Vel’ka Bntama, 6 bodov)

AU -

zvySok, ktore dostaneme pfi deleni Cisla a® -+ b2 Cislom

a + b. Néjdite vsetky dvojice a, b, pre ktoré plati
g + r = 1977. (NSR;-7-bodov.)

6. Nech f je funkcia definovand na mnoZine vsetkych pri-

"~ rodzenych ¢isel, ktorej hodnoty st prirodzené Cisla.

7. .AK pre kazdé prirodzené Cislo 7 plati

fln £ 1) > f(f(n)),

potom f(n) = n pre kazdé prirodzené Cislo n . Dokazte.
(Bulharsko,-8 bodov.)

V zatvorke za textom ulohy je uvedené, ktora krajina
tlohu navrhla, a maximélny pocet bodov, ktory mohol Ziak
ziskat za jej uplné rieSenie. Tieto udaje vSak Ziaci pri
sutazi nepoznali. Dozvedeli sa len, Ze na rieSenie kazdej
trojice sutaznych uloh maji 4 hodiny Cistého Casu. Rov-
nako ako na predchéddzajacich troch MMO sa po oba sa-
tazné dni najneskorsie pol hodiny po obdrZeni textov tloh
mohli na pripravenych listkoch pisomne spytat na pripad-
né nejasnosti v texte. Na ich otdzky po predchddzajicom
prerokovani v jury pisomne odpovedali veduaci delegécii.

V prvy sutazny deii po splneni tejto tlohy dostali veduci
delegécii a ich zastupcovia moZnost hodinovej prechiddzky
v centre Belehradu a presne na poludnie ich v priestoroch
rektoratu belehradskej univerzity v zastipeni rektora prof.
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Jankovica prijal jeden z prorektorov, ktory v kriatkom pri-
vitacom prejave zaZelal plny dspech XIX. MMO a o. 1.
uviedol, Ze na 23 fakultach univerzity Studuje viac nez
50 tisic Studentov.

Popoludni po navrate do Arandjelovca sa jury ziSla na
prvu spolo¢nu poradu s koordindtormi, ktorymi boli pre-
vazne byvali juhoslovanski ucastnici MMO. Pre kazda
tlohu boli uréeni dvaja: 1 — L. Cuki¢i, S. Jankovi¢; 2 —
M. D. Asi¢, V. V. KovaceviC; 3 — V. Jankovi¢, M. Bozi¢;
4 — D. P. Dugosija, M. Jevti¢; 5 — M. Mrsevi¢, S. Ogu-
janovi¢; 6 — D. Vukomanovi¢, E. Udovici¢. Tito pred-
loZili ndvrhy zasad hodnotenia rieSeni jednotlivych uloh,
ktoré jury po dlhsej diskusii s niektorymi tipravami prijala.
Jury taktieZ rozhodla, aby hodnotenie rieSeni domaceho
druZstva koordinovali veduci delegicii tychto krajin:
1—-NL,2—-CS§,3—-PL,4— GB,5— D,6— BG.
Ide o krajiny, ktoré prislu$nd ulohu navrhli, s vynimkou
ulohy ¢. 2, zaslanej VSR (CS bola vybrand preto, lebo
Ceskoslovenska tloha navrhnuta v SirSom vybere sa ako
posledna nedostala do definitivnej Sestice), a dlohy ¢. 3
navrhnutej NL (PL bolo urcené preto, aby vedtci dele-
gacie NL nemusel koordinovat rieSenia dvoch uloh).

Po skonCeni porady dostali veduci delegécii z rak sta-
rostlivej predsednicky jury rieSenia svojho druZstva a za-
Cala sa nelahkd prica spojend s hodnotenim rieSeni a ich
koordinaciou.

Vo $tvrtok 7. 7. pri navrate z Belehradu sa veduci dele-
gacii kratko zastavili v medzindrodnom pionierskom tabore
Gorane pod Avalou, kde sa konala letna matematicka $kola
pre vybranych Ziakov zakladnych $kdl. Popoludni sa zacalo
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s koordinaciou hodnoteni rieseni podla presne zostaveného
plédnu, v ktorom sa na druzstvo a ulohu pocitalo s jednou
hodinou. Koordindcia pokraCovala po cely piatok (8. 7.)
isobotu (9. 7.). Po skonceni koordinacie v sobotu podvecer
sa jury ziSla na svoje zdvereCné zasednutie. Na tomto sa
najskor riesili otdzky hodnotenia rieSeni v tych pripadoch,
ked nedoslo k dohode koordindtorov a veduacich delegacii.
KedZe bolo takychto pripadov tentoraz nezvyCajne vela
a na sobotu vecer bola planovana spolo¢na vecera za casti
predstavitelov mesta Arandjelovac, muselo byt zasadnutie
jury preruSené a aj napriek Casto az pfili§ rezolutnemu
pocinaniu predsedni¢ky jury mu padlo za obet eSte celé
nedelné predpoludnie. Po vyrieSeni spornych otdzok
a schvaleni hodnoteni prikrocila jury k rozhodnutiu o ur-
Ceni hranic pre ceny. Po dlhsej diskusii a niekolkych hlaso-
vaniach dospela jury k nasledujacemu zaveru: I. cena
40—34 bodov, II. cena 33—24 bodov a IIl. cena 23—17
bodov. To znamenalo, Ze I. cenu dostane 13, II. cenu 29
a III. cenu 35 Gcastnikov XIX. MMO, ¢im bola dodrZana
aj zdsada stanovena poriadatelmi v $tattite olympiady, aby
celkovy pocet odmenenych neprekrocil polovicu vsetkych
ucastnikov, pretoze zo 155 ucastnikov dostalo cenu 77.

V zavere zasadnutia jury rokovala o navrhoch koordi-
natorov na udelenie $pecialnych cien za zvlast elegantné
rieSenia, resp. zovSeobecnenia sutaznych tloh. Boli schva-
lené navrhy na udelenie Specialnej ceny za elegantné rieSe-
nie 2. tlohy Ceskoslovenskému Ziakovi Martinu Cadkovs
a za jej zovSeobecnenie anglickému ziakovi Fohnovi Ro-
bertovi Rickardovi, ktory dostal Specidlnu cenu tieZ za
elegantné rieSenie 3. ulohy. Z celkom 5 ndvrhov na Spe-
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cidlne ceny za rieSenie 3. tlohy schvililo jury este dalsie
tri: pre jedného bulharského, madarského a sovietskeho
ucastnika. Za rieSenie 6. ulohy bol koordinatormi na $pe-
cidlnu cenu navrhnuty jeden sovietsky ucastnik a jedného
zo svojich Ziakov navrhoval veduici holandskej delegicie.
Navrh koordinatorov pri hlasovani nepresiel a o holand-
skom navrhu prof. dr. M. Ili¢-Dajovidovd vObec nedala
hlasovat. Za rieSenie 1., 4. a 5. ulohy sa Ziadne Specidlne
ceny nenavrhovali.

Po skonleni pracovnej Casti zasadnutia dostal slovo ve-
duci delegicie Rumunska prof. I. Cuculescu, ktory v mene
zahraniCnych delegacii podakoval organizatorom za sta-
rostlivost a vytvorenie velmi dobrych podmienok pre pracu
jury XIX. MMO a v zivere svojho vystipenia pozval
vSetky ztcastnené delegacie na XX. MMO do Rumunska.

Thned po skonceni zasadnutia sa ¢lenovia jury rozludili
s hotelom ,,Staro zdanje* a mesteCkom Arandjelovac, kde
nasli prijemné prostredie pre svoju pracu a po treti (zdro-
veni vSak aj posledny) raz sa vydali na pomerne Gnavnt
cestu autobusom do Belehradu, kde boli pre zvysSok svojho
pobytu v Juhoslavii ubytovani v hoteli Metropol na Bul-
vare Revoluciji v centre mesta.

Clenovia sataznych druzstiev od svojho prichodu do
Belehradu (v pondelok 4. 7.) travili vacSinu volného Casu
na Sportoviskich Pionierskeho mestecka, v ktorom boli
ubytovani. Do ulic hlavného mesta Juhoslavie sa dostali
prakticky aZ po sutaZi, ked v piatok 8. 7. predpoludnim
absolvovali prehliadku Belehradu, navstivili znamy Kele-
megdan (opevnena Cast mesta nad sitokom Savy a Dunaja)
a Muzeum sucasného umenia. Popoludni sa v aredli Pio-
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nierskeho mestecka mohli ztcastnit na Sachovej simultinke
s jednym z pocetnych juhoslovanskych Sachovych majstrov
a veCer sa stretli s predstavitelmi belehradskej mlddeZe
na koncerte Studentov hudobnej $koly.

V sobotu 9. 7. absolvovali celodenny autokarovy zdjazd
do Resavskej jaskyne a klaStora Manasija a nedela 10. 7.
bola venovana malému sympoziu ucastnikov XIX. MMO.
Predpoludnim v dvoch sekcidch odznelo celkom 10 vy-
stipeni mladych matematickych talentov, medzi ktorymi
bol aj Ceskoslovensky Ziak ¥. Kratochvil, ktory hovoril na
tému ,,Pousitie matematickej indukcie pri rieseni niektorych
#loh*. Jeho vystupenie sa stretlo s ispechom a zasliZenou
pozornostou. Popoludniajsej Casti sympozia sa zacastnili uz
aj veduci delegacii a ich zastupcovia. V ramci ,,nej vet-
kych 5 nositelov Specidlnych cien prednieslo rieSenia tloh,
za ktoré boli odmeneni. Znacny uspech v tejto Casti sym-
pézia nielen medzi castnikmi sutaZe, ale najmi u &lenov
jury si vyslazili Anglican Fohn Robert Rickard a na§ Martin
Cadek.

Po skonleni sympdzia sa uskutoCnilo prvé stretnutie
veducich delegacii a ich zastupcov s ¢lenmi druZstiev po
absolvovani sataze, pri ktorom doslo k zhodnoteniu vy-
sledkov, rozboru chyb, zasluZenym pochvalam i vycCitkam.

V pondelok 11. 7. podnikli vSetci ucastnici XIX. MMO
(Clenovia jury, Ziaci i organizatori) celodenny vylet 3 loda-
mi typu Raketa (Beograd, Smederevo, Novi Sad) po prude
Dunaja a% do Tekije pri Zeleznych vratach, kde si prezreli
hydroelektraren Djerdap s 12 Kaplanovymi turbinami, vy-
budovani ako spolo¢né dielo Rumunska a Juhoslavie. Po
spolo¢nom obede v hoteli Djerdap v Kladove sa plavili
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naspit do Belehradu a pocas takmer Stvorhodinovej plavby
si kratili Cas pozorovanim dunajskych brehov a stretdva-
nych plavidiel.

V utorok 12. 7. predpoludnim mali Ziaci volno, ¢lenov
jury kratko pred poludnim prijal predseda mestskej skup-
Stiny hlavného mesta SFRJ. Vecer o 18.00 hod. sa v aule
Pionierskeho mestecka konalo sldvnostné zakonlenie su-
taZe, vyhlasenie vysledkov a odovzdanie diplomov odme-
nenym Ziakom. Na zasadnuti, ktoré viedol prof. dr. Dajovié
predniesli kratke prejavy Salich Nusi, predseda Socialis-
tického zvizu Juhoslavie, Bora Stankovié, predseda Zvizu
spolo¢nosti matematikov, fyzikov a astronémov Juhoslavie
a veduci rumunskej delegicie prof. dr. Ioan Cuculescu,
ktory v zavere svojho vystupenia zopakoval svoje pozvanie
zucCastnenych krajin na XX. MMO do Rumunska. Na roz-
diel od predchddzajucich MMO nevystapil tentoraz nik
z Gcastnikov sataze. Diplomy odmenenym odovzdala pred-
sedniCka jury prof. dr. Milica Ilic-Dajovicovd.

Thned po skonCeni sldvnosti sa v jedalni Pionierskeho
mestecka konala rozlickova vecera na zaver XIX. MMO.
Polska delegicia odcestovala z Belehradu uz pred slavnost-
nym zakonlenim 12. 7. a ostatné delegicie sa postupne
Iucili s dejiskom XIX. MMO od v¢asného riana v stredu
13. 7. Ako jednu z poslednych odvazalo lietadlo juhoslo-
vanského JAT o 15.00 hod. z belehradského letiska cez
Zahreb do Prahy aj Ceskoslovensku delegaciu.

XIX. MMO bola organizacne dobre pripravena a mala
predovSetkym pracovny charakter. Sympdziom veducich
delegacii a malym sympodziom Zziakov priniesla novy mo-
ment, ktory by si zaslazil naslednikov medzi organizitormi
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budiacich MMO. Jednoznaéne moZno konStatovat, Ze to
bola v prvom rade srde¢na zaleZitost srbskych matemati-
kov, ktori urobili vSetko pre to, aby nezostali ni¢ dlZni

tradiCnej slovanskej pohostinnosti.

2. VYSLEDKY SUTAZE

So svojou najdolezitejSou a da sa povedat, Ze aj najtaZSou
ulohou — vyberom S$estice stitaznych tloh — si tentoraz
jury poradila pomerne rychle a zda sa, Ze vcelku uspesne.
Nedostatok vhodnych uloh z geometrie sice spdsobil, Ze sa

Pocet B . ; . . .
ziska- | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha
nych ¢. 1 .2 ¢. 3 c. 4 ¢c.5 ¢. 6
bodov
8 — - - — — 29
_—'; — - — 39 — 28 1
6 99 31 13 43 14 2
95 16 1 - 1 3 11 N 2
4 13 4 B 1 _ 4 i 17 13
3 9 34 4 6 5 16
2 4 4 2 7 | 2 7
i 1 4_;‘ B 42 11 36 34 — 18
0 5 39 84 56 44 67 J
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do vyberu dostala znane staromddna a nendro¢né holand-
skd uloha o pravidelnom dvanastuholniku, ale zostdvaja-
cich pit dloh tvorilo &o do obtaZnosti relativne vyrovnany
a tematicky pestry celok, o ¢om sved¢i aj v nasledujucej
tabulke uvedeny prehlad o pocte ucastnikov olympiddy,
ktori ziskali ten-ktory pocet bodov za rieSenie jednotlivych
uloh.

Z toho vychddza tato relativna uspeSnost ucastnikov
XIX. MMO pri rieseni jednotlivych sutaznych tloh:

1. 82,8 %, 2. 38,6 %, 3. 35,7 %, 4. 38,4%, 5. 44,8 %,
6.31,79%.

S jednotlivymi Glohami si najlepsie poradili niZSie uvedené
sutazné druzstva: 1. BG a YU, ktoré stratili len 1 bod,
2. GB so ziskom 32 bodov zo 48 moZnych, 3. H so ziskom
42 bodov z 56 moznych, 4. druZstvo SU ziskalo 32 bodov
zo0 48 moznych, 5. USA pri zisku 46 bodov z 56 moZnych
a 6. PL, ktoré ziskalo 41 bodov zo 64 moznych.

Najuspesnejsim ucastnikom XIX. MMO bol jedno-
znacne AngliCan jJohn Robert Rickard, ktory ziskal plny
pocet 40 bodov a Specidlne ceny za rieSenie 2. i 3. tlohy.
Okrem neho plny polet bodov ziskali eSte 2 ¢lenovia druz-
stva USA, jeden sovietsky a jeden rakasky Ziak. So stratou
jediného bodu absolvoval naro¢nu sutaz najlepsi prislusnik
holandského druZstva, ktoré sa stalo najvac$im prekvape-
nim tohtorocnej olympiddy, ked na doteraj$im MMO sa
vyskytovalo v tabulke spravidla vZdy medzi poslednymi.
Veduci holandskej delegacie prof. dr. J. van de Craats
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Celkové vysledky XIX. MMO su

zhrnuté

v tejto prehladne; tabulke:

Pocet ziskanych cien Potet E
Kra- $pec. Sulet | 5.9 | pogn,
jina cien bodov g 'g
I. | II. | III. | Spolu E g
A 1 1 2 4 — 151 12,
B — — — — — 33 7 Ziakov
BG — 3 3 6 1 172 6.
C — - - — — 41 4 ziaci
CS — 3 2 5 1 161 9.
D 1 1 4 6 — 165 7
DDR | 2 1 1 4 — 163
DZ — - — — — 17 3 ziaci
F 1 — - 1 — 126 14.
GB 1 3 3 7 2 190 |3.—4.
H 1 3 2 6 1 190 |3.—4.
I — - — — - 22 5 ziakov
M — — - — — 49 17.
NL 1 2 3 6 — 185 5.
PL 1 2 2 5 — 157 11.
R - 1 2 3 - 122 15:
S 1 1 2 4 — 137 13.
SF — - 1 1 — 88 16.
SU 1 2 4 7 1 192 2.
USA 2 3 1 6 — 202 1.
YU — 3 3 6 — 159 10.
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vysvetloval tento neCekany uspech nebyvale dokladnou
a svedomitou pripravou, ktort tohtoro¢né druzstvo absol-
vovalo. Bodové rozdiely medzi jednotlivymi druZstvami
nie su tentoraz prili§ velké. Medzi druzstvom USA (v ne-
oficidlnom hodnoteni 1.) a druzstvom Rakuska (12.) je roz-
diel len 51 bodov, kym napr. na XVIII. MMO medzi
druzstvom ZSSR (1. so ziskom 250 bodov) a druZstvom
USA (3. so 188 bodmi) bol rozdiel az 62 bodov. V porov-
nani s vlafiajskom popri uz spominanom druzstve Holand-
ska zaznamenali znatelné zlepSenie najmi druzstva CSSR,
Juhoslavie a Madarska. Lepsi vysledok nez na XVIII.
MMO dosiahli tiez drustva USA, NDR, Polska, Svédska
a Finska. Relativne slabsie bolo tohto roku druzstvo ZSSR.
Dobry standard, i ked s urcitou stratou, potvrdilo druZstvo
Velkej Britdnie. V solidnych vykonoch pokracovalo druz-
stvo Bulharska a na novacka velmi pekny vysledok dosiahlo
druzstvo NSR. Urcitym sklamanim je vysledok franciz-
skeho a CiastoCne tieZ rakaskeho druZstva, hoci obe mali
v svojom strede po jednom vynikajucom jednotlivcovi,
ktory ziskal prva cenu.

Pracu jury mozno hodnotit celkove ako uUspesnu, i ked
bola v niektorych momentoch poznamenana priliSnou
autoritativnostou jej predsednicky prof. dr. Milice Ihé-
-Dajovicovej, spdsobenou pravdepodobne aj nedostatkom
poznatkov o metddach prace pouzivanych pri rokovaniach
jury MMO. V zloZeni jury okrem veddcich druZstiev
zucCastiujucich sa MMO po prvy raz (DZ) resp. po viac-
rocnej absencii (B, I) k podstatnej$im zmendm nedoslo,
o ¢om svedci aj nizSie uvedeny prehlad:
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Kra- Veduci delegdcie — Jeho zdstupca
jina  Clenjury

A prof. Thomas Miihlgassner prof.

Wolfgang Ratzinger
B Frederic Burvenich Buy Halin
BG  dr. Petar Kenderov Dimo Seraf. Angelov

BR  prof. dr. Rosa Feld-
mannova (pozorovatelka) -
C Felix Recio —
CS  doc. dr. Jozef MoravCik,  dr. FrantiSek Zitek,

CSc. CSc.
D prof. Arthur Engel Horst Sewerin
DDR prof. Gustav Burosch dr. Monika Noackova
DZ  Mohamed Bekada Amokrane Calou
F prof. Denis Gerll prof. Christian Gautier
GB  Robert Cranston Lyness  Terence J. Heard
H prof. Endre Hodi doc. dr. Istvan Reiman
I I. Volci¢ G. Felician
M prof. Sagdaraca Gombyn

Ursincerengin SanZmjatav
NL  prof. dr. Jan van de Craats prof. Bert Boon
PL  mgr. Andrzej Makowski  dr. Maciej Brynski

R prof. dr. Ioan Cuculescu  prof. Uran Canstantiri
S dr. Lars-Ake Lindahl —
SF  dr. Matti Lehtinen prof. Hetkki Valkams
SU  Anatolij Pavlovi¢ Savin ~ Vladimir Alexej. Orlov
USA prof. dr. Samuel prof. Murray

L. Greitzer S. Klamkin
YU  Zoran Kadelburg prof. Lazar Milin
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3. PODROBNEJSIE O CESKOSLOVENSKEY
UCASTI

Ceskoslovenské druzstvo pro XIX. MMO vybralo pred-
sednictvo UVMO predovietkym na ziklade vysledkov II.
a III. kola kategérie A XXVI. rocnika MO. Pri nomindcii
viak prihliedlo tieZ k poznatkom z dvoch sustredeni Sir-
Sieho vyberu, ktoré sa konali v Stifiné od 28. 3. do 2. 4.,
resp. 13.—25. 6. 1977, k poznatkom z koreSpondencného
semindra a predchadzajicej GCasti Clenov SirSieho vyberu
na MMO. PrileZitost zmerat si sily s matematickymi talen-
tami 20 krajin zo 4 svetadielov dostala tato osmicka Ziakov
(v tabulke zaroven uvadzame vysledky, ktoré v rieSeni uloh
XIX. MMO dosiahli). Tab. na nasl. strané.

Bolo to druZstvo, ktoré mozno oznacit za jedno najski-
senejich, ktoré za posledné roky CSSR na MMO repre-
zentovali, ak uvazime, Ze J. Navratil Siel na MMO po
Stvrty, J. Kratochvil po treti a P. Quittner s P. Takacom
po druhy raz, pricom I. Turek uspeSne reprezentoval uz
na MFO, kde ziskal 3. cenu. Celkovy vysledok, ktory
druZstvo dosiahlo v pocte ziskanych cien i v neoficialnom
hodnoteni krajin treba rozhodne povaZovat za Gspech —
je najlepsi, ktory druzstvo CSSR dosiahlo na MMO od
r. 1968 v Moskve. Zaroveini viak treba po pravde povedat,
Ze v sildch druistva bolo tentoraz podstatne viac. Pre psy-
chicku labilitu necekane sklamali vitaz XXVI. ro¢. MO
J. Kratochvil, ktory na XVIII. MMO v Rakusku ziskal
II. cenu, ale najmi vitaz XXV. roCnika MO P. Takac,
ktory si z XVIII. MMO priviezol III. cenu. Svoj $tan-
dardny vykon podal J. Navratil, ktorého zisk jediného bodu
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] Pocet bodov ziékany’v za rieSenie ] divv?{
O | Meno a priezvisko, | [ [ | 1 | | 3 Cena i
5 trieda, Skola |1 (0.2 w3 |6.4 05|06 & ?
Ay [%5)
1. | Martin Cadek, }H‘
4. tr. G Brno 51 6{0] 62| 0]19 z?;pzec{;
2. | Zdenék Kalousek,
3.tr. G 6 6 6 0 7 3 |28 1I.
Jablonec n. N. o
3. | Jan Kratochvil. |
3.tr. G Parduf)ice 6 1 6 1 1 116 “
4. | Jiti Navrdtil,
4. tr. G Olomouc 6 0 7 6 6 8133 II.
5. | Pavol Quittner
4.tr. G Prievic’iza 6 4 0 1 7 8|26 II.
6. | Peter Takdc,
4. tr. G Safarikovo 3 0 0 0 0 0 3
7. | Josef Tkadlec
| | 2. tr. G Bilovec 6| 6y 0] 20| 1115
e Twd | T
3.tr. G 6 3 0 6 6 0 | 21 | IIIL.
Hradec Kralové
Sucet druZstva 44 | 26 | 19 | 22 | 29 | 21 |161

delil od I. ceny. Velmi sme mu ju vSetci priali a za svoj
svedomity pristup k reprezentdcii by si ju bol opravdu
zaslazil, ved pre CSSR ziskal III. cenu uZ na XVII.
i XVIII. MMO. Za to si pravom zasliZi podakovanie
a prianie aspofl rovnakych tspechov vo svojom vysoko-
Skolskom $tudiu. Velmi prijemne prekvapil Z. Kalousek
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i M. Cadek, zvl4st ziskom S$pecidlnej ceny, olakdvany vy-
sledok dosiahli P. Quittner, I. Turek a nakoniec aj J. Tka-
dlec, hoci neziskal cenu. Bol v$ak najmlad$im clenom
druZstva a mimochodom prvym reprezentantom na MMO
zo S$pecidlnych tried s rozsirenym vyucovanim matema-
tiky.

I ked dosiahnuty vysledok netreba precetiovat, mozno
povedat, Ze je do urcitej miery logickym ddsledkom zvy-
Senej pozornosti, ktora sa v poslednych rokoch SirSiemu
vyberu pre MMO v CSSR venuje. Mdme tu na mysli
predovietkym dve stistredenia v celkovej dizke 3 tyzdiiov
v rokoch 1976 a 1977, tri ro¢niky koreSpondenc¢ného semi-
néra a snahu o skvalitnenie tradi¢nych podujati organizo-
vanych pre matematické talenty. Prdvom moZno oCakévat,
Ze dalsie skvalitnenie tychto podujati prinesie eSte vyraz-
nejdie uspechy na medzinarodnom poli.

Po spoloCenskej stranke druZstvo reprezentovalo velmi
dobre a za uspech moZno povaZzovat aj vystapenie J. Kra-
tochvila a M. Cadka na malom sympéziu ulastnikov
XIX. MMO.

S dobrym ohlasom sa stretlo tieZ vystupenie vedticeho
¢sl. delegécie na symp6ziu ,,MlideZ a matematika“, o kto-
rom sme uZ hovorili vyssie. Jedna z uloh navrhnutych
CSSR, ktora bola vybraté do $ir$ieho vyberu 16 aloh, nasla
pomerne dost prieznivcov medzi ¢lenmi jury a chybalo
opravdu len malo k tomu, aby sa dostala do Sestice vybra-
nych loh. Svojim konS$truktivnym pristupom vedenie &s.
delegécie pozitivne prispelo k préci jury i k praci koordi-
natorov a nedostalo sa do Ziadnej spornej situdcie, ktorych
bolo na tohtoro¢nej MMO vynimoc¢ne vela. Celkove moz-
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no teda ucast Cs. delegicie na XIX. MMO hodnotit ako
uispe$nu a priat si, aby sme mohli dospiet k aspoil takému
konStatovaniu aj po budicej — jubilejnej MMO.

4. RIESENIE SUTAZNYCH ULOH

Riesenie 1. dlohy (spracované podla rieSenia I. Tureka).

Ozname S stred $tvorca ABCD (obr. 40), S;, S,, Ss,
S, v uvedenom poradi stredy usecieck KL, LM, MN, NK
a S}, Sy ...» Sy vuvedenom poradi stredy tselick AK,
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BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN. Zvolme v rovine $tvor-
ca ABCD kartézsku stradnicovi sustavu tak, aby platilo:
§=1[0;0],4=[-1;-1],B=[1;—-1],C=[1;1],
D = [—1; 1]. Potom zrejme K = [0; |/3 — 1], L =

=01 —-13 a, S :l%(l — 13 .:12.(1/5_ 1)]’
S;:[ﬁ%; }2~]/§— 1].

Lahko sa zisti, ze SS, — /2 — V3 = SS = S S,
Z toho vyplyva, Ze ASS,S, je rovnostranny. Zo symetrie
podla osi AC, BD vyplyva, Ze tiez NSS;S;, ASS;S,
a ASS,S; su rovnostranné. Z toho je viak zrejmé, Ze
rovnaki vlastnost maji tiez ASS,S; a ASS;Ss. Body
S1> S1s Sgs Ss Sz, S, st teda vrcholmi pravidelného Sest-

uholnika so stredom S a stranou diiky V 2—~ VT
Kedde M =1[0;1— V3], je S,= [%(1 —V3);
—1—(1 — Vé)J Ss= l : V3 —I a analogicky ako

hore sa vypotita, Ze SS, = SS3 = 82 o 12 — V3,
z ¢oho vzhladom na symetriu dostavame, %e S,S;S;S,S5,S;
je taktiez pravidelny Sestuholnik so stredom S a stranou

VZ —- V3 KedZe osi symetrie S$;S3= BD a S,S,= AC
oboch Sestuholnikov st na seba kolmé, moZno ziskat jeden
Sestuholnik z druhého otoenim o 90° okolo stredu S.
Z toho vyplyva, Ze ich vrcholy tvoria mnoZinu vrcholov
pravidelného dvanastuholnika, ¢o sme mali dokazat.
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RieSenie 2. ulohy (podla rieSenia M. Cadeka odmenené-
ho $pecidlnou cenou).

UvaZujme o postupnosti

Ays Ays oo o5 An 1)

k
redlnych Cisel a oznalme sp = > ai. Podla textu ulohy
musi platit =1

Skig < Sr  prekazdék=1,2, ..., n— 17,
Ski1n > Sk prekazdék=1,2, ..., n— 11, ;(2)
s << 0, 57 >0. I

Nech n» = 17. Potom z (2) postupne dostaneme:

Sy > 8Sg > S13 > Sg > Sg > S5 > S5 > S19 > 8§y > Sg >
> 815 >8> >0 > 8, > 8, > 85 >80 >S9

z Coho vyplyva, Ze by malo platit

S17. > S175
o je spor.
Musi preto byt » = 16 . Ak ma postupnost (1) so 16

¢lenmi mat pozadované vlastnosti, musi pre jej Ciastoné
suacty si, ¢ = 1, 2, ..., 16 platit

Sg = S13 >S9 >S9 > S1g > S5 > Syg > 8§ > Sg > S5 >
>8> 8y >0 > >y >85> 8. 3)

V retazci nerovnosti (3) sa z Cisel s, 1 =1, 2, ..., 16
vyskytuje kazdé prdve raz. Existuje teda nekone¢ne mnoho
16-¢lennych postupnosti s;, 7+ = 1, 2, ..., 16 redlnych
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¢isel vyhovujucich vztahom (3). Ku kazdej z nich dosta-
neme postupnost (1) poZzadovanych vlastnosti, ak poloZime

Q = $;5 A = Sp — Sp—1, R =2,3, ..., 16. (4)
Specidlne pri volbe
S = 12,815 = 11,55 = 10,89 = 9, 5,6 = 8,5, = 7, 510 = 6,

s;=05,858 =4, 55 =3,8, =2,51 = 1,85, = —1, 54 =
= —2,8 = —3,850= —4

dostaneme zo (4) postupnost
5,5, —13, 5, 5, 5, —13, 5, 5, —13, 5, 5, 5, —13, 5, 5,

ktora ma 16 Clenov a vetky poZadované vlastnosti, ako sa
lahko presvedcime.

Ukazali sme tak, Zze maximalny pocet ¢lenov postup-
nosti (1) pozadovanych vlastnosti je 16.

RieSenie 3. dlohy.

Lahko sa vidi, Ze Cisla (n — 1)%,, 2n — 1)*a(n — 1) .
. (2n — 1) st z V', pre kazdé prirodzené Cislo n > 2:
m—12=14+m—2m,2n—12=1+ (4n — 4)n,
mn—1D2n—1)=1+ 2n— 3)mn.
Preskiimajme tieto Cisla z hladiska rozloZitelnosti na sucin
faktorov z V,, . Nech plati: (n — 1)*> = (1 + kn)(1 + mmn) ,
kde %k, m su prirodzené Cisla. KedZe (1 + kn)(1 + mn) =
=1+ (k+ m+ kmn)n,je (n — 1) rozlozitelné vo Vy
vtedy a len vtedy, ked & + m + kmn = n — 2 Cize

k+m+2=(1— kmn. (1)

Je zrejmé, Ze pre Ziadne prirodzené Cislo #» nemdZu exis-
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tovat prirodzené Cisla %, m tak, aby platilo (1), pretoZe pre
kazdé prirodzené Cislo &, m je lava strana kladnd, prava
strana nekladna. Zrejme
(2n — 1)2 = (1 + kn)(1 + mn) vtedy a len vtedy, ked
k-+m-+ kmn — 4n — 4
Cize
k+m-+4=04— kmn. (2)
K tomu, aby existovali prir. ¢isla k, m vyhovujice (2),
su len tieto moZnosti:
k=m =1,z (2) mame n = 2, zatial ¢o uvazujeme
lenon >2; .
k= 1,m = 2alebo k = 2, m = 1, kedy z (2) dosta-
neme 2n = 7, Comu nevyhovuje Ziadne prirodzené Cisla n;
k= 1,m = 3 alebo k£ = 3, m = 1, kedy z (2) mame
n=_8.
Vo Vg vsak 2n — 1)2 = 152 =225 =9 .25 = (1 +
+ 1.8)(1 + 3.8)acislal + 1.8, 1 + 3.8 st zrejme vo Vg
nerozloZitelné.
Cislo (n — 1)(2n — 1) je vo V,, rozloZiteIné vtedy a len
vtedy, ked & + m + kmn = 2n — 3 CiZe
k+m-+4+3 =2 — kmmn. 3)
Lahko sa vidi, Ze (3) moézu vyhovovat len 2k = m = 1,
atopren =5.VoVyviak(n — 1)(2n — 1) = 4.9 =
= 36 = (1 + 1.5)%, pricom cislo 1 + 1.5 je uz vo Vj
nerozlozitelné.
Zistili sme tedy, Ze Cislo r = (n — 1)* 2n — 1)?, ktoré
zrejme patri do V', pre kazdé n > 2:

r=1+[2n — 3)2n* — 3n + 2)] . n,
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mozno vo V', rozloZit aspon 2 spdsobmi na stlin faktorov
nerozloZiteInych vo Vy:

Pren #£5,8
r=m—1202n— 12 = [(n — 1)2n — 1)].
Pre n = 5:r = 4* . 9% moZno rozloZit bud na sudin
r = (1 + 3.5)(1 + 16.5), alebo na sucin r = (1 4 1.5)4,
pri¢om faktory oboch rozkladov st uZ vo V; nerozloZiteIné.

Pre n = 8 : r = 7%. 15% a moZné rozklady su bud r =
= (1 + 6.8)(1 + 1.8)(1 + 3.8), alebo r = (1 + 13.8)2

RieSenie 4. ulohy.

Oznalme r = Va2 + b, R = VA2 -+ B?%. Stadf zrejme
uvazovat o takom pripade, ked z kazdej dvojice Cisel a, b,
resp. 4, B, je aspon jedno Cislo rdzne od nuly. V takom
pripade vSak existuju redlne Cisla ¢, y tak, Ze

a=rcosqp, b=rsing; A= Rcos2y, B= Rsin2y
a po dosadeni do
flx) =1 —acosx — bsinx — A4 cos 2x — B sin 2x
dostaneme
flx) =1 —rcos(x —¢) — Rcos 2(x — p).
Nech R > 1. Potom z Cisel

f@)=1—rcos(y —¢) — R,
fo+m)=1+rcos(y —¢p) — R

je pri Iubovolnych redlnych hodnotich ¢, v asponi jedno
zaporné, Co je spor s tym, Ze f(x) = 0 pre vSetky redlne x .
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Nech r > ']/‘2_. Potom z &fsel

V2

11 : -
f(¢+z):1'—f—2‘—+R5m2(<P“'/’),

] 2
f(<p~—4-) :l—r—Vz——RsinQ((p — )
je pri fubovolnych ¢, v aspoil jedno zdporné, Co je opit
spor s nezapornostou funkcie f .

Musi preto stasne platit r < VZ, R = 1, ¢o je zrejme
ekvivalentné nerovnostiam, ktorych sprdvnost sme mali
dokazat.

RieSenie 5. Glohy.
Podla textu tlohy ma platit

a®+ bt =gqla+b)+r,0=r<a- bsq,r celé; (1)
q® + r=1977. (2)
Kedze 1977 = 44* + 41, musi byt ¢ = 44. UvaZujeme

najskdr o pripade ¢ = 44, r = 4l1. Po dosadenf do (1)
dostaneme

a® + b* = 44(a + b) + 41,
z ¢oho po doplneni na tplné §tvorce mame

(@ — 22)* + (b — 22)* = 1009 . 3)
PoloZzme
a—22=x, b—22=y, 4)
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kde x, y su celé Cisla. Potom (3) prejde do tvaru
x* -+ y* = 1009, )

¢o je rovnice symetrickd vzhladom na x a y. MoZeme
preto bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze x = y .
Ked?Ze Stvorec celého Cisla moZe koncit len niektorou z ci-
fier 0, 1, 4, 5, 6, 9, mdZu rovnici (5) vyhovovat len také
dvojice celych ¢isel, ktorych Stvorce su zakoncené bud
ciframi 0 a9, alebo ciframi 4 a 5. UvaZzujme preto o Cislach
zakonCenych cifrou 0 alebo 5 so Stvorcom mens$im neZz
1009 a zostavme tabulku

z 0 5‘10 15 | 20 | 25 | 30
|-
|

22 0 25 100 | 225 | 400 | 625 | 900

1009 —2? 1009 984 ~ 909 | 784

609 | 384 | 109

Z (isel v trefom riadku tabulky ma celo¢iselnt druhu od-
mocninu len Cislo 784 = 282

Rovnici (5) vyhovujua tedy len tieto dvojice celych Cisel
x, ¥, pre ktoré plati x =< y:

Po dosadeni do (4) prvé dve dvojice davaju
a=137,b=50, resp.a=7, b =50, (6)

kym tretia a Stvrta dvojica neddva prirodzené a, b.
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Skuskou sa Tahko presved¢ime, Ze obe dvojice (6) vy-
hovuji podmienkam ulohy:

37 + 50% = 3869, 3869 = 44 . 87 + 41,
7% 4+ 50% = 2549, 2549 = 44 .57 + 41.
Pre ¢ = 43 z (2) dostdvame r = 128. Z druhej strany vSak
z nerovnosti 2ab < a?+ b% a z (1) vyplyva
(@ + b)? = a® + 2ab + b* < 2(a® + b%) = 2¢(a + b) + 2r
Cize

a-+b §2q+f‘;‘——~. @)

KedZe r <a + b, je -—-%—6< 1 azo (7)) mame a + b <
a

<< 2(g + 1). Pre ¢ =< 43 vSak z toho vyplyva r << a +
+ b < 88, o je spor.

Zaver: Uloha mé a% na poradie &isel a, b prave dve
rozne rieSenia urcené v (6).

RieSenie 6. ilohy (spracované podlarieSenia P. Quittnera).
Najskor uplnou indukciou dokiZme, Ze ak k je dané
prirodzené islo, potom pre kazdé prirodzené Cislo n > &
plati f(n) > k.
1. Nechk2 = 1,n > 1. Potom vzhladom na

f(n + 1) > f(f(m)) (D
plati: f(n) > f(f(n — 1)) = 1, pretoZe n — 1 je prirodzené
¢islo a hodnoty funkcie f st prirodzené ¢isla = 1. Teda

f(n) >1.
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2. Nech pre nejaké prirodzené slo £ = 1 a pre kazdé
prirodzené &fslo n platf

n>k=f(n) >k. @)

Uvazujeme on >k + 1. Potomn — 1 > k a podla (2)
plati f(n — 1) >k CiZe f(n— 1) =k + m, kde m =1 je pri-
rodzené Cislo. Potom vsak podla (1) f(n) >f(f(n — 1)) =
= f(k + m) a podla (2) f(k + m) > k Cize f(k + m) =
= k + 1. Dostali sme tedy, Ze f(n) > %k + 1, ¢im je
platnost (2) dokdzana pre kazdé prirodzené &islo % .

Z toho vsak uZ priamo vyplyva, Ze pre kaZzdé prirodzené
éislo n

fn) =n. €)

Ak by totiZ pre nejaké n platilo f(n) < n, potom podla
(2) by muselo platit f(n) > f(n), Co je spor.

Dalej dokéZeme, Ze funkcia f je rastca pre vietky pri-
rodzené n .

AKk by totiZ pre nejaké prirodzené Cislo m platilo
fm) = f(m + 1),

potom by vzhladom na (3) muselo platit f(m) = m + 1
Cize f(m) = m + p, kde p = 1 je prirodzené ¢&islo. Teda

m+ p =f(m) =2 f(m + 1) >f(f(m)) = f(m + p) =2 m + p,

o je spor.
Plati teda pre kazdé prirodzené Cislo n a ¢

fn + q) >f(n). @
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Teraz uZ lahko dokdZeme, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo 7
plati:

f(n) =mn.

Ak by totiZ pre nejaké prirodzené Cislo #, platilo f(n,) >
> n, , potom by existovalo prirodzené Cislo & = 1 tak,
Ze f(ng) = ny + k.

Podla (1) v§ak potom

fng + 1) > f(f(ny)) = f(no + k)

o je spor so (4).
Tym je tvrdenie tlohy dokdzané.
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