Czechoslovak Mathematical Journal

Wactaw Sierpinski
Sur un probléme de M. J. Novak

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 1 (1951), No. 2, 97-101

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100020

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1951

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
O delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/100020
http://dml.cz

Czechoslovak Mathematical Journal, Vel. 1(76) 1951

SUR UN PROBLEME DE M. J. NOVAK
W. SIERPINSKI, Warszawa.
(Regu le 19 Avril 1951.)

L’auteur démontre ’équivalence de deux problemes concernant les
suites transfinies des ensembles infinis de nombres naturels.

M. J. NovAxk m’a posé le probléme N suivant. 4 et B étant deux en-
sembles donnés, écrivons B D *4 pour exprimer que A — B est un en-
semble fini.

Probléme N. Hxiste-t-il ou non une suite transfinic du type Q,
{Ne}ecq, des ensembles mfzma N¢ de nombres naturels tels que NeD *N
pour & << n << Q2 et qu'il n'existe aucun ensemble infini A de nombres .
turels tel que Ne D xA pour &£ < Q1

Or, en 1947 Nicoras LusIN a posé le probleme qu’on peut énoncer
ainsi:

Probléme L. Existe-i-il ou non une suite transfinie du type 2 d’en-
sembles infinis de nombres naturels, {Ng}e. o telle que N¢ D *N,, pour & <
< < Q et que les ensembles Ne — N, sont tous infinis pour & <1 << Q,
et qu’il w’existe aucun ensemble infint A de nombres naturels tel que Ng¢ D A4
et que les ensembles Ng — A soient infinis pour & << 2171)

Dans la premiére partie de ce travail je démontrerai que les problémes
N et L sont équivalents.

Dans le volume 35 des Fundamenta Mathematicae, p. 148, en ad-
mettant 'hypothése du continu, j’ai démontré que la réponse au probléme
L est positive. Vu I’équivalence des problemes N et L il en résulte que si
2% = ¥,, la réponse au probléme N est positive. Dans la deuxiéme partie
de ce travail je donnerai une démonstration directe de la proposition que
I’hypotheése du continu entraine la réponse positive au probleme N.

1. Admettons que la réponse au probléme L est positive et soit
{N¢}e< o une suite transfinie satisfaisant aux conditions de ce probléme.
Supposons qu’il existe un ensemble infini 4 de nombres naturels tel que
NgD *A4 pour & < Q. Soit & un nombre ordinal << £2:onadone & < & +
+ 1 < Q et, d’apres la propriété de la suite {Ne}e<o, I'ensemble N —

1) Izvestia de I’Académie des Sciences de 'URSS 11 (1947), p. 410.
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— N est infini et, vu que Ngyq D *4, Uensemble 4 — N, est fini.
Or, vu que
P—QDO(P—R)— (@—R) _ (1)

quels que soient les ensembles P, @ et R, on trouve
Ne—A D (Neg—Net1) — (4 —Nejr)

et il en résulte que ’ensemble Ng— A4 est infini pour & << Q, contraire-
ment & hypothése que la suite {Ngje<o satisfait aux conditions du
probléme L.

Il n’existe donc aucun ensemble infini 4 de nombres naturels tel
que N¢ D *4 pour & < 2. La suite transfinie {N¢}: < o satisfait donc aux
conditions du probléme N.

Nous avons ainsi démontré que la réponse positive au probléeme L
entraine la réponse positive au probleme N.

Admettons maintenant que la réponse au probléme N est positive et
s0it {N¢}e<o une suite transfinie satisfaisant aux conditions du proble-
me N.

Soit « un nombre ordinal << 2. Si tous les ensembles N, — N,
étaient finis pour o << & << £, alors, vu que, d’aprés la propriété de la
suite {N¢}e— o, les ensembles N, — N sont finis pour & < «, les ensem-
bles N, — N¢ seraient finis pour & << Q, ce qui contredit (pour 4 = N,)
aux propriétés de la suite {Ng}eoo. Il existe done pour tout nombre
ordinal x < £ un nombre ordinal § tel que x << f << 2 et que I’ensemble
N, — Nj est infini.

Nous définirons maintenant par I'induction transfinie une suite
transfinie {x¢}e o de nombres ordinaux << 2 comme il suit.

Posons «; = 1. Soit maintenant 4 un nombre ordinal donné, 1 <
< A << R, et supposons que nous avons déja défini tous les nombres ordi-
naux g, out & << 4. Si 4 est un nombre ordinal de 17¢ espeéce, 4 = ¢ + 1,
on a { <A< 0 et, comme nous avons démontré, il existe un nombre
ordinal f tel que n; << # << 2 et que 'ensemble N, — Ny est infini: soit
«; le plus petit de tels nombres §. Si 4 est un nombre ordinal de seconde
espece, soit «; le plus petit nombre ordinal > g pour & << A.

La suite transfinie {«;} est ainsi définie, par I'induction transfinie et,
comme on le voit sans peine, on a og << &, << £2 pour & < 5 < 2. Je dis
que les ensembles IV, e N ay sont infinis pour & < 7 < Q.

. En effet, si ) est un nombre de 17 espéce, n = { + 1, il résulte de la
définition du nombre «, que I’'ensemble N, o — N o est infini, et, si § < 7,
on a £ < ¢, done ag < «; et 'ensemble Ny, — N, est fini. Or, vu que

P—QD(R—Q) —(R—P)

quels que soient les ensembles P, Q et R, on trouve
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Nup— Noy D (Noy — No) — (Nop — V.
et il en résulte que I’ensemble IV, a— N, x, €St infini.

Si 77 est un nombre ordinal de seconde espéce et si & <7, op 4
E+1<n eb ag<<oeypr <o, et Uensemble N, — N, , est infini
(d’apres la définition du nombre xe . 1) et, comme ’ensemble N a— N
est fini et, d’apres (1), on a

Nag — Ny 3 (Vo — Nog ) — (N,

on conclut que I'ensemble N,, — N a, ©st infini.

*E+1

— Nae, o),

Les ensembles N, — N, a, Sont donc infinis pour & <7 << Q.
Posons M: = N, pour & < . Les ensembles M, — Mg =N, —

— No,é_ seront donc finis et les ensembles M — M, infinis pour g <
<< Q.

Or, supposons qu’il existe un ensemble infini de nombres naturels 4
tel que les ensembles A — M sont finis pour £ << Q.

Soit A un nombre ordinal quelconque < 2. La suite transfinie
{xgle<o étant croissante, il existe un nombre ordinal & << Q2 tel que
A <ag etb, les ensembles 4 — Mg = A — N, et N, — Na étant finis,
I’'ensemble 4 — N, C (4 — Nae) + (Na, — Ny est fini. Les ensembles
A — N, seraient done finis pour 4 < £2, contrairement & ’hypothése que
{Ng}e< o est une suite satisfaisant aux conditions du probléme N.

Il n’existe donc aucun ensemble infini de nombres naturels 4 tel que
les ensembles A — M soient finis pour & << Q.

La suite transfinie {Mg}e o satisfait done aux conditions du proble-
me L. Done, si la réponse au probléme N est positive, la réponse au
probléme L est aussi positive.

L’équivalence des problémes N et L se trouve ainsi démontrée.

2. Théoréme. Si 2% = §,, il ewiste une suite transfinie du type 82,
{Nele< o, des ensembles infinis de nombres naturels, telle que les ensembles
N, — Ng¢ sont finis pour & << n < Q et qu’il n’existe aucun ensemble infini
A de nombres naturels tel que tout ensemble A — N soit fini pour & << Q.

Démonstration. Lafamille de tous les ensembles infinis de nombres
naturels ayant la puissance du continu, il résulte de ’hypothése 2% = ¥,
qu’il existe une suite transfinie du type 2, {M¢}e< o, formée de tous les
ensembles infinis de nombres naturels.

Nous définirons maintenant par l'induction transfinie une suite
transfinie {Ng}e< o du type 2 des ensembles infinis de nombres naturels
comme il suit.
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M, étant un ensemble infini de nombres naturels, il existe une suite
infinie 7, n,, ... de nombres naturels distincts appartenant & M. Posons
N, = {ny, ng, n;, ...}. L’ensemble M, — N, sera évidemment infini.

Soit maintenant « un nombre ordinal, 1 << x < Q, et supposons que
nous avons déja défini tous les ensembles infinis de nombres naturels N,
o § < «, et que les ensembles N,, — N sont finis pour & << 7 <« et les
ensembles M — N sont infinis pour & < «.

Distinguons maintenant deux cas:

1. x est un nombre de premiére espéce, x = f 4+ 1. On a donc
p <<« et, d’aprés notre hypotheése, I'ensemble infini Vg est défini. Si
I'ensemble M, — Ny est infini, posons N, = Ng. Si Pensemble M, — Ng
est fini, ’ensemble M ,Ng est infini et il existe une suite infinie n,, n, ...
formée de nombres distincts de cet ensemble. Posons N, = {n, n,,
ng, ...}. Dans tous les cas I'ensemble M, — N, sera infini et on aura
N, C Ny, et, les ensembles N, — N, étant finis pour & <7 <« et les
ensembles Mg — N, étant infinis pour & < «, les ensembles N, — N C
C Ng — N sont finis pour & < «, donc les ensembles N, — N sont finis
pour & < 9 < « et les ensembles M — N sont infinis pour £ < «.

2. o est un nombre ordinal de seconde espéce. Comme & << £, il
existe alors une suite infinie de nombres ordinaux croissants o; <<, <<

< ..., telle que & = limoy.. Comme o, << oy << L pour k = 1,2, .., les
k<o
a1 N“k sont finis pour £ = 1, 2, ... Soit #; un nombre de
lensemble N, . Or, soit £ un nombre naturel > 1. L’ensemble R, =
= (Ng,— Ng) + Ny, — Ny) + oo + (Nop, — Ny, ) est fini et Den-
semble N, — R, est infini. Soit 7, un élément de cet ensemble distinct de
Ny, Ngy <oy N—y. Posons P = {n, n,y, ...}: ¥i ensemble M, — P est
infini, posons N, = P. Si’ensemble M, — £ est fini, 'ensemble M, P est
infini et il existe une suite infinie de nombres naturels croissants k; <
< ky < ..., telle que n;, e M, P pour i=1,2,... Posons alors N, =

= {ny,, Ng,, N, ...}. L'ensemble M, — N, sera donc infini.

ensembles NV

Soit maintenant & un nombre ordinal << «. Comme lima, = «, il

k<o
existe un nombre naturel [ tel que & << oy << &, et il résulte de notre hy-
pothése que Uensemble N,, — N est fini. Or, on a pour k > I:

Nojy = Noy C(Noy — Nog_y) + Nayy — Nog_o) + - +
’ +(No¢l+1—Nal)CRk
d’ot N, — R, C Ny, done, d’aprés ne N, — By, on trouve ny e Ny
pour £ > 1. Comme k; < ky < ..., on a k; =>4 pour ¢ =1, 2, ... done

Ty, € Nal pour ¢ >l et, comme N, = {ny,, ng,, Ng,, ...}, on voit que 'en-
semble N, — N, est fini. Vu que N, — NeC (Ny— Na) + (N — Ne)
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et que, d’apres & < o << x, I'ensemble N, — N¢ est fini, on conclut que
Iensemble N, — N¢ est fini (pour & << x).

La suite transfinie d’ensembles {N¢}e— o est ainsi définie par I'in-
duction transfinie et les ensembles N, — N sont finis pour & << << et
les ensembles M — N sont infinis pour & < Q.

Supposons maintenant qu’il existe un ensemble infini de nombres
naturels 4 tel que les ensembles 4 — N sont finis pour & < L. Vu la
définition de la suite { M g}¢ o, il existe un nombre ordinal x << £, tel que
A= M,. L’ensemble 4 — N, = M, — N, étant, comme nous savons,
infini, cela contredit & 'hypothése sur 'ensemble 4.

Notre théoréme est ainsi démontré.
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