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SURFACES REGLEES QUI SONT ENVELOPPES DE SPHERES

KAREL HAVLICEK, Praha.
(Regu le 26 juin 1951.)

Le résultat principal de cet article est donné par le théoréme suivant:
Chaque surface réglée (engendrée par des droites réelles) qui enve-
loppe une famille de sphéres dépendant d’un paramétre est une surface
de révolution.

I. II est bien connu qu’il existe des surfaces réglées qui sont des
enveloppes d’une famille de spheéres dépendant d’un parameétre. Ce
sont, par exemple, les surfaces réglées de révolution. En nous bornant
aux surfaces engendrées par des droites réelles, nous pouvons démontrer
que cet exemple donne toutes les surfaces de cette sorte. La démonstra-
tion fait ’objet de cet article

L’idée de cette démonstration est trés simple, car on connait les
scalaires au moyen desquels nous pouvons déterminer les surfaces en-
veloppes de sphéres (c’est & dire les surfaces qui enveloppent une fa-
mille de sphéres dépendant d’un parameétre) ou les surfaces réglées. I1
suffit de chercher les solutions communes de deux équations différen-
tielles (aux dérivées partielles) suivantes:1)

u,,Muaﬁ,P’“"PlﬂPl“/ =0, (1)
Uy (B pyl?*WPBRIY = 0, (2)

Ol Uypys Byrps PH. W sont des tenseurs symétriques. Ces tenseurs étant
convenablement choisis, I’équation (1) donne la condition nécessaire
et suffisante pour qu’une surface soit une surface enveloppe de sphéres,?)
Péquation (2) donne la condition nécessaire et suffisante pour qu’une
surface (dontla courbure totale de Gauss est négative) soit une surface
réglée.?) :

Nous pouvons simplifier le calcul. Considérons la surface enveloppe

1) Je suprime le symbole de sommation d’aprés un indice grec muet (x, 3, ...
e Aty oo =1L II).

2) Hawliéek {11, p. 30, théoréme (3,5). (La bibliographie est placée & la fin de
I’article. Les chiffres entre crochets, qui suivent les noms des auteurs se rapportent
a cette bibliographie.)

3) Hlavaty 2], p. 438, théoréme (2,1) ou Hawlitek [1], p. 32.
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de sphéres générale. Elle satisfait certainement & 1’équation (1) et notre
probléme se réduit a la solution de ’équation (2). Parce que les sphéres
en question dépendent d’un seul parameétre, notre calcul conduit fina-
lement aux équations différentielles ordinaires (sans denvees partielles)
— voir les équations (27).

2. Désignons par z, ¥, z les coordonnées cartésiennes rectangulaires
dans I’espace euclidien & trois dimensions. Choisissons la notation et la
terminologie bien connue:?) un vecteur v dans cet espace aura trois
composantes v, v,, v,; désignons par U .v = umw, + ww, + u.v, le
produit scalaire de deux vecteurs u, v et convenons d’appeler rayon
vecteur r le vecteur d’extrémités (0, 0, 0) et (z, ¥, 2).

Considérons une courbe réelle ' et désignons par u I’arc de cette
courbe. Le rayon vecteur d'un point quelconque de cette courbe est:

r=r(u) (3)

et supposons que les composantes de ce rayon vecteur soient des fone-
tions réelles de I’arc v admettant des dérivées continues jusqu’au troisi-
éme ordre dans un intervalle #; << u << u,. Nous négligeons les points
singuliers de C. Désignons par t, n, b les vecteurs unitaires des directions
de la tangente, de la normale principale et de la binormale de C. Le dé-
terminant
| 24 t,. t,
Mgy Ny Ny | =y = £ 1 4)

x> kR z
étant orthogonal, nous avons

t.t=1 n.n=1, b.b=1, (5)
t.n=0, t.b=0, n.b=0.

Désignons par k, k, les courbures scalaires de la courbe C et supposons

ky # 0. (6)
On a donc les formules de Frenet bien connues (les accents désignent
d(...
les dérivées par rapport & u, c’est & dire (...) = - ilu ) (...) =
. dz(...)
=)
t' = Fknn, n"=— kt+ kb, b’ = — k,n. (7)

Supposons que cette courbe C soit le lieu des centres des spheéres
de rayon r, olt r = r(u) est une fonction réelle du parametre » admettant
des dérivées continues jusqu’au troisiéme ordre (dans 'intervalle u, <
< u << uy) et telle que

4) Hlavaty {2].
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0<r< 0. (8)

De la théorie générale des surfaces enveloppes,5) nous pouvons déduire
les équations de la surface enveloppe de ces sphéres. Si nous désignons
par R le rayon vecteur de cette surface enveloppe de sphéres, nous
avonss®)

R = r — trr' ++ o(n cosv + b sinw), 9)

ol r est le rayon vecteur (3), le paramétre v variant dans l'intervalle
0< v << 27, et ot
e dr
=4rjl— (@02 (r=-— 10
o=+rT—(% ( du) (10)
est le rayon de la caractéristique circulaire de la famille de sphéres con-
sidérées. La surface (9), qui est rapportée aux parameétres . v (v =
= const sont les caracteristiques circulaires, donc les lignes de courbure)
n’est pas une surface de révolution, puisque par suite de I'inégalité (6)
la courbe C n’est pas une droite. En résumant ces résultats auxilliaires,
nous avons:

Lemme: On peut définir chaque surface enveloppe de sphéres (les
surfaces de révolution exceptées) par Uéquatiin (9); cette surface est rapportée
aux paramétres u, v (U, << u <<y, 0 v<<2m), les circonférences
u = const forment un des systémes de lignes de courbure de cette surface.

Remarque. Nous ne considérons que des surfaces réelles, c’est
pourquoi nous supposons
<1, (11)
c’est & dire
0> 0. (12)

8ilon avait ' = 4- 1, donec p = 0, la formule (9) réprésenterait seule-
ment une courbe réelle.
3. Employons la transformation

v dv 2

v = 2 arctgt, t:tgé’ai: -+ 0, (— oo <t<+ o).

I
L’équation (9) devient

) 1—¢2 2t
R=r—trr +9["i‘4?72+"1172’]'

La surface considérée est maintenant rapportée aux parametres &I = u,

(13)

5) Voir par exemple Hlavaty [2], p. 103—112.
) Voir par exemple Lilienthal 3], p. 64.
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&I — t. En écrivant R, = on peut déduire de la formule (13)

R
@7
3 Pajde des formules (7) les équations suivantes

Ry =Ut+ Vn-+ Wb,
_ 2 e
Ry = (1—_}_72)—-2[— 2tn + (1 — ¢2) b]

ou U, V. W sont les expressions suivantes:

i 1-—12
U:l-—( ) — " _911+t2
S Il”ﬂtz—* ! |
V=op 1+t2 Qk21+t2 rr'ky (14}
1— 12
W=

o 1+t2+92]+t2

Des formules (10) et (12) nous pouvons facilement déduire lesidentités

— 12
e[Vl L ]:Urr’,

142 14
: (15)
2t 1—¢2
Vgt W=
oli 'on a posé .
C)t

11 42

Les équations (15) permettent de caleuler V et W & ’aide des expres-
sions U et q. Toutes ces réductions faites, le premier tenseur fondamentat
ay, = R, . R, de la surface (13) devient [voir les formules (5)]

q = oky -+ 'k (16)

Uszr2
“hr =@ T
D)
=09
LI 10 Sl g
4p?
_ Ay = ‘(1 I
avec le déterminant
o | | U
Grp Oqrpr| (L4
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Remarque. Nous supprimons le cas 42=0, c’est & dire U= 0
[voir U'inégalité (8)]. L’équation U = 0 détermine 1’aréte de rebrousse-
ment de notre surface enveloppe de sphéres,?) alors les points U = 0 ne
sont que les points singuliers de la surface (13).

Désignons par ¢ le signe de U =+ 0,
g=signede U= +1

et choisissons 4 > 0; i] s’ensuit que nous pouvons écrire

2:3Ur
TiFe-
ATaide du tenseur a,, on peut construire les symboles de Christoffel
. - , , oUu
{ ,{;L} (la connexion métrique). En écrivant, pour abréger, U, = P
/! ’

oq
Qy = 517, nous avons

1 Urer'y” rqz 2t
I
{re} Zf][Uu‘}‘ o i ]‘191+tz]

1 Up" | r'g2 2t
Ui =0 = U[—Z’_ — — kg 17;2]

(I _ 1}:*2@ B2t e
IS = {III U(] _|__ tz) 1 1 + 2 r

1 tz 2 r "
=" oa, — oo, T2

Uzr? r'q 2
* (?‘ * 92) (7 —h m)]

Les composantes b, , du deuxiéme tenseur fondamental de la surface
(13) ont les waleurs suivantes [y est le signe du déterminant (4)]:

€ r2
by = _g[qz U+ -—]

7). Lilienthal [3], p. 67.

, R
IrIrs — [7,',( + t2)
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2ey0q
an:an‘“ ( :_tg)

4eyp®

brrpr = 0T B + 0
Il s’ensuit
birs brpp 4U [ 1— t2]
Bz — — r "
buup by U+ 82 the 1412

Si 'on désigne par K la courbure totale de Gauss de la surface
considérée, on a
B2 1 Y 1— g2
K:;?é: U 2[1‘1‘ +klgm§]. (17)
Théoréme |. Chaque surface enveloppe de sphéres qui est différente
d’une surface de révolution est une surface non développable.

Démonstration. Les surfaces développables sont caractérisées par
I’équation K = 0. Dans notre cas la formule (17) donne rr”(1 -+ 2) +
+ k0(1 — ?) = 0, c’est & dire

B(rr" — ko) + rr" 4 ko= 0. (18)

L’équation (18) n’est quel’équation d’une courbe surlasurface considérée,
car elle ne peut pas étre satisfaite en tous les points de cette surface. On
peut le voir immédiatement: en effet, si I’equatlon (18) était satisfaite
pour toutes les valeurs de ¢, on aurait 77" — k0 = 0 et 7" + k0 =0,
c’est & dire 77" = 0 et k,0 = 0, ce qui contredit les conditions (6) et (12).

Il résulte du théoréme 1 que nous avons
K # 0, donc B2+ 0 (19)

en tous les points de la surface (13) (excepté les points d’une certaine
courbe), et que le tenseur b,, est du rang 2. Cela nous permet construire
le tenseur #** qui est donné par les relations

0 pour » % u
Av —_

bauhtr = w 6;—{1 pour v = f4.
On a

wit = barrr oo pror— parr — by prrir by,
B? B B?
Ecrivons

a
bw,ui. - 85"’ /t\ {pw}ba/\ IAaw}b/la‘
Ces expressions bppr e sont que les composantes covariantes d’un ten-
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seur symétrique (b 1 = b(w,)-8) En employant les formules précéden-
tes, nous avons dans notre cas

burr = % [# 3r'g® + drkyg - + Uyr+ Ur' — — (Ur Orr'r”)]

1+2

, 4e t ,
briar = brprr = b= 3(1 :—Qtz) [k1r1 + tz—-rq]

4eyr'p?
721+ )2

b

11111 =— 1'11111 =l =
bry =20

4. La surface (13) est une surface enveloppe de sphéres, elle satisfait
alors & la condition (1). Nous pouvons le vérifier trés facilement, parce
que le troisidme tenseur @, , de notre surface est de rang 2; (@r@rr 7 —

4
— Q%= — = i_ )i # 0); Llhypothése assurant lexistence des
tenseur P* et u,,, est alors satisfaite.?) Nous avons, dans notre cas,
PII —Q, Urrr="rrrr = "1y 11=0,19) T’équation (1) est alors satis-
faite et il ne reste qu’a chercher les solutions de I’équation (2).

Les inégalités (19) permettent de construire le tenseur a,,,. En
notant
1 0K A20K
Ey= por =2 om:
K o0& B2 o&*
ol K est donné par la formule (17), nous avons:11)

8) Hlawvaty [2], p. 336—337.

) Hawlidek [1], p. 22, 27—31. Remarque. I1 y & une faute d’impression dans
le travail cité, p. 22; les formules (1,6) doivent avoir la forme

PII — L1 11 pIir — pII — Q_I_LI, PIIII _ Qi .
@2’ @2 @)
10) TLe tenseur Uprp était construit & 'aide d’un certain tenseur symétrique

vyap (voir Havlitek [1]) Mais nous pouvons calculer les composantes u,) , &1’aide
des formules du paragraphe précédent, parce qu'on peut démontrer 1’égalité

Ypap = — byua (voir Mathematical Reviews, Vol. 11, No 5, p. 396).
1—
1) Pour déduire la formule pour K, il est utile d’écrire " + k0 —— T i
2
= f— — U dans la formule (17).
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42Ur2"r" + U 02 2y
KI == X + s )

Bre(1 + 2)2 »
16k,08
22(] ,}T'tz)4‘

Les composantes @,,, sont données de la maniere suivante:

11—

av/\/z = bw\//, - %[Kvb/\/z. _}‘ Klbrﬂ + K,ubw\]a (20)
et elles satisfont aux équations!?)
awlﬂh;"": 0’ (V - I, 1[) (21)

Désignons par S le scalaire
S = av;‘#aaﬂyh”"‘hlﬂhwy
alors § =0 n’est que I’équation (2) qui est la condition nécessaire et
suffisante pour que la surface (avec K << 0) soit une surface réglée 12)

Le tenseur a,,, étant symétrique (@,1,= @uau), NOUE pouvons
exprimer le scalaire S & ’aide des composantesa; ; 1,7 7 17:% 11 11:%1 11 1
ce qui donne:

S = a2, , (M3 3[a2,, k11 4 a2, W H|[WI R - 2(RTI1)2] 4
+ a2, (A1) | 6, @, (BT HET -
T+ 6, 1, gy g PP (R - 2, 11 @y gy (WP + (22)
- 12&,,,,a,”"h’”[k”h”" 4 (2]
A 68, 4 1y g gy (RFHZRATIL | TR (et

En employant les équations (21), nous pouvons simplifier la formule
(22). Les équations (21) sont lenéaires par rapport aux composantes
a,y,; il est alors facile d’éliminer ayyy ebay g 7y des équations (21) et (22).
Cette éliminatioh est possible, parce que nous avons Af & 0. Nous
obtenons ‘

4

S = e [AILpI I _ (prizy2)e [azzzlzzh'11+ 20, 1y 100 a1 PP a?”l"kou.
(23)
Dans notre cas, la formule (20) donne
2ep0® 4k qt
M= T B ey [w”z"’“” + 22 (Uu tiie) T
48eyk gt B (1 tzf]
§ 1

Grrrir = — Bl LB

) Hlavaty [2], p. 435—440.
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.

Portons ces expressions dans la formule (23), et remplagons U €t ¢ par
les expressions correspondantes. [Voir les formules (14) et (16)-] Ayant

1

2

BIIRITII _ (RIIIYR —

on obtient

28gy 8
LA, S s 24
B2, | r7(1 4 #?)14 p(t) (24)

ol p(¢) est un polyndéme en ¢ du 8¢ degré:
8
p(t) = X ctt.
i=0
Si nous posons pour abréger
f=@r'r" + 1) o+ 3rr'ky[1 — ()2 — "] 4 o2k — 201’ 0k%,
g=(3r'r" 4+ r")y o — 3rr'ky[1 — ('@ — r1"] — o2k, — 201 ok,
les coefficients ¢; du polynéme p(¢) sont les suivants:
¢ =1
¢, = 402k, k,f
o = 40%%3k2 — 36r2k3{rr"[1 — (r')2 — r"] + oky[1 — ()2 —
— 2rr"] — %3} 4 4[(3r'r" 4 1) o + drr'okE] f
cg = 4%k kol f + 2(3r'r" + rr") o + 8rr'ok3]
¢, = 4[(3r'r" 4 rr") o - 4rr'pk2]? —  (25)
— 2023 [1 — ()2 — rr"] + o2} + Botk2k2 + 2fg
o5 = 402k, ky[g + 2(3r'r" + 11") o + 8rr'ok?]
cg = 40%%2k2 — 36r2k3{rr"[1 — ()2 — rr"] — pky[1 — (r')2— 2r7"] —
— 02k2} + 4[(3r'r" + rr") 0 4 4rr'ok3] g
Cq = 40%k;kog
g = ¢*
Ces coefficients ¢; sont alors des fonctions continues du parametre
% dans intervalle u; << u << u,.
Le théoréme suivant n’est qu’un théoréme auxiliaire:

Théoréme 2. 11 existe des points (u, t) de la surface (13), pour lesquels
le polynéme p(t) de la formule (24) est différent de zéro.

La démonstration de ce théoréme se fait par 'absurde. Il suffit de
démontrer que la supposition contraire

pt) =0 (26)

(en tous les points de la surface considérée) conduit & une contradiction.
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Le parameétre.¢ varie dans lintervalle — o0 << ¢ << 4 o0, done on
déduit de Uhypotheése (26)
c;=0, (i=0,1,...,8). (27)
Ces équations sont des équations différentielles pour les fonctions 7, g,
k,, k, du parameétre u. Les équations ¢y = 0, ¢g = 0 donnent [voir les
formules (25)]

§=0,9=0 (28)
Il s’ensuit f + g = 0, c’est & dire que
(Br'r" 4 ") o — 211"k = 0. (29)
Les équations (28) et ¢; 4 ¢; = 0 donnent
0%k, ke[ (3r'r" + r1") @ A dor'gkf] = 0. (30)

11 faut maintenant distinguer deux cas: 1. &, = O (la courbe C est
une courbe gauche); 2. k,= 0 (la courbe O est une courbe plane).

1. k, # 0. L’équation (30) donne, en vertu des inégalités (6) et (12)
[k, + 0, o % 0]:
(Br'r" + 1r") o + 4rr'ok? = 0.

”

En éliminant Pexpression (37'r” + rr”) o entre cette équation et1’équa-

tion (29), nous obtenons

rr'pk? = 0,
done
r =0,
alors r = const. On en déduit que I'équation c, — c¢g = 0 devient
r2ok$ = 0,

ce qui est en contradiction avec les hypothéses 7 >0, 0 >0,k = 0 —
voir (8), (12), (6). Il s’ensuit que, dans ce cas, (k ,4 0), lhypothése (26)
ne peut pas étre réalisée.

2. k, = 0. Dans ce cas il résulte de ’équation ¢, + ¢ = 0 et des
formules (28), (8), (6) que
rr’[1 — (r')2 — "] — %3 = 0.
Par suite de cette équation et des équations (28), (29), la condition

¢, = 0 devient
(6rr' okB)? — 367202k} = 0.

En nous référant de nouveau aux inégalités » > 0, p > 0, k; % 0, nous
avons
(R —1=0

ce qui est en contradiction avecla condition (11). Done, dans ce deuxiéme
cas, (k, = 0), Phypothése (26) conduit aussi & une contradiction.
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Le théoréme 2 est alors démontré. Il en résulte le théoréme suivant:

Théoréme 3. La surface (13) n’est pas une surface réglée.

Démonstration. Laissons de coté les surfaces a pointsa courbure totale
positive, (K > 0), car, dans ce cas, notre théoréme est évident.13) Sup-
posons alors K < 0. La surface (13) étant une surface non développable
(voir le théoréme 1), la condition nécessaire et suffisante pour que
cette surface soit une surface réglée, est § = 0,14) ou S est donné par la
formule (24). Mais il est facile de voir que cette équation se réduit & la
condition (26) qui n’est pas satisfaite ici (voir théoréme 2). Il s’ensuit que
la surface considérée n’est pas une surface réglée.

5. Lerésumé de notre étude est alors donné par le théoréme suivant:

Théoréme 4. Etant donné une surface réelle qui enveloppe une famille
de sphéres dépendant d’un paramétre, la condition nécessaire et suffisante
pour que cette surface soit une surface réglée (engendrée par des droites
réelles), est que cette surface soit une surface réglée de révolution, donc un
cylindre de révolution ou un céne de révolution ou finalement un hyper-
boloide de révolution réglé.

Démonstration. En vertu de notre lemme et du théoréme 3, il ne
reste qu’a chercher les surfaces réglées qui enveloppent une famille de
spheres considérée parmi les surfaces de révolution.
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