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Итак, рассматриваемая решетка Л не имеет решети 
точек Ф О, которые были бы внутренними точками М^- Это 
ведет к противоречию. 

Этим доказано, что каждая решетка с определителем = Л 
и с точкой решетки А + Р на дуге KP имеет по крайней мере 
одну точку решетки Ф О, являющуюся внутренней точкой Мм-

11. Тела Ш^. 

дальнейшем мы будем обозначать Ш^^ тело в плоскости 
(х, ^), определенное неравенством 

х^ + Nxhj — xhf — Nxy^ + ^^ <: 1, О f̂  X < 2. (1) 
Pjv будет обозначать границу 9îjv, которая дана уравнением 

х^ + Nx^y — x V — Nxy^ -^ у^ =.1^ О £N < 2. (2) 

Легко доказать, что Ш^^ — звездное тело. Р^ проходит через 
точки Р = (1, 0), Q -^ {I, 1), R = (О, 1), S == (—1, 1) и через 
точки, сР1мметричные с ними относительно начала О, которые 
будем обозначать последовательно Р ' , Q\ R\ S'. Легко найдем, 

что точка F = (cos(^, smöc), где а = -|arctg >т- , является точкой Р ,̂. 
О 

Преобразованием 
г̂  = X cosf л — Y sm|̂ /% (3) 
у = X sin-joc + F cos-|-Ä 

получим уравнение для Pj^ в виде 
i(5 + t) Х4 + i(5 — Ш) Х272 _̂  1(5 + t) Y^ - 1 

где t = /̂9 -f 4X2, откуда для О ^ X < 2, 3 £t < 5 (итак 
коэффициент 1(5 — 3̂ ) .^ — 1, -ЦЬ + 0 ^ 1 ) - По (^) î̂  сим­
метрична относительно оси X, оси Y и прямой X = F (а также 
относительно Y = — X). 

Точки симметричные относительно оси X с точками Р , Ç, 
. . . , S' обозначим Р , Q, . . . , S'. Точки, в которых ось X пересе­
кает прямую ж = 1, или-же х = — 1, обозначим (?, или-же G'. 
В этих точках прямые QS' и S'Q или-же SQ' и SQ' пересека­
ются. Точки, в которых ось Y пересекает прямую у = — ^ 1 , 
или-же у = 1^ обозначим ö^, или-же (?{. 

Ясно, что точка G является точкой отрезка PQ (ибо а = 
2Х 

l^arctg-^ < 1л). Итак^ прямая Y = Х^ или-же Y =^ — X 7 



также пересекает отрезок Q'R\ или-н^е PS' в точке iC ,̂ или-же 
B f / , 

Прямая X = 1 пересекает Р^ в точках Р, Q, AS' И В точке 
(1,Ж). ЕСЛИ N^ 1, то дуга PQ грашщы Р^, ограниченная 

Фиг. 2. Область а;* f Nx^y — х^у^ — Nxy^ + ?/* ^ 1; iV = 1,5. 

точками Р и Ç, пробегает внутри квадрата с вершинами О, Р, 
Q,R (следовательно, подпрямойх== 1). Если 0 < Ж < 1, то часть 
дуги PQ: дуга, ограниченная точкой Р и точкой (1, Ж), пробе­
гает под прямой о; = 1 (и абсцисса их внутренних точек < 1) 
а вторая часть PC, ограниченная точками (1, N), Q пробегает 
над прямой X ^ i (и абсцисса их внутренних точек > 1). Если 
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ж = о, прямая X = I касается кривой Р^ и вся дуга PQ на­
ходится над прямой X = 1. Но в этом случае ось X также со­
впадает с осью X, (^ = 0) и квадрат с вершинами (dzl, ±1) 
вписан в границу Р^, касающуюся этого квадрата в центрах 
его сторон. 

В дальнейшем исследовании 31̂ - мы будем предполагать 
(если не будет оговорено) О < Л .̂ 

Прямая ОР пересечет прямую х = 1 в точке (1, tgöc). Так 

как tgoc < tgix = —„- < х¥, абсцисса точек дуги РР оудет 
О 

1, где знак равенства имеет место только для точки Р . 
Точки пересечения оси X с Pj^ обозначим H и Н'\ оси Y 

с Р^ обозначим H и /Г; прямой Y == X G Pj^ обозначим L^ L'; 
прямой Y = — X G Pjy обозначим L, L'. Итак P^ сложено из 
8 симметричных дуг с дугой НР'^ из 8 симметричных дуг с дугой 
PQ и из 8 симметричных дуг с дугой OL (по оси X, Г, Y 

В полярных координатах Pj^ дано 
X). 

8 
Q 5 4- tG084:(p t = ]/9 + 4:N\ 

Отсюда видно, что радиус-вектор точек дуги HL возрастает при 
переходе от точки H к L. Отрезок ОН является минимальной, 
OL максимальной величиной радиус-вектора точек кривой Pj^. 
Обозначим 

ОН 
4 

8 
5 t ^min 

Так как 

прямая Y 

OL 8 
5 —t 

(J гаш 
8 

Ртах 

t <1, 

1 
^min 

проходит через точку ТУ̂  = |0, 
1 

лежащую вне Ш^. Исследуем точки пересечения 
с Р^. Ддя абсциссы этих точек получим из (4) 

Qmin 
ЭТОЙ прямой 
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XI 
!К 

I 64 — 40^ + ^t'^ 

8 5 + t 
8 

1 
Итак прямая Y ^ пересекает P̂ r в 4 точках. Обозна 

ЧИМ ИХ последовательно В^ С\ D, Е (так, что В имеет минршаль 
ную, Е максимальную абсциссу). Докажем 

Свойство (А). Отрезок BE > 2д 
Нужно доказать 

min 

4(3^ — 5 -t- /̂64 — 40^ + 8̂ 2) > 4 . 8 

3t + ]/б4~1Г4()^'^2 > 13. 

Для t = 3 левая сторона = 13. Далее, левая сторона — возрас 
тающая функция для ^ ^ 3. Этим свойство {А) доказано. 

min Свойство (S). Отрезок CÎ) < Q 

Нужно доказать 
4( 3̂  — 5 — |/бГ:1Г4Ш~+~8У) < 8 

или 
— 7 < 1/'б4 — 40^ + 8^— 3 .̂ 

Для ^ = 5, правая сторона = — 7 и является убывающей 
функцией в интервале (3, 5). Этим доказано свойство (В). 

mm Свойство (С). Отрезок ВС = DE < Q 
Нужно доказать 

ч 

^ ,, 3̂  — 5 — |/^+~1()^'^~39 1 /~~ "8̂  
(Xj, — Х^у = :^-j=^ < 

8"" 
или 

•Ч: 

5—]'t" + 10̂  — 39 < 4. 
Для]^ = Зидля^ = 5 левая сторона неравенства — 4. Докажем, 
что 

{3t — 9)2 <t^ + lot ~ 39 для 3 < ^ < 5, 
или--: 

что правильно J ибо давая сторона имеет корни ( ^ 3, iç ^ 5, 



Свойство (D). Криволинейный восьмиугольник со сторо­
нами QHQ, QS\ Ä'i/Ä, SQ' и со сторонами с ними симметрич­
ными относительно начала является частью ^Kjy. Это тело обоз­
начим Ж^. 

Доказательство . Легко найти, что каждая прямая, пер-
пендукулярная к прямой Y =^ X (а. также каждая прямая, 
перпендикулярная к Y = —X) , пересекает Pj^ как раз в двух 
точках (симметричных относительно F = X, соотв. Y = —X) . 
Итак, дуга S'LQ лежит по противоположную сторону прямой 
'S'Q, чем начало (кроме точек S'^Q). Аналогичные утверждения 
имеют место для дуг, симметричных относительно оси X респ. Y. 

Свойство (£). Прямая, проходящая через точку Р = (1,0) 
внутри угла Ö'i?-B (лежащего под осью х), пересекает кривую 
Pjvr как раз в одной дальнейшей точке. 

Доказательство . Прямая х = ху -{- I, проходящая через 
точку Р в обозначенном углу, очевидно, не пересекает Р̂ , над 
осью X (так как эта часть прямой лежит под прямой РЕ, которая 
перпендикулярна к Y == — Х). Для ординаты у точек пересе­
чения Ф Р этой прямой с Pj^ получим 

(к^ + NK^ ~К^ —NX+ 1)У^ + {4.к^ + 3Nx^ — N — 2к) г/ 
+ (6;̂ 2- + Шк ~1)у + 4.к-\- N -= О ' (5) 

или — если обозначим Ф{к) — }ь{к, 1) 

Ф{к) у^ + Ф\к) г/ + \Ф"{к) у + W"{>^) = 0. 
Легко установить, что в случае к =^ i лишь одна точка пересе­
чения Ф Р а именно Р ' = (О, —1). Итак, если О <, к < i (часть 
прямой под осью X проходит под прямой PR'), то ордината 
должна быть для всех точек пересечения > — 1, откуда урав­
нение (5) должно иметь или 1 или 3 корня > — 1. Если ;̂  > 1, 
ордината всех точек пересечения ф Р у <—1,и уравнение (5) 
должно иметь или 1 или 3 корня < — 1. 

Если настанет вторая возможность, очевидно 

< 1 в случае Ü <к < 1, 
Ф(к) 
Ф'{к) > 1 в случае к> i. 
Ф{н) 

Но если 0 < ; ^ < 1 , то 0<Ф{к) = Цк, 1 ) < 1 ; т а к к а к точка 
(н, 1) — внутренная Tv04Ka %, а если п-;> 1̂  то Ф{к) == Цк^ 1) > 
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> 1, так как {к, 1) — внешняя точка dijf. Итак, число {log0(H))' = 

= - > 1, соотв. < 1, для \) < к < 1^ соотв. к> I. 
Таким бразом уравнение (5) может иметь только один вещест­
венный корень. 

Обозначим К точку пересечения прямой P'Q' с прямой 
SQ. Легко высчитать, что точка К будет внешней точкой 9Î̂  

в случае О < Ж < | 5, i^- точка Р̂ г, когда Л^==]/5, К является 
4 

внутренней точкой Э1̂уг в случае У5 < Л̂  < 2. Обозначим 9t̂  
тело ограниченное дугой кривой Р^ кроме четырех дуг, сим­
метричных с дугой QLS'. В этих частях SR̂  ограничено сторо­
нами симметричными с отрезками Q'K ж К8. Очевидно, что 

4 

Ж^ звездное тело и 5R̂  С 3ti\r в случае ]/'5 ^ i\̂  < 2. 
4 ^ 

Свойство (F). В случае О < N < ]/5, дуга QL не содер­
жит точек перегиба. 

Доказательство . Для кривой 

мы нашли (§ 9, свойство {G)) следующее условие для координат 
точек перегиба 

Х272 
3/̂ 2 — 12 

Если положим в нашем случае (4) 

2(5 — 3 )̂ , 8 
[Л = ~—,—7"~ ? ^ 5 + ̂  5 + t 

то для координат точек перегиба справедливо 

3 « ( 5 — « ) • 

Если Xi, Fl являются координатами точки Q, то 
ч̂  Zi -= |/2 cos(|л: — \о^\ 7i =- 1/2 sin(i7ir „ 1 )̂ 

И 

«Äj-i ;̂  ^̂ ^̂  COS (Х ^̂̂ =̂̂  Т^ % 
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Из уравнения (4) вытекает 

^ 2 7 2 ^ \Qmin 
t t 

Итак для точки (X, Y) дуги QL 

Х2У2 ^ xfYf t + 3 
"2^ 

4 

Достаточно будет доказать, что, если О < iV < У5, то 
^ 4 - 3 3^ — 5 

1> 
2^ 3^(5—^) 

или 
3iÇ2 < 55. 

Если Л̂  < |/5, имеет место 
3̂ 2 3= 27 + 12^2 < 27 + 27 < 55. 

Этим доказано свойство (F). 

И . Доказательство теоремы 5. 

На основании леммы 9 можно формулировать Теорему 5 сле­
дующим образом 

Теорема 5а. Пусть N — вещественное число^ О ^ N < 2; 
Л решетка с определителем Л = 1^ точка которой А леэФсит на 
границе области Mj^^ определенной следующим неравенством 

х^ + Nx^y — х^у^ — Nxy^ + 2/̂  ̂  1 • 
Тогда существует по крайней мере одна точка решетки Л, 

отличная от О и от. точки — Л, принадлеофсащая к Ш^. 
Если N = О, то существует только одна решетка, все 7почки 

которой, неравные О, леэ4€ат на границе или вне области Э1,у, 
а именно 

^ = ^ 'о, 1 
Если О < iV < 2, единственными решетками, не имеющими 

кроме начала других точек внутри Ш^^^ будут 

^1 "= А L lb ^2 = ^а . где ^ = | a rc tg О, 1/ \—вшл, coS(9c/ 3 
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Доказательство . Случай N ^-= 0; утверждение является 
следствршм теоремы Минковского. 

Случай О < N <2. 
/1 0\ 

Решетка Л — Л L ' I имеет следующие точки на гра­
нице Ш^: ( ± 1 , 0 ) , (О, ±1), ( ± 1 , d=l). Докая^ем что не су­
ществует дальнейшей точки этой решетки, ОТЛРГЧНОЙ от начала, 
которая бы принадлежала к SR̂ ,. 

Точки решетки Л х ^ Х^ у = Y, лежащие в 9î,v, даны цело­
численными решениями неравенства 

Х^ + NX^Y -™ X^Y^ — NXY^ + Y^ = (Х^ — 7 )̂2 + 
+ Х^Г^ + NXY{X-^ — î"') ^ 1-

Это неравенство имеет следующее решение Ф (О, 0): 
1. Если Х Г ( Х 2 — Г 2 ) _ ^ 0 : ( ± 1 , 0 ) , ( 0 , ±1), ( ± 1 , =tl). 
2. Если Z7(Z2 — 72) < О, то 

Х^ — Х272 + 7^ + NXY{X^ — 72) > Х4 — Х272 + 7^ + 2X^Y ~ 
— 2XY'' = (Х2 + XY ~ 72)2 ^ 0. „ 

Итак для всех решений 
Z2 + Х 7 — 72 = 0. 

Но это равенство имеет только одно решение (О, 0). 

Из-за симметрир! т^ решетка Л = Л\ . , где 
^ ^ , \—sm^ cosa/ 

а = \ arctg-7^- , имеет также как раз 8 точек, отличных от 
О 

начала на границе 91̂ .̂ 
Разделим доказательство теоремы 5 на четыре следующих 

утверждения: 
Утверждение 1. Пусть А решетка с определителем — 1, 

одна ее точка А является внутренней точкой дуги PHP. Тогда 
существует хотя бы одна точка решеткРт ф О, которая является 
внутренней точкой Э1 .̂ 

Если А не является примитивной точкой решетки, то до­
казательство отпадает. Пусть А примитивная точка решетки. 
обозначим О А = а < 1^ р —- прямую параллельную с прямой 

1' ' О А на расстоянии - от начала и пусть начало лежит над 

прямой 2̂ . Прежде всего точка G^ лежит над р и поэтому точка 

46 



(/), в которой прямая J) пересекает ось Г, является внешней 
точкой 3ftjvr- Это видно из того, что х{А) < 1 и площадь тре­
угольника с вершинами О, Л, (i) = \. Во вторых, прямая 'р 
пересекает отрезок JS' во внутренней точке (2). Итак точка {2) 
будет внутренней точкой Э1̂у̂. Так как, очевидно, точка (2) не 
может лежать над или на прямой G^J, потому что {!) лежрхт 
под ö j J и угловой коэффициент прямой р меньше углового 
коэффициента прямой G^J. Если бы (2) лежала под прямой 
G^S' или (2) = S\ то прямая р пересекала бы эту прямую 
в точке (2)' так что угловой коэффициент прямой 0(2)' был бы 
больше или равен — 1 , итак прямая параллельна с ней через ^4, 
пересекает ось х в точке А' ^ так что О А' > 1. Это в противо­
речии с тем, что площадь треугольника с вершинами Ö, (2)', 
А' равна \. Точно также можно обнаруя^ить, что прямая р пере­
секает отрезок KQ' во внутренней точке (3). Итак, точка (3) 
будет внутренней точкой ^^. Так как точка (2) лежит между 
точками (2), (3), прямая р пересечет границу Р^ в 4 точках, 
которые обозначим последовательно 5 , С, D, Е. Очевидно, 
если А пробегает всеми точками дуги PHP'^ то точки S, С, J9, £ 
пробегают последовательно BCCMPI точками дуг, принадлежащих 
Р^, которые лежат в углах, ограниченных прямыми Q'S' и SQ. 
г BE CD 
I,алее видно, что отношения -тг— и — являются непрерыв-

JàCi CL 

ными функциями положения точки А. 
Во первых докажем, что 

BE 

В предыдущем § мы доказали, что неравенство имеет место, 
если А = Н, (свойство {А)), Если бы это неравенство не имело 
места для какой-нибудь точки А, то существовала бы внутренняя 
точка дуги РНР^ обозначим ее Л*, для которой 

М ^ * ^ 2а. 
Тогда бы существовало унимодулярное преобразование, кото­
рое точку S* переведет в точку S =. (_ i^ 1)̂  точку Л* в Р = 
= (1,0) и таким образом точку £"* в Ç = (1, 1). Это преобразо­
вание перевело бы форму Цх, у) на форму Я(Х, Г) со свойства­
ми 

Я ( 1 , 0 ) - Я ( 1 , 1)=:=Я(-1, 1 ) - 1 . 
Но это по лемме 6 невозможно. Ибо такие преобразования пере-
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водят точку Р в какую-нибудь точку решетки Л L ' .1 или 

. ' I и точка Л* не является точкой этих решеток. 
—зтл, cos(%/ ^ 

Так как CD < ОН если А ^=^ H^ мы можем опять доказать 
— вследствие леммы 5 —, что 

CD \ — < 1 
а 

если точка А — внутренняя точка дуги PP. Итак на прямой р лежит отрезок BE > 2а и отрезок 
Uî) < а. Так как внутренние точки отрезков ВС и DE являются 
внутренними точками 9tjv., то для каждой решетки с определи­
телем — 1 и с точкой А^ которая является внутренней точкой 
дуги РР^ существует по крайней мере одна точка, являющаяся 
внутренней точкой "Si^. 

Утверждение 2. Пусть А — решетка с определителем = 
= 1, А^ — точка являющаяся внутренней точкой дуги R'S 
(лежащая под прямой Q'S'). Тогда существует по крайней 
мере одна точка решетки Л, отличная от начала, которая яв­
ляется внутренней точкой 3Î^. 

Если А^ не является примитивной точкой решетки, то до­
казательство отпадает. Итак, пусть А^ — примитивная точка 
решетки. Обозначим Oylj = ai > l,;Pi — ту прямую, параллель-

1 
ную прамой ОА^ на расстоянии — , которая пересекает положи-а^ 
тельную ось х. Угловой коэффициент прямой Pi (по отношению 
к оси х) очевидно > 1. 

Прямая ;pi пересекает прямую х == i над точкой Р , иначе 
она пересекала бы ось х в точке (4), так что 0(4) ^ 1, что про­
тиворечит тому, что площадь треугольника с вершинами О, Л^, 
{4) = 1̂ , потому что Al лежит под прямой у = — 1. Аналогично 
можно установить, что Pi пересечет прямую РЕ над точкой R. 
Итак, pi пересечет дугу BS' в внутренней точке 5i , (^i не может 
пересечь дугу BS' в большем количестве точек, потому что 
угловой коэффициент секущей этой дуги меньше углового 
коэфициента касательной Pj^ в точке й", который меньше 1). 
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обозначим Cl дальнейшую точку пересечейия прямой pi 
с Р^ такую, что внутренние точки JB^CJ являются внутренними 

точками 'Sijf- Докажем теперь, что для отношения ^ ^, ко-
(Zl 

торое является непрерывной функцией положения точки Ai^ 
имеет место 

Кс, 
ai 

если Al пробегает внутренними точками дуги R'S. Пусть, во 
первых. Al лежит над прамой SQ^ тогда Pi пересечет прямую ЕР 
над точкой Р . Это можно установить по аналогии с предыдущими 
рассуждениями, и точка Ci будет внутренней точкой дуги 

PHP. Прямая параллельная с прямой OCi на расстоянии"^=f, 
которая проходит через точку Л^, пересекает границу Р^^ в че­
тырех точках и если (5) — вторая внутренная точка пересечения 
и (б) — точка пересечения этой прямой с прямой о; ~ 1, то, 
как было указано в доказательстве утверждения 1, Ài{5) <ОСи 
Ai{6) > Ö6\, мы видим, что точка Ai ~{- Ci является внутренней 
точкой Ш^^ а также внутренней точкой отрезка BiCi. Итак 
BiCi > ai. Если бы теперь для какой-нибудь внутренней 

ТОЧКИ Al дуги E'S было — ^ - ^ 1, то мы бы опять пришли 
1 

к противоречию с леммой 5. ЭТРШ утверждение 2 доказано. 

Утверждение 3. Пусть N < ]/5. Пусть Л — решетка 
с определителем = 1 и с точкой А^ на дуге Q'L\^ А^ Ф Q'. То­
гда существует хоть одна точка решетки Л, Ф О, которая 
является внутренней точкой Ш^-

Если Л2 не является примитивной точкой решетки Л, то 
доказательство излргшне. Пусть А^ — примитивная точка ре­
шетки, В^ — та внутренняя точка дуги PHP, для которой 

1 параллельная прямая р^ на расстоянии от начала прохо-

дит через точку А^. Точки, в которых Рв пересекает Рдг, обозна­
чим последовательно А^, Лз, А^, А^. Из доказательства утвер­
ждения 1. мы знаем, что ЛзЛ^ > 2Öi?2, А^А^ < ОВ^- Но имеет 
место также Ä^A,^ < ОБ2, (свойство {С)). Так как снова (р[В^ = 
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ÖJ5 
непрерывная функция положения точки В^^. Если 

В 
2 

2 = / / , то мы знаем, что q){B<^ < 1. Итак предположение 
Аа^з £= ^^2 ДЛ^ какой-нибудь внутренней точки В.^ дуги 
Р / / Р было бы в противоречии с леммой 5. 

Итак точка Ag + ^2 = C'a —- внутренняя точка отрезка 
У!3^4 (̂ 1 поэтому внешняя точка Э1д̂ ), а точка ^2 + 2^2 = В>2 
внутренняя точка отрезка А^^А^ и поэтому внутренняя точка 

Обозначим ^2 прямую В^С^^ р.^ — прямую, параллельную 
с ОА^ (а также с Р̂з)? проходящую через точку D^. Угловой 
коэффициент этих прямых по отношению к оси X ^ 1. Докажем, 
что р^ пересекает Y = — X во внутренней точке Ш^^. Так как 
прямая Q'S пересекает Р^ как раз в двух точках Q'.,S^ то точки 
рассматриваемой дуги лежат на противоположной стороне от 
этой прямой, чем начало. Достаточно доказать, что прямая, 

1 
параллельная с прямой 0 $ ' на расстоянии 2 0Q' 
дящая через точку S')^ пересекает прямую Y = 
трепней точке Ш^^. 

Координаты этой точки пересечения 
1 

f — • 

у2 (прохо-
X во вну-

X Y 

Итак нужно доказать 
С08^л: * 

Илр1 

"4-r~[-s(5 + t) -i(5 3t) + i(5 + t)] < 1. 

cos^la > ^-—^ , {t = ]/9 + 4:Щ. 2 
Имеем 

1 
cos2a 3 

Итак нужно доказать 
/ 1 -I- tg22(% t 

1 + 1±Л + 2 
2t 

H- 3 
2t > 10 — 2t, 

или 
Г7 < 2t 3 , 1 / 2 ^ + 6 

Yt + y-^-r 
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Для ^ = 3 имеет место знак равенства и легко доказать, что 
правая сторона будет возрастающей функЩ'Хей в интервале (3, 5). 

Пусть теперь С^ — внутренняя точка отрезка С2В2 на дуге 
Р^, а именно такая, что внутренние ТОЧРП! отрезка С^В2 явля­
ются уже внутренними точками Э1дг. Так как прямая р^ Пересе-
кает отрезок OR в его внутреней точке i?* (иначе мы бы дошли 
до противоречия с тем фактом, что площадь треугольника 
^2, Ö, Л* = ^) то отрезок i?2i^* лежит в Ш^^ (ибо часть этого от­
резка над осью X принадлежит к '3ij^ — так как угловой коэффи­
циент прямой р2 по отношению к X ^ 1 и прямая, перпенди­
кулярная к прямой Г = — X пересекает Р^ как раз в двух 
точках, симметричных относительно Y = — X, и дальнейшая 
часть этого отрезка лежит внутри четыреугольника OPJR^ 
являющегося частью 9îĵ ), итак точка С^ лежит на дуге SR'E^ 
т .е . под прямой OD 2. Точки А 2-, С 2 являются базисными точками 
решетки Л с определителем = 1. Рассмотрим сдвинутую ре­
шетку Л̂ 2,о̂ с̂̂ 2*- Точка jDg решетки Л перейдет в точку Df по 
прямой ;Рз- Утверждение будет доказано доказательством, что 
точки отрезка DQD^ являются внутренними точками Э1̂ .̂ 

Прежде всего докажем, что точка Z>* является внутренней 
точкой Э1дг. 

По утверждению 1. и 2. решетка Л* = Лл.с^с^'^ имеет по 
крайней мере одну точку Ф О внутри 91̂ ,̂ потому что С2 явля­
ется примитивной точкой Л*, лежащей на дуге SR'R. На пря­
мой ОА2 нет такой внутренней точки решетки. Прямая ^2 = 
= B^Cf также не содержит такой точки, ибо р^. У^б не пере­
секает Р^ над точкой В2 (ибо часть прямой р2 над точкой В2 
лежит под прямой, проходящей через точку В2 перпендикулярно 
к Y = — X и над прямой ОВ^ и на Р2 также нет ни одной 
точки под точкой Сз*, которая принадлежала бы до Э1̂  — что 
видно из свойства {Е), ибо эта часть прямой р2 лежит под пря­
мой РС^". 

Рассмотрим далее прамую р^^ проведенную параллельно 
3 к ^3 (под ^з) на расстоянии -_^ -̂ от начала. Если р^ пересекает 

Р^, то лишь в точках, радрхус-вектор которых > У2, т. е. 
в точках дуги QU8\ ибо 

4 
3 3 

> — = 3 
ил 2 Çmax 
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ото неравенство имеет место для ^ < 4,6, но если Ж < ]/5, то 
t < 31/2 < 4,3. 

Если прямая р^ пересекает Р^, то прямая р^^ пересекает 
дугу PQ в ее внутренней точке — (расстояние ^з от начала 

^ 3=: 2 / — 5 — > 1 Д'̂ ^ ^ < У^)- Если бы Рз не пе­
стах г ^ 5̂  Î '̂  

ресекала дугу PQ в ее внутренней точке, то расстояние р^ 
от начала было бы больше чем расстояние прямой, проходя­
щей через точку Q̂  параллельно с прямой 0Q\ равное ]/2 совос, 
итак расстояние прямой р^ от начала было бы > |-]/2 GOSOC. НО 

4 

1 У 2 COSOC > ^max 
8 

5 ~t 
ибо 

отсюда 

3 

cos% 2t 
и неравенство имеет место для ^> О, в том случае, если справе 
дливо 

Левая сторона этого неравенства имеет лишь один положитель­
ный корень > 4,3. Этим доказано, что расстояние прямой р^ 
от начала было бы больше чем ^щах, и прямая р^^ — вопреки 
предположениям — не пересекала бы Р̂ г. 

Обозначим Dg точку пересечения прямой р^^ с дугой PQ. 
Точки отрезка D^D^ являются — за исключением D^ — вну­
тренними точками Sftjsr (ибо над прямой Y = -— X не может 
быть внешней точки, или точки кривой Р̂ ,̂, так как отрезок 
DgDg лежргт над или на прямой, проходящей через точку D^ 
перпендикулярно к Y = —X — и под Y=—X. Отрезок 
D^D^ лежит в четыреугольнике OA^A^S\ который является 
частью 3î̂ r, что видно из того, что на дуге S'L'Q нет точек 
перегиба (свойство {F)) и эта дуга в точке L' выпуклая). Если 
бы теперь точка D* не была внутренней точкой 9î^, то, очевидно, 

52 



существовала бы решетка, которая имеет точку в Dg, являю­
щуюся внутренней точкой дуги PQ, и которая не имеет других 
точек внутри 3fl̂ r, что противоречит утверждению 2. 

Если — во вторых — прямая р^ не пересекает Р^, то D* 
является внутренней точкой решетки Л* в ?Sijf. Как нам уже 
известно, решетка Л* не содержит внутренних точек из Шл^ ни 
на прямой О А 2^ ни на ^2- Следовательно, должна быть такая 
точка решетки на прямой р^. Этой точкой является D}. Прежде 
всего, ни одна из точек решетки под точкой D} на прямой р^ 
не может быть внутренней точкой Э1 ,̂ потому что первой точкой 
решетки Л* под D} на р^ будет 2С}^ а эта и другие точки решетки 
под D* являются, очевидно, внешними точками ?Я^ (ибо р^ не 
пересекает Э1̂  под точкой С} — свойство Е). Кроме тото ни 
одна из точек решетки Л* над точкой D^ на р^ не является 
внутренней точкой ?Я^ — ибо р^ уже не пересекает 91̂ ^ над 
D} (эта часть р^ лежит над OD} и под прямой проходящей 
через точку D} перпендикулярно к Y = — X). 

Этим доказано, что конечные точки отерзка D^D} являются 
внутренними точками Э̂ ^̂ ,, следовательно весь этот отерзок 
лежит внутри 'Sij^. Ибо этот отрезок — часть D^D'^^ который — 
за исключением D'^ — содержит только внутренние точки 'Sij^. 

Этим утверждение 3 доказано. 
4 

/ Утверждение 4. Пусть | 5 ^ iV̂  < 2. Тогда каждая ре­
шетка с определителем 1, содержащая точку Лд, являющаяся 
точкой отрезка Q'K^ Ä^ Ф Q\ имеет по крайней мере одну 
точку + О, которая является внутренней точкой Э1 .̂ 

Если Лд не является примитивной точкой решетки, то до­
казательство отпадает. Следовательно, пусть Л g — примитив­
ная точка решетки с определителем = 1. 

Обозначим р^ прямую, паралельную с ОЛд, проходящую 
через токчу i?' — (О,—1), расстояние которой от начала 

1 
ОЛд 

Обозначим В^ = В' — Лд. Итак, R'B.^ = ОЛд. Пусть 

iÇg — касательная в точке Р = (1, 0). Уравнение t^ 
4:Х + Ny = 4. 

Пусть коэффициент прямой Рь (по отношению к оси х) 
будет к. Очевидно I < к ^, tgd^ r̂ + ^а). Уравнение р^ примет 
вид 

у =z кх -^ ̂ -
Итак, координаты точки В^^ в которой р^^ пересекает д̂? будут 
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_ é + N _ 4 -f iV 

Следовательно, длина отрезка R'B^ = /1 + ^̂  7—,— у̂т- . Легко 
установить, что В^ является внутренней точкой Э1̂ , следова­
тельно, отрезок R'B^ содержит, за исключением R\ только 

/ - - * ^ 

внутренние точки 3î̂  (ибо р^ пересекает дугу РР лишь в одной 
точке). Итак, 

ВМ = В'В^ — В'в* = у 1 + к^ — Vi + /с2 ^'^ ^ 4 4- Nk 

! 1 4- А;з N(k — 1 ) 
4 + Nk ' 

Обозначим Рц прямую, параллельную с р^ на расстоянии 7гг~ 
от начала. Ее уравнение будет 

Касательная Р^ в точке S' = (1, —1) есть 
{2 — 2N)x-~-{2 + 2N)y = 4.. ' 

Прямая (̂j пересекает эту касательную в точке С^, координаты 
которой 

N{l + k} + k--l' N(1 +к)^к — 1 
Прямая pg проходит через точку (О, —2) = Е^ и 

В.,С* = /1 + к^ 2/V т 

Легко доказать, что точка Cf — внутренняя точка 31^. Обо­
значим Сз точку пересечения р^ с отрезком Ä ' J . Длина Е2С^ == 
^ ОА^ = ]'i + к^- Итак, длина 

{k-~~l){N + 1) 
67^3 = R2O, ~ R,C$ ^ 11 + В _N{1 + к) + к — 1 

Очевидно отрезок С^С^ лежит внутри 9î_Ĵ . Докажем теперь что 
С^С.^ > 25|'i?3, а этим будет доказано утверждение 4. Надо 
доказать неравенство 

N 4- I ••• ^ •- 2 N 
> N{1 + к) 4" (fc~l) . 4 -j-
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или 
2ЛГ2 4- Ш^ + Ш ~6N <i. 

9 ЛГ 
Имеем tg2(X = - ^ ^ | , тогда tgx < |- и 

^ ^ tg(i^ + In) £ А ± 1 ^ < 1̂ 31. 

Рассматриваемое неравенство будет иметь место, если спра­
ведливо 

2iV2 + 1,ЗШ2 _|_ ]^зШ — 6iV̂  < 2. 
Очевидно, левая сторона будет возрастающей функцией для 
N > i и это неравенство справедливо, ибо для N < 2 

2N^ + l,31iV2 -f I.^IN — ßN£ 3,86 < 4. 
Этим утверждение 4 доказано. 

Утверждениями 1, 2, 3 доказана теорема 5 в случае О < 

< lY < Vs. 
Утверждениями 1, 2, 4 доказано, что каждая решетка 

с определением ==: 1 имеет по крайней мере одну точку Ф О 
4 

В области 91^, если Ж ^ У5. Но, если сущестует точка решётки 
с определителем = 1 на дуге РНР^ то, очевидно, существует 
точка решетки Ф О, являющаяся внутренней точкой Sfî̂ , так 
как она лежит между прямыми ж = — 1, х = 1. Если точка 
решетки лежит на дуге R'8^ то на основании доказательства 
утверждения 2, точка решетки лежит внутри области 9Î* С Э11г. 

V Так как Ж^ С Sî̂ r, этим доказана теорема 5 во всех пунктах. 
Пользуюсь случаем горячо поблагодарить здесь моего 

учителя В. Ярника за постоянный живой рхнтерес и ободрение, 
с которым он следит за моей работой. 

Summary. 

1 the Minimum of Binary Biquadratic Forms. 
I. Definite Forms; 

KAEEL Ö E R N Y , Praha. 
(Received March 29th, 1951.) 

Let f{x, y) = a^x^ + ^х^^У + 2̂̂ 2̂/̂  "+" ^ъ^У^ + ^êi^ ^^ ^ definite 
binary biquadratic foraa of invariante^ / = a| — 3ö̂i<̂g + l2aQâ , / = 
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=~ 12açf,2(^^ + Ы^а^^ — 2а| — 21а^а1 — 21а\а^. We associate, to every 
j)ositive form f{x, y)^ a number m by the following conditions: 

1. if J :— 0, then m = 6, 
2. if J Ф 0, then m is the root of the equation 

(w2 + 1 2 ) 3 __ /3 

namely 2 ^ m < б if J > 0, m > б if J < 0. This number m is called 
the parameter of f{x,y)^) 

The main results achieved in this paper are the following: 

Theorem 1. Let f{x, y) be a definite biquadratic form whose 'parameter 
is 2 ^ m ^ 14. 

Then there exists a pair of integers (x, y) ф (0, 0) such that 

/(̂ . y)\ й 
8 

m 2 60 m 
I 

m 2 12' 

where the sign of equality is necessary if and only if 
f(x, y) r^ Alx"^ + (— -̂ + тЛ^) x^y + (6 — 2mA^) xhf 

+ {- \ + шЛ^) xy^ + y^] 

where A^ m + pn^ + 60 
8 

. The invariant I of these forms is 

1--= АЦт^-\- 12) } /;::J m 60 m 
8 

T h e o r e m 2. Let f{x, y) be a definite biquadratic forin whose para­
meter is m ^ Ы. 

Then there exists such a pair of integers (x, y) Ф (0, 0) such that 

/(^. y)\ < 
m^-\- ^ 

5 
/ 

m? + 12 ' 
where the sign of equality is necessary if and only if 

where n 

f(x, y) ^-^ A (ж* + nx^y 
2 

x^y'^ nxy 3 t) 
m "f- б 

j{m — 14)(m -ф 1). The invariant I of these forms is 

I = A%m^ + 12) 
m 6 

*) If f{x, y) is a negative form, let its parameter be the parameter of the form 
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