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Чехословацкий математический журнал, т . 5 (80) 1955 

SULLA APPLICABILITA PROIETTIVA DELLE SUPERFICIE NEGLI 
SPAZI A CONNESSIONE PROIETTIVA A TRE DIMENSIONI 

di LUIGI MURACCHINI (a Bologna). 

(Adunanza del 1 marzo 1955.) 

L'applicabilità proiettiva di due superficie immerse in spazi a con-
nessione proiettiva, introdotta dal BOMPIANI , viene studiata con i me-
todi di E. CABTAN. Depo aver determinate il sistema di equazioni di 
Pf äff cui soddisfano le coppie di superficie proiettivamente applicabili, 
se ne détermina la generalità délie soluzioni. Si mostra poi come una 
superficie immersa in une spazio a connessione proiettiva normale 
possa venire applicata proiett ivamente su una superficie dello spazio 
proiettivo ordinario. 

1. Introdiizione. Il Bompiani, applicando alcune sue ricerche di carattere 
topologico suglî elementi differenziali di curve e calotte di superficie о varietà/) 
ha fra l'altro esteso la nozione di applicabilità- proiettiva di due superficie 
dello spazio proiettivo ordinario 8^, dovuta a G. FIJBINI, al caso di due super
ficie immerse in spazi P^ a connessione proiettiva. Per la sua estensione il 
Bompiani ha seguito le linee della trattazione da lui stesso elaborata per il caso 
dello spazio proiettivo ordinario, S^ß) In taie modo egli estende dapprima le 
nozioni di asintotiche, di forme elementari e di sistemi assiali, servendosene poi 
per dare la definizione di applicabilità proiettiva, del tutto analoga a quella 
che si puô dare nello spazio S^, Precisamente si dice applicabilità proiettiva fra 
due superficie Z, Ë di due spazi Pg, Pg,^) una corrispondenza asintotica"^) che 
conserva i sistemi assiali. Il Bompiani osserva poi che vale la seguente pro-
prietà caratteristica, estensione di una nota délie applicabilità proiettive in Äg: 
le giaciture principalis) relative agli E^, uscenti da un punto P di i7 e apparte-

)̂ E. Bompiani, Topologia dlfferenzlale. Note I —V, Rend. Ace. Naz. Lincei, (8) 8, 
3 - 8 , 8 - 1 5 , 8 1 - 8 6 , 1 6 9 - 1 7 5 , 2 7 1 - 2 7 5 (1950). 

2) E, Bompiani, Le forme elementari e la teoria proiettiva délie superficie, Boll. Un. Mat. 
I t aL , 5, 167 -173 , 2 0 9 - 2 1 4 (1926). 

)̂ I due spazi Pg, Pg potendo eventualmente essere sovrapposti, 
^) Che muta cioè curve asintotiche in curve asiAtotiche. 

)̂ La k-giacitura princi'pale relativa a, к E indipendenti è s tata introdotta dal Bompiani 
nella Nota I del lavoro citato in ^). 
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nenti a quella superficie, ed agii £̂ 2 ^i autoparallela ad essi tangenti, e le giaci-
ture principali analoghe relative agli elementi di Ë corrispondenti dei primi 
neirapplicabilità proiettiva, si corrispondono in una proiettività n, 

Nel présente lavoro ho ripreso la questione delFapplicabilita proiettiva di due 
superficie di spazi P3 a connessione proiettiva con i metodi di E. Cartan.^) Dopo 
aver osservato che la giacitura principale del Bompiani relativa ad un E^ di Pg, 
uscente da un punto P, ed alio ^2 di autoparallela tangente a quello in P, non è 
altro che il piano osculatore in P alia immagine tangenziale^) dello ^2 conside-
rato nello S^ tangente in P alio spazio Pg, segue intanto che la definizione data 
dal Bompiani delle as ntotiche di una superficie équivale a quella che ne ha 
dato il Cartan.^) Do poi un'altra definizione della applicabilità proiettiva del 
Bompiani, più adatta alla trattazione coi metodi di Cartan. Tale definizione è la 
seguente, estensione anch'essa di una definizione delFapplicabilita proiettiva 
in Äg". una corrispondenza к fra due superficie E, Z, immerse in due spazi Pg, Pg 
a connessione proiettiva, si dira applicabilità proiettiva se per ogni coppia di 
punti corrispondenti P, P esiste una omografia fra gli spazi Äg, Äg, tangenti a 
Pg, Pg in P, P, che realizzi un contatto geometrico del secondo ordine fra le 
immagini tangenziali di ogni coppia di elementi E^, E2, di Z, E uscenti da P, P 
e corrispondenti in к. Dopo aver rilevato alcune proprietà della applicabilità 
proiettiva di due superficie di spazi a connessione proiettiva qualsiasi, in una 
coppia di punti corrispondenti, scrivo il sistema di equazioni di Pfaff cui sod-
disfano le coppie di superficie proiettivamente applicabili. Per studiarlo con-
viene ridursi al caso di uno spazio a connessione proiettiva normale di Cartan e 
cio puo sempre farsi come mostrerô. Il sistema di equazioni di Pfaff si sempli-
fica allora e se ne possono esaminare le condizioni di integrabilità. Si puô cosî 
ottenere il seguente risultato: le coppie di superficie E, E (a punti non parabo-
lici), immerse rispettivamente in spazi Pg, Pg a connessione proiettiva normale 
generici, proiettivamente applicabili dipendono da una funzione arbitraria di 
due variabili. Questo risultato induce a ritenere che ogni superficie a punti 
non parabolici di uno spazio Pg sia proiettivamente applicabile su (almeno) una 
superficie di un altro spazio Pg (eventualmente sovrapposto al primo). Ci о viene 
confermato nel n. 5 dove si tratta il caso in cui lo spazio Pg è uno spazio proiet-
tivo ordinario e si perviene al seguente risultato: ogni superficie (a punti non 
parabolici) di uno spazio a connessione proiettiva normale si puô applicare 
proiettivamente su una superficie dello spazio proiettivo ordinario. Quest'ulti-
mo risultato permette di trasportare aile superficie di uno spazio a connessione 

)̂ E, Cartan, Leçons sur la théorie des espaces à connexion projective, Paris, Gauthier-
Villars, 1937. Indicheremo taie opera nel seguito con (L); E. Cartan, Sur les variétés à conne
xion projective, Bull. Soc. Math. France, 52, 205--241 (1924). 

') Cfr. E. Cartan, (L) citato in )̂ ed anche: En. Bortolotti, Varietà a connessione pro
iettiva e loro immagini tangenziali, Atti R. Ace. I tal ia Rend., (7) 2, 251 — 267 (1941). 

8) Cfr. E, Cartan, (L) pag. 258. 
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proiettiva le propriété délie superficie dello spazio ordinario invarianti per 
applicabuità proiettive. 

Vogliamo ancora osservare quanto segue: se gli spazi P^, Pg coincidono in 
uno spazio P* che ammette degli isomorfismi in se, è chiaro che allora ogni 
superficie è proiettivamente applicabile sulle sue transformate negli isomor
fismi in se di P*, ma possono esservi anche coppie di superficie proiettivamente 
applicabili non mutate Fxma nelFaltra da un isomorfismo di P* in se. Questo è 
ciô che accade nello spazio proiettivo ordinario. L'esame di quest'ultimo pro-
blema non viene afirontato nel présente lavoro. 

2. Generalità sugli spazi a conne^^sione proiettiva. In tutto ciô che segue 
indicheremo con lettere greche indici che assumono i valori 0, 1, 2, 3 e con 
lettere latine indici che debbono assumere soltanto i valori 1, 2, 3; inoltre, se-
condo la nota convenzione, indici ripetuti in una espressione (termine) dovranno 
ritenersi, salvo contraria avvertenza, indici di sommazione. 

Sia dunque Pg uno spazio a tre dimensioni a connessione proiettiva, definito 
come è ben noto associando ad ogni suo punto AQ uno spazio S^ proiettivo 
(tangente), individuato dal punto AQ e da altri tre punti (analitici) A^, A2, A^ 
che si assumeranno come vertici di un tetraedro di riferimento. Si darà poi la 
legge di raccordo fra lo S^ tangente nel punto ^0 ^ quello relativo al punto 
infinitamente vicino AQ -\- AAQ, la quale legge fissa appunto la connessione 
proiettiva^) dello spazio P3 ed è espressa dalle formule: 

aA, = cDiAß, (2.1) 

dove le ft>f sono forme di Pfaff, cioè forme differenziali lineari nei parametri 
che fissano i punti A^. Si noti bene che la scrittura (2.1) è simbolica in quanto 
i secondi membri non sono (in generale) dei differenziali esatti; le formule (2.1) 
sono semplicemente lo strumento analitico che permette di costruire lo sviluppo 
(o immagine tangenziale) suUo spazio S^ proiettivo tangente in un punto AQ di 
Pg di una curva di quest'ultimo spazio passante per AQ. 

È chiaro che, senza cambiare la natura e la connessione dello spazio Pg, si 
possono muovere nello S^ tangente in J.^ i punti Ai ossia si puô eiïettuare un 
cambiamento del riferimento proiettivo nello /Sg tangente; inoltre si puô anche 
fare un cambiamento dei parametri (coordinate) nello spazio Pg stesso. Tali 
cambiamenti ovviamente alterano la matrice (ш) délie forme o)^^, La formula 
che fornisce la trasformazione più generale délia matrice (со), quando si cam-
bino i punti A in 8^ come indicato nelle (2.2 ), è la seguente, e si puô ricavare 
con semplici calcoli: 

(Ш) = {{àa) + (a)(co)}{œ-i) (2.2) 

») Cfr. E. Oartan, il lavoro citato in *). 
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dove (ш) è la matrice délie nuove forme cof, e la trasformazione che subiscono 
i punt i AQ, Ai èla, seguente: 

mentre (a) indica la matrice qnadrata formata con le a\ e con, alla prima riga, 
gli elementi I, 0, 0, 0; (a~^) indica la matrice inversa délia (a) e (da) la matrice 
formata coi difFerenziali degli elementi di {a). 

In particolare subito si vede che si puô sempre supporre di aver scelto le 
cose in modo che risulti 

(coj - - ml) = col + cô  + col - 3a>S = 0 (2.3) 

e noi supporremo d'ora in poi che ciô sia stato già fatto. 
Supponiamo or a di far percorrere al punto AQAI P^ nn ciclo (chinso) infini-

tesimo qnalsiasi in qnello spazio, nn pnnto X {X = A^x^) dello spazio S^ tan
gente in Jio si troverà, a percorso avveniito, in una nuova posizione X + Д ^ 
[x^^ + Да;«) nello A3 e le formule seguenti danno lo spostamento subito dal pun
to X 

- ^xß - Qix^ (2.4) 

oppure in coordinate non omogenee -^ — X* 

- AX'̂ ^ - £4 + (Й• - ßo) ^' + ßjX^' A- Q\X^ ~ X^(ß^X^ + Ü]X^ + ß^X^) (2.4') 

(non si sommi rispetto ad i, j , к = 1, 2, 3) , 

dove le ß f sono forme quadratiche esterne nelle cof le cui espressioni sono date 
dalle seguenti e fondamentali formule di struttura dello spazio P^: 

^i = [dĉ a - [«M] . (2.5) 
Si puô anche pensare che le (2.4) definiscono una omografia infinitesima di 8^ 

associata al ciclo percorso da J^o in Pg. 
Fissato comunque il sistema di riferimento (cioè i punti J.,) in S^, allora le 

forme ш^ risultano tu t te combinazioni lineari délie tre forme fondamentali o)\, 

il cui annullarsi esprime che il punto ^0 ^ ß^so in Pg. 

In base aile (2.5) potremo allora porre: 

^i == RinÀcoWo\ [« + /?], 

(non si sommi rispetto ad i). 
Le J?^^^ (antisimmetriche rispetto agli indici i, j) sono le componenti del ten-

sore сотрШо di curvatura. e torsione dello spazio F^; le Rlhk sono le componenti 
del tensore di torsione. Inûne valgono le formule seguenti, note come identità 

del Bianchi, ehe dànno i differenziali esterni delle forme: 

fdi2fj = [coiûi] - [ülcoi] . (2.7) 
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Ricordiamo che se per uno spazio P^ si annulla il tensore di torsione Вома 
cioè se valgono le йо = p̂ lo spazio si dice privo di torsione e se poi sono sod-
disfatte le condizioni 

Üi = 0, Di-Ql = 0, Л? , , -0 , (2.8) 

lo spazio Pg si dice, col Cartan, a connessione proiettiva normale. 
Le equazioni differenziali delle autoparallele in uno spazio P^ qualsiasi, cioè 

delle curve la cui immagine tangenziale è una retta, sono le seguenti: 

1 . 2 . 3 /Д 1 1 0 I *• 1\ . /Л 2 2 0 , г 2\ . / T 3 3 0 , 
Шо : Щ : OJQ = (ашу — co ĉoo + COQCO^ ) : (асод — MQCOQ + COQÙ)^ ) : (cicoo — що)^ -f-

+ coim',) (2.9) 
Vogliamo ora l^are la seguente osservazione di cui ci serviremo nel seguito. 

Considerato un elemento difFerenziale del secondo ordine Eg, di una curva С di 
Pg uscente dal punto AQ, la giacitura principale del Bompiani relativa allô E^ 
considerato ed allô E2 di autoparallela ad esso tangente coincide con ü piano 
osculatore alFimmagine tangenziale dello E^ considerato nello S^ tangente a Pg 
in AQ. 

Infatt i è ben noto che/^) per ogni spazio Pg, si puô instaurare una corrispon
denza topologica fra l 'intorno di un punto ^ ^ di Pg e l 'intorno di ^ Q nello S^ 
tangente a Pg in AQ, corrispondenza nella quale alio E2 di centro ^ ^ di una 
curva di Pg per quel punto corrisponde lo E^ délia immagine tangenziale délia 
predetta curva in /Sg. Poichè, d 'altra parte, la giacitura principale relativa ad un 
E2 di SQ e ad un E2 di re t ta a quello tangente, è il piano osculatore dello E^ consi
derato, segue quanto si è afïermato, 

3. L^applicabilità proiettiva di due superficie immerse in spaziPg. Conside-
riamo uno spazio Pg a connessione proiettiva, definito dalle formule (2.1), per 
cui valga inoltre la (2.3); consideriamo poi un'altro spazio Pg a connessione pro
iettiva, che puô eventualmente essere sovrapposto allô spazio Pg. Per lo spazio 
Pg indicheremo con rf le espressioni analoghe aile cof relative a Pg, con 0^ le 
espressioni analoghe aile ßf, gli altri enti di Pg saranno indicati con le stesse 
lettere che quelli analoghi di Pg, ma soprasegnate. Non supporremo per il 
îiiomento che le r^ soddisfino alla condizione (r] — ri) = 0, analoga alla (2.3). 

Consideriamo una superficie Z di Pg ed una £ di Pg, ed una corrispondenza >c 
fra £ e 2" in cui si corrispondano i punti AQ, AQ. Possiamo intanto supporre di 
àver scelto i riferimenti negli spazi Sg, S^ tangenti a Pg, Pg in AQ, AQ in modo 
taie che i piani AQA^A^, AQÄ-[Ä^^ siano rispettivamente tangenti a 27 a Z" in AQ, 
AQ, Si avrà dunque suUe superficie Z, Z rispettivamente ml = 0, TQ = 0. 

Supponiamo ora che la corrispondenza к fra Z, Z sia una applicabilità 
proiettiva del Bompiani cioè, possiamo dire, una corrispondenza taie che le 
giaciture principale relative agli E^ di Z uscenti da AQ ed agli ^g di autoparallela 

10) Cfr. E, Cartan, (L) pag. 186. 
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di P3 a quelli tangenti e le giaciture principali analoghe, relative agli E2 di Z 
corrispondenti dei primi in к, si corrispondono in una proiettività п. In virtu 
delFosservazione con cui termina in n. 2, si vede facilmente che se, e solo se, 
к è una applicabilità proiettiva nel senso predetto, esisterà una omografia ß 
fra gli spazi ^з , ^з che muta А^ш AQQ che realizza un contatto geometrico del 
secondo ordine fra le immagini tangenziali di ogni coppia di elementi ^2? ^2 di 
U, 2J uscenti da, AQ, AQO corrispondenti in к. Si vede subito anzi che délie о т о -
grafie ß nelle condizioni precedenti ne esisteranno 00^. Infatti consideriamo le 
immagini tangenziali in S^ degli E^ di centro AQ délia suj)erficie U; è ben noto^) 
che quelle immagini tangenziali appartengono sempre ad una calotta super
ficiale (olonoma) del secondo ordine al di S^. Analogamente accade per gli ele
menti in Pg corrispondenti ai primi in к. Basterà dunque ricordare note 
proposizioni suUa corrispondenza fra i piani osculatori a curve omologhe uscenti 
da punti omologhi di due superficie in corrispondenza puntuale nello spazio 
proiettivo ordinario.^^) Osserviamo anche che le omografie ß sono omografie 
tangenti^") alla corrispondenza к fra le due superficie 27, E cioè quelle omografie 
contengono l'intorno (analitico) del primo ordine délia corrispondenza к. 

Cio posto ritorniamo alla considerazione délie due superficie E, E di P3, P3 
nei punti AQ.AQ. Fissati i punt i Ai di S^ in modo che valgano le (2.3) e sia COQ = 
= 0 sulla superficie E, si fisseranno i punti A^ in /§3 in modo che essi risultino 
corrispondenti dei punti-4^ in una délie omografie ß cui dà luogo fra 8^, E^ la 
supposta applicabilità к esistente fra 27, 2". In tali ipotesi, oltre ad avère sulla Ë 
TQ =1: 0 come già in principio abbiamo supposto, si avranno anche le relazioni: 

Шо = To , ml ^ XQ , (3.1) 

dato che, come si è fatto osservare prima, ß è tangente alla corrispondenza к. 
Del resto ciô risuItéra ora nel determinare le relazioni analitiche esprimenti che 
E e E sono proiettivamente applicabili. Infatti consideriamo una curva (7 su 27 
in P3 uscente dal punto AQ] lungo G gli elementi délia matrice [œ^^) sono funzioni 
di un parametro t che si puô supporre nullo in A, porremo dunque lungo С 

coi = pi. dt. 
Costruiamo ora Fimmagine tangenziale ^o(^) ^^ ^3 délia curva C; per tale 
immagine si ha 

âA 
^ f - PÎA + PlA + PlA , 

^ = (•••) ^0 + {dpl + PIPI + Plp\ + plpl) A^ + 

+ (Фо + PIPI + PIPI + PIPÏ) A + (PIPI + PÎPD A . (3.2) 

11) O, Fubini-E. Öeoh, Introduction à la géotnetrie projective différentielle des surfaces, 
Paris, Gauthier-Villars, 1931. 

12) E, Cartan, Sur la déformation projective des surfaces, Ann. Ее. Norm, Sup. Paris , {S) 
37, 2 5 9 - 3 5 6 (1920), pag. 268. 

279 



d^^ dove il coefficiente di ^^ nella espressione di —тт^ non intéressa. Formule del 

tutto analoghe (salvo a soprasegnare le lettere ed a sostituire aile pf le t^ con 
rf == î f d )̂ si hanno in P^ per la curva С BU Z corrispondente di С nella appli-
cabilità к. Esprimiamo che Fomografia ß in cui ai punti A^ di 8^ corrispondono 
i punti A^ di A3 realizza un contatto geometrico del secondo ordine fra le imma-
gini tangenziali di С in A3 e di С in 8^. Avremo le condizioni 

vlv\ + PIPI = Ф1 + Ф1, 
Pliàpl + PIPI + PIPI + PIPI) - (àtl + tX + tltl + tltl} = (3.3) 

= ^о{(Фо + РУО + PIPI + :PO^I) - (d̂ o + 0̂̂ 0 + 0̂̂ 1 + Ф1)} , 

e poichè il contatto geometrico predetto viene realizzato da SI fra due curve С, 
С qualsiasi (corrispondenti in к), le relazioni (3.3) portano a concludere che 
deve essere, per qualsiasi col, 

COQ = TQ J COQ = То , 
mlwl + colcol = rlrl + T0T2 , 

coa{(dft)J + mlcol + mlml + cola)]) — {dtl + rlrl + rjr} + ТоТ̂ )} = (3.3') 
Ir/l 2 i 0 2 i 1 2 i 2 2\ / j 2 i 0 2 i 1 2 i 2 2\л 

= Шо{(ашо + сооШо + ft>oCOi + СО^ОУ^^) — (атц + TOTQ + 'Î^OTI + f'o'̂ ^2)} • 
Ora metteremo le condizioni (3.3') in una forma più espressiva e semplice. 

Anzitutto possiamo diflPerenziare esternamente le coo = 0, TQ = 0 che per 
ipotesi valgono rispettivamente su 27 e 27. Le (2.6) forniscono attualmente 

[шо'ш?] + {ОУ1(4\ + RIXICDWO] = 0 ; 
se ne deduce^ tenendo conto che suUa superficie S le forme col, ODI sono indi-
pendenti, 

oyWi + o)W% == (^{(4f + ЗЬшоСОо + с(шо)2 ; (3.4) 

analogamente si conclude a partire dalla То = 0. Pertanto la relazione nella 
seconda riga délie (3.3') insieme con quelle délia prima riga permettono di 
concludere che deve essere 

-г̂ з ^^3 _ i / ï ? 3 "^3 \ , 1 ( 0 . 0 ) 
T2 Ш2 —= ^ \ - ^ 0 1 2 ' ^*^0:il2/ ^^0 • 

Notiamo incidentalmente che (3.4) dà la forma quadratica in coj, cjol che for-
nisce le asintotiche di 27;̂ )̂ la seconda relazione délie (3.3') esprime che la cor-
rispondenza к fra Z, E è asintotica. 

Possiamo ora diflferenziare esternamente le due relazioni 

1 __ 1 2 2 . 
OJQ — TQ , CDQ — T Q Î 

^̂ ) Cfr. Fannotazione ^). 
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se ne ricavano conseguenze che, tenuto conto délie (3.3'), portano aile 

Ti — To ~ {(ol — a>o) = i{i?oi2 — ^0x2) ^0 + 2Д1СО0 + h(^l , 
1 со 2 — ~~ i(^0l2 "~" ^012) ^0 + ^2^0 î 2 — 2̂ *̂ 012 

2 2 1 / D2 1Ö2 \ 2 I T 2 
'̂ 1 —• < î = i(^oi2 — -̂ 012) ^0 + ЧЩ s 

"̂0 — (<«2 — COQ) = — è(Aoi2 — 2̂ 012) ^0 + ^1^0 + 2Д2СО0 

(3.6) 

2\ 
dove Я̂ ^ Ag sono quanti tà opportune. Si vede cosî che oltre alla omografia Я , 
tu t t e le 00^ omografie Я * che mutano i punti ^4^ nei punti ^ * dati da 

Зо"* = A, , 2 f = J, + m,Zo > (3.7) 

le fUi essendo quanti tà arbirarie, realizzano il contatto geometrico del secondo 
ordine fra le immagini tangenziali délie curve tracciate suUe due superficie 
27, Z corne Tomografie fî. 

Riassumendo, le condizioni perché la corrispondenza к fra le due superficie 
27, T sia una applicabilità proiettiva si possono scrivere: 

Шо = To , a>o =̂= To , coo == To = 0 , 
'̂ î = ^'1 + ^^0 > T2 = a>2 — hcûQ , 

Ta = CO2 — kù)l + AgwJ , Ti = cOi + Icoo + AiCOo » (3.8) 

'̂ 1 — T̂o = ^1 — <̂ o + <̂̂ o + 2Aiû>J + ^2^0 » 

Tg — To = CO2 — coo -— ĉoo + л̂ Шо + ZÀ^COQ , 

avendo posto 

Л- = 2(-̂ 0].2 -̂ 012) î "̂  "^ "2(̂ 012 ^012) ? ^ =̂  "2(̂ 012 ^012) • 

Le equazioni (3.8) costituiscono il sistema di equazioni di Pfaff che fornisce 
le coppie di superficie proiettivamente applicabili. Prima di studiarlo vogliamo 
fare alcune osservazioni. Supporremo d'ora in poi che le superficie 27, 27 non 
siano a punt i parabolici, sicchè le forme ml, ml risultino indipendenti. Allora 
potremo supporre di aver preso il riferimento in S^ in modo taie che AQA^, AQA2 
siano le tangenti asintotiche di 27 in AQI inoltre rinunciando a soddisfare la 
(2.3) che at tualmente è inutile, A^ ed A^ si possono scegliere su quelle rette in 
modo che la (3.4) diventi 

È noto che dopo di ciô si possono considerare^*) due forme cubiche 0Q, WQ 
in ml, ml, ciascuna délie quali generalizza la forma délie tangenti di Darboux 
di una superficie dello spazio ordinario e che quelle due forme coincidono solo 
se lo spazio Pg è privo di torsione. Le forme 0Q, WQ sono costituite dai due 
termini in (coj)^ e (ml)^ nelle espressioni 

0 = ia>lrcol + {mlfml, 

W = ojlm\ml + mlmlml ; (3.9) 

14) Cfr. E, Gartan, (L) pag, 275. 
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chiameremo le Ф^, WQ pr ima e seconda forma di Darboux délia superficie £. 
Ebbene le (3.8) mostrano che: in una applicabilità proiettiva к fra due super
ficie 27, и di due spazi Pg, P^ si corrispondono le asintotiche e le prime curve di 
Darboux; ma in générale non si corrispondono le seconde curve di Darboux. Si 
osserverà anche che Fapplicabilità proiettiva non conserva, in generale, le 
proiettività, generalmente non involutorie, delle tangenti coniugate sulle 
superficie Д 27. Quella proiettività è data su 27 notoriamente, indicando con 

m il rapporto -~|, dalla 
COft 

(2 + Bl^,) m' + (2~ Rl^,) m = 0. (ЗЛО) 

Si puô vedere fadilmente che se le proiettività delle tangenti coniugate vengono 
conservate, al t ret tanto accade delle seconde linee di Darboux e vice versa. 

4* L'applicabîlità proiettiva delle superficie negii spazi a connessione proiet
tiva normale. Per studiare il sistema (3.8) di equazioni di PfafF mostreremo 
dapprima corne ci si possa ricondurre sempre al caso di spazi privi di torsione о 
in particolare a connessione proiettiva normale, nei quali il sistema (3.8) è più 
semplice. Osserviamo infatti che: se fra due spazi Pg, P * a connessione proietti
va qualsiasi intercede una corrispondenza К tale che si corrispondano le auto
parallele, allora per ogni coppia di punt i corrispondenti AQ, AQ esistono omo-
grafie fra gli spazi Äg, S^ tangenti in AQ, A ^ che realizzano un contatto geo-
metrico del secondo ordine fra le immagini tangenziali delle curve uscenti da 
AQ, AQ e corrispondenti in K. Infat t i scegliamo i punt i Af nello spazio 8^ che 
corrispondano ai punt i A^ dello spazio Äg in una omografia Й di quelle menzio-
nate prima, la quale risulterà ovviamente tangente a К. Allora si vede subito 
che valgono le relazioni 

coi = 4 , (4.1) 

adoperando la lettera œ per lo spazio Pg e la let tera r per P * . Da queste si 
ricavano, per differenziazione esterna, le relazioni 

[fri - - 4 ^ 4 + col}œi] + [{ri ^ coj) coi,] + 

+ [(4 - a>i) coS] + üi-^ei = 0 (4.2) 

(non si sommi rispetto ad i, j , Ä; == 1, 2, 3) . 

Esistono quindi tre forme quadratiche ф(«) nelle, COQ tali che 

1 дФ^^^ 
ri - Tg - û>i -f 0)0 - : -̂ -^^- + hl^^co^Q + hlj,,œl, 

1 ^Ф^'^ . . . . , . • r. (4.3) 
^} - ^ i ^ 2 1 ^ + ^''''^' + ^'^'"^^ 

(non si sommi rispetto ad i, j , Ä; = 1, 2, 3) , 
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avendo posto 

Kim = 2\-^0lm J^'Qlw) • (4.4) 

Se ora si considerano le equazioni delle autoparallele in Pg date dalle (2.8) 
e le analoghe per P ^ , si vede subito che le autoparallele dei due spazi si corri-
spondono se e solo se le equazioni 

ml:ù)l:ml = Ф(^) : Ф^̂ ) : ф(3) (4.5) 

sono soddisfatte per ogni ml, cioè si abbia 

ф(*') = (joiA (4.6) 

dove A = Àcol + juoyl + vool è una forma lineare nelle Шо- Ma se le (4.6) sono 
soddisfatte, Fomografia ß in oui si corrispondono i punti A^, ^4* realizza un 
contatto geometrico del secondo ordine fra le immagini tangenziali delle curve 
uscenti da A^, A^ degli spazi Pg, P * e corrispondenti in K. Ciô risulta senza 
nessuna difficoltà con un procedimento identico a quello adoperato in principio 
del n. 3 per una questione analoga. 

La osservazione fatta permette di ricondurre l'esame del problema delFappli-
cabilità proiettiva delle superficie al caso di spazi privi di torsione о in partico-
lare a spazi a connessione proiettiva normale. Infatt i consideriamo due spazi 
a connessione proiettiva qualsiasi P * e P * ed in essi due superficie U^, Z^; è ben 
noto che al sistema delle autoparallele di P * (o P*) si puô associare uno spazio 
a connessione proiettiva normale Pg (o Pg) avendosi quindi ovviamente fra 
i due spazi P * e Pg (o Pg' e Pg) una corrispondenza che conserva le autoparallele. 
Alla superficie Z^ (o ÎT*) corrisponderà cosi una superficie Z {o £) e quelle due 
superficie risultano proiettivamente applicabili. In taie modo ad ogni coppia di 
superficie Z, Z di Pg, Pg proiettivamente applicabili corrisponderà una coppia 
di superficie 27*, 27* nelle stesse condizioni e vice versa. 

Scriviamo dunque il sistema (3.8) per il caso di due spazi a connessione 
droiettiva normale. Attualmente si hanno le relazioni, per lo spazio Pg, 

{Ül~Ql) = 0, Й ^ = = 0 , Rf,, = 0 (4.7) 

e le analoghe per lo spazio Pg. 
Ricordiamo che si puô sempre sottrarre dalla diagonale principale délia ma

trice (со) una forma di PfafF arbitraria, pertanto si puô sempre supporre che sia 
ri = Шо = 0. Le equazioni (3.8) diventano, avendo fatto una conveniente 
scelta délia omografia Я in base aile (3.7), 

То — COo = 0 , 

û>? = 0 , 4-0)1 = 0, rj - mj = 0 , rl-col = 0, 

rl-^col = 0, 4^c4=-0, (4.8) 

xl -- col = 0 , ri — col = 0 , 
2 / 4 2 2 /Ч 
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La dififerenziazione esterna délie equazioni (4.8) conduce alle seguenti condizioni 
di integrabilità.i^) 

[mlœl] + \aylai] - 0 , 

[(Ч — (^l) ce>o] + [{^2 — Шз) coo] == 0 , 
[(rl-~œl)col] + al[ojlml] = 0, (4.9) 

[{ri - col) ̂ i ] + ocllcolml] = 0 , 

[(ri - col) col] + IcoKrl - c4)-] + A Î i ^ K ^ ] = 0 , 

[(Ta — сщ) a)J] + [o)l{rl — o^)] + ^ггзЕ^^о^о] = ^ , 
{{ri ~~ OJI) au + [oAirl - c4)-\ + AL2KV0] = 0 , 
[ ( T | ™ Ш2) coo] + [̂ K-î̂ l — ^3)1 + ^IAO^WQI = Ö . 

Consideriamo un elemento lineare integrale del sistema (4.8) dato dalle 
1 2 З Ч О 0 0 O l 1 2 2 ч Ч 

COQ t COQ ! Ш1 : Ш2 ' Tj — oj j : r^ — oy^ • ^3 — ^ 3 * "̂ 3 — <̂ -̂ з • Тд — Шд = 

-= 1 : О : 6? : бз : «1 : »2 • «̂ з • ^1 • ^з î (4Л0) 
si osservi che tale elemento non è particolare perché Шо = 0 è una direzione 
tangente qualsiasi in A^, Ä^ alle superficie E, S, 

Le equazioni (4.9) mostrano che gli element! lineari integrali in involuzione^^) 
con Felemento (4.10) sono dat i dalle equazioni 

a)\ =z b\col + bla)l , 
0 0 0 1 , 0 2 

Ti — Wi = а̂ Шо + «gcoo , 
A — ^ — b\{rl — cßl) = alc4 — alcol + n̂gCOo . 

4 — «>2 — *l('î̂ 3 — ^3) = ^Wo — «3^1 + АП2^0 f 

(4.1Г) 

7 3 / 2 2ч 0 2 2 3 i 7 2 2 
— 6 I ( T 3 — Ш3) = a^coo - " agCOi + ^naCOo , 

Ï.3/ 2 2\ _0 2 ^2 3 I T2 2 
— Og^Tg —- COg) ^ a20>o " " <^3^2 + ^212^0 > 

6I(T3 — Шо) = alcol — oclblcol + oclblfj)l , 

bl{rl — col) = <4^l — (^4^1 + oclblcol , 

dalle quali si ricava la relazione 
(4 -~ oclbl + oclbl) . (blcol - blcol) = 0 . (4.12) 

. I l sistema (4.8) non è dunque in involuzione ed occorre prolungarlo aggiun-
gendo Fequazione 

"̂ 3 ~ Л̂з "= OCIOJI —- oclcol , (4.13) 

^̂ ) Supponiamo che le superficie 2", Z siano a punt i non parabolici, cioè che le due forme 
cûf, 0)1 siano indipendenti. In vir tù délia seconda délie (4.9) si ha allora che il p rodot to 
estemo [cof co|] e il prodotto esterno [ft>Jco§] differiscono soltanto per un fattore scalare. 

^̂ ) Si vedano: E. Gartan, Les systèmes différentiels extérieurs et leurs applications géo~ 
métriques, I^SbriSfUermaïm, 1945; E. Gartan, Sur la structure des groupes infinis de transfor
mations, Ann, Ее. Norm. Sup. Paris , (3) 21, 163 — 206 (1904). 
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dalla quale per difFerenziazione esterna si ricava la nuova condizione di inte-
grabilità 

[{dal - r l + ojl + ocKcol - col) - 4oA} (4l + (4Д4) 

+ [{— d^l — Ч + (^l + ^l^l — ^2{< î — (4)} < î] + 
+ 4i2[cola)l] = 0 

che si puo anche scrivere 

[A.col] + [Л,ау1] + hl,[œWt] = О (4.15) 

dove Л^ e Л^ sono evidentemente due nuove forme di Pfaff. Un elemento lineare 
integrale del sistema (4.8) e (4.13) è ora dato dalle (4.10) oui si aggiungono le 
altre^') 

,..:Л^:Л,= ,..:h:k, (4.16) 

e gli elementi integrali con quello in involuzione sono dati dalle (4.11) e dalla^^) 

A,bl + Лф1 - l,œl + h(^l + ^312^0 . (4.17) 

Si conclude che, se blal + 0, vi sono oo^ elementi integrali in involuzione con 
Felemento generico considerato. Il sistema di equazioni di Pfaff (4.8) e (4.13) 
è dunque in involuzione e la sua soluzione generale dipende da una funzione 
arbitraria di due variabili. Si puô dunque concludere che: le coppie di super
ficie proiettivamente applicabili, di due spazi generici P3, P3 a connessione 
proiettiva normale, dipendono da una funzione arbitraria di due variabili. Ciô 
rende plausibile l'induzione che per ogni superficie, a punti non parabolici, di P^ 
ve ne sia almeno una in Pg proiettivamente applicabile alla prima. Ciô risulterà 
dimostrato nel successivo n. 5 nel caso che lo spazio Pg sia uno spazio proiettivo 
ordinario. 

5. Applicabilità proiettiva di una superficie di uno spazio Pg a connessione 
proiettiva su una superficie dello spazio proiettivo ordinario. Prima di esami-
nare il caso in cui lo spazio Pg sia proiettivo ordinario, vogliamo mostrare come 
si possa particolarizzare il riferimento proiettivo nello spazio S^ tangente allô 
spazio Pg in un punto Л^ di una superficie E, immersa in quello spazio. Sup-
poniamo intanto che valgano già la 

/0 = 0 , T̂  = 0 (5Л) 
suUa superficie T. 

Anzitutto si possono prendere le rette AQA^^AQA^ coincidenti con le tangenti 
asintotiche in P a i7 e poi scegliere convenientemente i punti A^, A^ su quelle 
ret te si che risulti 

Tĵ  = TQ , ^2 = To ; (5.2) 

^') Naturalmente dalla (4.10) si escluderanno ora i termini т | — co| e a | 
8̂) Relazione cho si ottiene dalla (4.15), 
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da queste, per diiBFerenziazione, è facile constatare (con i soliti procedimenti^^) 
che si puô far si che risulti inoltre^^) 

"̂ 1 " ^ "̂ 0 » ^2 " ^ "̂ 0 ( 5 . 3 ) 

ed allora si ha anche 

Ч + T^l •— '^l = — -̂ 112'̂ 0 + ^212^ ; (Ö.4) 
a questo punto le forme ri, ri risultano combinazioni lineari di r j , ri e si avrà 

ri — 2rl = Cç^rl + CjTo , (5.5) 

Tj — 1Г2 = Сз̂ о + C4T0 , 

come del resto risulta dalla difFerenziazione esterna delle (5.3); le quant i tà 
CQ, C ,̂ Cg, C4 sono funzioni dei due parametr i dai quali dipende il punto 3 ^ su Z" 
e in generale non sono legate da nessuna relazione. 

Cio premesso consideriamo nello spazio Pg, che ora supponiamo essere uno 
spazio proietiivo ordinario S^, la famiglia di riferimenti proiettivi definiti dalle 
equazioni 

3 A 1 1 2 2 

Шо = и , CO 0 = To , Û)o = To , 

Щ + (^1 + (^l + o.>3 = 0 , 0)1 + 0)1 — 0)1 — 0)1 = 0 , 
CDi = 0)Q , 0)2 = 0)Q , 0)i = Шо , 0}^ = 0)Q J 

0)1 + 0)1 — 2o)l = CQO)1 + c^o)l , (5.6) 
1 I 0 л 2 1 1 2 

COi + Шо =— 2ft>2 = C3CO0 + С4Ш0 , 
2 0 1 1 2 

0)3 — OJi = CIO)Q ~\- UO)Q , 

0)1 — 0)1 == UCol + CgCOo , 

dove и è una funzione incognita. Mostreremo ora che si puô determinare la и 
e cio che rimane arbitrario delle forme col in modo tale che la famiglia conside-
ra ta risulti una famiglia di riferimenti semi-normali'^^) at taccati ai punt i di 
una superficie Z di 8^, suUa quale sarà proiettivamente applicabile la super
ficie T di Pg consider a ta in principio e cio risulta dal confronto delle (5.5) con le 
(5.6). 

Dififerenziando esternamente le equazioni 

0)1 •— 0)1 — 2a>i = CQO)1 + c^œl , 
l i 0 o 2 ^ 1 | ^ 2 

0)1 + 0)0 — 20)2 = ^ 3 ^ 0 + С4Ш0 , 
2 0 1 , 2 ( 5 . 7 ) 

COg — COi = CIO)Q + UO)Q , 

0)o — CO9 UO)l + С3Ш0 

1̂ ) Adoperati per esempio nel lavoro citato in ^̂ ) per lo spazio proiettivo ordinario ma 
ancora validi* 

2̂ ) NelFipotesi, che facciamo una volta per tutte, che la superficie Z non sia luogo di oô  
curve autoparallele di Pg. II caso escluso si petrebbe trattare in modo analogo a quello qui 
seguito per il caso generale. 

21) Si veda Гор, cit. in ^^) a pag, 230. 
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dove 

Se si pone 

Ö>2 = VÙ)l + QÙ)l (5.9) 

si ricavano le equazioni quadratiche esterne 

+ { - Co2 - f (2ci + c j + c,, + c, ^^^±^ + 3 - 3t.| [coK] = 0 , 

-^ (2c, + c j + c î + c, ^ y ~ " + 3w - 3 | [«Jco„2] = 0 , 

- 2[cüK] + [{dM - 2й)в} шЯ + (5,8) 
4c + 2c 1 

+ | - Ci2 - Cl ^ i - ^ i + (Co + Сз) M + Сз J [cojcô ] = 0 , 
[{Au - 2ft,«} coj] - 2[ft,Jft>a + 

+ Сз - A : J — 1 ^ (Cl + c,) гг ^ сЛ К ш | ] - О , 

de,- = Сдсоо + c,-2ft>o {i = 0, 1, 2, 3) . 

0 i l l 2 

vœl + çcoo 
2cü3 — dt̂  = асо\ -\- ßml 

le (5.8) dànno le relazioni 
— 4pt— 2V + A =::0 

2fi + év + в = 0 
2Q - <% + 0 = 0 
j3 - 2A + D = 0 

avendo indicato con A, В, G, D rispettivamente le espressioni a coefficiente di 
[COJCOQ] nella prima, seconda, terza e quarta délie (5.8). Risulta dunque 

f^ = - i ^ + -"^ (5.11) 

scrivendo soltanto il termine che contieme la u. La difFerenziazione esterna 
délie (5.9) fornisce le seguenti equazioni quadratiche esterne 

[dA col] + L. [colml] = 0 , 
[dQcol] + M.[aylcol]==0, (5.12) 
[dQ col] + [dA œl] + 2N[a>lœl] = 0 , 

dove le espressioni L, Ж, N sono, per quanto riguarda i termini contenienti la M, 
che solo interessano, 

L = J(2C3 + CQ)U+ ... , 
M = -^{2c^ + c,)u+..., (5.13) 

2N = |(СзС4 - CJPO) и + |(Ço2 + C32 + Cu + C4i) U+ ... 
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Dalle (5.12) si ricavano le relazioni 

d?L = {w — N) a)l + Lcol 
dQ=:::: - Jfft)J+ (W + N) 2 (5.14) 

dove w è una nuova funzione incognita; e da queste ultime, per difFerenziazione 
esterna, si ricavano le 

[dw col] + [àL 0)1] ™ [dN col] + K[colœl] = 0, 

[dw col] + [àN col] - [àM col] + H[colcol] = 0 . ^^'^^^ 

Queste equazioni, tenuto conto délie (5.13), contengono due espressioni di 
Pfaff nuove e cioè du, dw; esse mostrano che il sistema formato dalle equazioni 
(5.6), (5.9), (5.14) è in involuzione e che la sua soluzione dipende da due fun-
zioni arbitrarie di una variable. Pertanto vi è una superficie in S^ cui sono 
attaccati i riferimenti semi-normali determinati dalle equazioni scritte sopra. 
La superficie U è determinata in generale a meno di omografie e Farbitrarietà 
délia soluzione dipende soltanto dal fatto che la famiglia di riferimenti ottenuta, 
essendo di riferimenti semi-normali, contiene in se una certa arbitrarietà rela-
tivamente ad una stessa superficie. 

Резюме 

0 ПРОЕКТИВНОМ ИЗГИБАНИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ В ТРЕХМЕРНЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ ПРОЕКТИВНОЙ СВЯЗНОСТИ 

ЛУИДЖИ МУРАКИНИ (Luigi Muracchini), Бодоня. 

(Поступидо в редакцию 1/1II 1955 г.) 

Классдческое понятие Фубини проективного изгибания поверхностей 
в трехмерном проективном S^ было в 1950 г. обобщено Э. Бомпнани на 
случай поверхностей в кривых трехмерных пространствах Pg проективной 
связности. В настоящей работе такие обобщенные проективные изгибания 
исследуются методом внешних форм Э. Картана . Доказывается, что если 
даны два произвольных трехмерных пространства Р^ и Рз проективной 
связности, то семейство проективно наложимых пар поверхностей i7 в Рз 
и Е в Рз зависит од одной произвольной функции двух переменных. Далее 
доказано, что всякая поверхность U без параболических точек в произ
вольном Рз проективной связности проективно наложима на некоторую 
поверхность линейного пространства ^з- Ввиду этого, можно обобщить на 
случай кривых пространств Рз все те понятия из классической теории 
поверхностей, которые инвариантны при проективном изгибании. 
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