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YexocunoBauknii MaTeMaTHuecknii mypnai, T. 5 (80) 1955

SULLA APPLICABILITA PROIETTIVA DELLE SUPERFICIE NEGLI
SPAZI A CONNESSIONE PROIETTIVA A TRE DIMENSIONI

di LUIGI MURACCHINI (a Bologna).

(Adunanza del 1 marzo 1955.)

L’applicabilitd proiettiva di due superficie immerse in spazi a con-
nessione proiettiva, introdotta dal BomPrani, viene studiata con i me-
todi di E. CArTAN. Dopo aver determinato il sistema di equazioni di
Pfaff cui soddisfano le coppie di superficie proiettivamente applicabili,
se ne determina la generalitd delle soluzioni. Si mostra poi come una
superficie immersa in uno spazio a connessione proiettiva normale
possa venire applicata proiettivamente su una superficie dello spazio
proiettivo ordinario.

1. Introduzione. Il Bompiani, applicando alcune sue ricerche di carattere
topologico sugli elementi differenziali di curve e calotte di superficie o varieta,!)
ha fra I’altro esteso la nozione di applicabilita- proiettiva di due superficie
dello spazio proiettivo ordinario S,, dovuta a G. Fusini, al caso di due super-
ficie immerse in spazi P, a connessione proiettiva. Per la sua estensione il
Bompiani ha seguito le linee della trattazione da lui stesso elaborata per il caso
dello spazio proiettivo ordinario, S,.2) In tale modo egli estende dapprima le
nozioni di asintotiche, di forme elementari e di sistemi assiali, servendosene poi
per dare la definizione di applicabilita proiettiva, del tutto analoga a quella
che si puo dare nello spazio S;. Precisamente si dice applicabilita proiettiva fra
due superficie X, 2’ di due spazi P, P,,?) una corrispondenza asintotica?) che
conserva i sistemi assiali. I1 Bompiani osserva poi che vale la seguente pro-
prietd caratteristica, estensione di una nota delle applicabilitd proiettive in S:
le giaciture principali®) relative agli E,, uscenti da un punto P di 2 e apparte-

1y E. Bompiani, Topologia differenziale, Note I—V, Rend. Acc. Naz. Lincei, (8) §,
3—8, 8—15, 81—86, 169—175, 271 —275 (1950).

2) E. Bompiani, Le forme elementari e la teoria proiettiva delle superficie, Boll. Un. Mat.
Ttal., 5, 167—173, 209—214 (1926).

3) I due spazi P,, P, potendo eventualmente essere sovrapposti.

4) Che muta cioe curve asintotiche in curve asintotiche.

5) La k-giacitura principale relativa a k B indipendenti & stata introdotta dal Bompiani
nella Nota I del lavoro citato in 1).
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nenti a quella superficie, ed agli £, di autoparallela ad essi tangenti, e le giaci-
ture principali analoghe relative agli elementi di X corrispondenti dei primi
neil’applicability proiettiva, si corrispondono in una proiettivitd .

Nel presente lavoro ho ripreso la questione dell’applicabilita proiettiva di due
superficie di spazi P, a connessione proiettiva con i metodi di E. Cartan.®) Dopo
aver osservato che la giacitura principale del Bompiani relativa ad un &, di P,,
uscente da un punto P, ed allo E, di autoparallela tangente a quello in P, non ¢
altro che il piano osculatore in P alla immagine tangenziale”) dello &, conside-
rato nello S, tangente in P allo spazio P, segue intanto che la definizione data
dal Bompiani delle as ntotiche di una superficie equivale a quella che ne ha
dato il Cartan.?) Do poi un’altra definizione della applicabilitd proiettiva del
Bompiani, pit adatta alla trattazione coi metodi di Cartan. Tale definizione ¢ la
seguente, estensione anch’essa di una definizione dell’applicabilita proiettiva
in S,: una corrispondenza x fra due superficie X, X', immerse in due spazi P;, P,
a connessione proiettiva, si dira applicabilitd proiettiva se per ogni coppia di
punti corrispondenti P, P esiste una omografia fra gli spazi S, S,, tangenti a
P,, P, in P, P, che realizzi un contatto geometrico del secondo ordine fra le
immagini tangenziali di ogni coppia di elementi B,, #,, di X, X uscenti da P, P
e corrispondenti in ». Dopo aver rilevato alcune proprieta della applicabilita
proiettiva di due superficie di spazi a connessione proiettiva qualsiasi, in una
coppia di punti corrispondenti, scrivo il sistema di equazioni di Pfaff cui sod-
disfano le coppie di superficie proiettivamente applicabili. Per studiarlo con-
viene ridursi al caso di uno spazio a connessione proiettiva normale di Cartan e
cio puo sempre farsi come mostrero. Il sistema di equazioni di Pfaff si sempli-
fica allora e se ne possono esaminare le condizioni di integrabilita. Si pué cosi
ottenere il seguente risultato: le coppie di superficie X, X' (a punti non parabo-
lici), immerse rispettivamente in spazi P,, P, a connessione proiettiva normale
generici, proiettivamente applicabili dipendono da una funzione arbitraria di
due variabili. Questo risultato induce a ritenere che ogni superficie a punti
non parabolici di uno spazio P, sia proiettivamente applicabile su (almeno) una
superficie di un altro spazio P, (eventualmente sovrapposto al primo). Cio viene
confermato nel n. 5 dove si tratta il caso in cui lo spazio P, € uno spazio proiet-
tivo ordinario e si perviene al seguente risultato: ogni superficie (a punti non
parabolici) di uno spazio a connessione proiettiva normale si pud applicare
proiettivamente su una superficie dello spazio proiettivo ordinario. Quest’ulti-
mo risultato permette di trasportare alle superficie di uno spazio a connessione

8) E. Cartan, Legons sur la théorie des espaces d connexion projective, Paris, Gauthier-
Villars, 1937. Indicheremo tale opera nel seguito con (L); E. Cartan, Sur les variéiés a conne-
xion projective, Bull. Soc. Math. France, 52, 205—241 (1924).

7y Cfr. E. Cartan, (L) citato in ¢) ed anche: En. Bortolotii, Varietd a connessione pro-
settiva e loro immagini tangenziali, Atti R. Acc. Italia Rend., (7) 2, 251 —267 (1941).

8) Cfr. E. Cartan, (L) pag. 258.
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proiettiva le proprieta delle superficie dello spazio ordinario invarianti per
applicabilita proiettive.

Vogliamo ancora osservare quanto segue: se gli spazi P,, P, coincidono in
uno spazio P che ammette degli isomorfismi in s&, & chiaro che allora ogni
superficie & proiettivamente applicabile sulle sue transformate negli isomor-
fismi in s& di Py, ma possono esservi anche coppie di superficie proiettivamente
applicabili non mutate I'una nell’altra da un isomorfismo di P} in sé. Questo &
cié che accade nello spazio proiettivo ordinario. I’esame di quest’ultimo pro-
blema non viene affrontato nel presente lavoro.

2. Generalita sugli spazi a connessione proiettiva. In tutto cio che segue
indicheremo con- lettere greche indici che assumono i valori 0, 1, 2,3 e con
lettere latine indici che debbono assumere soltanto i valori 1, 2, 3; inoltre, se-
condo la nota convenzione, indici ripetuti in una espressione (termine) dovranno
ritenersi, salvo contraria avvertenza, indici di sommazione.

Sia dunque P, uno spazio a tre dimensioni a connessione proiettiva, definito
come & ben noto associando ad ogni suo punto A4, uno spazio S, proiettivo
(tangente), individuato dal punto 4, e da altri tre punti (analitici) A,, 4,, 44
che si assumeranno come vertici di un tetraedro di riferimento. Si dara poi la
legge di raccordo fra lo S; tangente nel punto 4, e quello relativo al punto
infinitamente vicino 4, + d4,, la quale legge fissa appunto la connessione
proiettiva?) dello spazio P, ed & espressa dalle formule:

d4, = wf4,, (2.1)

dove le w? sono forme di Pfaff, cioé forme differenziali lineari nei parametri
che fissano i punti A,. Si noti bene che la scrittura (2.1) & simbolica in quanto
i secondi membri non sono (in generale) dei differenziali esatti; le formule (2.1)
sono semplicemente lo strumento analitico che permette di costruire lo sviluppo
(0 immagine tangenziale) sullo spazio S, proiettivo tangente in un punto 4, di
P, di una curva di quest’ultimo spazio passante per 4,.

E chiaro che, senza cambiare la natura e la connessione dello spazio P,, si
possono muovere nello §; tangente in 4, i punti 4, ossia si pué effettuare un
cambiamento del riferimento proiettivo nello §; tangente; inoltre si pué anche
fare un cambiamento dei parametri (coordinate) nello spazio P; stesso. Tali
cambiamenti ovviamente alterano la matrice (w) delle forme w?. La formula
che fornisce la trasformazione piti generale della matrice (w), quando si cam-
bino i punti 4 in S; come indicato nelle (2.2 ), & la seguente, e si puo ricavare
con semplici calcoli:

(@) = {(da) + (a)(w)}(@~?) (2.2)
9) Cfr. E. Cartan, il lavoro cilta,to in 8).
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dove (w) & la matrice delle nuove forme ’, e la trasformazione che subiscono
i punti 4,, 4, é la seguente:
Zo = 4,
A; = a4,

mentre (a) indica la matrice quadrata formata con le @, e con, alla prima riga,
gli elementi 1, 0, 0, 0; (') indica la matrice inversa della (a) e (da) la matrice
formata coi differenziali degli elementi di (a).

In particolare subito si vede che si puo sempre supporre di aver scelto le
cose in modo che risulti

(@) — 0f) = 0} 4 0} + 0} — 30y = 0 (2.3)

e noi supporremo d’ora in poi che cio sia stato gia fatto.

Supponiamo ora di far percorrere al punto 4, di P; un ciclo (chiuso) infini-
tesimo qualsiasi in quello spazio, un punto X (X = 4,x*) dello spazio S; tan-
gente in A4, si trovera, a percorso avvenuto, in una nuova posizione X 4+ AX
(x= + Az=) nello S, e le formule seguenti danno lo spostamento subito dal pun-
to X

(2.2')

— Azt = QPxe (2.4)

oppure in coordinate non omogenee — = X*
x

— AXi = G+ (28 — Qp) Xt + Q1 X7 4 QL X* — X(QIX + Q)X 4 Q)X*) (2.4')
(non si sommi rispetto ad ¢, 7, £k = 1, 2, 3) ,
dove le Q° sono forme quadratiche esterne nelle w” le cui espressioni sono date
dalle seguenti e fondamentali formule di struttura dello spazio Py:
Qf = [dof] — [00]], (2.5)

Si pud anche pensare che le (2.4) definiscono una om ografia infinitesima di S,
associata al ciclo percorso da 4, in P,.

Fissato comunque il sistema di riferimento (cioé¢ i punti 4,) in S,, allora le
forme w’ risultano tutte combinazioni lineari delle tre forme fondamentali w},
il cui annullarsi esprime che il punto 4, ¢ fisso in P,.

In base alle (2.5) potremo allora porre:
Q= Rghk[wt’;wﬁ] [+ B],
Q; — Qg = Rihk[w(’)lwg]

7

(2.6)

(non si sommi rispetto ad 7).
Le R?,; (antisimmetriche rispetto agli indici ¢, §) sono le componenti del ten-
sore completo di curvatura e torsione dello spazio Pg; le R}, sono le componenti
del tensore di torsione. Infine valgono le formule seguenti, note come identita

del Bianchi, che danno i differenziali esterni delle forme:
[df] = [0;27] — [Q%w))] . (2.7)
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Ricordiamo che se per uno spazio P, si annulla il tensore di torsione Rours
cioé se valgono le Q) = 0, lo spazio si dice privo di torsione e se poi sono sod-
disfatte le condizioni

Qy=0, Qi —0y=0, R =0, (2.8)

J
lo spazio P, si dice, col Cartan, a connessione proiettiva normale.

Le equazioni differenziali delle autoparallele in uno spazio P, qualsiasi, cioe

delle curve la cui immagine tangenziale & una retta, sono le seguenti:
wy : wy : wy = (dwy — wgoy + who!) : (doy — ogwy + wio?) : (doy — ooy +
+ wlol) (2.9)

Vogliamo ora fare la seguente osservazione di cui ci serviremo nel seguito.
Considerato un elemento differenziale del secondo ordine E, di una curva C di
P, uscente dal punto 4, la giacitura principale del Bompiani relativa allo £,
considerato ed allo E, di autoparallela ad esso tangente coincide con il piano
osculatore all’immagine tangenziale dello £, considerato nello S; tangente a P,
in 4,.

Infatti ¢ ben noto che,?) per ogni spazio Pj, si pud instaurare una corrispon-
denza topologica fra l'intorno di un punto 4, di P, e I'intorno di A4, nello S,
tangente a P; in 4,, corrispondenza nella quale allo #, di centro 4, di una
curva di P; per quel punto corrisponde lo £, della immagine tangenziale della
predetta curva in §;. Poiché, d’altra parte, la giacitura principale relativa ad un
E,diS;eadun £, diretta a quello tangente, & il piano osculatore dello £, consi-
derato, segue quanto si e affermato.

3. L’applicabilila proiettiva di due superiicie immerse in spazi P,. Conside-
riamo uno spazio P, a connessione proiettiva, definito dalle formule (2.1), per
cui valga inoltre la (2.3); consideriamo poi un’altro spazio P, a connessione pro-
iettiva, che puo eventualmente essere sovrapposto allo spazio P,. Per lo spazio
P, indicheremo con 7 le espressioni analoghe alle »? relative a P, con & le
espressioni analoghe alle £f, gli altri enti di P, saranno indicati con le stesse
lettere che quelli analoghi di P; ma soprasegnate. Non supporremo per il
womento che le 7/ soddisfino alla condizione (7 — 7§) = 0, analoga alla (2.3).

Consideriamo una superficie X' di P, ed una X' di P,, ed una corrispondenza
fra X e X in cui si corrispondano i punti 4,, 4,. Possiamo intanto supporre di
aver scelto i riferimenti negli spazi S,, S, tangenti a Py, P, in 4,, 4, in modo
tale che i piani 44,4, 4,4,4, siano rispettivamente tangenti a X' a X in 4,
A,. Si avra dunque sulle superficie X, X rispettivamente wf = 0, 7§ = 0.

Supponiamo ora che la corrispondenza x fra X, X sia una applicabilita
proiettiva del Bompiani cioe, possiamo dire, una corrispondenza tale che le
giaciture principale relative agli £, di 2 uscenti da 4, ed agli &, di autoparallela

1) Cfr. B. Cartan, (L) pag. 186.
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di P, a quelli tangenti e le giaciture principali analoghe, relative agli &, di 2
corrispondenti dei primi in x, si corrispondono in una proiettivita =. In virta
dell’osservazione con cui termina in n. 2, si vede facilmente che se, e solo se,
x & una applicabilitd proiettiva nel senso predetto, esistera una omografia 2
fra gli spazi S,, S; che muta A, in 4, e che realizza un contatto geometrico del
secondo ordine fra le immagini tangenziali di ogni coppia di elementi B,, &, di
X, 2 uscenti da A4,, 4, e corrispondenti in x. Si vede subito anzi che delle omo-
grafie € nelle condizioni precedenti ne esisteranno co®. Infatti consideriamo le
immagini tangenziali in S; degli E, di centro 4, della superficie 2; & ben noto?)
che quelle immagini tangenziali appartengono sempre ad una calotta super-
ficiale (olonoma) del secondo ordine ¢ di S,. Analogamente accade per gli ele-
menti in P, corrispondenti ai primi in x. Bastera dunque ricordare note
proposizioni sulla corrispondenza fra i piani osculatori a curve omologhe uscenti
da punti omologhi di due superficie in corrispondenza puntuale nello spazio
proiettivo ordinario.!’) Osserviamo anche che le omografie § sono omografie
tangenti'?) alla corrispondenza x fra le due superficie X, 2 cio¢ quelle omografie
contengono l'intorno (analitico) del primo ordine della corrispondenza x.

Cio posto ritorniamo alla considerazione delle due superficie X, Y di P,, P,
nei punti 4,, 4,. Fissati i punti 4, di S, in modo che valgano le (2.3) e sia wf =
= 0 sulla superficie X, si fisseranno i punti 4, in S, in modo che essi risultino
corrispondenti dei punti 4; in una delle omografie  cui da luogo fra S,, S, la
supposta applicabilitd x esistente fra X, 2. In tali ipotesi, oltre ad avere sulla &
75 = 0 come gid in principio abbiamo supposto, si avranno anche le relazioni:

wy =Ty, 5= Ty, (3.1)
dato che, come si & fatto osservare prima, £2 ¢ tangente alla corrispondenza x.
Del resto cio risultera ora nel determinare le relazioni analitiche esprimenti che
2’ e 2 sono proiettivamente applicabili. Infatti consideriamo una curva C su X
in P, uscente dal punto 4,; lungo C gli elementi della matrice () sono funzioni
di un parametro ¢ che si puo supporre nullo in 4, porremo dunque lungo C

o =pf . dt.
Costruiamo ora I'immagine tangenziale A4,(f) in S; della curva C; per tale
immagine si ha

d4
,,_a?‘! = pgdo + pid; + P4,
d2A0 1 0,91 1,91 2,1
e (-.) Ao + (dp§ + phps + Pipi + Pipi) 4, +
+ (dp§ + pops + povi + Pep:) A + (5Pt + pipd) As (3.2)

1) G. Fubini-B. Cech, Introduction o la géometrie projective différentielle des surfaces,
Paris, Gauthier-Villars, 1931.

12) H. Cartan, Sur la déformation projective des surfaces, Ann. Ec. Norm. Sup. Pazis, (3)
37, 259—356 (1920), pag. 268.
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2
dove il coefficiente di 4, nella espressione di &4, non interessa. Formule del

de2
tutto analoghe (salvo a soprasegnare le lettere ed a sostituire alle pZ le £ con
74 = £ dt) si hanno in P, per la curva C su X' corrispondente di C nella appli-
cabilitad ». Esprimiamo che 'omografia 2 in cui ai punti 4, di §; corrispondono
i punti 4, di S, realizza un contatto geometrico del secondo ordine fra le imma-
gini tangenziali di C in S; e di €' in S;. Avremo le condizioni
p(])-:t(}’ 2932'53,
PPl + Pipy =ttt + Gt} »

Potdpo + pops + popi + mopz) — (A5 + ot + oty + Gt} = (3.3)

= po{(dp; + pops + Popt + Paps) — (A + toto + Gt} - B5t3)}
e poicheé il contatto geometrico predetto viene realizzato da  fra due curve C,
C qualsiasi (corrispondenti in ), le relazioni (3.3) portano a concludere che

deve essere, per qualsiasi wg,

P

wh=h, W=,
wow} + wow) = 7] + 70T}
o3{(dw) + wiw; + wjo] + wjw)) — ([du + Bn + on + o) = (3.3)
= wp{(dw; + wowi + wewi + wgwi) — (dry + Totg + ToT: + ToT3)} -
Ora metteremo le condizioni (3.3') in una forma pil espressiva e semplice.

Anzitutto possiamo differenziare esternamente le wj = 0, 75 = 0 che per
ipotesi valgono rispettivamente su X e 2. Le (2.6) forniscono attualmente

[wéw:{] + [wiwd] + Rﬁm[wéwﬁl =0;

se ne deduce, tenendo conto che sulla superficie X le forme w,, wj sono indi-
pendenti,
w0} + waws = a(wg)? + 2bwyw; + c(wp)? ; (3.4)

analogamente si conclude a partire dalla 7 = 0. Pertanto la relazione nella
seconda riga delle (3.3") insieme con quelle della prima riga permettono di
concludere che deve essere
7} — of = $(RG1e — Ry,) s, (3.5)
Tg — wg = %(Rgm - Rglz) w; . ’

Notiamo incidentalmente che (3.4) da la forma quadratica in w,, w; che for-
nisce le asintotiche di 2;'3) la seconda relazione delle (3.3’) esprime che la cor-
rispondenza x fra 2, X' & asintotica.

Possiamo ora differenziare esternamente le due relazioni
1 1 2 2,
Wy = Ty, Wy = Tg;

13) Cfr. ’annotazione 8).
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se ne ricavano conseguenze che, tenuto conto delle (3.3’), portano alle

Ti - Tg - (wi - wg) = %‘(Rém - :Rém) wé + 2}*10’3 + 12‘03 s
T; - w; = - %(Rzm - R(%m) wé + /1260; >
7 — 0} = J(Bhy — Ri) o} + Mo, #9)
Tg - 78 - (w; - wg) = - %(R(z)lz - th)lz) w; + A]w; + 2}'20’5 s

dove 1,, 4; sono quantitd opportune. Si vede cosi che oltre alla omografia 2,
tutte le 003 omografie Q* che mutano i punti 4, nei punti A* dati da
Ay = 4,, :4:k =A4; +md,, (3.7)

le m; essendo quantitd arbirarie, realizzano il contatto geometrico del secondo
ordine fra le immagini tangenziali delle curve tracciate sulle due superficie
X, Y come I'omografie Q.

Riassumendo, le condizioni perché la corrispondenza x fra le due superficie
X, X' sia una applicabilitd proiettiva si possono scrivere:

1 1 2 2 3 3
Wy =Ty, Wg==Ty, Wy=7Tp=0,

=i+ hog, T =) — ho,,
T, = oy — kog + Aoy, 71 = o) + log 4 Ao, (3.8)
71 — 75 = 0] — wg + koy + 24,05 + As0p
Ty — To = w5 — wy — lwg + Awy + 22405,
avendo posto
h = ‘%’(Rgm - Rglz) , k= %(Rém - Rém) , = %(R(znz - R?uz) .

Le equazioni (3.8) costituiscono il sistema di equazioni di Pfaff che fornisce
le coppie di superficie proiettivamente applicabili. Prima di studiarlo vogliamo
fare alcune osservazioni. Supporremo d’ora in poi che le superficie X, X' non
siano a punti parabolici, sicché le forme wi, w3 risultino indipendenti. Allora
potremo supporre di aver preso il riferimento in S; in modo tale che 4,4,, 4,4,
siano le tangenti asintotiche di X' in 4,; inoltre rinunciando a soddisfare la
(2.3) che attualmente ¢ inutile, 4, ed 4, si possono scegliere su quelle rette in
modo che la (3.4) diventi

wawd + wpwd = 2wiws .

E noto che dopo di ¢id si possono considerare!*) due forme cubiche @, ¥,
in wy, wg, ciascuna delle quali generalizza la forma delle tangenti di Darboux
di una superficie dello spazio ordinario e che quelle due forme coincidono solo
se lo spazio P; & privo di torsione. Le forme @,, ¥, sono costituite dai due
termini in (wg)® e (wg)® nelle espressioni

D = () 01 + () w3,
¥ = mpoio; + wjjw; ; (3.9)

u) Cfr. E. Cartan, (L) pag. 275.

281



chiameremo le @,, ¥, prima e seconda forma di Darboux della superficie 2.
Ebbene le (3.8) mostrano che: in una applicabilita proiettiva » fra due super-
ficie X, X di due spazi P;, P3 si corrispondono le asintotiche e le prime curve di
Darboux; ma in generale non si corrispondono le seconde curve di Darboux. Si
osservera anche che l'applicabilita proiettiva non conserva, in generale, le
proiettivita, generalmente non involutorie, delle tangenti coniugate sulle
superficie X, f Que]la, proiettivita & data su 2 notoriamente, indicando con

m il rapporto , dalla
(2 + Ry m' + (2 — R)m = 0. (3.10)

Si puo vedere facilmente che se le proiettivita delle tangenti coniugate vengono
conservate, altrettanto accade delle seconde linee di Darboux e viceversa.

4. I’applicabilita proiettiva delle superficie negli spazi a connessione proiet-
tiva normale. Per studiare il sistema (3.8) di equazioni di Pfaff mostreremo
dapprima come ci si possa ricondurre sempre al caso di spazi privi di torsione o
in particolare a connessione proiettiva normale, nei quali il sistema (3.8) ¢ piu
semplice. Osserviamo infatti che: se fra due spazi P, Py a connessione proietti-
va qualsiasi intercede una corrispondenza K tale che si corrispondano le auto-
parallele, allora per ogni coppia di punti corrispondenti 4,, A5 esistono omo-
grafie fra gli spazi S,, Sy tangenti in 4,, 4; che realizzano un contatto geo-
metrico del secondo ordine fra le immagini tangenziali delle curve uscenti da
A,, A e corrispondenti in K. Infatti scegliamo i punti A} nello spazio S, che
corrispondano ai punti 4; dello spazio §; in una omografia £ di quelle menzio-
nate prima, la quale risulterd ovviamente tangente a K. Allora si vede subito
che valgono le relazioni

wh = 15, (4.1)

adoperando la lettera w per lo spazio P, e la lettera 7 per Py¥. Da queste si
ricavano, per differenziazione esterna, le relazioni

[{7i — w0 — o} 4+ wojoi] + [(7) — f) o] +
+ [(vi — i) wg] + 2 — 05 =0 (4.2)
(non si sommi rispetto ad 4, j, k =1, 2, 3) .

Esistono quindi tre forme quadratiche @ nelle w{ tali che

i 0 i1 1 09 i ok
T, — 17— 0}t o 2 ol i + ho:zwo + homwé ,
) ] 1 09® (4.3)
T; - w;‘ = 2 aw; + houwo =+ h()kzwo

(non si sommi rispetto ad 4,j,k =1, 2, 3),
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avendo posto
hll]lm = %(Réfm - R(L]Zm) . (4.4)

Se ora si considerano le equazioni delle autoparallele in P; date dalle (2.8)
e le analoghe per P, si vede subito che le autoparallele dei due spazi si corri-
spondono se e solo se le equazioni

g : Wt 0f = OOV : P DB (4.5)
sono soddisfatte per ogni wj, cioé si abbia
DD = wid (4.6)

dove A = Awy + pws + vo) & una forma lineare nelle w}. Ma se le (4.6) sono
soddisfatte, ’'omografia Q in cui si corrispondono i punti 4,, 4* realizza un
contatto geometrico del secondo ordine fra le immagini tangenziali delle curve
uscenti da A,, A* degli spazi P;, Py e corrispondenti in K. Cio risulta senza
nessuna difficolta con un procedimento identico a quello adoperato in principio
del n. 3 per una questione analoga.

La osservazione fatta permette di ricondurre 1’esame del problema dell’appli-
cabilita proiettiva delle superficie al caso di spazi privi di torsione o in partico-
lare a spazi a connessione proiettiva normale. Infatti consideriamo due spazi
a connessione proiettiva qualsiasi P} e P} ed in essi due superficie 2*, 2*; & ben
noto che al sistema delle autoparallele di P} (o P;) si puo associare uno spazio
a connessione proiettiva normale P, (o P,) avendosi quindi ovviamente fra
i due spazi P¥ e P, (o P} e P,) una corrispondenza che conserva le autoparallele.
Alla superficie X* (o X*) corrispondera cosi una superficie X' (o X) e quelle due
superficie risultano proiettivamente applicabili. In tale modo ad ogni coppia di
superficie X, X' di P,, P, proiettivamente applicabili corrispondera una coppia
di superficie X*, 2* nelle stesse condizioni e viceversa.

Scriviamo dunque il sistema (3.8) per il caso di due spazi a connessione
droiettiva normale. Attualmente si hanno le relazioni, per lo spazio P,,

(Q; —Q2)=0, Q =0, R}, =0 (4.7)
e le analoghe per lo spazio P,.

Ricordiamo che si puo sempre sottrarre dalla diagonale principale della ma-
trice (w) una forma di Pfaff arbitraria, pertanto si puo sempre supporre che sia
79 = wy = 0. Le equazioni (3.8) diventano, avendo fatto una conveniente
scelta della omografia  in base alle (3.7),

Tg —_ wg =0 B
(u3=0, 13—0)3:0, 1:3—-—0)3:0, 1,'3——(03:0,
—0}=0, 75 —0}=0, (4.8)
1}——0)}:0, 1;—(0;::0,

2 2 2 2
i—w; =0, 7, —0w,=0.
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La differenziazione esterna delle equazioni (4.8) conduce alle seguenti condizioni
di integrabilita.l?)
g
[wew}] + [wawi] = 0,
(73 — ) wp] + [(7 — w}) @3] = 0,
[(75 — w3) 0] + ai[wiwy] =0, (4.9)
[(7} — w3) 03] + aj[wiw] =0,
[(z3 — @) wg] + [0z — w3)] + A1 tiz[wowg] = 0,
[(72 — @) wa] + [03(75 — @3)] + harlwgo] = 0,
[(z] — ) wp] + [wi(7; — wg)] + Bipo[wpmg] = 0,
[(z§ — o) wg] + [w}(7s — w3)] + h; 12[(000)0] =0.
Consideriamo un elemento lineare integrale del sistema (4.8) dato dalle

1, 2, .3, 3, 0 0, _0
wo.wo.wl.wz.'[l—wl.rz—wz.rg—wa 1,'3—~0)3 ‘rg—wg:

=1:0 :03:83: o} s ay tay al cad; (4.10)
si osservi che tale elemento non & particolare perché w2 = 0 & una direzione
tangente qualsiasi in 4,, 4, alle superficie X, 2.

Le equazioni (4.9) mostrano che gli elementi lineari integrali in involuzione!6)
con l'elemento (4.10) sono dati dalle equazioni

wi = 1(00 + bawo >
71 wl = a1wo + ‘lzwo >
771 - wl — b (Ts - (u3) = “1600 - aawl + huzwo ’ (411)
Ty — wy — 2(13 - ws) = aywp — a’awz + kuzwo ,
— bi(; — 03) = 4105 — @07 + hinop,
— Bilet — 0d) = a0} — alol + Ko}, -
bi(7y — o) = a0} — xibjot + aiblo; , (411
b;(’"s — 0}) = ajo; — x3bio] + x3biw;
dalle quali si ricava la relazione
(a3 — aib; + «3b}) . (b3} — biw3) = 0. (4.12)

. 11 sistema (4.8) non ¢& dunque in involuzione ed occorre prolungarlo aggiun-
gendo I'equazione
7 — o) = dlo) — ol (4.13)

15) Supponiamo che le superficie X, X' siano a punti non parabolici, cioé che le due forme
w?, w? siano indipendenti. In virti della seconda delle (4.9) si ha allora che il prodotto
esterno [w}w}] e il prodotto esterno [w}w;] differiscono soltanto per un fattore scalare.

18) Si vedano: E. Cartan, Les systémes differentiels extérieurs et leurs applications géo-
métriques, Paris, Hermann, 1945; 1. Cartan, Sur la structure des groupes infinis de transfor-
mations, Ann. Ec. Norm. Sup. Paris, (3) 21, 153—206 (1904).
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dalla quale per differenziazione esterna si ricava la nuova condizione di inte-
grabilita
E: 2 2 2 g 2
[{dai — 75 + o5 + ai(w; — f) — aioi} wi] + (4.14)
3 1 1 3 1 3 1 3 3
+ [{— day — 75 + 03 + xjo; — x5(0; — wy)} 01] +
3 1 2
+ h31a[wemp] = 0

che si puo anche scrivere

[4,03] 4 [A503] + Bjalwgwg] = 0 (4.15)

dove 4, e A, sono evidentemente due nuove forme di Pfaff. Un elemento lineare
integrale del sistema (4.8) e (4.13) & ora dato dalle (4.10) cui si aggiungono le
altre'”)

et Ay Ay =000, (4.16)

e gli elementi integrali con quello in involuzione sono dati dalle (4.11) e dalla'®)
ADY 4+ 403 = Lot + Lws + Bl o). (4.17)

Si conclude che, se biag #+ 0, vi sono oo? elementi integrali in involuzione con
I’elemento generico considerato. Il sistema di equazioni di Pfaff (4.8) e (4.13)
¢ dunque in involuzione e la sua soluzione generale dipende da una funzione
arbitraria di due variabili. Si puo dunque concludere che: le coppie di super-
ficie proiettivamente applicabili, di due spazi generici P,, P, a connessione
proiettiva normale, dipendono da una funzione arbitraria di due variabili. Cié
rende plausibile I'induzione che per ogni superficie, a punti non parabolici, di P,
ve ne sia almeno una in P, proiettivamente applicabile alla prima. Cio risultera
dimostrato nel successivo n. 5 nel caso che lo spazio P; sia uno spazio proiettivo
ordinario.

b. Applicabilitd proiettiva di una superficie di uno spazio P, a connessione
proiettiva su una superficie dello spazio proiettivo ordinario. Prima di esami-
nare il caso in cui lo spazio P, sia proiettivo ordinario, vogliamo mostrare come
si possa particolarizzare il riferimento proiettivo nello spazio S, tangente allo
spazio P, in un punto A4, di una superficie 2, immersa in quello spazio. Sup-
poniamo intanto che valgano gia la

79=0, 70=0 (5.1)
sulla superficie 2.

Anzitutto si possono prendere le rette 4,4, 4,4, coincidenti con le tangenti

asintotiche in P a X e poi scegliere convenientemente i punti 4,, 4, su quelle

rette si che risulti
3 2 3 1.
TI =Ty, Tyo= To} (5.2)

17) Naturalmente dalla (4.10) si escluderanno ora i termini 7§ — w3 e a3.
18) Relazione che si ottiene dalla (4.15).
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da queste, per differenziazione, ¢ facile constatare (con i soliti procedimentil?)
che si puo far si che risulti inoltre??)
2 1 1 2
TI =Ty, Ty =T, (5.3)
ed allora si ha anche
1 2 3 3 1 3 2,
. Tt T — Ty = — Rint + Ropto s (5.4)
a questo punto le forme 77, 72 risultano combinazioni lineari di 7j, 72 e si avra

T8 — 271 = CoTo + €175, (5.5)
71 — 275 = Ca7g + 0477(2) >
come del resto risulta dalla differenziazione esterna delle (5.3); le quantita
Co> C1» Cg> €4 SONO Tunzioni dei due parametri dai quali dipende il punto 4, su X'
e in generale non sono legate da nessuna relazione.’

Cio premesso consideriamo nello spazio Pj, che ora supponiamo essere uno
spazio proiettivo ordinario Sj, la famiglia di riferimenti proiettivi definiti dalle
equazioni

wy =0, w},:té, w?,:r(z,,

wy+ ol Folt+edi=0, o+ ol —wy—ol=0,

w?:wga wg:wé) w%:w}), w;=w§)

w5 + Wy — 207 = cqwp + €105, (5.6)
o1 + wp — 205 = c;05 + ¢y,

0 — o) = cwy + uwy ,

1 2 1 2
W5 — Wy = UWy + C30q ,

dove u ¢ una funzione incognita. Mostreremo ora che si puo determinare la «
e cio che rimane arbitrario delle forme o] in modo tale che la famiglia conside-
rata risulti una famiglia di riferimenti semi-normali?!) attaccati ai punti di
una superficie X' di 8;, sulla quale sard proiettivamente applicabile la super-
ficie X' di P, considerata in principio e cio risulta dal confronto delle (5.5) con le
(5.6).
Differenziando esternamente le equazioni
w3 — 0y — 207 = cowy + 08,
w1 + 0 — 20; = ¢z, + ey,
wy — wy = €0y + uwy (67
w3 — Wy = Uy -+ €0
19) Adoperati per esempio nel lavoro citato in ?) per lo spazio proiettivo ordinario ma
ancora validi.

20) Nell’ipotesi, che facciamo una volta per tutte, che la superficie X non sia luogo di co?!

curve autoparallele di P,. Il caso escluso si petrebbe trattare in modo analogo a quello qui
seguito per il caso generale.

21) 8i veda l’op. cit. in ) a pag. 230.
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si ricavano le equazioni quadratiche esterne
dojog] — 2wiof] +
+ {~ Con — 2 20y 6 + oy o T g 3u}[wow01 =0,
— 2[wwf] + 4wgof] +
+ {— Co — 2 (201 + 64) + 0ag + 04 2 % + “ 4 3u— 3} [wfo3] =0,
— 2[wfw] + [{du — 205} of] + (5,8)

4 2
+{*612_01M+(60"-63)“'*_03}[60%&)3]:0,

C3
[{du — 208} wf] — 2[wjwi] +

2¢y + 4c
{— €1+ €5 —% — (e ) u— Cl} [ogwi] =0,
dove
de; = ané + Cizwg (t=0,1,2, 3) .
Se si pone

oy = Awg + pog
wy = v + gwp (5.9)
2wy — du = awy + foy
le (5.8) danno le relazioni
—4du—2v+A4=0
2+ 4+ B =0
20— «a+C =0
f—2L+D=0
avendo indicato con 4, B, C, D rispettivamente le espressioni a coefficiente di
[wowi] nella prima, seconda, terza e quarta delle (5.8). Risulta dunque
p=—du+.
v = —tu+ ...
scrivendo soltanto il termine che contieme la . La differenziazione esterna
delle (5.9) fornisce le seguenti equazioni quadratiche esterne
[d4 wo] + L. [wowo] =0,
[de 0)0] + M . [wgwg] = 0, (5.12)
[do wo] + [dA wg] + 2N[wwp] = 0,
dove le espressioni L, M, N sono, per quanto riguarda i termini contenenti la u,
che solo interessano,

(5.10)

(5.11)

L = %(2c3+60)u+ ey
M=—3Q+e)ut..., (5.13)
2N = 1(cseq — €1€0) % + (Cop + Cap + €11 + Ca) ¥ + ..
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Dalle (5.12) si ricavano le relazioni

di = (w — N) wg + Loy
do = — Mwy + (w + N) wy

4

(5.14)

dove w ¢ una nuova funzione incognita, e da queste ultime, per differenziazione
esterna, si ricavano le

[dw wo] + [dL wo] — [dN wo] + K[wowo] =0,

[dw wg] + [AN wj] — [AM o] + Hlwgwg] = 0. (5.15)

Queste equazioni, tenuto conto delle (5.13), contengono due espressioni di
Pfaff nuove e cioé du, dw; esse mostrano che il sistema formato dalle equazioni
(5.8), (5.9), (5.14) & in involuzione e che la sua soluzione dipende da due fun-
zioni arbitrarie di una variable. Pertanto vi & una superficie in S; cui sono
attaccati i riferimenti semi-normali determinati dalle equazioni scritte sopra.
La superficie 2 & determinata in generale a meno di omografie e ’arbitrarieta
della soluzione dipende soltanto dal fatto che la famiglia di riferimenti ottenuta,
essendo di riferimenti semi-normali, contiene in sé una certa arbitrarieta rela-
tivamente ad una stessa superficie.

Peswome

O TIPOEKTUBHOM U3T'MBAHNN HO_BEPXHOCTEH B TPEXMEPHBIX
MPOCTPAHCTBAX IMPOEKTUBHOIT CBS3HOCTHU

JIVAIHKN MYPAKUHN (Luigi Muracchini), Bosous.
(ITocrymuno B pegaxuuio 1/I11 1955 r.)

Knaccuuecroe nmonarue DyOuMHN IPOEKTMBHOrO M3rUOaHUsA IOBEPXHOCTEMH
B TpeXMepHOM IpoeKTUBHOM S, 6o B 1950 r. 06obmeno 9. Bomnmanu Ha
caIyuail moBepXHOCTEH B KPUBBIX TPEXMEpPHLIX IPOCTpaHcTBax Py mpoeKTHBHOI
cBAsHOCTU. B Hacrosmeit pabore Takue 0606IIeHHbIe TPOCKTUBHEIE UBTNOAHIA
uceenyloresa mMerofiom BHemnux gopm 9. Kaprana. JlokassiBaeres, 9To ecin
' JlaHBI {Ba NMpPOMBBOJILHEIX TPeXMEpHBIX mpoctpanctBa Py m P, npoexTtneroil
CBASHOCTH, TO CEMeiCcTBO NMPOEKTHBHO HAJORUMBIX I1ap moBepxHOCTEH X B Py
u % B P, 3aBucut ojf ojiHoii npousBoIbHOl GyHKIMI ABYX mepemenunix. laiee
TOKAaBaHO, YTO BCAKAA IOBepXHocTh 2 6e3 mapaGoaMdecKNX TOYEK B ITPOM3-
BOJMBHOM Pj3; NpOEKTUBHOII CBASHOCTM MPOEKTHBHO HAJIOMKNMA HAa HEKOTOPYIO
TOBEPXHOCTh JMHelHoro mpocrpancrsa S;. Beugy aroro, MomHo 0606IuTs Ha
ciIydait KPMBBIX HpocTtpaHcTB P, Bce Te IIOHATUA M3 KJjaccudyecKoil Teopum
HOBepXHOCTeil, KOTOPEIe MHBAPUAHTHEL IIPM IPOEKTHBHOM M3rnGaHuu.
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