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YexocaoBauknii MaTeMaTHIecknii wyprai, 1. 6 (81) 1956, Ilpara.

UBER ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN
- DER LOSUNGEN DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNG
ZWEITER ORDNUNG

MILOS ZLAMAL, Brno.
(Eingelangt 29. VI. 1955.)

Im ersten Teil dieser Arbeit werden asymptotische Eigenschaften
der Losungen von y” + a(t) y’ -+ y = 0 untersucht besonders im Fall
lim a(t) = . Im zweiten Teil sind asymptotische Formeln fur die
t—x .
allgemeine Losung der Sturmschen Differentialgleichung angegeben
und mittels derselben wird eine einfache Bedingung gefunden, sodass

alle Losungen von y” - f(¢) y = 0, wo lim f(t) = o0, bei t -~ o0 gegen
t—

Null konvergicren. Im dritten Teil wird ein gegenteiliger Fall unter-

sucht, ndmlich die Gleichung y” - f(t) y = 0, wo positive Werte von

f(t) fiir grosse t klein sind.

1. Wir werden uns mit der Differentialgleichung
: y' +al)y +y=0 (1)
beschiftigen, wo der Dampfungskoeffizient positiv und besonders lim a(¢) =

t—>

ist. BELLMAN bemerkt (siehe [1], S. 163), dass wenn wir (1) mit der Gleichung
derselben Form vergleichen, wo der Dampfungskoeffizient eine positive Kon-
stante ist, man intuitiv erwarten kann, dass bei a(t) — oo alle Losungen von (1)
gegen Null streben. Auf der anderen Seite bemerkt er, dass zu hoffen ist, eine
Losung von (1) sei anndherungsweise gleich der Losung von

at)y' +y=0.
ds . .
Wenn aber a(t) — oo so schnell, dass 0 < o0, dann konvergieren die Losun-

gen der vorhergehenden Gleichung nicht gegen Null und wir konnen also er-
warten, dass (1) eine nicht gegen Null konvergierende Losung haben werde.
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Unser Ziel ist Bedingungen anzugeben hinreichend einesteils dafiir, dass alle
Losungen von (1) gegen Null streben, anderenteils, dass eine gegen einen von
Null verschiedenen Grenzwert konvergierende Losung existiert.

2. Im folgenden werden wir voraussetzen, dass die reelle Funktion a(¢) fiir
grosse t, sagen wir im Interval (¢,, ), stetig ist und notigenfalls eine stetige
Ableitung hat. Dabei werden alle weiteren Voraussetzungen das Intervall
(tg, 0) betrefen. Wenn es uns um die lineare Differentialgleichung der allge-
meinen Form

Y+ o)y +qt)y =0 (2)
gehen wird, setzen wir die Stetigkeit der Koefizienten p(¢) und ¢(t) voraus.

Wir nennen eine Losung y(f) nichtoszillatorisch, wenn fiir grosse ¢ y(t) =+ ¢.
Im gegenteiligen Fall, wenn namlich y(¢) unendlich viele Nullstellen hat, spre-
chen wir von einer oszillatorischen Losung, denn dann #ndert y(¢) unendlich
vielmal sein Vorzeichen, weil dort wo y(t) = 0, ist %'(f) # 0. Entweder sind
alle Losungen von (1) oszillatorisch oder alle nichtoszillatorisch.

Zuerst fiihren wir einige Hilfssitze ein.

Hilfsatz 1. Es sei a(t) = konst > 0. Dann ist jede Lisung von (1) so wie

ihre Ableitung eine beschrinkte Funktion und [y'2(t) dt << oo.

Beweis: Multiplizieren wir (1) mit 2y'(f) und integrieren von ¢, bis . Wir
bekommen

t
y'2(t) + 2[a(7) y'*(v) dv -+ y*(t) = konst ,
to

woraus der Hilfssatz unmittelbar folgt.

Hilfsatz 2. Wenn y(t) michioszillatorisch ist, dann ist fiir grosse t entweder
y(t) > 0 und y'(t) << 0 oder y(t) << 0 und y'(t) > 0, d. h. y2(t) nimmt ab. Hat die
Gleichung (1) nichtoszillatorische Liésungen und ist a(t) 2> konst > 0, so kon-
verguert -wenigstens eine Losung monoton gegen Null.

Beweis. Es sei y(t) + 0 in {¢;, ). Wir konnen y(¢) > 0 annehmen. Dann
kann y’(#) fur grosse ¢ nicht positiv sein, denn in diesem Fall wiirde y(¢) wachsen,
sodass y(¢) = ¢, > 0 und, wie aus (1) folgt, "(¢) < — ¢,, woraus wir durch
zweifache Integration

Yt) = — et + y'(ty) 4 y(ty) > — @

erhalten, was nicht méglich ist. »'(t) kann aber nicht mehr als einmal sein Vor-
zeichen dndern. Denn wenn y'(f,) = y'(¢,) = 0, dann gilt y"(¢,) + 0, y"(t,) *+ 0
(wére nédmlich vielleicht y”(f;) = 0, dann folgt aus (1) y(¢,) = 0 und so y(¢) = 0)
und einer der Werte »”(¢,) und »"(¢,) muss positiv sein. Das aber steht im Wider-
spruch mit (1). Es ist also ersichtlich, dass fiir grosse ¢ y'(¢) << 0 gilt.

Es sei jetzt y,(¢) eine nichtoszillatorische Losung und y,(t) > 0, y,(t) < 0.
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. 1 .
Wenn lim y,(¢) > 0, ist 70 eine beschrinkte Funktion und so
—-)m 1

@ T

1 f a(s)ls X
f —— e b dz < oc. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass

A
f fu(s)<|x d
Yo(t) = yi(t) ?/—(_T“ ta T

eine linear unabhéngige Losung ist. Diese konvergiert offenbar monoton gegen
Null.

Hilfsatz 3. Hat die Qleichung (2) eine im Intervall {¢,, ) von Null verschiede-
ne Losung, dann ist das Integral K(, t), welches durch die Anfangsbedingungen
K(z,7) = 0, K'(7, ) = 1 bestimmt wird, positiv fir t > v > t,.

Beweis. Es sei y(t) # 0in {¢,, o). Dann gilt

1 I p(sys
K(t, r):y(r).y(t)fme T du .

Hiltsatz 4. Ist a(t) = 2, so sind die Losungen von (1) nichtoszillatorisch, ge-
nauer sie haben hichstens eine Nullstelle in (t,, ©)
Beweis. Es wird nachgewiesen werden, dass cine gewisse Losung y,(f)

positiv im Intervall (t,, oo)ist. Es sei Jl(t) das Integral von (1), welches in £, die
Anfangswerte y,(f,) = ¢ "', y1(to) = — e~% annimmt. Setzen wir jetzt v(f) =
= 1y,(f) — e, so gilt

v+ 2 4 v = — [a(t) — 2] y1(t)

und v(t;) = v'(fy) = 0. Wenn wir die rechte Seite der vorhergehenden Glei-
chung mit F(t) bezeichnen, bekommen wir durch Variation der Konstanten

= fK(t, 7) F(r)dr, (3)
t,

wo K(t, 7) das Integral von v" + 20" 4 v = 0 ist, welches die Anfangsbedin-
gungen K(7, 7) = 0, K'(7, 7) = 1 erfiillt. Nach dem Hilfssatz 3 ist K(¢, 7) > 0
fiir t > v > t,.

Jetzt kann behauptet werden, dass ¥,(£) > 0 und %;(f) < 0 im ganzen Inter-
vall (t,, o) gilt. Denn y,(#) ist jedenfalls positiv und yy(f) negativ in einer
hinreichend kleinen Umgebung von ¢,, was aus den Anfangswerten y,(t,) =
= e >0, y1(t) = — e~ < 0 folgt. Darum, wiire y,(¢) nicht positiv und y,(¢)
nicht negativ im ganzen Intervall (t,, c0), so miisste ein solches ¢, > , existie-
ren, dass entweder 7,(£) > 0 in (&, £,>, y1(£) < 0 in (&, £;) und y;(¢;) = 0 oder
() < 0 in {to, £, y1(t) > 0 in (&, £,) und y,(t,) = O gilte. Der erste Fall
kann aber nicht eintreten, weil dann aus (1) y"(¢) << 0 folgt, sodass y,(¢) in ¢,
ein relatives Maximum haben miisste. Der zweite Fall ist gleichfalls nicht
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moglich. Denn dann wire F(¢) > 0 in (¢, ¢,), so dass (3) v(t) = 01in (¢, ¢;,) und
speziell y,(t;) 2> e=" > 0 ergeben wiirde. Es ist also y,(¢) eine nichtoszillato-
rische Losung.

Ahnlicherweise lisst sich beweisen, dass (2) nichtoszillatorische Lésungen
hat, wenn entweder p(t) > p, > 0 und 0 < ¢(t) < g, oder p(¢) < p, < 0 und
q(t) = go, Wobei p; — 4q, = 0.

3. Jetzt geben wir eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass alle Losungen
von (1) gegen Null konvergieren.

Satz 1. Es sei a(t) = konst >0 und a’(t) von oben beschrinkt. Dann konver-
grert jede Losung von (1) gegen Null bet t — co.

Beweis. Nach dem Hilfssatz 1 ist |y(f)] =< ¢y, |y ()] = c,, fy” t) dt < oo.
Wihlen wir ein natiirliches ungerades n so gross, dass @'(f) < 3(n + 1) gilt.
Multiplizieren wir (1) mit *(¢) und integrieren von ¢, bis ¢, dabei die ersten zwei
Glieder partiell. Wir bekommen

t

1
y'(t) y(t) — nf?/"_l(f) y*(r)dr + P a(t) ym () +
to
{

-+f[1 — _14_ 1 a’(t):l y*+1(t) dr = konst ,

to

woraus zu ersehen ist, dass

T-f nil(r) dr <f[l — »w—a, (r)] y il 7y dr <oepe? +

nc’l"lfy’z(r) dr + konst
E t\l
und also

f Yyttt dt < o .
Weil y"+1(t) eine nichtnegative Funktion mit beschrinkter Ableitung ist, folgt

aus der Konvergenz des Integrals [y»+1(f) d¢ leicht lim y»(t) = 0, also auch
t—
lim y(¢f) = 0.

t—

4. Lassen wir in dem Satz 1 nur die Voraussetzung a(t) = konst > 0 gelten,

so ist die Behauptung dieses Satzes nicht richtig, wie wir uns leicht tiberzeugen,
1

wenn wir a(t) = + + — nehmen Dann ist nimlich y, = e eine Losung,

aber #,(t) — 1. Im ersten § wurde die Moglichkeit der Vermutung erwéhnt, dass

78



alle Losungen gegen Null streben oder eine nicht gegen Null strebende Losung
t

existiert je nachdem, ob das Integral f 0% divergiert oder konvergiert. Wir
t

beweisen jetzt die Berechtigung dieser Vermutung. Wir werden aber einige,

wenn auch wenig beschrinkende Voraussetzungen iiber die Ableitung von a(t)

machen miissen.

Satz 2. Es sei a(t) > 2,
t

; :
J(t):fa(?s)—mo (4)

to

und

.. a'(t)

Dann konvergiert jede Lisung von (1) streng monoton gegen Null bei t — co.

Beweis. Betrachten wir die Differentialgleichung

2" +a(t)z +qt)z=0, (6)
wo
e 2 s
10 ==Z070 ~ &7 J0
Eine Losung dieser Gleichung ist z,(¢) = 7%:) — 0. Die zweite linear unabhén-

T
—fa(s)ds

t
gige Losung ist z,(t) = 2,(¢) f ;2—}1—) e b dz. Offenbar gilt
1
&

T T
. t —fa(s)ds t ~fa(s)ds
0 < 2,(t) = 2z,(t) [J¥z).e b dr < z(t) [/ e b dr =
t to

T

1
N CERI

= z,(¢) fa to dz,
. t\l
und also, weil a(f) = 2,

¢
0 < 2zy(t) < z,(t) fe " dr,
to

so dass auch z,(f) = 0. Darum konvergiert jede Losung von (6) gegen Null bei
t — oo.
Beachten wir noch, dass ¢(¢) < 1 fiir grosse ¢ gilt. Denn aus (5) folgt fir
a'()

grdsse t — FEORI0] < 1 — ¢, wenn ¢ eine hinreichend kleine positive Zahl ist,
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so dass fiir grosse ¢ ¢(t) < 1 —

q(t) < 1 gilt.

Es sei jetzt y(t) ein beliebiges Integral von (1). Wegen a(f) = 2 ist dieses
nach dem Hilfssatz 4 nichtoszillatorisch, so dass wir nach dem Hilfssatz 2 fiir
grosse ¢, sagen wir im Intervall (¢;, ), y(¢f) > 0 und y'(!) < 0 annehmen
konnen. Es sei z(t) das Integral von (6), welches in ¢, dieselben Anfangswerte
wie y(¢) hat. Wenn wir v(t) = z(f) — y(¢) setzen, so bekommen wir

vt a(t)v -+ qt) v =[1 —q(t)]y (7)

¢+ j:_t) und also mit Riicksicht auf (5) sicher

und
v(t,) =v'(t)=0.
Bezeichnen wir die rechte Seite von (7) wieder mit F(¢), dann gilt (3). Dabei
ist nach dem Hilfssatz 3 K(¢, 7) > 0 fir¢ > 7 > ¢,. Wegen ¢(t) < 1 gilt ausser-
dem F(t) > 0. So folgt aus (3) v(¢) > O fiir ¢ > ¢, d. h.
0 < y(t) < 2(t) fir t > ¢,
und weil z(¢) — 0, also y(t) — 0.
Satz 3. Es sei

oo

ds
und
a'(t)
() <9<l 9)

Dann hat (1) ein gegen einen von Null verschiedenen Grenzwert streng monoton
konvergierendes Integral.
Beweis. Zuerst folgt aus (8) und (9) lim a(t) = o0, denn (9) bedeutet, dass

t—c

1
die Funktion —— eine von unten beschrinkte Ableitung hat, was mit (8)

a(t)

zusammen lim —(t—) = 0 nach sich zieht. Wenn wir darum ¢ > 1 so wihlen, dass
t—>w O

1— %— > ¢ gilt, wird fiir grosse ¢

a'(t) 1 c
| &) =TT T am (10)
bestehen.
Zum Vergleich nehmen wir jetzt die Gleichung
b =0, (i1)
wo
alh) , c @
b(t) = all) + a(t) + .
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Wir bemerken, dass mit Riicksicht auf (10) b(¢) < aft) besteht und dass
t

zl(t) = exp( f s )) ein Integral von (11) ist.

Die Losungen von (1) sind nichtoszillatorisch; darum ist das Integral K(t, )
nach dem Hilfssatz 3 positiv fur # > 7 > ¢;, wenn ¢, hinreichend gross ist. Es
sei jetzt y;(f) ein Integral von (1), welches in ¢; dieselben Anfangswerte wie
z,(t) annimmt. Setzen wir v(t) = y,(¢) — 2,(¢), bekommen wir

0" alt) v + v = — [a(t) — b(t)] z(t)

und (t;) = v'(t;) = 0, so dass wieder (3) besteht, wo F(f) = — [a(t ) — b(t)] .
.23(t) = 0 und also »(t) > 0, d. h.

0

ds
> e — C — ) = 0.
Y1(2) = 2,(2) = (xp( Cfa(s)) konst > 0

Die Behauptung des Satzes 3 lisst sich auch auf andere Art beweisen. wenn
wir (9) durch a’(¢) = 1 ersetzen. VVir formulieren dies als

Satz 4. Es sei a'(t) = 1 und f —— < . Dann hat (1) ein gegen einen von

Null verschiedenen Grenzwert streng monoton konvergierendes Integral.

Beweis. Wihlen wir ¢, so gross, dass a(t) > 2 fir ¢ > ¢, gllt Es sei y,(t)
das durch die Anfangsbedingungen y,(¢,) = 2, %i(t;) = — a(t;) bestimmte
Integral. Ich behaupte, ¥,(t) sei positiv und y;(t) negativ im ganzen Intervall

{ty, ). Setzen wir ndmlich y,(8) = u . exp (— %fa s) ds), dann gilt

w gt u=0, (12)

wo ¢(t) = — 3a’(}) — 3a2(t) + 1 < 0 und u(},) = 2, w'(f;) = 0. Daraus sehen
wir nach den bekannten Resultaten iiber die Gleichung der Form (12) (siehe
[2], I1. Teil, S. 48), dass u(t) > 0in {¢,, ), also auch y,(t) > 0 in {¢;, o) gilt.
Wire y;(t) nicht stindig negativ, so miisste ein solches ¢, > ¢, existieren, dass
yi(t) < 0 fiir ¢, <t <t, und yi(¢,) = O gilte. Dann wire aber notwendig
y1(t;) = 0, was im Widerspruch mit der Gleichung (1) steht. Es ist also auch
yi(t) < 0in (¢, o).
Nach diesen Vorbereitungen schreiben wir (1) in der Form
’ 1 y ”
Bt o T T am

und 16sen diese Gleichung als eine lineare nichthomogene Differentialgleichung

erster Ordnung mit rechter Seite gleich — y(5). Wenn wir das Resultat

1
alt)

durch die partielle Integration umformen, erhalten wir
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t t

d T
" 9:(t) = exp (—fa—(%) [.%Ul) — fg(}%—) . exp (ft—l%:j) . Y1(7) dr] =

t; t, ty
t t

d8 1 ’ 1 ’ dS
= oxp (=[] [0 + vk = g (= [ +

t, t
t

[l—dr) - ds
| f i L) - exp (fa@)dr] >

t t

t

tds 1 , ds
= exp (_[ag)) [%(h) + a—(—tj yl(tl)] = exp (—-fas‘)) ’

1 1
so dass

y1(t) = exp (—f(-l%) = konst > 0.

b. Bellman betrachtet 1. c. auch die Differentialgleichung

ey " +y +y=0, (13)
wo ¢(t) positiv in {fy, c0) und lim g(¢) = 0 ist. Man kann erwarten, sagt er, dass
t—>

(13) ein Integral y,(t) asymptotisch gleich e~*, y, = e7![1 + o(1)], hat. Gleich-
zeitig bemerkt er aber, dass wir durch die Transformation y = e~ . v aus (13)

v”—}-[s(l—t)——2]v’+v=0 (14)

bekommen, also eine Gleichung der Form (1), wo a(t) = Rﬁ — 2, so dass
a(t) — oo. Es ist also offenbar, dass das Integral y,(f) ~ ¢! gerade dann exis-
tieren wird, wenn (14) ein gegen einen von Null verschiedenen Grenzwert stre-
bendes Integral haben wird. Durch die Anwendung des Satzes 3 und 4 bekom-
men wir leicht folgendes Resultat:

Satz 5. Es sei [e(t) dt < co und entweder &'(t) > — & > — 1 oder &'(t) <

< — &2(t). Dann hat (13) ein solches Integral y,(t), dass
yi(t) = e~ [1 4 o(1)] .

Beweis. Weil ¢(¢) positiv und das Integral Te(t) d¢ konvergent ist, folgt aus
gty = —19 ,luﬁ e(t) = 0. Dasselbe gilt auch im zweiten Fall, wo &'(f) < — &%(t),
wie man sicil—)leicht durch die Integration dieser Ungleichung iiberzeugen kann
(wir erhalten namlich () < [ —— —————\. Darum ist der Koeffizient

1
t-—to—Jf—Jt—o‘)



a(t) = L 2 in (14) positiv und, weil fiir grosse ¢ 1 0 < 2¢(8)

&(f) ’ a(t)  1—2e@d) =

gilt, so ist f % < o0. (14) erfiillt also die erste Voraussetzung in den Satzen 3
und 4. Es sind aber auch die anderen Voraussetzungen erfiillt, denn aus der
Ungleichung &'(f) < — 2(¢) folgt a'(f) = 1 und aus &'()) = — 9 > — 1 folgt

a) - 9 und fiir grosse ¢ 28 <9, wod <9 < 1.

aX(t) = [1 — 2e()

11

6. Jetzt werden wir uns mit der Sturmschen Differentialgleichung

[p®) y'] +a(t)y =0 (15)

beschaftigen, wo die Funktionen p(f) und q(f) stetig fiir grosse ¢ sind, sagen wir
in (¢, o), und p(t) positiv ist, und mit ihrem Spezialfall

Yy + ity =0. (16)

Zuerst leiten wir asymptotische Formeln fiir die allgemeine Losung von (15) ab.

Dann zeigen wir, dass man die Voraussetzungen bedeutend einschrinken kann,

wenn es sich um die Gleichung der Form (16) handelt. Endlich wenden wir

diese Formeln zur Untersuchung von (16) im Fall lim f(f) = co. Es ist namlich

t—> 0

bekannt [3], dass, wenn f(¢) monoton gegen oo bei ¢ — oo strebt, eine Losung
von (16) gegen Null konvergiert und es gibt eine Reihe von Bedingungen (siehe
[4], [5]), welche dazu hinreichend sind, dass alle Losungen von (16) gegen
Null konvergieren. Aus unseren asymptotischen Formeln folgt unmittelbar eine
solche einfache Bedingung.

7. Satz 6. Es sollen die Funktionen p(t) und q(t) eine stetige zweite Ableitung in
{ty, ) haben, es set p(t) . q(t) = konst > 0,

t
f;% - \ (17)
to
und [pt).4'(®)] =0, : (18)

wo A(t) = [p(t) . q(t)]"}. Dann gelten fir die allgemeine Losung von (15) die fol-
genden asymptotischen Formeln

y(t) = ]/’" — [yo s1n(f]/ (8) ds + 99) + 0(1)] (19)
P(
o =V§s‘8> [% o[ ]
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Beweis. Zuerst beweisen wir

AH Lo, . (21)
lim p(t) . A@t) . A'(t) =0, (22)
t—>om
1 ds
[0 a0 = = )

t

Aus (18) folgt, dass p(¢) . A’(t) nicht abnimmt. Ware 4'(¢,) > 0, dann gélte
p(t) . A'(t) = p(ty) . A'(¢) = ¢ > 0 fiir ¢t > ¢,, sodass

a0 z oy

tds )
oy A0 =e [ +aw
t

und mit Riicksicht auf (17) lim A4(¢) = oo, was im Widerspruch mit p(t) . q(t) >
t—>w . “"

= konst >> 0, d. h. A(t) < konst, steht. Somit ist (21) bewiesen. Weiter hat
p(t) . A'(t) einen Grenzwert kleiner oder gleich Null, weil es eine nicht abnehmen-
de Funktion mit nicht positiven Werten ist. Dieser Grenzwert muss Null sein,
denn im Fall lim p(¢) . 4'(f) = — d?, d + 0, hitten wir

t—> o0

d? / ds
") < — — < —d | — - —
A'(t) < FOR AQ@) < d fp(é’) + A(t,) o0,

tO
was nicht moglich ist. Weil 4(¢) < konst, so ist auch (22) richtig. Was die Be-
hauptung (23) betrifft, so ist
t t

ds
— > —_
f P(5) . Av() = onst ( 5

Jetzt fiihren wir in (15) eine neue unabhéngige wie auch eine neue abhéngige
Veranderliche durch die Liouvillesche Transformation

q(s) ~f B __zgx) L
f VP(S) p(s) A2(s) yt) = A(t) - 2(x)

V- q(t)

~ ein.-Vor allem wenn ¢ — oo, dann x — oo und umgekehrt, wie aus (23) folgt.
Weiter erhalten wir nach einer leichten Umformung

dxz 04 p@]z=0, (24)

WO

p(x) = p(t) A1) . [p(t) . A'(B)]" .
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Wenn [|p(x)| dz < oo, gelten, wie bekannt (siehe [6]), fiir die algemeine Losung
von (24) folgende asymptotische Formeln:

2(w) = yo sin (x + @) + o(1) , (25)
1z
o= Y0 €08 @ + ) + o(1) . (26)

Aber mit Riicksicht auf (18) und (21) bekommen wir

@ a b
[lp(@)| da = [p(t) A%t) . [p(t) . A'(t)) do = [A@B)[p(t) . A'(})]) dt = (27)
= [p(t) . A(t) . - ~ fp t) dt <= — p(t,) A(te) A'(to) .

Darum folgt (19) aus (25). Ausserdem gilt

1 dz e — b
) Aty dz DT py A

woraus (20) folgt, wenn wir unter Beachtung von (22) aus (25) und (26) ein-
setzen.

d
y(1) = [a:‘c + () Al) . 4'() z] ,

8. Nach dem Satz 6 gelten, wenn f(£) > konst > 0 und [f~"/4(£)]” = 0, fiir die
allgemeine Losung von (16) die Formeln

Y(t) = 3 [yo sin ([V/F5) ds + o) + o(1)] (28)
Vf(t)
y(t) = 1f ) [y, cos ( f Vits) ds + @o) + o(1)]. (29)

Diese Formeln hat schon Mattel [7] angegeben, aber unter speziellen Voraus-
setzungen. Wir stellen nun unter Beweis, dass wir unsere Voraussetzungen in
diesem Fall noch einschrinken konnen, dass wir namlich die Forderung der
Existenz einer stetigen nichtnegativen zweiten Ableitung von f~"4(¢) durch die
Forderung ihrer Konvexitéit ersetzen konnen.') Wir erreichen dies dadurch,
dass wir die Funktion f~"s(t) passend durch eine Funktion approximieren,
welche eine stetige. nichtnegative zweite Ableitung hat.

Satz 7. Es sei f(t) = konst > 0 und die Funktion j~"/*(t) sei konvex in {t,, o).
Dann gelten fir die allgemeine Lésung von (16) die Formeln (28) und (29).

Beweis. Es sei g(t) eine Funktion, welche eine stetige zweite Ableitung in

1) Auf die Moglichkeit einer solchen Einschréankung hat mich dr J. KurzwEeiL auf-
merksam gemacht. ’
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{ty, ) hat, g(t) = konst > 0und [¢g~"4(¢)]” = 0. Fiihren wir in (16) die Liou-
villesche Transformation

z = [Vg6) ds, ylt) = A(0) 2(2), A@) =g "0)

ein, dann erhalten wir
42
L+ p@]z=
t) — g(t)
g(?)

Wenn fl(pl de = f|q)| /9() d¢ < o besteht, so gelten die Formeln (25) und (26),
so dass

p(x) = + p(t), @) = A3) A"(¢) .

Y(t) = 7— [Yosin ([ Vo) ds + o) + 001, (30)
%m "
y'(0) = Vg @lyo cos ([Vg(s) ds + o) + o(1)]. (31)

‘ Mit Riicksicht auf 4”(¢) = 0 ist aber |p(f)| < < If(t — g(#)| + »(t) und
IMM§NM+M“IN—gdt

Das Integral [y da ist nach (27) konvergent. (30) und (31) gelten also gewiss,
wenn

Jo =) i) - g(B)| dt < oo
Wenn g Tty = )1 + o( )] gilt, folgt weiter

y(t) =

sin g Vg() ds + @) + o(1)]
Vf(t)

und gilt weiters [|f/(t) — g"(¢)| dt < oo, so ist

() = [y sin (JY7G) ds + g) + o(1)]
Vi) "

WO @ = ﬁg"*(t — (1)) dt 4 o Aus g () = 7)1 + o(1)] folgt ausser-
dem g'l«(¢ ) = fI#)[1 + o(1)], so dass auch

y(t) = l/f(t)[yo cos <f V) ds + @) + o(1)] .
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Fiir den Beweis der Formeln (28) und (29) geniigt es also zu zeigen, dass man
die Funktion f(f) mit einer solchen Funktion ¢(f) approximieren kann, welche
eine stetige zweite Ableitung mit [g~"/4(¢)]” = 0 hat und

f;—’/z(t) lf&) —g@®)| dt < oo, g~ at) = f4t)[1 + o(1)] .

[1f(t) — g"(t)| dt < 0.
Bei Einfithrung der Bezeichnung B(t) = g~"/¢(t) kann man diese Forderungen
folgenderweise schreiben:

fBz(z , 41_ . Bi‘midt < oo, (32,)
A(t)[l + o(1)]. (32))
ﬂAz(t 32 |dt< o (32,)

Wir wollen aber eine Funktion B(f) > A( ) konstruieren, welche eine stetige
nichtnegative zweite Ableitung hat und dabei

B(t) = A(t ){1 + o[Az( )]} . (33)

Au. (33) folgt gewiss (32,), denn weil f(¢) == konst > 0, ist A(t) eine beschrankte
Funktion im Intervall {t,, o). Weiter ist

1 1 1 1 _ A(t) + B .
O~ B A e A0 B B0~ A0 =
2 2 A42(t) konst
< i B0 A0 = gy o[ O] <

so dass (32;) erfiillt wird und endlich

;1 1? Bt 1 1
BO | gigy ~ Bey| = “(‘(7) Bm))(

Bty [ 1 I A%¢) :
= ZA()(A2() B@) - 2{1 +0['72 ]} a0 —2<7)§
1 1
< konst (Az( f) : Bz(f)) )

so dass (32;) erfillt wird. Es geniigt also zur Beendigung des Beweises eine
Funktion B(t) mit den oben erwéhnten Eigenschaften zu konstruieren.

Bezeichnen wir mit J,, das Intervall (t, -+ n — 1, ¢, + n). Vor allem ist A(¢)
eine nicht wachsende Funktion, denn wire A(¢,) > A(¢,) fiir ¢, > ¢,, so folgt
A(ty) — A(t)

aus der Konvexitat A(f) > A(¢,) + P
-

(¢ — &) — oo. A(¢) ist aber
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eine beschrinkte Funktion. Weiter ist A(f) gleichmaéssig stetig in .J;, denn eine
beschrinkte, konvexe Funktion ist stetig. Darum wenn wir eine hinreichend
feine Einteilung des Intervall J, #, < 7, < ... < Tx, = {, + 1 wihlen und
mit B(t) die Funktion bezeichnen, deren Graph aus den die Punkte (z,, A(r ))
verbinden Strecken besteht, so wird der Unterschied |A(t) — B(#)| = B(t) —
— A(t) willkiirlich klein. Wéhlen wir die Einteilung so fein, dass
1 A%t + 1)
By =40 =5 6, iy

B(t) ist konvex in J; und hat mit Ausnahme der Punkte 7, eine stetige, nicht
negative (nimlich gleich Null) zweite Ableitung. Jetzt ersetzen wir B(¢) in der
Umgebung der Spitzen (z,, A(z,)),»=1,..., ky, mit , kleinen Bogen* in solcher
Weise, dass die neue Funktion eine stetige, nicht negative zweite Ableitung
innerhalb .J; habe und von B(t) sehr wenig abweiche, nimlich

‘ - 1 A3t + 1)
0 < — < — d .
)< B — BO S 5 5
Das ist offenbar moglich. Dann gilt
A3, - 1) '
0 < B(t [ Pl SN 34
< B — A0 < G (34)
Im Intervall .J, konstruieren wir zuerst auf dieselbe Weise B(¢) so, dass
- 1 A%ty + 2)
0 < B(t) — A(t) < W-i‘---ﬁ

und dann ersetzen wir die Spitzen (7,, A(7,)), v =1,...,k, — 1, und gleich-
zeitig die Spitze (¢, + 1, 4(¢{, + 1)) mit , kleinen Bogen* so, dass die neue
Funktion eine stetige. nicht negative zweite Ableitung hat und

1 A%+ 2)

2 (G + 2P

Offenbar hat B(t) eine stetige, nichtnegative zweite Ableitung in (¢, t, 4+ 2)
und es gilt (34) in .JJ, und in J,

0 < B(t) — Bit) <

A3(t, + 2)
0< Bt) — A@) < =020
— () () ..... = (t0 _+_ 2)2
Auf diese Art konstruieren wir eine Funktion B(t) in (¢, «), welche iiberall
eine stetige, nicht negative zweite Ableitung hat und die Ungleichungen

g A3ty +n) ..
0 < — LT fiir e
< B(t) — A@t) < s+ )2 fir teJ, |
erfiillt. Weil A(#) nicht wichst, so gilt
0 g B(t) . A(t) T< As(to _':_[L- to] + ) _(t‘)

m+u—m+w5‘ﬂ’
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wenn durch [a] fiir einen Augenblick die grosste ganze Zahl kleiner oder gleich
bezeichnet wird, so dass

B(t) = A(1) {1 +0 [Am)]}.

Korollar. /st die Funktion f~'/«(t) konvex im Intervall (t,, c0)und hm f@t) = o,

s0 konvergiert jede Losung von (16) gegen Null bei t — oo, wiihr ewl d@e Ableitung
unbeschrinkt ist. Genauer
. . v ()]
t) = O[f"s(¢)], limsu ﬁ‘{,( -
y(®) = OIF )], lim sup 458

Diese Bedingung ist viel allgemeiner als die von BIERNACKI, dass namlich
f'(¢) positiv sei und nicht wachse und selbstverstindlich lim f(¢) = oo (siehe [5],

t—>
Theorem V). Denn ist f'(¢) positiv und nimmt nicht zu, so hat A(#) = [ "«(¢) eine
nicht abnehmende Ableitung, so dass fiir ¢, > ¢,
3t )

4 (iglz) — Ay :f Awdar< By ( ~ )
1 "
i+t , — & [ttt
A (_L,Az_/_z) — Aty = — Aty dt < — 2 L4 ( 5 )

3, +1y)

gilt und durch Addition erhalten wir

24 (58] < ) + A,
1

also ist A(t) konvex. Auf der anderen Seite erfiillen die Funktionen f(t) = ct”,
f(t) = ce** (¢, x > 0, n > 1) die Bedingung, dass = "+(t) konvex ist, aber ihre
Ableitungen wachsen, sind sogar unbeschrinkt.

I1I.

9. Im letzten Teil zeigen wir, dass, wenn die positiven Werte von f(¢) hin-
reichend klein sind, sich die Losungen von (16) gerade ungekehrt als im vor-
hergehenden Fall verhalten, dass namlich alle nicht beschrinkt sind. Wir leiten
jedoch dieses Resultat auch fiir die Gleichung der allgemeineren Form (15) ab.

Wir fithren die Bezeichnung F*(¢) = L[F(t) + |F(t)|] ein.

Satz 8. Es gelte (17) und es sei

t t t
. ds 72 q(s) .
1 f —_— . Ll drds =0. 35
mant | [Z5] [ [0 e )
1y te 8

Dann sind nicht alle Losungen von (15) beschrinkt.

89



Beweis. Es seien ¥,(f) und y,(t) die Losungen von (15) mit Aufangswerten
Yalto) = 1, y;(to) =0, y,(b) =0, f’/;(to) =1.

Dann ist bekannt (siehe [8], S. 122), dass die Funktion »(¢) = ]/yf(t) + y2(t) die
Differentialgleichung

2
[p(0) (01 + a0y r — L — o (36)

erfiillt. Dabei 7(t,) = 1. 7'(t,) = 0.
Jetzt seien alle Losungen von-(15) beschrinkt, so dass r(t) < €. Aus (36)
folgt dann
(p@) '] = — Crq*(t) + 02 ““““

wo (', und C, positive Konstanten sind. Bei der ersten lntegratlon von t, bis ¢

dieser Ungleichung erhalten wir
t t
pt)r' = — O, | q¢7(s) ds + O, s
- p(s)
ty t,
und bei der zweiten

r) = 1 — 01f§(11) fq" (s)ds dr + Opr(—lr) fi)—(ls—) dsdr =
(s)
o [ b 5] -
LI o, se, [ [E] g' ()
o[ e[ [ ] S e

0

Aus (17) und (35) folgt lim sup r(f) = o0, was im Widerspruch mit r(t) < O,
t>x

steht.
Korollar. Es seq

lim inf - f/‘ (37)
t—>

Dann sind nicht alle Losungen von (16) beschrinkt.t)
Beweis. (17) ist offenbar erfiillt. Die Bedingung (35) bedeutet hier

lim mf( ) fff (s)drds =0,

1) Zusatz be1 Korrektur: Denselben Satz beweist A. Wintner in dem Artikel On li-
near instability (Quart. Appl. Math, XIII, 192—195, 1955).
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was dasselbe ist wie
hmlnf—ft—s ) fH(s)d

Dieses ist erfiillt, wenn (37) gilt, denn — f (E—s)fi(s)ds < —1— f fi(s)ds.

Bemerkung. (37) ist erfiillt, wenn z. B.
lim f*(¢) =

t—

oder

f/ ds << oo
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Pesome

OB ACUMIITOTUYECKUX CBONCTBAX PEIIEHUIA
JMHENHOTO JUOOEPEHIIMAJILHOTO YVPABHEHUA
BTOPOI'O ITOPAIKA

MMJIOII 3JIAMAJI (Milo§ Zlamal), Bpuo.
(IToerynuio B pemaknuio 29/VI 1955 r.)

B nepBoii yacri 91oif paboTh MCCIEAYIOTCH ACHMITOTHYECKNE CBOHCTBA pe-
nrenuit guddepeHNNaIbHOI0 ypaBHEeHHA

4
Yy tat)y +y=0, (1)
a UMeHHO B ciryvae a(t) — o0 npu ¢ — 00. Bo Bropoif yacTu Jaiorcs acUMITOTH-
geckne Gopmy sl jis-obmero pemenns ypasuenusa Ilrypma
"y D
[yl +at)y =0, (2)
TIpY 1IOMOI KOTOPBLIX HAaXOJHMTCA HPOCTOe yCJA0BUe, JOCTATOYHOe JJIA TOro,
4ToOBI BCe penieHusA ypaBHEHASA
” .
v )y =0 (3)
¢TpeMIIMCh K HYJo mpu t—> 00. B rTperneii yactm mccaepyercs oOparHLI

cayyaif, a uMeHHo ypasHeHe (3), B KoropoM f(f) npMHIMaeT MaJIble MOJIOMKNI-
TeJbHbIE 3HAYEHN .

I'maBHBIe pe3yabTaTh:
[. Ecau a(t) = 2, mo pewenus yp-us (1) f64810mcs HeOCQUALIYUONHBIMU .

L. ITycmo a(t) = konst > 0 u a’(t) oepanuuena ceepxy; moeda ecaroe pe-
wenue yp-us (1) cmpe.uumc,q E HYaI10.

11, ITyemo

a(t) = 2, J(t) = E%:) — o0
o
u
lim inf —»~al(t) >—1

tr I (t) a2(t)

Tozda ecaroe pewenue yp-ug (1) empemumes cmpoz2o MoHOMONIO K HYMO RpPU
t—> 00,

- ds
IV. [[]/(‘/lll)faf( ) < Oy uan 28 = 9 < luawa'(t) = 1. Toeda yp-ue (1)

wateein UHMe2Pas, cmpeMaumuica £ omauwuHomy om nyas npedery.
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V. Hycmo ¢ unmepsane {t,, ) Pynryun p(t) u q(t) o6.aadaom nenpepsisHoi
8mopoti npousgodHoii, nycms

t
p(t) . q(t) = konst > O,fp(tzj — 0 u [p).4(t)]) =0,

20e A(t) = [p(t) . q(t)] "'*. Toeda das obwezo pewenus yp-us (2) cnpasediuss
caedyowe acumnmomuyeckue ¢'op.uy/m'

YO = [y sin ( f ]/“(s))d s+ 90 +o<1>]

Vp(t) q(t

v fo[ (ﬂ/ ) on]

VI. [Iyecmo f(t) > konst > 0 u ¢fynkyus [~'*(t) swnykaa & unmepsase
g, ). To20a 0as obweeo pewenus yp-ua (3) cnpasedausst acumnmomuieckue

dopmyavy

y(t) = _1 [yo sin (f VH(s) ds + o) + o(1)]
Vf(t) °

4 t o
y'(t) = V) [y cos (JV(F5) ds + g) + o(1)] -
VIL. Ecau gynryus f/4(t) eunyraa ¢ unmepsase (ty, 00) u lim f(t) = oo, mo

t—>0

6ce pewerus Yp-us (3) cmpemsmes k Hyao npu t — 0.
VIII. Ecau

t

ds .. q+*(s)
}wa p(sy — © wlim inf [f p(s)] f f o =0

ede ¢ (1) = %[lq(t l -+ q(t)], mo He 6ce pewenus yp-ua (2) oepanuuersl.
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