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PROBLEMES INITTAUX ET MIXTES POUR LES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES CONSIDERES DU POINT
DE VUE DU CALCUL OPERATIONNEL

JAN MIKUSINSKI, Warszawa.

Conférence faite le 6 septembre 1955 au Congrés des mathématiciens
tchécoslovaques & Prague.

Nous nous occuperons des équations & dérivées partielles

2 Oa,wxw(l, t) = v ) (1)

n=0 =
dont les coefficients o, sont constants. Il est bien connu que de telles équations
se laissent réduire, au moyen du calcul opérationnel, & des équations ordi-
naires

Apx™(A) + ... + ax(d) = g(4), (2)
ol les coefficients a,, ..., @, ainsi que les valeurs de f(1) dépendent d’un para-
meétre s ou bien sont entendus comme des opérateurs, suivant la méthode
appliquée. A savoir, il existe & présent deux méthodes d’une telle réduction:
I'une, qui est déja classique, est basée sur la transformation de Laplace

&f = [ems'f(t) dt , (3)
0
Pautre est basée sur le produit de composition [1]
t
fg = {[ft — ) g(z) dz}, (4)

entendu comme une sorte de multiplication.

Les deux méthodes permettent de résoudre et de discuter les équations (1)
dans des domaines ou la variable ¢ parcourt 'intervalle infini 0 < ¢ < oo, en
particulier dans les domaines indiquées dans la fig. 1 & la page suivante.

Or, dans beaucoup de théorémes, ¢’est I'intervalle fini 0 < ¢ < 7' qui est plus
naturel et qui rend ces théorémes plus géneraux. On a alors a considérer les
domaines indiquées dans la fig. 2 au lieu des domaines précédents. Il s’impose
la question de savoir si de tels théorémes se laissent encore démontrer
moyennant le calcul opérationnel.
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Pour répondre & cette question, remarquons, ce qui est bien connu, que,
dans la méthode de la transformation de Laplace, la formule

fg) = . Y (5)

joue un role fondamental. Il est facile de voir que cette formule n’est plus
valable, lorsqu’on remplace la transformation (3) par la transformation finie
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Fig. 2.

8, = ferif(t) dt.

En effét, si f(f) = g(t) = 1, on a

1 — 8T
Gf By =5+ (—2—em)
et
1 - 8T
L(fg) = ey + ﬁé; (—1—sT);

les deux expressions ne sont donc pas égales. On voit ainsi que la transforma-
tion de Laplace n’est plus convenable dans le cas d’un intervalle fini 0 <t < 7'.

On peut affirmer méme beaucoup plus: il n’existe aucune transformation
£f d’un espace fonctionnel en un autre espace fonctionnel qui soit biunivoque,
linéaire et qui transforme le produit de composition en un produit ordinaire.
En effet, si deux fonctions f et g sont identiques et nulles dans l'intervalle
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0 < ¢ < 1T, leur produit de composition est nul dans l'intervalle 0 <t < T
tout entier. On a donc £(fg) = 0. Si la formule (5) était valable, on aurait
& = 0, d’ott f = 0 pour 0 < ¢ < T, ce qui n’est pas toujours satisfait.

Les transformations fonctionnelles ne peuvent pas donc servir de base pour
le calcul opérationnel dans le cas d’un intervalle fini 0 < ¢ < 7'. Nous montre-
rons cependant qu’il est possible, encore dans ce cas, de se servir du calcul
operationnel basé sur le produit de composition (4). L’idée fondamentale est
la méme que dans le cas de 'intervalle infini 0 < ¢ < o, mais quelques diffi-
cultés nouvelles sont a résoudre.

L’ensemble €, des fonctions continues dans I'intervalle 0 < ¢ < 7' constitue
un anneau commutatif, lorsque 1’addition est entendue au sens ordinaire et la
multiplication au sens de la formule (4). Cet anneau a, comme nous ’avons
vu, des diviseur de zéro. Les seules diviseurs de zéro sont des fonctions qui
sont identiquement nulles dans un voisinnage droit du point { = 0. Formons
P’anneau quotient 4, ayant pour ses éléments toutes les fractions g/f dont le
numérateur et le dénominateur sont des éléments de I, et le dénominateur
n’est par un diviseur de zéro. L’égalité, I’addition et la multiplication sont
définies comme pour les fractions ordinaires. La fraction ¢/t est un diviseur
de zéro, lorsque g est un diviseur de zéro, et seulement dans se cas. Parmi les
éléments de 4, on retrouve les nombres ordinaires et les fonc/ions sommables,
comme dans le calcul opérationnel d’intervalle infini; on retrouve aussi I’opé-
ratewr differentiel s, qui est I'inverse de la fonction {1}, ayant la valeur 1 dans
tout 'intervalle 0 < ¢ < T'.

Les éléments de A4, seront appelés opérateurs.

[
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La fonction donnée f La fonction translatée /)af
Fig. 3.

Désignons par H, la fonction dont la valeur est nulle pour 0 < ¢ < « et
égale a 1 pour « <t <7T.Onadonec Hy= {1} et H, = 0 pour « > 7T'. L’opé-
rateur de translation est défini comme la fraction
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En multipliant une fonction f par I'opérateur de translation &* on fait mouvoir
le graphique de f de la distance «x a droite. La partie de la ligne qui sort au
dela de I'intervalle 0 < ¢ < 7', disparait (voir la fig. 3). On a, pour Iopé-
rateur de translation, des formules 2° = 1 et h*hf = ha*8,

Tout opérateur a se laisse représenter dans la forme hza,, ou 0 < « < 7' et
a, est un opérateur non diviseur de zéro. Le nombre « est, dans cette repré-
sentation, unique. Les seuls diviseurs de zéro sont des opérateurs pour les-
quels &« > 0.

Considérons des fonctions a(4) dont I'argument 2 est numérique et dont les
valeurs sont des opérateurs; ce sont des fonctions opérationnelles. Si en particu-
lier les valeurs de a(A) appartiennent a C,, la fonction est dite paramétrique;
elle peut aussi étre considérée comme une fonction de deux variables a(1) =
= {a(2, t)}. On dira que la fonction paramétrique a(1) a, pour 1; < 4 < A,
une dérivée continue a’(1), si a’(1) = {a,(4, t)}, ou la dérivée partielle entre les
crochets est continue dans le rectangle 4, < 2 < 4,, 0 < ¢ < 7. Généralement,
on dira qu’une fonction opérationnelle f(1) a la dérivée continue f'(4), lorsqu’il
existe une fonction paramétrique ayant une dérivée continue a’(1) telle que

a(l a'(i
=" er py = 4P,
ol b est un opérateur non d1v1seur de zéro. L’étude de ’équation diférentielle
'(2) = wa(d) (6)
se réduit a ’étude de I’équation intégro-diférentielle
fp(t )y, (4, t)dr—_fgt—r )y (A, 7) dz (7)

ol p, q et les valeurs de y(4) = {y(4, t)} sont des éléments de C,, tels que
a=2, b=%, x(A):y—(})- (reCly).

r
. 1 ¢
t
T 7///
Non unicilé /
Unicité A o I
.0 k" Demi-bande infinie

Fig. 4. Fig. 5.

On a démontré [2] que, étant données les valeurs de y(0,¢) sur le segment
(0, 7), (fig. 4), il ne peut exister qu’'une solution unique y(4, t) de (7) dans le
l Z

triangle 0 < —{— < 1. Or, 'unicité n’a, en général, lieu pour le rec-
g 7 g
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tangle 0 < 2 < 4y, 0 < ¢ < T tout entier. La condition nécessaire et suffisante
pour l'unicité dans le rectangle, quel que soient les valeurs sur (0, 7'), est
qu’il existe, dans ce rectangle, au moins une solution (4, t), telle que (0, t)
n’est pas identiquement nulle au voisinnage droit de 0.

Cependant, 1’unicité pour la demi-bande infinie 0 <1 < 0, 0 <t < T (fig. 5)
est assurée pour (7) toujours. Ceci permet, en conséquence, de définir la fonction
exponentielle eA* comme la solution unique xz(1) de (6) dans 'intervalle infini
0 < 2 < oo telle que 2(0) = 1. Une telle solution peut exister ou non. Si erv
existe et est un diviseur de zéro pour un certain A > 0, alors elle ’est pour
tout 2 > 0 et la fonction er* ne se laisse pas prolonger pour les valeurs néga-
tives de A. Dans le cas contraire, le prolongement est possible en posant

Py 1 . . . b z
e = e Si ewA existe pour 2 > 0 et n’existe pas pour 2 < 0, opérateur

w est dit logarithme droit. 11 est facile de deviner ce que sera un logarithme
gauche et un logarithme bilatéral. Si w est un opérateur algébrique en s,
c’est a dire si w satisfait & une équation algébrique dont tous les coefficients
sont des polynomes de s, 'opérateur w se laisse représenter sous la forme
w, — «8, ol w, est un logarithme bilatéral et « est un nombre positif, négatif
ou nul, suivant que w est un logarithme droit, gauche ou bilatéral.

L’introduction des fonctions exponentielles ¢*” permet de réduire la réso-
lution de I’équation (2), et, par conséquent, la résolution de I’équation aux
dérivées partielles (1), a la résolution de 1’équation caractéristique

QW™ 4+ ...+ =0,
ce qui permet d’employer la méthode classique de résolution des équations

ordinaires & coefficients constants.
Tout polynoéme caractéristique

a,w™ + ... + a

déduit d’une équation de la forme (1) peut étre décomposé en m facteurs
linéaires

AW — wy) ... (W — wy,) . (8)
Si w; est un logarithme, la fonction ¢' satisfait 4 ’équation homogéne

A ™(A) + ... + agx(d) = 0. 9)

De plus, si p parmi les opérateurs w,, ..., w,, sont égaux, toute fonction le**, ...,

.., A2~ ol w; est 'un quelconque de ces opérateurs égaux, satisfait encore
a I’équation (9).

Or, §’il existe des facteurs égaux dans une décomposition d’un polynéme
caractéristique, ce polynome se laisse décomposer d’une infinité de manieres;
autrement dit, I’équation caractéristique a une infinité de racines. Dans ce

N
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cas il peut arriver qu’il existe une infinité de fonctions exponentielles e*”
différentes qui satisfont a I’équation (8). C’est un point nouveau, ol notre
théorie differe de la théorie classique.

Une autre différence consiste en ce que l’on ne peut pas généralement
affirmer, pour 'intervalle fini 4, < 2 < 4,, que les conditions initiales, au point
Ay, par exemple, entrainent I'unicité de la solution de (8), ce que nous avons
déja vu pour m = 1.

Cependant le théoréme suivant a lieu:

St parmi les opérateurs wy, ..., w,, qui figurent dans une décomposition (8),
ily en ak, et seulement k, logarithmes, il existe k fonctions x,(2), ..., x,(1) telles
que toute solution de I’équation homogéne

W@ ™(L) + ... -+ agx(d) = 0

peut étre représentée comme une combinaison linéaire de ces fonctions.

Il n’y a aucune difficulté de trouver la forme explicite de ces fonctions.

Ce théoréme n’est pas en contradiction avec lexistence d’une infinité de
solutions exponentielles; ces solutions se laissent évidemment exprimer liné-
airement par x,(4), ..., z,(4). Ce fait peut étre illustré facilement par un exemple
trés suggestif. Si le polynome caractéristique a la forme w? — 20w -+ a2 il se
décompose en facteurs linéaires (w — a — b)(w — a + b), quel que soit
Popérateur b jouissant de la propriété b2 = 0. Si ™ existe, il existe une infinité
de fonctions exponentielles ¢"**”), Or, on a évidemment e**' " = ™
= ¢'*. (1 ++ Ab), car les termes restantes du développement de ¢** disparaissent
en vertu de b* = 0. Donc, toute fonction exponentielle ¢**'? est une combi-
naison linéaire des deux fonction x,(1) = €** et a,(1) = Ae™.

Le théoréme précédent permet de discuter Iexistence et l'unicité de la
solution de (9) dans de différents cas des conditions initiales, ou aux limites.
Ces résultats peuvent étre facilement interprétés pour 1’équation homogene
aux dérivées partielles '

e/‘.b —

S Saumelht) = 0.

©=0»-0
A savoir, toute solution de cette équation, considérée dans le rectangle fini
LA 4, 0t <T, et satisfaisant aux conditions de Cauchy nulles sur
Paxe des A ,peut étre représentée dans une forme générale, contenant k£ fonctions
arbitraires de la variable ¢{. En revenant maintenant & I’équation homogéne
(1) et aux conditions arbitraires sur I’axe des 4, on voit que la différence de
deux solutions satisfaisant aux mémes conditions initiales satisfait a ’équation
homogeéne avec les conditions nulles. La solution du probléme non-homogene
et avec les conditions arbitraires sur ’axe des A se réduit ainsi au probléme,
homogéne dés que ’on connait une seule solution satisfaisant & ces conditi-
ons. Pour trouver cette solution, on peut appliquer les mémes méthodes que
dans le cas des opérateurs d’intervalle infini [3].
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Le calcul opérationnel d’intervalle fini conduit & des théorémes nouveaux
pour les équations (1) d’ordre quelconque et fournit des démonstrations nou-
velles des théorémes connus. Par exemple, on obtient ainsi une démonstration
tres simple du théoréme de Tychonoff sur ’équation de la chaleur [4].
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Pesowme

KPAEBLIE I CMEHIAHHBIE 3AJAYN
O JNOOEPEHIUAJIBHBIX YPABHEHIAX B YACTHBIX
IPOM3BOAHLIX C TOYKHM 3PEHUMA OIIEPATOPHOI'O
NCUYUCJIEHNA

AH MUKYCHHCHKUN (Jan Mikusinski), Bapmasa.

(ITpountano B IIpare nHa I'V-om crpesse yexocsa. maremaruxoB 6/IX 1955 r.)

B nmacrosimen paGore aBrop 3anumaercs nuddepeHuaIbHBIMEI yPaBHEHIAMA
B YAaCTHBIX IIpom3BOAHBIX TmHa (1) ¢ mocrosmmEeMEI Kodddummenramu. Har
M3BECTHO, MOJKHO HpPW IOMOIIHM OIEePAaTOPHOIO MCYUMCIICHUS IPeobpas3oBaTh dTO
ypaBHEHHe K By OOBIKHOBeHHOTO mud. ypaBHeHmsi (2). CymjecTByioT jBa
MeTOla TAKOrO IpHWBEeJieHWsi, BO-IEpBLHIX, npeobpasosanme Jlammaca (3), Bo-
BTOPBIX, METOJ, OCHOBAHHBII Ha C¢BEPTKe (4).

OTH METOJIBI II03BOJIAIOT MCCIeN0BaTh ypaBHeHue (1) B 061acTAX, B KOTOPHIX
nepemMeHHas ¢ mpoberaer 6€CKOHEYHBI NHTEPBAJ, T. €. B 00IaCTAX, N300 payKeH-
HBIX Ha pHCYHKe 1. ABrop saHmMmaercs ciydaem mHTepBama 0 <t < 7', 1. e.
obGiacreif, m306paykeHHEX Ha puc. 2. OKassBaeTCA, YTO B 9TOM CJIyyae IpuMe-
HeHme IpeobpasoBanma Jlammaca HeBBITOTHO.

ITpumenas MeTo, OCHOBAHHBIN Ha CBEPTKe, BCTpeYaeMcs ¢ 3aTPYyTHEHMIMA,
COCTOANMMI B TOM, YTO KOJBI0 HeHpephiBHHIX Ha mHTepBase 0 <t < T
(QyHKIOUA TIpH CBEPTKE €ro yMHOKEHUA CONEPIRHUT MemTellell HyJs. ABTOP
YKasail MeToJ{ PacupOoCTPaHEeHUA ONePaTOPHOTO MCYUCJIeHMS M Ha 3TOT clydail.
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