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Yexociropankuii MaTemaTHyeckmii xKypHaia, T. 6 (81) 1956, IIpara.

UNE NOTE SUR LES FONCTIONS CONVEXES

LADISLAV KOSMAK, Praha.
(Regu le 17 novembre 1955.)

On établit une propriété d’approximation caractérisant les fonctions
convexes.

Ttant donnée une fonction f(x), définie et continue sur un segment quel-
conque {a, by (@ < b), désignons par Pé’f,’ »,(%) le polynéme de degré n (au plus)
représentant la meilleure approximation de la fonction f(z) sur le segment
{a, b>. Posons ensuite

EZ‘Z by = mMax lf(x) — P(Z:z) b)(x)l .
as=T<h

D’aprés le théoréme classique de Tchebyscheff le polynéme P(<'f,’ »5(2) jouit de
la propriété caractéristique suivante: Il existe sur le segment (a, b) n + 2
points
Ty <Xy < .ooo < Tpyg
tels que ’on a ou bien
) fl@:) — P‘{é’ b>(70i) = (= 1) E)<1:z) >
ou bien
flz:) — P(<z),b>(-’”i) = (— 1! E(Z;) by ‘
pour s =1, 2,...,m 4 2. Un tel point x; sera appelé point d’écart maximum
de sens positif ou négatif sur le segment (@, b> de la fonction f(z) du poly-
néme PY;), (x), suivant que
;) > P‘ZL) vy(@;)

ou

_ flx;) < P(g vy(2:)
respectivement.

Soit maintenant » = 2. Si f(x) = P(<2a) »5(%), désignons par Ma, by le nombre
maximum de membres de la suite finie

< <. <,
ol &, &, ..., & sont les points d’écart maximum de la fonction f(x) du poly-

A 2 4 : . z :
néme P(<a) vy (@), avec des sens alternés; si &; ou &, est un point d’écart maxi-

420



mum de sens positif, il doit en plus étre situé a I'intérieur du segment <{a, b)>.*)

Si f(x) = P<a »y(2), mettons m,,, = 3. Maintenant nous pouvons énoncer
notre résultat.

Théoréme. La fonction f(x) définie et comtinue sur le segment {a,b> y est
conveze si et seulement si pour tout segment {x, f> C {a, b>, (x < f), on a

@) (B — «)?
E<ayﬂ> < W)z CLa, B> (1)

0l C g €St le coefficient du membre quadratique do polynéme P<‘ 5y (®).*F)

Démonstration. I. Supposons que f(x) soit une fonction convexe sur le
segment {a, b>. Nous pouvons supposer encore, pour la démonstration, que la
fonction f(z) et le segment <{a, b) soient tels que

P<a wy(®) = ca?,

ou ¢ > 0; il suffit également de se borner & un seul segment, soit done (a, b).

Notre théoréme devient évident dans le cas ol f(z) = Pg,) »y(@); or, si ce n’est
pas le cas, il existe, d’apres le théoreme de Tchebyscheff cité ci-dessus, sur le seg-
ment {a, by aumoins quatre points d’écart maximum dont un au moins est un
point d’écart maximum de sens positif situé & I'intérieur de ce segment. Nous

)

allons montrer que tout autre point d’écart maximum est éloigné de V E<“ 2
au moins du point en question. Soit done z, € (a, b) ce point d’écart maximum
de sens positif, soit z, le point d’écart maximum de sens négatif le plus proche
de z;. Comme la fonction f(x) est convexe, elle admet & I'intérieur de {a, by une
dérivée de gauche et une dérivée de droite; de 14 il résulte facilement qu’elle
admet au point x; une dérivée

(@) = Pga)lb>( ) -
Soit maintenant
Hx) = (& — 2) f'(=,) + f(21)
alors, pour tout z € {a, b), on aura
fr = t(x)
de sorte qu’il existe un point z; situé entre les points z, et z, tel que
tay) = P(Zc) b}(x:) - E(<2a) by -

*) On se rend facilement compte que, dans les conditions citées, le nombre m,, 5 est
toujours défini; le théoréme de Tchebyscheff implique d’ailleurs que Mg, by 2 3. — Sauf

les cas ol un malentendu serait possible nous dirons souvent tout simplement ,,point
d’écart maximum*‘ au lieu de dire ,,point d’écart maximum de la function f(z) du poly-
néme P(<a) b>( ) sur le segment <a, b>‘.

**) D’aprés le théoréme de Tchebyscheff, on a N 0si f(x) est linéaire sur {«, >;

de méme, on a Cla,py > 0 (ou Cla, py < 0) si la fonctionf(z) est convexe (ou concave).
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En méme temps

(@) = 2cx, , .
f(z,) = cai + E%a) by
de sorte que

Cx'zi E(<2a) = t(xz) = (@) — @) 20y + ca] + E<a by
cxy? — 2cxxy + cxy = "E,a by >

lxl _w;l = ‘I/%Ez?l> < lxl —xei .

De la résulte I'inégalité

b —a) Vc

,_T = m<a,;,> — 1 N
|28

) (b —a)
E<a b> = 2(m<a vy — 1)

II. Supposons maintenant que la fonction continue f(x) ne soit pas convexe
sur tout le segment (a, b). Si f(z) est concave on a ¢, ,, < 0 et (1) ne peut pas
étre valable pour &« = @, f = b. Nous pouvons donc admettre que f(x) ne soit
ni convexe ni concave sur <{a, b>. Nous allons montrer qu’il existe alors un
segment {x, f> C<a, by tel que f(x) n’est pas linéaire sur {«, > et que le
polynome de degré 2 au plus représentant sa meilleure approximation sur ce

‘segment est de degré 1 au plus. La démonstration du théoréme sera par la
achevée, car alors ¢, 45y = 0, E’g‘) > > 0 et (1) ne pourra pas étre vérifié.

La fonction f(x) n’étant ni convexe ni concave sur {a, b, il existe un segment
{ay, b)) C<a, by et deux points a,, b, situés sur ce segment-ci tels que

Has) > Uas,) ,
, f(ba) < U(bs)
ou I(x) est la fonction linéaire égale & f(x) aux points @, at b;. Nous pouvons

supposer a, << b,; car si a, > b, il suffira de considérer la fonction — f(z).
Posons maintenant

g = sup ¥,
LeA

A = E [z e {ay, a, Uz) = [(x)] ;
de la continuité de f(x) s’ensuit existence d’une fonction linéaire

L(z) = pw + ¢
aux propriétés suivantes:
(I,) pour tout z e {as, by), on a I (x) < f(z);

(I2) Iy(ag) = f(as) et il existe un pomt Y1 € (ay, by) tel que I (y,) = f(y1)-
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On a alors évidemment

L) < Uya) s
posons maintenant

by = infx,
well

B = E [z € {y,, b, ) = f(z)] .

De la continuité de f(x) résulte qu’il existe une fonction linéaire

ly(x) = pyx + ¢

vérifiant
(I1,) pour tout z € {as, byy on a ly(x) > f(x);
(IL,) 1(bs) = f(bs) et il existe un point y, € (ag, ¥,) pour lequel Iy(x,) == f(ys).
Des1gnons
v =infy, o Y= B [y « (4, ba), Lily) = f)]
Ys =supy, ot Y, ~E[ye(as, bs), L(y) = )] -

Si p; = p,, on a g, + ¢,; dans ce cas-la on a évidemment

-P<a3 2> (@) =y + (01 + o)
de sorte que le segment {«, ) cherché est justement le segment (a,, by).

Soit maintenant p, < p,; il est aisé de voir que ce cas se présente si et seule-
ment si

ly(as) — Li(as) < 1y(bs) — Li(bs) . (2)
Soit alors

ly(@) = py2 + ¢,
une fonction linéaire telle que
(II1;) pour tout z € {as, ;> on ait ly(x) > f(z)
(I11,) il existe un point y, e {a,, yi> tel que ly(ys) = f(¥s),
une telle fonction existant certainement. Maintenant on voit déja aisement
qu’on peut poser

x=a;, f=infz,
xeB*
ou

B*—E[xe(yl, by, ly(x) = f(x)]
(il s’ensuit de (2) que B* # 0), et que
‘ zx ﬁ>(x) =px + g + 25) -
On peut établir d’une maniére analogue que p; > P, si et seulement si
ly(ag) — Li(as) > ly(bs) — 1y(bs)
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et ’'on peut vérifier qu’il existe alors une fonction linéaire

l4(x) = Pk + qy
aux propriétés

(IV,) pour tout z e <y, by, on a ly(x) < f(x);

(IV,) il existe sur le segment (ys, by> un point y, tel que Iy(y,) = f(¥a) -
Nous pouvons poser alors

B=0bs;, a=supx,
Led*
A* = El [@ € <as, 43, L(@) = f(2)],
et nous aurons
P(<2zx), B)(x) = P + 3(92 + ¢4) -
La démonstration de notre théoréme se trouve ainsi terminée.

Remarque. L’estimation (1) est la meilleure possible dans le sens que des
fonctions existent pour lesquelles I’égalité a lieu, telle par exemple la fonction

fl@) = 2|/2 |a|
considérée sur le segment {— 21/5, 2]/5).
Signalons enfin encore que pour une fonction convexe on a toujours

— 2
L

Pesome

3AMETHKA O BLITVHJIBIX ®OYHROMAX

JAINCIAB KOCMAHK (Ladislav Kosmdak), IIpara.
(Iocrymmiuo B pemaxuumio 17/XT1 1955 r.)

Ilycrs f(x) — meiicrBuUTeIbHAS HeIpepHIBHAs Ha oTpeske ¢ < & < b Pynruus,
nyceth Py py(X) = Ciq,py®* 4 ... — €€ NOIMHOM HAMJIyYINedl aNNpOKCHMALUM
cremenn < 2 fysA orpesxa {a@, b) m mycTh, HAKOHEII,

E(a, by = max |f(x) — P(u, b)(z)l .
agz=b

Omnpenennm M, vy TaK: eciu By py = 0,10 yCTh My, 5y = 3; ecan e B 4 >
> 0, TO myeTh M, 5, PABHO HAHGOIBIIEMY UKMCITY K, JUIA KOTOPOTO CymIecTBYeT
TOCIIeNlOBATEeNILHOCTb

a <& <EH<..<EZD



Taxk, uto paznoctu (— 1) (f(&;) — P, by(&:)) BCe PABHBI OZIHOMY M TOMY K€ queIy
4 B, , . IIpn 5ToM HYKHO HCKIIOUUTD cayuait & = a, f(a) > P, »y(a), a Tarske
cayuait & = b, f(b) > Pq 55(D)- B pa6ore noxasana reopema:
Dynryua f(x), nenpepvienas 6 {a, by, evnykaia s {a, bYy mozda u moavko mozoa,
ecau das anbozo ompeska {x, By (a < « < p = b) cnpasedaueo
(B — )?
E, ., g a;n ;;)‘:”T)*Z Ca, B> +

Ilna f = — o = 2]/2, f(x) = flz| umeer mecTo 3HAK paBencIsa.
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