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YexocHoBaADEHIl MaTeMaTHYeCkEnil EypHAd, T. 7 (82) 1957, IIpara

CONGRUENCES DE DROITES DANS LES ESPACES REGLES
A CONNEXION PROJECTIVE

ALOIS SVEC, Liberec.
(Recu le 29 avril 1956.)

L’auteur étudie dans ’espace réglé a connexion projective les
congruences de droites et leurs corrrespondances développables.

1. Tout d’abord, je vais expliquer ce que j’entends par espace 7églé & con-
nexion projective:

Soit donné un domaine O dans I’espace euclidien a quatre dimensions E,,
a chaque point z e O je fais correspondre un espace projectif & trois dimensios
S; = S;(z) et dans celui-ci une droite p = p(z). Soient maintenant 2z,, z, deux
points (qui peuvent d’ailleurs coincider) du domaine O, alors & chaque arc y qui
les joint correspond une homographie entre les espaces Ss(2,) et Ss(z,). Ici le
domaine O c E, ne joue qu'un réle d’ensemble de parametres et peut &tre
remplacé par n’importe quel domaine pourvu que celui-ci lui soit homéo-
morphe.

D’une fagon analytique je peux procéder comme suit: Je choisis dans
chaque espace S; une base, c’est-a-dire quatre points analytiques 4,, 4,, 4,,
A, liés par la condition ‘

[y, 4y, Ay, 44] =1 (1)

d’une telle maniére que la droite p passe par 4, A,. Ensuite je vais considérer
les équations

4
dAz == wiiAf > @ = 1> 2; 3a 4) (Zwu = 0) ) (2)
1

ou w;; sont pour la base fixée dans chaque S;(z) des formes de Pfaff en du,, ...,
..., duy, les u; étant les coordonnées dans E,. Soit alors y un arc joignant les
deux points 2, z,, donné d’une fagon paramétrique par

w; =u;(t), ©+=1,2,3,4; 2z = {u(0)}, zy= {u;(1)}. (3)
Soit maintenant pour (3)
w5 = Py At (4)
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de sorte que le systéme (2) devient un systéme d’équations différentielles

déi = pyd;, i=1,234. (5)
Soit By, B, B, B, la solution de ce systéme pour ¢ == 1, déterminée par les
conditions initiales (4;), o = A4;(z,). Alors ’homographie KB, = A,(z,) est
justement ’homographie en question entre Sy(z,) et Sy(2,).

Dans le cas général les w,; sont les formes de Pfaff en u,, ..., u, (paramétres
principaux) et v, ..., v, (parameétres secondaires, dont dépend le choix du
repére en S;).

A chaque courbe dans O c £, on peut faire correspondre une surface réglée
dans P'espace projectif & trois dimensions et cela d’une maniere évidente: la
courbe y étant donnée par (3), la surface réglée est engendrée par la droite
[A.4,] ou A, = A,(t), A, = A,(t) sont des solutions du systeme (5).

Je désigne par 6 le symbole de différentiation pour lequel les parameétres prin-
cipaux restent constants, ensuite j’écris comme d’habitude e;; = w;;(0). Kn
vertu du choix fixe de la droite p dans chaque §; on a

13 = €1 = €93 == €9y = 0, (6)
d’out
[w;; duy duy dug du,] =0, ¢=1,2;7=23,4. (7)
Pour des raisons évidentes je vais supposer
[013014003004] + 0. (8)
D’une maniére analogue au cas d’'un espace a connexion projective on peut
vérifier les conditions d’intégrabilité
. axufvr
[dwu] - [a)ikwki] + Rij LO)a/twﬂv] ) (9)
ou 'on somme pour k =1, 2,3,4; «, f =1, 2, u,» = 3, 4.
2. Je vais étudier les congruences de droites dans un espace réglé a connexion
projective. Une congruence est évidemment donnée par les équations

w; = u;(v, vs), t=1,...,4, (10)
N . . (s, %;) . O 4 i
ol un des déterminants ' au moins est différent de zéro. Il existe donc

(1, v,
de telles fonctions «;, f; qu’'on a

K1z F g1y F Xy0ys + Xg0yy = 0, Brwyy + Bowiy + Bawyy + Bawsy =0, (11)

la matrice ||o;, ;]| ayant le rang 2. Or, toute autre relation existant entre les

formes wq,, W14, Wa3, W4y €8t déja une conséquence de (11). Alors il existe deux
13 14 23 24

formes o, w,, linéairement indépendantes, telles que ’on a

Wy = a0, ; «&=12 u=3,4; (onsomme pour r =1,2) (12)
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la matrice
1 1 1 i
o — () (13)
A1z Qyy Qa3 Oy
ayant le rang 2
Je vais chercher dans une congruence de droites les surfaces développables.
Analytiquement cela signifie de trouver de telles fonctions a;, x,, 1;, 1, et une
telle forme de Pfaff v que I'on ait

(d;:‘liliz; &‘2;172)“‘ o, wy Ao T 0 (InOd Al! ‘42) . (14)
On a done
xl[(aisAs =+ “‘14"4 A Ak (a4, + ahA ) 4] +
A @[ (a33A 5 + azed,y) Ay (a;",Aa + a§4A4) A =0,
d’ou
2y(Arady + ads) + Tp(@33hy + agehy) = 0, (15)
@1 (aady + @34hs) + Tp(@aady 4 A34h,) = 0.
Le point x4, -+ x,4,, vérifiant (14) pour un choix convenable de 4, 4,, w,
sera appelé foyer de la congruence, sa signification géométrique étant évidem-
ment la méme comme dans un espace projectif plan. J’obtiens ’équations des
foyers (c’est-a-dire des fonctions a,;, x,) en éliminant 1,, 4, des équations (15);
I’équation ainsi obtenue est quadratique en z, : x,, savoir

hiet 4 2farizy + fox] =

2 |
la), a® 1a a arg al ass a’
R el TN o | PP B e
A1y “14 14 “24 Ia24 14 [ Q2 az4

Dans la suite je distingue des cas particuliers.

3. Chaque point de la génératrice [4,4,] de la congruence considérée est
un foyer (c’est ce qu’on appelle congruence planaire); tous les coefficients de
Péquation (16) s’annulent. On a (mod 4,, 4,)

d4, = (a}aAa + ahA,,) w; + (afaAa + ailAti) Wo

(17)
d4, = (a§3A3 -+ “}34144) o, + (agsAs + a§4A4) @

Les expressions ajd, 4 ay,A,, aj;A, + ai,A, sont linéairement dépendantes
et I'une d’elles au moins est un point, car autrement on aurait aj; = a), =
= a2, = al, = 0 et de f, = 0 il s’ensuiverait que la matrice (13) ait le rang 1.
Supposons par exemple que la premiére expression représente un point, alors
un a existe tel que ajyd, + af, 4, = a(a4, + aj,4,), je change ensuite le
repére et la forme w, de fagon que j’aie

A, = (0, + awy)(alzd, + al,4,) = 0,4,
c’est-a-dire
aix =1, “114 = afa = a?4 =0. (18)
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En vertu de f, = 0 on a a2, = 0, de f, = 0 il s’ensuit que aj,a5; = 0. Le seul
déterminant de second degré de la matrice M qui puisse étre non-nulest M,
de sorte que M,; = a3, = 0 et a;4 == 0. Alors il est possible choisir la forme w,
d’une telle maniére que d4, = (azw, + azw,) A3 = w,4,. On a donc enfin

agy =1, ap—=ay =a3, =0. (19)

Les équations fondamentales (11) de la congruence planaire peuvent donc
étre mises sous la forme suivante

Wy = Wy = 0 (20)
et on a [wy,my,] + 0. Par différentiation extérieure de (20) on obtient
[013034] + RYEP[015095] = 0, [0gs54] + Ry2[0130055] = O, (21)
d’ol il s’ensuit
1323

1323 ;
wyy = Ry~ w15 — Boy oy . (22)

En différentiant de nouveau on obtient

[“h:;(dea% + R1323w11 + w44 ~w33 + Rlszswm)] -
— [wos(dRT3® + R1323w2,, ‘l‘ Wy — 2“’33 — BiPw,)] + (23)
+ (R — RB2RIS | RUBRIES),, )] — 0.

[dws] = [@i3(wsy — ©11)] + [01043] + Rlazs[w13w23] >
[dwgs] = [Wag(@sy — Wap)] + [woy0045] + Rmzs[a’lawzzi] > (24)
[dwgy] = [wge(@yq — @33)] + Rlszg[“’wwza] >

de sorte qu’en différentiant de nouveau les équations (21) on a

[DR; ’“13")23] = [DRM S0 13055] = 0, (25)
ou
1823 o33 | plass 1323
D =dR,;" + (Wsy + wyg — 2053) — Ryy" 0y =
1323 R1323
= R14 1053 + R 14,2@We3 » (26)
2
DR1323 == 1323 + ngza(wn + Wy — 204) + R 223“’21 =

1323
= R 1013 + R24 2®a3 -

Ces résultats joints & (23) donnent la forme définitive de la condition pour que la
congruence (20) soit planaire: il faut que Uon ait

1323 1323 1323 1323 1323 1323 1323 g
24,2 + R14,1 R + R R =V. (27)

Dans un espace plan (Rjf*" = R}’ = 0) les congruences planaires sont
évidemment formées par les droites des plans.

4. Je vais traiter maintenant le cas des congruences paraboliques, ¢’est-a-dire
le cas ou sur chaque droite de la congruence il n’y a qu’un seul foyer. Je choisis
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le repére et les formes w,; d’une telle maniére que le foyer soit 4,, et qu’il soit
situé sur la surface développable o, = 0 (c’est-a-dire x, == 1, =1, x, =
= A, = 0); il découle de (15) que

aly = aj, = 0. (28)
Je vais distinguer deux cas suivant que d4, == 0 (mod 4,, 4,), ou non.

1° On a
a}S = ah = 0 ) (29)

alors, en raison du rang de la matrice (13), les expressions ayd,; - a3,4,,
a3, -+ a3, A, sont deux points linéairement indépendants, on peut donc
choisir le repére d’une telle sorte qu’on ait (mod 4,, 4,)

d4, =0, dd,=wd; + w,4,. (30)
11 est donc possible d’écrire les équations (11) sous la forme de
Wy = Wy =0 (31)
avec la condition [wzawﬂ] #+ 0. Par différentiation extérieure on obtient
[@15093] + R 13 1(1’2';0)24] = [01504,] + R2324[w23(024] =0, (32)
d’ott
2324 .
Wy = — R3%p,, + RB%0,, (33)

et par une nouvelle différentiation

— [0y(ARE + REP*20,, — w: 7;;3; + RifPwg)] -+
F [wgy(ARIP* + R23°49w22”— Wy L= w0y + RifHay,)] + (34)
+ (B33 + RIPAREP — RIPRIP)[wasmny] = 0.
Ensuite on a

[dwgs] = [@a3(W3s — Waa)] 4 [Waawys] + Rggu[wzamu] 5
[dorgy] = [was(waq — @ga)] + [0a3034] -+ R:iu[wzswu] > (35)
[dew,] = [15(@ey — ®11)] + Rzau[wzawm] s

par différentiation extérieure des équations (32) on obtient en se servant du
lemme de Cartan

2
AR + R (205 — o1y — w55) + R0y, = Rﬁ214w23 + R122;w24 >

2324 2324 2324 2324 2324 (36)
+ Bi57 (20 — w1y — 044) + By 04 = RI 103 1 R132
de sorte que pour la congruence en question on a la condition
2324 2324 2324 2324 12324 2324 2324
Riyy + Ry — + Ri5Rs* — Ry, Res = 0. (37)

Je vais m’appliquer maintenant & ’étude du cas ou Uespace réglé n’a pas de
torsion, c’est-a-dire ot R —= 0 (x,f,4=1,2; u,»,j = 3, 4). Alors

iy =0 (38)
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et la condition finte pour la congruence considérée est
2324 ’
R3* =0. (37"

Je choisis une certaine droite p, de la congruence et je développe, dans I’espace
S; qui lui correspond, toutes ses surfaces réglées; on voit aisément de (31) et
(38) qu’elles se développent en cones au sommet 4, € p,, la congruence est done
centrale. Comme une étoile de droites est équivalent a un plan projectif, il
est aisé de voir que ’dtude d’une congruence centrale conduit & Uétude d’un plan
a connexion projective. Analytiquement: j’introduis les droites analytiques

po=[A:4,], pr=[4,4;5], p,=[4:44], (39)
le connexion est définie par les équations
dpy = (011 + ©g5) Py + WegPr + 0Py,

dp; = 03900 + (011 + w33) P1 + ©34P2 , (40)
dp, = 049Py + 043P + (01, + ®44) Ps

le plan considéré est évidemment sans torsion.

I’étude des congruences considérées dans les espaces a torsion mériterait
une attention également.

2° I expression aj34, + a;,4, représente un point, on peut choisir le repeére
d’une telle maniere que l'on ait

a3 =1, aj,=0. (41)
L’équation (16) devient
A3,y + foy = 0, (42)
de l'existence d’un seul foyer 4, découle
az =0, (43)

or le rang de la matrice (13) étant 2, il en résulte que aj; = 0. La forme
w, peut alors étre choisie d’une telle sorte que agw, - asw, = w, d’olt

ys =0, asg=1. (44)

On a ay + 0, car le cas ay, — 0 conduirait a4 une congruence planaire; en
choisissant convenablement le repére on peut obtenir

agy = 1. (45)
On a done enfin

dd; = wpd, + 014, + 045, ddy = 0y d; + 0pd, + 0,45+ 0,4, (46)
de sorte que les équations fondamentales deviennent

w1 =0, 3= wy (47)
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avec la condition [w1s®2s] + 0. Par différentiation extérieure, elles donnent
1323 I
[w15(wsy — wy5)] + By [wme3] = 0,
[w13(w1; — D22 — w33 + ©4)] + [@a3(w34 + @15)] + (48)
1323 1323
+ (Bey” — Ri37)w3045) = 0,
d’ou en vertu de lemme de Cartan
1323
Wgy — 1y = X013 — Ry wag,
P
Wy — Oy — Oz + Wy = x5 + (05 — FRPP — Ri3%) gy, (49)
s
Wy + W = (x5 + FREP® — RI®) 015 + xqyy .
Les congruences paraboliques dépendent d’une fonction de dewx variables.

Sur chaque droite de la congruence, il n’y a donc qu’un seul foyer 4,. Je
considere (en le supposant a deux dimensions) ’ensemble de tous les foyers
A, dont chacun est immergé dans ’espace S; correspondant; si je considére la
connexion naturelle entre ces S;, donnée par la connexion de l'espace réglé,
je peux dire que les foyers engendrent ce qu’on appelle une variété de Konig
(voir R. KoN1a, Beitrdige zu einer allgemeinen linearen Mannigfaltigkeitslehre,
Jahresb. D. M. Verein, 28, 1919, 213—228; J. A. SCHOUTEN, Sur les connexions
conformes et projectives de M. Cartan et la connexion linéaire générale de M.
Kénig, CR 178, 1924, 2044-2046), je vais appeler surface focale.

Le condision nécessaire et suffisante pour que les foyers engendrent une sur-
face focale est évidemment [w,,m5] + 0, c’est-a-dire

g+ R3® £0. (50)

Le plan tangent de la surface focale est [4,4,4,], les asymptotiques sont
évidemment

wi3(w1y 4 wg) = 0, (81)

de sorte que les droites de la congruence parabolique sont les tangentes asympto-
tiques de la surface focale. La seconde couche de courbes asymptotiques est donné
par I’équation

(%o + PR — RI™) 01y + vy = 0. (52)
Je ne vais pas considérer spécialement le cas ou [w,,w,5] = 0, car tout le cas
des congruences paraboliques mériterait une étude plus détaillée.

5. Je passe enfin a I'étude propre des congruences nonparaboliques, ou sur
chaque droite de la congruence il y a deux foyers; soit 4, le foyer pour lequel
w; = 0 est la surface développable, ¢ = 1, 2. Des équations (15) résulte

Aly = @3y = gy = Ay = 0, (53)
de sorte que I'on a (mod 4,, 4,)
d4, = wl(a/}ﬂA;& + a}4A4) A4, = wy(and,; + ayd,) (54)



ici alzA,; + a1,Ay, azsd, + aj A, sont deux points linéairement indépendants,
on peut done choisir le repere d’une telle maniére que

d4, = w4, + 0,4, + 0,4,

(55)
dd, = wyd; + 054, + wyd,,
ol
W3 == Wy, Wy = Wy, [ww,] F 0. (56)
Les équations fondamentales sont
W1y = g3 =0, (57)
on en obtient par différentiation extérieure
[@1205] + [@1034] + 2h[wy0,] = 0, (58)
!
[wg11] + [momy3] — 2k[wimwy] = 0,
ou
b= IR, k= — LR, (59)

Partout dans la suite, je vais écrire afin de simplier R})** = R,;, Ry, = R,,
H24 == Rz-

En se servant du lemme de Cartan on obtient de (58)

w1y = (@g — h) 0y + @0y, Oz = a0, — (ag + k) w,, (60)
Wy = byw; — (by + k) 0y, 45 = (by — k) 0y + by .
On a
[dw] = [0(0g — 01)] + Bifo,o,],
[doy] = [wy(wyy — 0y)] + Rofo,0,]
[dwys] = [w1a(was — 011)] + [0105,] 4 Rpgl0y0,] , (61)

[dwy ] = [wy

[dwy,] = [0y,

(
(@1 — 0e)] + [0a0] 4 Ryo04]
(0ag — 0g3)] + [w390,] + Ryy[0,0,]
[deys] = [04g(w55 — @44)] + [@g0,] + Byglo,0,]
par différentiation extérieure des équations (58) résulte
[(dh + hwgy — wgg) wymy] = [(Ak 4 kg, — wyy) mym,] = 0, (62)
il existe donc des dérivées ,,covariantes‘‘ h;, k; telles que
dh 4 Mwyy — ws3) = hywy + hywy, Ak + k(wy;, — w44) = ko, + ko, . (63)

Des équations (60) on obtient par différentiation extérieure et en se servant
de (63)

[o,(day + 00?))22 - ?U:;a + )] + [wo(day + ay2w,, '*7(011 :77("4;1” .
+ (Byy — @y — ARy — ayRy — hy)[wy0,] = 0,
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[, (da, + (12(;;1_—1:‘“;4“—A§w33)] — [wy(da, + %{;2;‘:;’;3; + wg,)] +

+ (R34 - a‘zRJ -+ «:,Ti——h]iz =+ hl)[mlwz] =0,

[onldby + byZony — 05 — )] — [ldby + Bogy — gy — )] £
+ (Ryy — 0By + .bom”:;”kRz + ky)[w10,] = 0,
[o1(dby + bosy — Oas — 0a)] + [05(Aby + byogy + 03y — 2043)] +
+ (By3 — 6:“:7};1% — byRy — ky)[w,05] =0,
de sorte qu'on a
0ty = ag(€ss — €33) — €39, 0by = by(esa — €11) + ear (65)
0y = ay(ey; + €as — 2€55) , Oby = by(egy + €33 — 2ey,)
00y = ay(2€35 — €17 — €q4) . Oby = by(2e4y — €5y — €33) . (66)
En vertu de (65) on peut faire
Ay = by =0, (67)
et par conséquent
gy == €4, = 0. (68)

Les expressions a,, a,, b;, b, sont des invariants relatifs, leur annulement a une
signification géométrique.

11 est évident que si I'on choisit un point B sur chaque droite de la con-
gruence considérée, alors I'ensemble de tous ces points B avec les espaces S
qui les contiennent engendre par la connexion fondamentale de I'espace reglé
une variété de Konig; comme cela a été déja dit pendant 1’étude des congru-
ences paraboliques. '

6. Je vais introduire ensuite la notion d’espace duel & Uespace réglé & connexion
projective donné; je considére tout espace S, figurant dans la définition de
Pespace réglé donné, comme un espace duel 2; ol la droite = est déterminée
par un faisceau de plans ayant pour axe la droite p e S; de 'espace réglé;
I’homographie entre deux espaces X, correspondant a une certaine courbe y,
est la méme comme celle existant entre les espaces duels correspondants S,.
A une congruence L de droite dans 'espace 1églé il correspond dans I’espace
duel évidemment la congruence L*, c’est-a-dire la dualisation de la congruence
L. Si jintroduis, comme d’habitude, les plans analytiques

El = [A2A3A4] ’ Ez = [A1A3A4] > E3 - [AIAZAII] > E4 = [AIAZAS.], (69)

j’obtiens pour la congruence L* engendrée par les droites [E,#,]

.
dB, = — oyl — 0ull, — w3l — 0, B,
) A, = — wpll] — Wyl — 0yl — 0pl,, (70)
dB, = — 0, B, — w43, — 0 l,, dB, = — 0B, — w3, B; — 04,F, .

De 13 on voit aisément que la congruence L* est une congruence nonparabolique
qui est en transformation développable avec la congruence L. Ses foyers sont
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E,, E,. J'oriente la congruence L en déclarant A, (4,) premier (second) foyer
de sorte que E, (¥,) est le premier (second) plan focal.

La condition nécessaire et suffisante pour que le premier (second) foyer
décrive une surface est que a, + 0 (b, + 0); la condition nécessaire et suffi-
sante pour que le premier (second) plan focal décrive une surface (duelle) est
que b, + 0 (a, + 0).

7. Je vais traiter le soi-disant cas général ol a,a,b,:b, + 0. Les asymptoti-
ques des surfaces focales (4,), (4,) sont

Iy = a,0) — 2ho,w, + ay0f = 0, (71)
T,y = b0} — 2kw,0, + bywi =0, (72)

les asymptotiques des surfaces focales (E,), (¥,) de la congruence duelle sont
alors (72) et (71). En vertu de (63) on a

Oh = h(egs — €29) , Ok = k(eyy — e44) , (73)
de (61;,,) découle
Owy = (ey; — €33) @y , 0wy = (g — €44) Wy . (74)

Les invariants fondamenteux de la congruence sont alors

_ Wby (75)
ayb,’
h? k2
L= =t 76
1 aya, 2 bby’ (76)
les formes fondamentales de la congruence sont
@ = @by, ,  @F = ahymim, (77)
w? ; w?
Fy = aby 2, F,=ab, —, 78
1 1v2 0, 2 2Y1 w, ( )
liées par les relations
¥ = F.F,, (79)

La forme ¢ (ou ¢*, ou Fy, ou F,) sera appelée forme ponctuelle (ou planaire,
ou premiére focale, ou seconde focale respectivement). L’invariant I est 1'in-
variant de Wilsch, les invariants I,, I, sont des invartants de torsion de 1% oy
29 espéce respectivement. Leur signification se fera voir dans la suite.

8. Je vais étudier maintenant deux problémes d’existence: je vais trouver
le degré de généralité des congruences dont les invariants fondamenteux (75), (76)
sont liés par une ou deux relations données. Dans ce but je pose

w0, =du, w,=dv (81)
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d’ou
[du(wsy — w,)] + Ry[du dv] = [do(wy, — 04,)] + Ry[du dv] = 0
et
Wy — wy =2, du — Ry dv, wyy — 0y = Rydu 4 2z, dv .
Soient
@i(l; [17]29,“57)):0’ 1’_13"7

les relations en question; en les différentiant j’obtiens

ydl + Ay dl; + 2, dl, + Ay du + Asdv =0, i=1,2,
la matrice ||74,, /4,5, ‘4| ayant le rang 2. J’introduis la notation

Da, = da; + a;(wyy — wy), Day = da, + ay(wyy — wg5),

Db, = db; + by(wyy, — wyy), Dby = db, + by(wyy — wy,)
alors en vertu de (81), (83) et (67) les équations (64) deviennent

’

[du wy5] + [dv Da,] 4 v,[du dv] = 0,
{du Da,] — [dv ws,] + vo[du dv] = 0,
[du Db,] + [dv ws] + vs[du dv] = 0,
— [du wy] + [dv Dby] + vy[du dv] = 0.

Ensuite on trouve par un calcul direct

_ay + by by _aby
V= 0, P e, P gy P
B2 h2 }1 —
dl, = — 2 Da, — Wk Da, + ( 1_ + Iz + R, )du -+

+( iy +Ilz2—R)d
2

al

k? k? kkl
dIZ = — E—IZ Dbl - ’6;—6'3‘ Dbz + ( blb + 1221 + R ) dll/ +
7 —
+ ( 'I—);*b‘z—‘ —l* ]222 — Rl) dv

de sorte que (85) implique
R T U &
(’11 aby M aa )D“l - (ll ap, T &J;a;)l)‘“ N
i ay ; k i alb . i :IC2
+(zl e = b g )Db (l gt T ) Db+
+ tus du + ‘ugdov = 0

ce qui peut s’écrire aussi sous la forme suivante

‘uy; Day + iuy Day + ‘ug Dby + ‘uy Dby + tus du + tpugdo = 0,7 = 1, 2
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La déterminant de la matrice polaire aux colonnes correspondant aux
formes wss, wyy, Day, Da,, Dby, Db, est

de 0 dv 0 0 0 |
dv 0 0 du 0O 0 '
0 dv 0 0 du 0 |
0 —du 0 0 0 dov|
0 U R P T :

_
i £0, (92)

0 0 2y Ppe Pus Ppg

on voit donc aisément que les congruences dont les invariants (75), (76) vérifient
une seule relation dépendent d’une fonction de deux variables et les congruences
dont les tnvariants sont liés par deux relations indépendantes dépendent de six
fonctions d’une variable.

Les surfaces développables forment sur les surfaces focales le réseau
Wy, = 0. (93)

La condition nécessaire et suffisante pour que les asymptotiques sur la premiére
(seconde) surface focale forment le réseau harmoniquement conjugué aw réseau
(93) est évidemment

I, =0 (I,=0). (94)
De la résulte le role des invariants relatifs A, k, n’apparaissant pas dans les
espaces plans.

9. Les relations (73), (74), (66) rendent possible l'introduction suivante
d’invariants des directions dans la congruence:

i ha, i ke, (95)
T, P by )
. ko haw,
gk 7L ¥ o 2 96
Y by T g0, (96)
de sorte qu'on a
Il = 11@;‘ s [2 = izi;k (97)
et dans le cas ot hk 4 0
I
=t (98)
Uyle

11 est facile d’en trouver la signification géométrique. Il est possible d’intro-
duire dans la congruence L quatre couches de surfaces réglées A;; = 0 (i, j =
= 1, 2) d’une telle maniére que la couche A,;; = 0 découpe surla i-éme surface
focale les polaires de la couche w; = 0 par rapport aux asymptotiques. Les
équations des couches sont

Ay == hw, — a0y =0, Ay, g0y — hoy == 0,
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Soit donnée une couche A (w; = y,w, W, = P,m), alors les birapports D;; des
couches m; = 0, wy, = 0, A et A;; = 0 sont

Dy =1, D,=1%" Dy =1F, Dy=1,". (100)

Jappelle formes ponctuclles (planaires) de 1 (29°) espéce les formes i,
(¢F); ces formes sont identiquement nulles si les invariants de torsion s’annulent,
c’est par exemple le cas des congruences de droites dans les espaces plans.

De (97) résulte la signification géométrique des invariants de torsion.

10. Je vais considérer une congruence L dont le repére est spéeialisé de sorte
que (57), (60) et (67) soient vérifiées et une autre congruence L’ avec le repere
semblablement spécialisé de sorte que 'on ait

’ 7
Wy = Wyg = 0, (101)
7 7 ’ ’
ol = — Wy 4 aiwy, ol = boi — Ko},
’ 1ot ;7 ’ N ;o (]Ou)
W3y = Aywy — B o, , Wy = — k'wy + byw, ;

la congruence L' soit en transformation développable avec la congruence L, je
peux 'exprimer par

Tyy = Tgq = 0, (103)

en posant
Wiy = Wi 4 T (104)
Ry = Ri; + 8, Ri=R,+ 8. (105)

Par différentiation extérieure jobtiens de (103)
[wi(T33 — T1a)] + Sil@,05] = [05(t4y — T2)] + Sylw,0,] = 0 (106)
et en vertu du lemme de Cartan
Tyg — Tqp == 2101 — Sy, Tyq — Tag = Sawq + 2,0, . (107)

Je vais montrer maintenant la signification géométrique de I'égalité des
formes ponctuelles, ou planaires, de la 1%° ou 2% espéce, des congruences
L et L'. Dans ce but, je calcule d’abord I’homographie K réalisant un contact
analytique d’ordre un de la correspondance L — L’ entre les deux congruences
pour un couple de droites se correspondant respectivement; K est alors, d’une
facon bien évidente, une homographie entre les espaces S;, S, respectifs. Comme
les foyers des deux congruences se correspondent par rapport a cette homo-
graphie tangente, comme on 'appelle, K vérifie nécessairement

KA = 0A,, KA, ='4,,
KAy = 0y Ay + agedy + g3y + 0504y (108)
KA-; =gl Fogpd, + apdy 4 x00dy
et 'on a

K[A;4,] = [4,4,] . (109)
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De
d[AlAz] = (0 + wzz)[AlAz] - wl[AzAa] + wz[A1A4] (110)

et d’une expression analogue valable pour L', il résulte pour K nécessairement

Ngg = X3 =0, ngg=1p, x4 =0" (111)

et
K d[A14,] = d[A,45] + (T + Tas + 07 %5101 + 00x4505)[414,] . (112)

Pour 'homographie (108) + (111) on a

KBy — o'E,, KE,— of, |

, o , 113
KE, = — 0%y ly — x4 07 'Hy, KEy = — a5l — *x,E + 0B, (113)

de sorte que K réalise également un contact analytique d’ordre un de la cor-
respondance L* — L'* entre les deux dualisations. Les homographies consi-
dérées seront appelées dans la suite homographies tangentes.

La relation

Age = 0 (0u xyy = 0) (114)

caractérise évidemment les homographies faisant correspondre la tangente
[4,4,] (ou bien [4,4,] resp.) de la couche A;; = 0 (ou bien A,, = 0 resp.)
a une tangente analogue de la congruence L’; d’une fagon duelle la relation
(114) caractérise les homographies tangentes faisant correspondre la tangente
[E,E;] (ou [E;E,] resp.) de la couche /A,, = 0 (ou A, = 0) & une tangente
analogue de la congruence L’. J’appelle homographie tangente vérifiant
(114,) (ou 114,) resp. homographie demicanonique de 1-ére (2-de) espéce; une
homographie vérifiant (114,) et (114,) & la fois sera appelée demicanonique
(tout court).

Pour une homographie demicanonique de la premiere espéce on a

K dA; = o d4; + (ov1 + a5i00) 4 + (115)
+ (oh — 070" @y — oay — p7'ay ,) Ay,
la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une homographie demica-
nonique de la premiére espéce realisant un contact analytique de premier
ordre de la correspondance (4,) — (4]) entre les premiéres surfaces focales des
congruences L, L', est 'existence d’une telle fonction g que I'on ait
B = oh, a; = g%, (1186)
c’est-a-dire
n h . o
v-,:—b, ou bien ¢ =1, . (117)
a, L0

On peut trouver d’'une maniére analogue la signification géomstrique de
I'égalité des formes i, ", iy des deux congruences.
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Pour une homographie demicanonique on a (115) et encore

K dA; = o071 dd, + (0775 + x400,) 4y + (&Ei — 07w, — §k7—:?—f/‘£wz)A1 ’

(118)
K dB; = o ' dE, + (0 %51 0y — 07 'Tgs) By + (0k' — 0"k, — ob, jéqz“’z) E,,

(119)
K dE, = ¢ B, + (0*0aewy — 0Tas) By + (08 — 0700, — 0h — 0~ h'wy) By .
En partant de ces équations et de (115) on trouve aisément la signification
géometrique de I’égalité des formes ponctuelles, planaires, ou focales des
deux congruences.

I1 est possible d’introduire une ncuvelle forme invariante de la congruence,
savoir
T = iyigp = 7ty 0% = hkw,w,, (120)

que je vais appeler forme torsale. Je vais faire voir une des significations géo-
métrique de I'égalité 7' = 7" des formes torsales de congruences L et L'.

Les surfaces développables de la congruence L déterminent sur ses surfaces
focales le réseau w,w, = 0 qui se coupe par exemple sur la premiere surface
focale (A4,) de la couche principale, w, = 0, dont les tangentes sont les droites
de la congruence, et de la couche secondaire w, = 0. La condition nécessaire et
suffisante pour que les congruences L et L' en transformation developpable aient
la méme forme torsale est que pour tout couple de droites qui se correspondent
mutuellement, il existe une homographie demicanonique réalisant un contact
analytique de premier ordre des courbes des couches secondaires passant par les
foyers des droites considérées; cet énoncé s’ensuit aisément de (115) et (118).

11. Je vais passer enfin & la considération d’un des plus importants objets
de mon étude — a savoir: déformation projective de second ordre des congruences
de droites. Si les congruences L et L’ sont en déformation de second ordre, il
existe pour chaque couple de droites qui se correspondent I'une & I’autre, de
I’homographie (108) + (111) vérifiant (109), (112) et

K d2[A1Aé] = A4, 4,] + 2(v3; + Tap + 07 x50y + 0xgewy) d[4,4,] +
+ ()[4,4,] . (121)
Par un calcul direct on trouve
dz[AlAz] = (. )[A14,] + (b} — b10})[A4,4,] +(a,03 — a,w?)[4,4,] +
+ (dwy + we2my; + wyy + w4)[4,4,] — (122)
— (doy + w053 + 2055 + wg5)[A,4;] + 20,0[A434,]
de sorte qu’en vertu de (107) on a

K d2[A;A;] = dz[A1A2] + 2(7y + Tea + 0 lxg 0, + 0% 450,) d[A1A2] +

(123)
+ ()[A1A2] + ¢13[A1A3] + ¢24[A2A4] + ¢14['A’1A4] + ¢23[‘42‘43]
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Dy = (b, — szi) w? — 20041005 + (sz; — by) w§ >

, o s 124
Dyy = (a5 — 07%) w; + 207 1x350,0, + (072 — ay) Wy, ( )

Dy = Syw, 005 + (29 — 2004) 03, Doz = (207 g, — 2y) o} + S,o,0, . (125)

Comme la condition nécessaire et suffisante pour que L et L’ soient en dé-
formation projective de second ordre est 'existence de g % 0, xg, g9, 0xgq, Xge
vérifiant @,3 = D,y = D;, = D,y = 0; je trouve en tenant compte de la pos-
sibilité de choisir

Kgg == Ngp = 0 , (g = %@zl y  Xgg = %9—122 (126)

que les congruences L et L' sont en déformation projective de second ordre si et
seulement st Uon a
S, =8, =0 (127)

et qu’il existe ume fonction o + 0 vérifiant
a, = o7 %;, ay=o%a,, b, = 0%, by= 0%,. (128)

L’homographie réalisant la déformation projective est nécessairement demi-
canonique; elle est évidemment unique et je peux l'appeler canonique.

Pour les congruences L, L' en déformation projective on a
p=q', ¢*=¢*, F,=F, F,=F,. (129)

Il est intéressant de signaler que 1'étude de la déformation projective ne
fait pas intervenir les invariants relatifs h, k£ avec les formes torsales qui
y sont attachées, mais on obtient les relations (127), vérifiées automatique-
ment dans les espaces réglés plans.

Comme deux congruences L, L' en correspondance développable dépen-
dent de quatre fonctions de deux variables et que les équations (127), (128)
donnent 2 4+ 3 = 5 conditions simples pour la déformation projective de se-
cond ordre, on peut en conclure que, d’une facon générale, dans deux espaces
réglés a connexion projective P, P’ il n’existe pas de congruences L c P,
L’ ¢ P’ qui soient en déformation projective de second ordre. Aussi peut-on
considérer comme résolue — au sens négatif — la question de savoir si une
congruence dans un espace réglé a4 connexion projective est en déformation
projective de second ordre avec une congruence d’un espace réglé plan, donc
la question & laquelle, pour le cas des surfaces dans les espaces a connexion
projective, M. Luigi MURACCHINI a pu répondre par laffirmative dans son
travail Sulla applicabilita proiettiva delle superficie negli spazi & comnessione
proiettiva @ tre dimensiont (UYexocn. mar. :xypuan § (80), 1955, 274—288).

Or I’étude du probléme considéré ne se trouve par la nullement achevée, on
peut s’attendre au contraire a ce que les résultats que je viens d’établir pour-
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ront servir de base a une théorie plus détaillée des transformations dévelop-
pables dont le point de départ seront les équations (103), (106), (107). 11 séra
également intéressant d’étudier la question de savoir si les congruences de
certains espaces spéciaux seront déformables en congruences d’un espace plan;
une attention particuliére exigera alors I'espace 1églé sans torsion pour lequel
on a R’z’.‘,."ﬁ” =0 (¢, 0, B =1,2; 4, u,v = 3, 4); les équations (127) étant alors
vérifiées automatiquement. '

12. La notion de déformation projective de second ordre des congruences de
droites dans les espaces réglés plans peut toutefois étre généralisée au cas des
espaces réglés courbes d’une autre maniére encore.

Je dis que deux congruences L et L’ en correspondance développable sont
en faible déformation projective, si pour tout couple de droite qui se correspon-
dent, il existe une homographie K entre les espaces S; associés, vérifiant les
équations (109), (112), I’équation (121) étant satisfaite mod[A4,4,], [4,4,].
Je ne vais pas donner ici la signification géométrique de la faible déformation
projective, on peut la trouver facilement a 1’aide de la notion de transformations
K-linéarisantes de la méme fagon comme c’est fait, pour le cas des espaces plans,
dans mon travail Remarques sur la déformation projective des congruences de
droites (qui paraitra dans Yexoci. mart. syprax 1957). Ce qui est important,
c’est que deux congruences dans les espaces plans qui sont en faible défor-
mation sont en déformation projective de second ordre (la réciproque est
évidente).

La condition nécessaire et suffisante pour que deux congruences L, L' soient en
faible déformation projective est qu’il existe un o + 0 vérifiant (128), ou bien
encore que les équations (129) sotent satisfaites. ’

Je vais étudier encore le probléme d’existence d’une faible déformation. Sup-
posons la congruence L donnée par le systeme (57) + (60) 4 (67) et par les
équations quadratiques

[01035] 4 [weda,] 4 7i[005] = 0, [w,da,] — [0y035] + Tolwwe] = 0,

(130
[0,4b,] + [wewy] + 73[@05] = 0, [wym4] — [w,4b5] 4 7y[w05] = 0, )

ou Aa, = da; + a,(2wyy — w13 — wy,) ete. Si L’ est en faible déformation avec
L, je peux choisir les repéres d’une telle maniére que p dans (128) soit p = 1,
de sorte que L’ soit donné par les équations (101),

w,lg = — hw, +I a,w, , (/)’;1 = by, — ko, (31)

W3y = A0, — h'w,, Wy = — k'oy + byw,
et des équations quadratiques correspondantes (130'); la correspondance entre
L et L' étant donnée par les équations (103), (106). Si j’introduis les formes
linéairement. indépendantes @, = 143 — 711, Of = T4y — Typ, Og = Tyy — Ty, j€
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peux écrire les équations (106), (130') en me servant de (130) de la fagon
suivante:

[0,04] + Si[w,0,] = [0,0,] + Sylwyw,] = 0, (132)

[1732] + ay[05(0; + Oy)] + s3[wy0,] = 0,
As[01(Oy + O3)] — [@y755] + so[w105] = 0,
— by[01(01 + O5)] + [wyTyy] + S3[w,0,] = 0,
[01741] + bolwe(Op + O3)] + sy [w,w,] = 0.
En vertu du lemme de Cartan on a

gy == 10) + Ky, Oy = Xgy + XyWy,

T3 = — (aza’;—‘:;’; + &) oy + (“1;;:}:_')’:; — 81) w,

Ty = (513::33; + 83) 0y + (bzs'j“*"ys — 84) Wy,

O, = y10; — 810y, Oy = S0, + yy0,, O3 = y30; + 740, ,
Aay = (g + 11) 03 + froy,  Aay = By — (% + 73) @y,
Aby = Bywy + (x5 — 13) 0y, Aby = — (x4 + 13) 01 + Bawy

on voit donc aisément que les couples de congruences en faible déformation
dépendant d’une fonction de deux variables. On peut considérer ce théoréme
d’existence comme une généralisation du théoréme d’existence de déformation
projective de second ordre des congruences de droites dans les espaces plans.

Pesome

KOHTPYIHIIUU TIPAAMBIX B JIMHEMYATHIX ITPOCTPAHCTBAX
C HPOEKTUBHON CBA3HOCTLIO

AJIOUC UIBEIL (Alois Svec), JIuGeperr.
(ITocrynmio B pegaxnnio 29/IV 1956 r.)

B Teopum mpocrpaHCTB ¢ NPOEKTHBHOI CBABHOCTBHIO MCXOJAT M3 TOTO, UTO
3ajiaercst ToyedHoe MHOrooOpaswe M, KarjIOH TOUKE T KOTOPOTO HOCTABIEHO
B COOTBETCTBIC COfepsKallee e¢ NPOEKTHBHOE lpocTpanHcTBo S(x), npuuem
MKy KasKABIMI JByMsI npocrpancrBamum S(x;) m S(x,) JaHO IIPOEKTHBHOE
COOTBETCTBHE, 3aBUCsAINEe OT IIYTH, COGJITHAIOMICIO TOYKH X; M X, IIpm srom
1penoaraercs, 9to MHorooopasme M um npocrparcrBa S(x) — ogHOM ¥ TOMH
JKe pasMepHOCTH; Majo paspaloraHHas rteopusi MHorooOpasmii Kenura usy-
vaer caryuait, Korjia pasmepHocts npocrpancrs S Gosbnre pasmepuoct IN.

Moskno, ojiHaKo, pacecMaTpuBatTh U Jpyroe oOoOIeHHE IIPOCTPAHCTB ¢ IIPO-
CKTUBHOM CBABHOCTBIO, & UMEHHO, CCJIW TPENONOMKNTH, YTO MHOTO00PA3HEG
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M cocraBieHO W3 MPOEKRTMBHEIX MpOCTPaHCTB P (mpudeM Kaskqoe M3 HHX MO-
rPYsKEHO B NpOEKTHBHOe rumeprpoctpancTBo S(P)), cBA3BAHHBIX ONATh-TAKU
HEKOTOPBIM IIPeIIUCAHHBIM 3aKOHOM 11Pe00pa3oBaHUA.

B pesromupyemoii padore uccieqyercs cirydai T. Ha3. JIMHENYATOro MPOCTPaH-
CTBA ¢ IIPOCKTHBHOI CBIBHOCTHIO, Korga IN — dersipeXMepHOe MHOTOOOpasue,
COCTABIGHHOE M3 IIPOGKTUBHBIX 1IPAMbBIX, npuuem npocrpancra S(P) tpex-
MEpHBI; pa3paboTaHbl OCHOBBI TEOPUM JABYMEPHBIX MHOrooOpasuil 9TOro Ipo-
¢TPAHCTBA, 1IPENCTaBIAIINe, 0YeBAIHO, 0000IIeHNe TeOPUN NPSAMOJIMHEHHKIX
KOHI'PYSHIUMIT B TPeXMEPHOM HPOEKTUBHOM IIPOCTPAHCTBe.

Tak sxe, KaK ¥ B cjaydYae IJIOCKOTO 1IPOCTPAHCTBA, 3/I6Ch MOMKHO ONpPEIeINTh
pasiojKeHWe KOHTPYPHIME TMPSAMBIX Ha pas3BepTHBAIIHECH TOBEPXHOCTH
n (poKajbHBIe NOBEPXHOCTH, SABIAIONINECH, OJHAKO, HEKOTOPHIMH MHOToo0Opa-
suamun Hewura. Hpome BBOAHBIX cooOpajkeHMIl aBTOp OTpaHHYMIICA Hemapa-
BONMYCCKUMY KOHTPYSHIMAMM, AOIMYCKAOMUMU Pa3jo}KeHne Ha HepasBepThHl-
Baolliuecs IIOBEPXHOCTH TOYHO JBYyMs cuocobamu. Haiien maBapmaHT KOH-
I'PYIHIMM, aHAJOTNYHBI wWHBapuaury Benbmia, u emie jBa mHBapuaHTa, CBf-
3aHHble ¢ KPWBM3HOM JMHEWYaTOro IMPOCTPAHCTBA W MCYE3aoIne B IIIOCKOM
IPOCTPAHCTBE; Jlajiee OIpeflesIAI0Tess OCHOBHbIe HHBAapHAHTHBbIE (OPMBI KOH-
TPYSHINMY, ABIAIONMEcCS HEIOCPeICcTBeHHEIM 000011eHneM TO9eIHOM, MII0CKOCT-
HOU 1 porasbHOI PopM, paceMoTpeHHBIX arkal. 9. Yexom. [loHsTre npocrpan-
¢TBa, JBOWNCTBEHHOTO JAHHOMY JIMHEHYAaTOMY IPOCTPAHCTBY C IIPOEKTHBHOM
¢BABHOCTBIO, TO3BOJINIIO JIaTh OlIpeJieJieHNe Ayau3alnl KOHIDYyDHIMHE HPAMBIX.

lasiee Gosiee 1OApOGHO WeCIEYIOTCSI TOPCAlIbHBIE NpPeoOpasoBaHUA KOH-
I'PYSHIMY; UPH 9TUX WcCIeJOBAaHMAX CYHIECTBEHHYIO pOJIb HIPAIOT deThipe
JlanhbHelime WHBApHAHTHBIE OPMEI KOHIDYIHIINA, TAKsKe Mcuelalonae B IJI0C-
KoM npocrpancTBe. Pafora 3akaHumBaercsi aHAJM30M HOHATHSA HPOERTHBHOTO
u3rnbaHus 2-ro MOPSIKA KOHI'PYIHIMI PAMBIX.

114



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T17:42:45+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




