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Чехословацкий математический журнал, т. 7 (82) 1957, Прага 

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ВЕТВЯЩИХСЯ 
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

МИЛОСЛАВ ИРЖИНА (Miloslav Jifina), Прага. 
(Поступило в редакцию 11/И 1956 г.) 

В статье выводятся теоремы об асимптотическом поведении вы
рождающихся ветвящихся процессов с частицами нескольких типов 
и, далее, условия для асимптотического равновесия этих процессов. 

1. Введение. В статье [1] Колмогоров доказал, что для вероятности 
1 — Q{t) вырождения ветвящегося случайного процесса с одним типом 
частиц и дискретным временем справедливо соотношение Q(t) г^ КА^ при 
условии А < I, где А — первый факториальный момент. Далее, в статье 
[2] Яг л ом доказал при тех же условиях существование предельного 
распределения для некоторых условных вероятностей. Аналогичные тео
ремы для случая непрерывного времени доказаны в [3]. В парагр. 4 и 5 на
стоящей работы указанные теоремы обобщаются на случай нескольких 
частиц. Условие А <с 1 заменяется условием i2 < 1, где R означает наи
большее характеристическое число матрицы первых моментов. Случай 
i? > 1 мы не рассматриваем, так как он был уже разрешен и для процессов 
с несколькими частицами Гаррисом в [4]. В парагр. 6 рассмотрим 
вопрос о существовании асимптотического равновесия ветвящегося слу
чайного процесса. 

Квадратные матрицы и столбцевые векторы мы будем в дальнейшем 
обозначать жирными буквами, как большими, так и малыми (напр. 
Д, а). По тексту будет всегда ясно, о чем идет речь, о матрице или о векторе. 
В частности £ будет означать диагональную единичную матрицу, / ™- ква
дратную матрицу, все элементы которой равны единице, J — столбцевой 
вектор, все элементы которого равны единице, и О — нулевую матрицу 
или нулевой вектор. Матрицу, элементы которой суть A^j, будем также 
обозначать символом {Aij)ij и, более обще, если числа Ai^ i зависят от 
индексов ij (ij = 1, 2, ..., п), то при фиксированных индексах i^, ..., 4-i> 
4+1. .. ' , ii~i, ii+ъ '-',4 символ (Ai^ i^)ij^i^ будет означать квадратную 
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матрицу элементов А^^ ,• , где г̂  есть индекс строки, а г̂  — индекс столбца. 
{Ai}i будет означать столбцевой вектор с элементами Ai и аналогично 
{̂ ,-̂ , ,• }/̂  — столбцевой вектор с элементами А^^ ,-̂ , причем индексы 
^1, .. .,̂ fc...i, ijc+i,-''yip фиксированы, а ц есть индекс строки. Знаки отно
шений между матрицами или векторами < , < , ẑ;̂  и т. п. будут означать, 
что указанное отношение имеет место между всеми соответственными 
элементами. \А\ означает матрицу (вектор), составленную из абсолютных 
величин элементов матрицы (вектора) Д, тогда как определитель квадратной 

ь 
матрицы А обозначим через det А. Символы -j-, I dt, lim и т. п. перед 

а 

матрицами (векторами), элементы которых являются функциями перемен
ного t, будут требовать выполнения указанной операции над каждым 
элементом. Через 0{g(t)) будет обозначена также матрица (вектор), все 
элементы которой суть 0{g(t)) и аналогично для o(g{t)) и Q{g{t)). Притом 
соотношение f(t) = ü{g{t)) будет применяться в смысле l i m i n f i ^ ( i > 0 

t~>t, g(t) 

(а не только Ииа sup-"^^ > О, как это иногда встречается). 

Кроме столбцевых векторов, обозначенных жирными буквами, мы будем 
также пользоваться строчными векторами, обозначенными обыкновенными 
буквами, напр. х = (х^, ..., х^^), а = (^i, ..., fx^)] большей частью они будут 
означать переменные или индексы. Напр. будем писать j{x) вместо 
(/i(^i, --M Хп), ..., 1п{Щ^ •••> ^n))i ^'^ вместо Ĵ ^ î'-'̂ «) и т. д. В частности, мы 
будем пользоваться следуюпщми символами: 

0 = (0, ..., 0) , (̂ , = (О, ...,(), 1, о, . . . , 0 ) , 

1 - ( 1 , ..., 1), е,, = ((), ..., о, 1,0,..., О, 1, О, .. . ,0) для г Ф / , 

в,, = (О, . . . , 0 , 2 , О, . . . , О, . . . , 0 ) , 

г-я j-я координата. 
Если X = (а?1, ..., Хп), у =̂  (^1, ..., Уп), то соотношение х <у и здесь 

будет означать х^ < у,^ для всех i и аналогично для строгого неравенства. 
Далее, \х\ == (р^!, ..., \xj) и, следовательно, соотношение \х\ < 1 означает, 
что \Xi\ ̂  1 Для всех г. Для а = (а^, ..., а,,) будем писать ^ = а.^ + ... 

лсли t(x) ^ f[x^^ ..., х^) — комплексная функция п комплексных пере
менных X =3= (ctĵ  _^ ,̂ ^̂ )̂  определенная в области \х\ < 1, то через /*(х) ^ 
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doc 
^ (̂«ъ .•,««)(̂ ^ обозначим производную -^-^ 5""^ /(^) no отношению 

к комплексной области \х\ < 1. Мы подчеркиваем, что допускаются все 
точки \х\ < 1 (и на границе области определения). При введении этого 
обозначения предполагается, что величина f^^^-^^^^ [х) не зависит от порядка 
дифференцирования. Это условие будет в дальнейшем всегда выполнено. 
Символом \m\j{x) будет обозначен предел в комплексной области \х\ < 1, 

а символом {R) Um f{x) — предел в вещественной области. 

в следующих параграфах будем пользоваться некоторыми утвержде
ниями относительно функций нескольких комплексных переменных, 
обозначенными через 1.1—1.3. Их нетрудно вывести из известных теорем 
о степенных рядах нескольких комплексных переменных, если предполо
жить, что их коэффициенты неотрицательны. 

1.1. Пусть ряд f{x) := Уа^^ j^jx^^... х^'' с неотрицательными коэффици
ентами сходится для \х\ < 1. Тогда для любого ос — (а^, . . . , а„) будет 
(R)limf(:.) = 24*''...e»'«., V 

1.2. Пусть / определяется как в 1.1 и пусть для некоторого а будет 
Vifĉ """̂ ... k^n^'^Uj. j^^^ < 00. Тогда ясно, что f{x) сходится во всей комплекс
ной области \х\ ^ I ж во всей этой области существует конечная произ
водная 

1.3. Пусть для всех ^ == О, 1, . . . коэффициенты %,...,/£ (О ^ о? ряда 
f^(x) = ^^k,,...,kS^) ^i' • • • '^t"" сходятся в области |а:| < 1 и пусть fti^) ~f^ 
-f^ /о(^) равномерно в Ы < 1. Тогда 

1. Для ка^сдого вектора ос = (л^, ..., a,J имеет место 

2*h' • • • kl:-W, ,ß) -> 2Ф' • • • е-'а, ,„(0) 
2. Если для какого-либо вектора ос будет ^k^i"^ . . . А?[Г"̂ %, kjfi) < ^ ^^ 

ft{x) —'{^ /о(^0 равномерно во всей области \х\ < 1. 
2. Определение ветвящегося случайного процесса. На протяжении всей 

статьи ветвящийся случайный процесс с п типами частиц Т^, . . . , Т^ опре
деляется так же, как и в [3] гл. I, § 2. Вместо ,,процесса с п типами частиц'' 
будем в дальнейшем говорить о п-мерном процессе. Во всей статье 
процесс предполагается однородным. Обозначения также совпадают (за 
некоторыми исключениями) с обозначениями цитированной статьи [3]. 
В частности, через Pi{t) = P{i\\Z',i'^)(^) обозначается вероятность пере
хода T[{X(t) = ^}j {Х(0) = а}], где X{t) — случайная функция (значениями 
которой являются ^г-мерные векторы с неотрицательными целыми коорди
натами), определяемая при помощи соотношения X(t) == а, если в момент 
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времени t процесс находится в состоянии а, а Т[А\В] означает условную 
вероятность события А, обусловленную событием В. Слово ,,7г"Мерный'' 
будем большею частью опускать и вместо выражения ветвящийся 
случайный процесс будем писать лип1ь в. с. п. Параметр времени будет 
пробегать или неотрицательные целые числа (̂  = О, 1, ...) — в таком слу
чае в. с. п. мы назовем в, с. п. с дискретным временем, обозначив его через 
в. с. п. с д. в. —, или бесконечный интервал {О, оо) — тогда в. с. п. мы на
зовем в. с. п. с непрерывным временем, обозначив его через в. с. п. с н. в. 
Во втором из этих случаев мы всегда будем предполагать, что для любого 

рлп\ 1 
а существуют пределы lim ~̂ ^̂~— = р'^ ж для любого ос Ф ß существуют 

«-»0+ i 

пределы lim —^^ = рр и что величины р^ (т. наз. интенсивности пе-

рехода) удовлетворяют соотношению ^р^ = О для всех а. В случае в. 
ß 

с. п. с д. в. все предельные соотношения справедливы для t, пробегаюил;его 
натуральные числа и возрастающего до оо, а в случае в. с. п. с н. в. — для 
t, непрерывно возрастающего до оо. Следуя работе [3], будем писать Р^О 
вместо Pl{t). Кроме производящих функций 

F At, X) =. 2^П<) ^i ' • • • ^'п и tiix) = 2vPl^ • •. а:«" 

будем пользоваться также более общими 

F^,x)^=r2P^St)x^ .^-xt- (2.1) 
ß 

Функция FJt, х) определяется в комплексной области при помощи соот
ношения (2.1) и для нее имеет место равенство 

п 

FS, X) = î V. .ß, X) = Y\{F,(t, x)Y<, (2.2) 
i -- 1 

что можно было бы доказать при помощи соотношения (12) — гл. I в [3]. 
Однако, справедливость соотношения (2.2) непосредственно следует из 
того, что случайную переменную X{t) с распределением вероятностей 
Tl.\{X(t) = ос}] можно считать суммой а независимых случайных перемен
ных oci имеющих, соотв., распределение Tl.\{X(t) = е/}|. 

В дальнейших параграфах выводятся между прочим асимптотические 
выражения для вероятности вырождения процесса. Вероятность выро^т-
дения к моменту времени t определяется в [3] и у других авто})ов как 
Pl{t), а вероятность выроэФсдения вообще — как lim Pl(t). 

в случае в. с. п. с д. в. понятию ,,вырождения процесса к моменту V со-
00 

ответствует событие V{t) == П N{r), где N(t) = {X{t) = 0}, а понятию ,,вы-
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рождения процесса вообще" — событие V ~ \jV{t) = {J П N{r). V{t) и F яв-

ляются (при известной колмогоровской конструкции поля вероятностей) 
измеримыми множествами и из того обстоятельства, что мы имеем дело 
с марковским процессом и что Po{t) = 1, легко следует, что их вероятности 
даны, действительно, выражениями P^(t) и соотв. lim P^(t). В случае в. с. 

t—><X) 

П. С н. в. рассматриваемые события даны соотношениями V(t) = П N{r) 

и F = и V{t). Эти множества не должны, вообще говоря, принадлежать 

минимальной а-алгебре, образованной по способу Колмогорова; если же, 
однако, предположить, что провесе является сепарабельным в смысле [5], 
гл. II, § 2, то множества V{t) и F измеримы и их вероятности опять равны 

t—^oo 

3. Факториальные моменты. Факториалъными моментами будем на
зывать (в согласии с [3]) числа 

ß 

Если M^{t) < 00, то согласно 1.2 , 
MUt) = F^(t,l) (3.1) 

и согласно 1.1, всегда (и в случае М^(^) = оо) 
Mt(t} = (R} lim.Ft{t,x). (3.2) 

Из этого последнего выражения слех1;ует, что M^(t) будет конечным, если 
Pii^j ^) ограничена в области \х\ < 1; этим будем в последствии неодно
кратно пользоваться. 

В случае непрерывного времени будем пользоваться кроме больших 
факторнальных моментов также и малыми факториалъными моментами 
mj" == т̂ ^̂ '-'-'̂ '*^ == ^Ä'^'^ ••• î lf̂ ^Vî ''"'̂ "̂ - Если ш'^ < оо, то опять-таки 

< = /?(1) . (3.3) 
Факториальные моменты M'^{t) и w* назовем моментами порядка h, если 
а = h. В случае h = I будем писать Äij(t) вместо Ml^(t) и а̂ -̂ вместо т|% 
а в случае h = 2 Bf^\t) вместо М^^-Щ) и b^l'^^ вместо mĵ *. Далее будем 
писать A{t) = {AS))ij. ci = («,,),.„ B^^^'%t) == {Bf^\t)],, Ь<̂-'̂> = {6^^'%, 
Ni^[t) = {M^{t)}i, m^ = {m^ji. Все большие факториальные моменты не
отрицательны, в частности неотрицательна и матрица Д(1). Если А(1) ко
нечна, то по известным теоремам о неотрицательных матрицах суще
ствует т. наз. максимальное характеристическое число, которое будем 
на протяжении всей работы обозначать через R и которое обладает тем 
свойством, что оно вещественно и неотрицательно и что для всех осталь-
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ных характеристических чисел Ri матрицы А(1) имеет место ji? |̂ < R. Из 
числа малых факториальных моментов отрицательных могут быть только 
моменты ац {i = 1,2, ..., п) i, значит, все недиагональные элементы ма
трицы а не отрицательны. Матрица а -}-аЕ, где d = тах\ац\, тогда не-

i 

отрицательна; отсюда легко следует, что существует вещественное харак
теристическое число матрицы о, которое мы будем на протяжении всей 
статьи называть максимальным характеристическим числом матрицы а 
и обозначать через г, такое, что для всех остальных характеристических 
чисел ri матрицы а имеет место неравенство 

^ ( г , ) < г , (3.4) 
Притом 1^(а) означает вещественную часть комплексного числа а. 

В дальнейших теоремах будем пользоваться следующими соотношени
ями: Для любого i (см. [3], теорема 1) Fi{s ~\-t,x) = Fi(s, F(t, x)). Диффе
ренцируя (в области |а:| < 1), получим 

F^,^{s + t,x)=^ Ftis, F(t, X)) F fit, X) , (3.5) 

и для л > 1 
F-,{s +t,x)= ^^(s, F(t, X)) F^(t, X) + Ф^{8, t, X) , (3.6) 

i 
где 0i(s, t, x) — сумма конечного числа слагаемых типа 

FP{s,F(t,x))Fyii(t,x).,.Fy;(t,x), (3.7) 
где 

^ < л , у^<а (j = 1,2, ...,1) , 2<1<~^, (3.8) 
Применяя предельный переход, согласно (3.2), получим отсюда 

А(8 +t) = A{s)A{t) (3.9) 
и для 

а > 1 M^(s +t) = A{s) MHt) + Щ8, t) , (3.10) 
где Z^(s, t) — столбцевой вектор, i-я составляющая которого является 
суммой конечного числа слагаемых вида 

M^,(s)M^...M>>(t), (3.11) 

где для ß, у J, I справедливо (3.8). Соотношения (3.9) и (3.10) нужно пони
мать так, что если конечно значение в одной части, то конечно и в другой. 

Следующие два утверждения часто используются в статье [3]: 
3.1. Пусть в в. с. п. с д. в. матрица А (1) конечна. Тогда конечны eceA{t) 

{t= 1, 2, ,..)uA{t) = [А(1)р. 
3.2. Пусть в в. с. п. с н. в. матрица а конечна. Тогда конечна и A{t) для 

всех t и A{t) = e"^ 
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Формулы для A{t) в этих утверждениях следуют из (3.9), откуда нетрудно 
вывести по методу полной индукции и конечность A(t) в случае дискретного 
времени. Конечность Â{t) в случае непрерывного времени не вполне оче
видна и метод, использованный в [3] для случая одномерного в. с. п. с н. в. 
(доказательство Леммы 2), не совсем верен, так как при нем используется 
замена порядка дифференцирования по t и х. Можно, однако, рассуждать 
следующим образом: согласно [3], Лемма 1, для всех \х\ < 1 

^^Ц^^'-^Ш (3.12) 

И из доказательства этой леммы ясно, что сходимость равномерна в ком-
F it х) X • 

плексной области \х\ < 1. Так как для любого t выражение — -̂---̂  ~* 
является степенным рядом относительно х с неотрицательными коэффициен
тами (вплоть до одного), следует из 1.3 

} [Л(<) - £] p^:f о . (3.13) 

Так как матрица о конечна, существует о̂ так, что для t Ktg конечны 
и матрицы A{t), Далее можно рассуждать, как в случае дискретного вре
мени (выбрав подходящее t KIQ вместо 1). 

3.3. Пусть в в. с. п. с д. в. для некоторого h > I все М%1) с ос = h конечны. 
Тогда конечны M'^{t) для всех t и всех а с а ^ h и 

M^t) =--- 2 >̂ (̂  - '^) ^Н-г — 1) • {^-Щ 
т - 1 

Притом Z^{Q) = М^{1), и для ^ > 1 Z'^{t) является столбцевым вектором, 
i-ю составляющую которого образует сумма конечного числа слагаемых вида 

М?(1)МГ^(<)...МГ'(«) (3.15) 
где для h, у^, I имеет место (3.8). 

Доказательство : Подставляя ^ = 1 в (3.10), получим Ni'^{t + 1) — 
= Д(1)/И^(^) +Z'^(^), и при помощи этого соотношения можно доказать 
конечность N{"^{1) и (3,14) методом полной индукции по t, 

3.4. Пусть в в. с. п. с н. в. для какого-либо Ä > 1 каэ4€дый вектор т^ с ос == h 
будет конечным. Тогда конечны /И'*(̂ ) для всех t и для всех ос ^ h и 

t 

M^'it) = /е*'('"^>2«(т) dr . (3.16) 
о 

Притом z°^{t) — столбцевой вектор, i-ю составляюгцую которого образует 
Сумами конечного числа слагаемых вида 

т11М\1{Ь)...МЩ (3.17) 
где для h, Уз, I имеет место (3.8). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, конечны все т°^ с ос < Ä, значит, в част
ности и о. Подобно тому, как и при доказательстве 3.2, получим из (3.12) 
и 1.3 

jM^(t)j::^m-, (3.18) 

откуда и здесь вытекает конечность M'^{t) для всех .̂ Из соотношения (3.10) 

следует — [/И (̂̂  -{-s) — /И*(̂ )] = — [Д(5) — £] /И*(̂ ) -|— Z'*(5, t) и отсюда при 
о s s 

ПОМОЩИ (3.18) — дифференциальное уравнение -^ l^^'if) ^=^ аШ-Щ + z*(^). 

Решая это уравнение при начальном условии /И*(0) = О, получим (3.16). 
Следующие два утверждения содержат асимптотические оценки факто-

риальных моментов. 
3.5. Пусть в в. с. п. с д. в. для некоторого Ä > I все М^{1) сое ~ h конечны. 

Далее, пусть 0 < i 2 < l и A{t) = 0{R*). Тогда для всех ос с ä ^ h будет, 
M%t) = 0(Д*). 

Д о к а з а т е л ь с т в о можно провести путем индукции по h, так как если 
имеется оссос = 1ьу>1ш если справедливо утверждение 3.5 для h — 1, то 
тя вектора Z'̂ («) в (3.14), ввиду (3.15) и (3.8), будет Z%t) = 0(Л2*), а зна
чит и Д ( ^ — T ) Z " ( T — 1 ) = 0 ( J B * ^ " " ' ) . Согласно (3.14), получим /И"(̂ ) = 

3.6. Пусть в в. с. п. с н. в. для некоторого fe > 1 все т^ с i% = h конечны. 
Далее, пусть г < О и A{t) = 0{е^*). Тогда для всех ä < Ä будет- M'^{t) = 0{е^*). 

Д о к а з а т е л ь с т в о можно провести подобным же образом, как и у 
предыдущей теоремы, но используя 3.4 вместо 3.3. 

4. Асимптотические соотношения для ветвящихся случайных процессов 
с дискретным временем. В настоящем параграфе предполагается, что дан 
в. с. п. с д. в. и что все факториальные моменты первого и второго порядка 
конечны. Максимальное характеристическое число матрицы А(1) обо
значим и здесь через R. Далее, будем писать D = В'^А{1), Qi{t) = 1 — Pi(t), 
Q{t) = {QiWi. ^{t. ^) = {Fi{t, a:)},, HAt. X) = F,{t, X) -^ 1, H{t, X) = {H,{t,x)}, 

ж Pf-(0 = n{X{t) = ^}i{X(0) = e,} n {X{t) Ф 0}], T. e. Р^Щ = ^ J 

для а Ф 0, Pf^(t) == 0. Qi{t) есть вероятность того, что процесс с начальным 
состоянием е,- не выродится к моменту времени t, а Pf°^{t) — условная 
вероятность того, что этот процесс будет к моменту t в состоянии а, если 
предположить, что он за это время не выродился. Факториальные моменты 
этого условного распределения б^щем обозначать через Af^{t), BP^'^\t), 
Mf«(^), а производящую функцию через F^^(t). Для всех предельных 
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соотношений с ^ -> оо в настоящем параграфе подразумевается, что t про
бегает натуральные числа, возрастая до оо. 

По теореме Тейлора для функций комплексного переменного можно 
написать, ввиду (3.1) и теоремы 1 в [3], для всех целых неотрицательных 
^ и т и для комплексных \х\ < 1 

H,{t + т, X) = FS, Щг, ^)) - F,{t, 1) - 2 ^ •̂i(̂ ) ^^•(^' •̂ ) + 

где 
l ip)(<,T,x) | <£</•*)(<) (4.2) 

для всех т и |х| < 1. Положим 

С,.(«, т, X) = i 2 ^*/'*^(*' ^' ^) ^Âr, X) (4.3) 

И G(t,r,x) = (Gifc(t,T, x))ijc. Соотношение (4.1) можно тогда переписать 
в виде 

H{t + т, х) = [A(t) + G(t, т, х)] Н{г, х) . (4.4) 

Для вещественных х > О будут, конечно, все B\^'^\t, т, х) > О и, следова
тельно, из (4.1) следует (в частности для т = О и а; = 0) 

Q{t)<A{t).J (4.5) 
И далее 

\H(t, х)\ < 2Q{t) < 2A(t) . J . (4.6) 

4.1. Вспомогательное утверждение. Пусть О < JB < 1 и пусть последова
тельность матриц D* ограничена. Тогда матрица Д^̂ *+ )̂ G(^, т, х) равно
мерно ограничена для всех t, г и \х\ ^ I. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие теоремы может быть записано в виде A(t) = 
_= 0(Л*), значит, согласно 3.5, будет B\^'^\t) = 0(В*). Согласно (4.6), будет 
\Нг(г, х)\ = 0(В'') равномерно в области \х\ < 1 и, согласно (4.2) и (4.3), 

получим тогда \Gij,{t, т, х)\ <-^^ Щ'^Ч^) • WAT^, Х)\ == 0{В^^'') равномерно 

в области lâ l < 1. 
4.2. Пусть О <, В <. I и пусть последовательность матриц D* сходится 

к конечной матрице. Тогда для любого i B~*F[i{t, х) — 1] равномерно схо
дится в комплексной области |:г| < 1 к конечной функции %i{x). В част
ности, для X = 1 имеел€ 

В 

138 

Щ-^^к,^-^^-хт>о 



Доказательство . Используя соотношение (4.4), получим для целых 
неотрицательных То, TJ, Т^ 

Д-(г„4т,)|^(^^ + T i , Х) — Л"<"« "̂̂ >Н(То + Т 2 , Х) = 
= [D^^ + i^-од (Го 1 г,) ^(^^^ ^̂ ^ ^) ___ 0г , _ ßr.j^^ir.+r,) ^(^^^ ^̂ ^ ^^j ^ Д^«Н(то, а;) . 

Последовательность D*, очевидно, ограничена, поэтому, согласно 4.1 
и (4.6), существуют постоянные к^, Â̂g так, что для всех t, т, х будет 

Ä- '̂+^>|G( ,̂ т, ^) | < Ä î/, i?-*|H(^, а;)| < Ä Ĵ. 

Итак, для всех т̂ , TI, Tg, о; будет J? "̂ ''"+'''̂ Н(то + TI, Х)~~~- R "̂"»"̂ ^̂ /̂̂ (ТО +Т2,ж) | < 
<[|D^^™-D^^| +Л^»{ -̂<^»+^^>| G(ri, То, х)\ +Л^^^«+-^>|С;(Т2, То, :г)|}] . 
. R''^' |Н(то, х)| < [ID''̂  — D̂^̂l + Л""". 2k-J] . k^l. Так как последовательность 
D* сходится, то для данного £ > О можно подобрать Т так, что для Тх, Г2> Т 
будет ID''̂  — D""̂ ! < s I, Далее, выберем фиксированное То так, чтобы 
jR̂ » < е. Тогда для t^, t^> Т -\~Xç^ будет li?-*^H(^i, а:) — R-^^t^, х)\ < 
< £(1 +2Ä;i)Ä^2'/- Отсюда следует, что последовательность R"*H{t,x) яв
ляется равномерно сходящейся в себе и, следовательно, суш.ествуют пре
делы Xii^) ß смысле равномерной сходимости. 

Замечание. Предположение о сходимости D* равносильно предположе
нию о том, что R является простым корнем минимального многочлена ма
трицы Д(1) и что не существует характеристических чисел _R, матрицы 
Д(1) таких, что \Ri\ = jR и i?^ Ф i?. 

Следующая главная теорема является обобщением уже упомянутых 
теорем Колмогорова и Яглома. Соотношение (4.7) дает нам больше, чем 
вторая часть утверя^дения 4.2, так как здесь Ki > О и, следовательно, в точ
ности Qi{t) гч̂  KiRK Согласно соотношениям (4.8) и (4.9), для Pf^(t) сущест
вует предельное распределение. 

4.3. Главная теорема. Пусть А(1) — неразлоэ4€имая примитивная ма
трица и пусть Л < 1. Тогда существуют конечные пределы 

lim ^ - ^ =• Ki , О < Kl < со для всех г, (4.7) 

lim Р*^(^) = Р?^ для всех i и ос. (4.8) 

Притом 
^РГ-=1, (4.9) 

и если F^{x) — производящая функция вероятностей Pf"^ и Afp ВР^^\ 
Mf'^ — соответствующие факториальные моменты, то имеют место со-
отношения 

Ff(F{l, X)) = EFfix) + 1 - Ä , А% = l^j , 
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где III и Vie — составляющие правого и левого собственных векторов матрицы 
Д(1), соответствующих характеристическому числу R и таких^ что 
y^ijVj == 1. Далее, если все моменты, Ж^(1) с а =^ h конечны, то конечны и все 

Mf^'ca < h. 
Доказательство . Докажем прежде всего, что для всех i ш t будет 

Qi{t)>0. (4.10) 
Действительно, если бы для каких-нибудь i и t было Qi(t) = О, то для всех 
ос Ф О было бы Pi{t) = о и, следовательно, Aij{t) = О для всех j = 1, ..., п. 
Но тогда матрица A{t) = [А(1)У была бы разложимой, что противоречит 
предположению что А(1) примитивна. 

Так как Л(1) примитивна, то и D примитивна с максимальным характе
ристическим числом 1, следовательно, последовательность D* сходится 
к положительной матрице D = (Dij)ij > О (см. напр. [6], док. теор. 8, гл. 
XIII, § 5). Если d = min Д^, то, очевидно, d > О ж существует Т так, что 

г,3 

ДЛЯ t>T будет D* > - - Г Так как условия 4.1 выполнены, существует 

0̂ так, что iî-̂ '|G(iÇ, IQ, а)\ < j / для всех t и х. В частности, для х == О в t > Т 

будет О̂  -f R-~^G{t, IQ, 0) > J f. Подставляя х = О в (4.4), получим 
R ^''~'^ЩЬ + g - [О* + R~'Щt, t,, ())] R ^^Q{Q . (4.11) 

dn min Qi{t) 
Итак, для t > T будет R~^*+*'^Q(t + tg) > ~^j^ J > O, ибо, согласно 

(4.10), Q(î o) > ^' Отсюда следует, что все пределы К^ в (4.7), которые, 
согласно 4.2, существуют, положительны. 

Далее имеем F^ -) ^ ~ ^ ^ - ^ ; ^ = ' + -^Ж^^ ' Щг) 

Хг{х) 

t 

И, сле

довательно, согласно 4.2 и (4.7), F^{t,x) -~^ I -f^-^ равномерно в об-

ласти |а:| < 1. По известным теоремам теории функций нескольких 
комплексных переменных Ff{x) является аналитической в области \х\ < 1, 
т. е. существуют коэффициенты Pf^ так, что Ff(x) -= 2 Pf'^^î' • • • ^п'' ̂  имеет 

место (4.8). Отсюда следует, что Pf'^ неотрицательны, а из 1.3 далее соотно
шение (4.9). 

Функциональное уравнение для Ff(x) можно вывести подобным же об
разом, как и в одномерном случае (см. напр. [3], § 7, доказ. теор. 5). Согласно 

A-(t) R^ D 1.3, имеем далее Af^ = lim Af^(t) == lim -~-^- . ^ = - ^ и из соотноше-
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ния DD = D нетрудно вывести, что 0̂ ^ = ^.iV^. Точно так же, согласно 

1.3, имеем Mf^ :=^ lim Mf^{t) == - ^ l i m — ^ j - ^ , откуда при помощи 3.5 

следует утверждение о конечности Mf *. 
Из теоремы 4.3 можно вывести аналогичное утверждение относительно 

PHt) 
вероятностей Pf(^). С этой целью положим Q^H) = 1 — Pl{t), PVi^) = 7Г77ч» 

если /? Ф О и Р^Н^) = О, причем F^{t, х) означает производящую функцию 
вероятностей Р*^(^). 

4.4. Пусть выполнены условия теоремы 4.3, далее, пусть ос = {ос^, а^, . . . , 
. . . , осп) Ф 0. Пусть ij^ {к = I, ..., s) — те индексы, для которых а^^ Ф 0. 

Тогда существуют пределы lim ^ ^ - = К^ = ^ К^^ > О, lim Pl^{t) = 

= Р*^. Притом У РУ == 1, гг если F^{x) — их производящая функция, то 
ß 

Fîi^) = ~ ^ ^ • 

Доказательство . Шоложам H^(t, х) = F^(t,x) — 1. Согласно 2.1, имеем 
F.{t, X) = [F,(t, х)Г^... {FS, 8)Г", откуда H^t, х) = [H,{t, х) + If- ... 

S 

...[Hn(t,x) -f 1]̂ '̂  — 1 = ^Нф,х) +Z(t,x), где Z(t,x) — сумма про-

изведений хотя бы двух множителей Hi{t, х) . Н^{1, х). Так как D* ограни
чена, будет, согласно (4.6), Z{t, х) = 0(Е^*) равномерно в области \х\ < 1. 

Z(t, х) ^ , 1 / т . а Ha(t. ^) 
Итак, —-^ > О равномерно в \х\ < 1, откуда, согласно 4.2, ——-^ -~> 
-> Xiii^) + ••• + Xùi^') = хЛ^) равномерно в \х\ < 1. Отсюда уже нетрудно 
получить утверждение теоремы при помощи 4.2 и 4.3. 

Следующие примеры показывают, что теорема 4.3 не обязательно спра
ведлива, если Д(1) — неразложимая импримитивная матрица. В первом из 
них сходится R~*Q(t), но не сходятся все Pf*(^), во втором же не сходится 
даже R-~*Q(t). 

Пример 1. Пусть 0 < ^ < 1 , 0 < д < 1 , ^ + д = 1 и пусть двумерный 
в. с. п. с д. в. определен основными производящими функциями 

1\(1, х^, х^) = р + qx^, F^(l, х^, х^) = р + qx^ . 

Очевидно, А(1) = I j неразложима и R = q, значит, В < I. Из ре-

^^УРРентных соотношений 

Fi(t, х^, х^) = р + qF^{t — 1, х^, х^) , F^{t, â i, х^) =: р -{- qF^(t ~- 1, х^, х^) 
(4.12) 
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получим 1 — #i(2^, а?!, х^) ^ g2*(i --x^),l — F^{2t + 1, â i, x^) = gŜ +̂ Cl—a:̂ ) 
и аналогично для i = 2. Отсюда Qi{t) = g* для всех t, следовательно, 

-^^ = 1 сходится. Далее, из (4.12) следует P^l'^\2t) = q^\ Pf'^\2t + 1) = 

-= О, Pf̂ io (̂2 )̂ = 1, Pf<i'0)(2^ + 1) = О и, следовательно, не имеет места 
(4.8) в 4.3. 

Пример 2. Пусть О < р < — и пусть двумерный в. с. п. с д. в. опреде-

лен основными производящими функциями Pi(l , х^, х^) =1 ~~-р ~\-fxl, 

#2(1, Xi, 0̂ 2) = ^1- Матрица А(1) = j ^ 1 неразложима и R =^2^ , R < I. 

При помощи рекуррентных соотношений Fj{t, х^, х^) = I — f -\-
+ vFl{t — 1, ^1, Жз). F^{t, ^1, â g) = Л(^ — 1. ^1, ^2) получим 1 — F^{t, х^, х^) = 
= ^(1 — F^{t -- 2, х^, х^))(1 + Р,(^ -^ 2, ^1, ^з)), откуда ^^(О = pQS — 2) . 
. (2 ^ ei(^ ^ 2)). Очевидно, ^^(О) = 1, Q^l) = Р, Qi{2) = р ж тя t > I 

t—i 
<2i(2*) = Р ' П (2 - ÖI(2T)), Q^{2t - 1) = QA2t)- Тогда R'^'Q^^t) = 

^ pj- 1 ___ : i i l_^ . Согласно (4.5), имеем Q^{2t) < A^,(2t) +A,^{2t) = 2'pK Так 

^ Q (2T) -A- / 0 (2T)\ 
как 2;p < 1, ряд 2 —-т.— , а значит и произведение И (l ~~ ^\ К схо-
дится. Отсюда далее следует, что R~^''Qi{2t) сходится к конечному положи
тельному пределу К. Однако, R-^^*-^^{2t— 1) -= R-^'Q^{2t) , R ~~> RK 4^ 
Ф К, следовательно, R~-*Q^{t) не сходится. 

Как видно из этого второго примера, в случае неразложимой имприми-
тивной матрицы Д(1) выражение R^*Q(t) не обязательно сходится. Не
смотря на это Q(t) стремится к нулю так же быстро, как и Р*, как показы
вает следующее утверждение. (Символ Ü был определен в парагр. 1.) 

4.5. Пусть матрица А(1) неразлоэФсима и R < I, Тогда Q{t) = 0{R*) =^ 
= Ü{R*). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть индекс импримитивности матрицы А(1) равен 
h. (См. напр. [6], гл. XIII, § 6.) Можно предположить (см. [6], гл. XIII, 
§ 2, теор. 2), что координаты векторов, определяющих состояние случай
ного процесса, занумерованы так, что матрицу А(1) можно записать в виде 

О, A l , ., . ., О 
., О, Ag, ., О 

А(1) 
О, ., ., . О, А,^1 
ДА, О ., . ., о 

(4.13) 

где на диагонали помещаются квадратные нулевые матрицы; пусть г-я 
из них будет размеров щ х щ {i =^ 1, ..., h, ^щ = п). При этих числах 
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Ui будем говорить, что произвольная квадратная матрица У размеров 
п X п есть матрица типа s {s = О, 1, ,.., h — 1), если У = (Uij)ij^ где 
Uij — матричные блоки такие, что диагональные блоки Un суть квадратные 
матрицы размеров ?г, X Пг и где ненулевыми могут быть самое большее 
блоки U^^s+i, ^2,s+2i -ч '^h-s,hy ^п~8+1,ъ "M Uhs (вообще говоря, не квадрат
ные). Эти блоки мы будем в дальнейшем называть исключительными бло
ками типа S. Матрица типа О, очевидно, будет квазидиагональной, т. е. 
только блоки Un могут быть ненулевыми. Такую квазидиагональную 
матрицу будем в дальнейшем записывать также в виде U = [оц, ,.., 
..., Uhj,]. Очевидно, при данных Ui и h существуют матрицы, которые нельзя 
отнести к какому-либо типу. Однако, если ненулевую матрицу можно от
нести к какому-либо типу, то он определяется однозначно. Индекс импри
митивности матрицы D равен Ä и ее максимальное характеристическое число 
есть 1. Предполагая, что матрица Д(1) имеет вид (4.13), т. е. что она типа 1, 
мы видим, что и матрица D будет типа 1 и, вообще, D* будет типа t mod h. 
В частности, D^ принадлежит типу О, т. е. является квазидиагональной, 
О^ = [D ,̂ ..., DJ, где Di — неразложимые примитивные матрицы (разме
ров rii X %), которые имеют одно и то же максимальное характеристичес
кое число I, i = 1, ..., Ä (см. напр. [6], гл. XIII, § 5, следствие 2). 

Для каждого t каждая строка матрицы D* должна содержать хоть один 
ненулевой элемент, ибо в противном случае матрица D *̂ = [D̂ f, ..., DjJ 
содержала бы также по крайней мере одну нулевую строку, что невозмож
но, так как D* — неразложимые примитивные матрицы ([6], гл. XIII, § 6, 
следствие 1). Так как D, примитивны с максимальными характеристичес
кими числами 1, то существуют (как и при доказательстве 4.3) положи
тельные матрицы О̂ . такие, что O ĵ̂ r^-D .̂. Тогда D^*-^-^ D = [D^, ..., Од] 
и вообще 

0^-.s. ^^.D^D (^=.0, 1, . . . ,Ä-™1). (4.14) 

ОФ принадлежит типу s, и так как каждая строка в D« содержит хоть один 
положительный элемент, а все диагональные матрицы матрицы D положи
тельны, то все исключительные блоки (типа s) в ОФ положительны. 
Пусть dg — наименьший положительный элемент в ОФ; положим d = 
= minds] й > О и из (4.14) следует существование Т такого, что для 

t у> Т В матрице D* все элементы исключительных блоков (типа t mod h) 

больше — . 

Пусть теперь дано фиксированное t и пусть г, к — пара индексов таких, 
что элемент в матрице типа t mod h с этими индексами не входит ни в ка
кой исключительный блок. Тогда для этой пары имеем AiT,{t) = О и, сле
довательно, Р̂ ^̂  '*"̂ (̂ ) == О для всех векторов («i, ..., л^), в которых осу. > 0. 
Тем более будет JSf̂ (̂i) = О для всех / = 1, ..., ^, а, следовательно, согласно 
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(4.2), и Bl^^\t, т, 0) =" О для всех f ==: 1, ..., п и всех т. Но тогда и Gij^it, т, 0) = 
= О для всех т и, значит, матрица G(t, г, 0), если она ненулевая, принадле
жит тому же типу, как и D* для всех т. 

Согласно 4.1, существует ÎQ так, что R'"^\G{t, ÎQ, 0|) ^ J I для всех t. Тогда 

в матрице D* + R~^G(t, ÎQ, 0) для t> Т элементы всех исключительных бло

ков (типа tmodh) больше j . Матрица A(t), так же как и D*, не может 

иметь нулевых строчек и, следовательно, по тем же причинам, как и в на
чале доказательства теоремы 4.3, будет Q(̂ o) > О- Итак, если обозначить 

q = min —û~, то g > О и из соотношения (4.13) получим для t > Т 
1 = 1, ...,п -^ " 

iî-(*+*o)Q(̂  _j_ 1̂ )̂ > _^ J > О, следовательно, liminf R-~*Q(t) > О. Соотноше-

ние Q{t) == О(В^) непосредственно следует из (4.14) и (4.5). 
б. Асимптотические соотношения для ветвящихся случайных процессов 

с непрерывным временем. В настоящем параграфе мы выведем теоремы 
для случая непрерывного времени, аналогичные теоремам парагр. 4. Со
ответственные утверждения для одномерного случая были выведены Се
вастьяновым в [3]. Метод, которым мы здесь пользуемся, тот же как и в па
рагр. 4, и тем самым он значительно отличается от метода, использованного 
Севастьяновым в одномерном случае. Метод Севастьянова здесь нельзя 
было использовать, так как в многомерном случае не имеет, например, 
места аналог следующего утверждения: если p(t)^q(t) для всех ^ ^ 0 
и если x(t) и y{t) — решения дифференциальных уравнений x^(t) = p{t) x(t) 
и y'{t) = q(t) y{t) такие, что ж(0) == ̂ (0) = 1, то x{t) ^ y(t) для всех ^ ^ 0. 

На протяжении всего парагр. 5 предполагается, что дан в. с. п. с н. в. 
и что все малые факториальные моменты первого и второго порядка а,з 
и 6̂ '̂̂ ^ конечны. Максимальное характеристическое число матрицы а (кото
рое было определено в начале парагр. 3) обозначим опять через г; далее, 
будем писать d = о —• гЕ. Все обозначения, введенные в начале парагр. 4 
будут здесь применяться без изменения, однако, параметр t будет пробе
гать все неотрицательные числа. Соотношения 4.1—4.6 справедливы и здесь, 
а именно для всех неотрицательных t ш т. Все предельные соотношения 
в последующихтеоремахсправедливы для ^непрерывно возрастающего до оо. 

5.1. Пусть г <С О и пусть е"^* сходится к конечной матрице. Тогда для 
любого i e'^\Fi{t^ х) •— 1] сходится равномерно в комплексной области 
\х\< I к конечной функции Хг{^) и, в частности, для х = 0 е'''*С^{1) ^-^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия теоремы вытекает А(̂ ) = е°̂  = 0(е^*), 
откуда, так же как и при доказательстве теоремы 4.1, и используя теорему 
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3.6 (вместо 3.5) и вытекающее из нее соотношение B^/'^\t) = 0(е^''), полу
чаем 

G{t, т, х) = 0{е'^^*'^^^) равномерно в l̂ i:] ̂  1 . (5.1) 
Дальнейший ход рассуждений тот же, как ход рассуждений при доказатель
стве теоремы 4.2, с той разницей, что выражения J?* и D* нужно заменить 
вырая^ениями е̂ * и е^*; кроме того, вместо теоремы 4.1 используется (5.1). 

Замечание. Предположение, что е^^ сходится к конечной матрице, 
равносильно следующим двум предположениям: 

а) е°*=:0(е-*), 
б) г является простым корнем минимального многочлена матрицы а. 

Достаточным, но не необходимым, условием для выполнения указанного 
предположения является существование положительного собственного 
вектора, соответствующего характеристическому числу г матрицы о. 

5.2. Главная теорема. Пусть матрица а неразлоэФсима и г < 0. Тогда 
существуют конечные пределы 

lim e'^*Qi{t) = Ki, О < Ki < оо для всех г, (5.2) 

lim Pf^'it) = Pf« для всех i и ос. (5.3) 

Притом 
2 ^ ? " = 1 ' (6.4) 

иеслиР^{х),АфВ'^^^'^\ М^^ имеют тот ЭФсе смысл, как и в теореме 4.3, то 

r(Ff{x)-l)X~l^fÂ^) п Л*=1^, (5.5) 

где fjb^ и Vj — составляющие правого и левого собственных векторов матрицы 
о, соответствующих характеристическому числу г и такие, что y^jVj = 1. 

J 

Далее, если все моменты т^ с а = h конечны, то конечны и все Mf^ 
с а ^ h. 

Доказательство . Для всех int опять-таки 

Qiit) > О (5.6) 

Это утверждение справедливо для любого в. с. п. с н. в. (и без предположен 
ния конечности моментов первого порядка), и если матрица о конечна, 
то его можно доказать аналогично тому, как это было сделано при дока
зательстве теоремы 4.3. (Матрица A{t) не может содержать ни одной нуле
вой строки, напр., потому, что Â(t) = е°* и, следовательно, она регулярна). 

Так как о неразложима, г является простым характеристическим числом 
матрицы Ö, откуда, ввиду (3.4), следует при помощи известного соотношения 
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для е"̂ '̂ (напр., [6] гл. V, (75)), что существует предел lim е"̂ ' =• О (для 

/; непрерывно возрастающего до оо). Для доказательства, что iD > О, до
статочно ограничиться t, пробегающими натуральные числа, так как 
матрица е^ является, ввиду неразложимости а и соотношения (3.4), неотри
цательной неразложимой примитивной матрицей ж~и = lim [е**]* в этом слу-

чае положительна по тем я^е причинам, как и в доказательстве теоремы 4.3. 
Соотношения (5.2), (5.3), (5.4) можно тогда получить так же, как и при 

доказательстве теоремы 4.3, если использовать е̂ * и е**̂  вместо R* и D* 
и (5.6), (5.1), 5.1 вместо (4.10), 4.1, 4.2. Аналогичным образом, как и при 
доказательстве 4.3, получим из основного соотношения для производящих 
функций ([3] (21)) соотношение i^f (ж) = 1 + [i^*(^(^. ^)) — 1] ^'"^ спра
ведливое для всех t. Дифференцируя по ^ и подставляя t = Q, получим 
;1,ифференциальнос уравнение в частных проозводных (5.5). Утверждение 
относи тел ыи) моментов предельного распределения получается и здесь 
так же, как в 4.3. 

Замечание. Для QJt) и Р*^(^), определенных перед теоремой 4,4, 
и здесь справедливо утверждение, аналогичное теореме 4.4 с е̂  вместо R. 
Доказательство было бы совершенно одинаково. 

6. Асимптотическое равновесие ветвящегося случайного процесса. Из
вестно, что при распаде долгоживущего радиоактивного элемента насту
пает по истечении определенного времени равновесие между продуктами 
этого распада, т. е. приблизительно одинаковое количество атомов этих 
элементов возцикает из предыдущих и одновременно распадается на даль
нейшие. Равновесие обусловлено тем, что уменьшением числа атомов 
основного долгоя^ивущего элемента можно ввиду малой скорости распада 
пренебречь и по истечении сравнительно долгого времени. Существование 
этого равновесия доказывается обычно при условии, что атом каждого 
элемента данного ряда через некоторое время распадается вполне опреде
ленным способом на один атом следующего элсхмента, причем доказывается, 
что количества атомов отдельных элементов радиоактивного ряда пронор-
цмональны временам полураспада этих элементов, т. е. обратным величи
нам постоянных распада (в нашей терминологии по существу, •—• интен-
*си:вности. перехода). Притом под словом ,,ко.личество'' атомов подразуме
вается средняя величина этого количества. Так как распад протекает, 
обычно несколько более сложным образом и так как обычно не принимается 
во внимание .распределение вероятностей, целесообразно исследовать рас
пределение в этом равновесном состоянии для в. с. п. общего тина, конечно, 
при определенных условиях, обеспечивающих существование равновесия. 

Итак, пусть дан (п ~\- 1)~мерный в. с. п. с н. в. такой, что все моменты 
первого и второго порядка 'конечны. Типы частиц и в соответствии с этим 
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и координаты векторов, определяющих состояния процесса, будем здесь 
нумеровать (в отличие от предыдущих параграфов), начиная с нуля. 
Таким образом частицы будут обозначены через TQ, Т^, ..., Т^., и То будет 
соответствовать основному долгоживущему элементу. Переменные про
изводящих функций обозначим через XQ, Х^, ..., Ж̂  И будем писать х = (х^, ... 
..., Хп) (но яе X = (XQ, Х-^, ..., Хп)) И, следовательно, основные производящие 
функции интенсивностей перехода будут обозначаться через /Д о̂» ^и • • •» ^п) 
и также через fi(xQ, х) и аналогично для больших производящих функций. 
Этот в. с. п. с н. в., определенный производящими функциями Д(Х(,, х) 
(г = 0, 1, ..., п), будем в дальнейшем обозначать через @, а если его на
чальное состояние будет ос, то через 6^. Кроме Р определим для каждого 
Z > О в. с. п. с н. в. @(z) при помощи производящих функций zfQ(xQ, х) = 
= fo(xQ,x]z), fi(^, х), ..., fn(xQ, х). ^z) с начальным состоянием а: будет 
обозначено аналогично через ©а(^)- Очевидно, @(1) = ©. Производящие 
функции F^ вероятностей перехода процесса ©(г) будут, вообще, зависеть 
от 2; и будут обозначаться через F^(t, •ЛУП , »Ду . <^ 1 . 

Предположим, что основной процесс @ находится к моменту времени 
^ = О в состоянии NQBQ = {NQ, О, ..., 0), т. е. имеем ®м,е,- Можно ожидать, 
что равновесного состояния будет достигнуто при стремлении N к беско
нечности и одновременно ^ -> О, причем, конечно, средняя интенсивность 
распада частицы TQ должна быть постоянной. Итак, для каждого N под
берем число 2;̂  так, чтобы средняя интенсивность распада процесса ®^eS^A^)' 
т. е. число Nzj^aQQy было равно средней интенсивности распада процесса 
®N,e,i т- 6. числу NQÜ^Q. Отсюда следует условие Nzj^ — NQ. Это предельное 
распределение будет, конечно, в общем случае зависеть еще от t, однако, 
если действительно наступит равновесное состояние, то можно ожидать, 
что при t -^ оо это распределение будет обладать пределом, который 
и можем считать асимптотическим равновесным распределением. Точнее: 
мы будем говорить, что для в. с. п. ©.у̂ е,, существует асимптотическое равно
весие, если для N -~> со (так, что Nzj^ = NQ) И ДЛЯ ^ ~> ОО ДЛЯ распределе
ния частиц 1\, ..., Т^ (в процессе ®ме,{^^)) существует предельное распре
деление. Асимптотическое равновесие будет, очевидно, существовать, если 
существует предел 

lim (lim F,,^ß, I, x^, ..., ж«; z^)) (6.1) 
<—>00 JV—7-00 

равномерно в комплексной области |а;| < 1. Этот предел будет произво
дящей функцией для распределения вероятностей частиц Г^, . . . ,Т^ при 
асимптотическом равновесии. Обозначим эту предельную производящую 
функцию через F(x) = F(x^, ..., а:„), а ее первые моменты через Ai{i := 1, ... 
..., п) и положим А = {Ai}i. Моменты первого и второго порядка процесса 
^(z) обозначим через а^Дг), b^/'^\z), Ai,j(t;z), Bf^^{t]z)]Bчастности, дляz = I 
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через Œij, bf'^\ Aij{t), B[^'^\t). Далее, будем писать 'ö(̂ ) = (aij{z))ij , a(z) = 

= {aij{z))ij , o(l) = o, €IQ = {aQiJi ж через г обозначим максимальное 

характеристическое число матрицы а (см. начало парагр. 3). 
6.1. Пусть для i = 1, . . . , п производящие функции Д- не зависят от 

XQ и пусть г < 0. Тогда существует асимптотическое равновесие и 

Fix) = (>:^oIfo0.fi{t/^),-,fn{t,x)}dt (6.2) 

det 

А = -^ N,{aY^ щ т. е. А, N, 

^ И • • • ^iw 

UQI . . . aQn ... г-я строка 

det а 
(6.3) 

Доказательство . Для i = I, ..., п функции Д- не заврхсят от XQ, и будем 
их поэтому записывать в виде fi(x) = fi{x^, ..., х^). Из системы дифферен-

,. dFi{t, XQ, Х; Z) 
циальных уравнении dt 

XQ, X ; z), . . . , F^(t, XQ, X; Z)) 

(для г = I,,. .,n) ([3], (36)) и из начального условия Fi(0, XQ, X; Z) = Xi следует, 
что для i > I Fi не зависят от х^ж z (что, впрочем, разумеется само собой) 
и мы будем их поэтому в дальнейшем записывать в виде Fi{t, х) =-• Fi(t, х^, ... 
..., х^). Далее, будем писать F-^{t, XQ, X; Z) вместо F^^ß, XQ, X\ Z). Согласно 
(2.2), имеем Fj^{t, x^^ x\ Zj^) = {F^ilb, x^, x\ Zj^Yf и, дифференцируя по t, полу
чим, используя [3], (36) и соотношения j^i(XQ,x\z^)-=zJ^{xQ,x)^ равенство 

% F,{t, X,, х; z^) - N[F,r ^^^ ^ NF^t, х„ х; z^) . z^ MElllll^lillIlà ^ 
Cl cl Jo Q 

откуда, ввиду начального условия F^{0, х^, х] z^^) = х^, будет в частности 
д л я XQ = 1 ^ 

N rA(-^o(^.l,a;;giy).^i(T,a;),...,.Fn(T,a;)) ( 6 4 ) 
F At, l,x;z^) = e V ^4r.i,x,z^) ^ \ ^ ' ̂  

Согласно (4.1), будет (для т = 0) 

F,{t, 1, хл z,) = 1 + | Л г ( ^ ; ^^{х; - I) +\Л Bi''^\t, х; z,){xr^ 1) (^',^1) , 

(6,5) 
где \ß^Q'^it, х; Zj^Yi < B\^'^\t; z^y) для всех |а;| < 1. Так как Д не зависит для 
^ ̂ : 1 от XQ, будет 

( ZCIQQ ZQ>Qi . . . ZCIQ^ 

о 
: 
о 
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следовательно, если (?̂ i, ...,Гп) — спектр матрицы о, то {zaQQ, г^, ..,, г^) 
будет спектром матрицы 0(2;). Из соотношения Â{t; z) = е°̂ ^̂ * и из вида 
матрицы о(0) легко следует, что Ад^{1, 0) = о^^. Спектр матрицы ä(z) не
прерывен по Z и, следовательно, Â(t; z) является непрерывной функцией 
двух переменных t В- z. Отсюда следует, что при фиксированном t^ она 
равномерно непрерывна в области О < 2; < 1, О < î  < î и, следовательно, 

^Qii^'i ̂ N) W^'^ ^oi равномерно в О < f < î . (6.6) 

Из равномерной ограниченности Â{t; z) в ч(0, 1> X (О, t^} и из b^Q^^^ = 
= z . 6(j*'̂ ^ следует, ввиду теор. 3.4, 

^о'^Ч^'у ^N) Ж^Ю Ö равномерно в О < ^ < î . (6.7) 

Из (6.5), (6.6), (6.7) тогда следует для данного t^ î o(̂ ? 1? 5̂ ^N) W^Tœ ^0 равно
мерно для всех О < ^ < 1̂ и всех \х\ < 1; следовательно, для данного t, 
согласно (6.4), будет 

I\^(t, 1, х; z^) ^^^ ^Jf.a.^^ir.x),...^.^,.))är (ß^g) 

равномерно в \х\ < 1. Согласно (4.6), имеем далее 
п 

\Fi{t, ж) — 1| < 2 2 Aij{t) для всех |а;| < 1 . (6.9) 
j - 1 

Так как Â(t) = е°^, существует натуральное h такое, что A{t) = 0(е'̂ *Л*) 
00 

(̂  ~->оо), а так как г < О, будет fÂ(t) dt < œ. Из (6.9) тогда следует, что 
о 

00 

f(Fi(t, х) — 1) d^ является абсолютно сходяпщмся и притом равномерно, 
о 
в области [ô l < 1. Далее, имеем 

п 
/о(1, i\(t,x),..., î\(t, х)) = 2 ^oii^^ ̂ ){Fi{t, х) -~ 1), где \aQi{t,x)\ < a^i, 

сю 

откуда следует, что J/o(l, #i(^, о;), . . . , F^(^, а:)) d^ равномерно и абсолютно 
о 

сходится в комплексной области \х\ .< 1. Отсюда и из (6.8) тогда следует 
(6.2). 

'Л 

Для вещественного О < х < 1 имеем -̂ — /о(1, F\(t, х), . . . , F^it, х)) = 

п п со 

--'2f'A^.F^,{t,x),...,F,Xt,x))Ff{t,x)<J^a^jA,S). а так как fAjS)àt < 00, 
у - г ' )= 1 о 

со 

ТО и интеграл i '^-- fo(l, F^, (t, х),.,., F,Xt, х)) dt является равномерно схо-

дящимся в интервале О < х < 1 и, следовательно, I -^ = — 1 . Отсюда 
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00 

/

г ^ /о(1, F^{t, х), ..., Fn(t, х)) àt ж, подстав-
о 

00 

ляя X -=-- 1^ А ^- NQ[fA'(t) dt] QQ. Так как A'(t) = е°'^ и а регулярна, будет 
о 

00 

jA'(t) dt = (a')~^[e°*]S = {^ а')-\ откуда следует (6.3). 
о 

Замечание. Предположение г < О в предыдущей теореме означает, что 
^-мерный в. с. п., определяемый производящими функциями Д (г = 1, ..., 
..., п), выродится с вероятностью 1. Это предположение вполне естественно, 
так как нельзя ожидать наступления асимптотического равновесия при 
увеличении частиц Т ,̂ ..., Т^- Предположение о том, что /̂  (г > 1) не за
висит от XQ по всей вероятности несущественно. 

В теореме 6.1 выражена производящая функция распределения вероят
ностей частиц Ti, ..., Тп при асимптотическом равновесии через произво
дящие функции Fi. Если предположить, что каждая частица может за 
бесконечно короткое время превратиться лишь в одну частицу иного рода, 
т. е. если ^^ = О для а: > 1, то это распределение можно непосредственно 
определить, как это и сделано в следующей теореме. Для простоты будем 
писать Pi^ = jf^ ш. р = {pi у/г,г 

6.2. Пусть IQ — линейная форма переменных Хд, х ,̂ ..., х^ и пусть для 
i ^. 1 fi — линейная форма переменных х^, . . . , х^. Далее, пусть макси
мальное характеристическое число матрицы р отрицательно. Тогда су-
ществует асимптотическое равновесие и частицы Г^, . . . , Т^ распределены 
при этом равновесии независимо друг от друга, а именно так, что для 
частицы Ti имеет место распределение Пуассона со средним значением 

clet 

4 , = 

Pi Рт 

Poi • • • Роп 

iPnl Рпп J 

... г-я строка 

det р 
(6.10) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование асимптотического равновесия сле
дует из теор. 6.1, так как в этом случае р = а. Согласно [3], (36), функции 
Fi{t, х) {i > 1) удовлетворяют системе линейных дифференциальных 

. dFi(t,x) V т . , ч уравнении ^^i = 2^ pijFj(t, x) + р^ и, следовательно, ввиду началь-
Ct j:=l 

НОГО условия Fi{0, х) = Xi, ясно, что Fi(t, х) должны быть линейными 

формами переменных Xj, ..,,х,,^. Согласно (6.2), тогда будет F(pö) === ел 
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где ki — постоянные. Отсюда следует, что 1\ независимы и подчиняются 
распределению Пуассона. (6.10) следует из теор. 6.1 и из того, что р = а, 

Замечание. Возвратимся теперь к исходной схеме естественного радио
активного распада, предположив для простоты, что возможно лишь пре
вращение Ti -> Тг+1. При напхих обозначениях это значит, что fi{x) = 
= ViMii^i+i ~~ ^i) дая i = О, 1, ..., 71 — 1 и /^(х) = ;р (̂1 — х^. Введем 
сокращенную запись: fi = ;p«\t+i Для i < п и Рп = Рп- Постоянные Pi 
означают здесь постоянные распада (скоростные). В этом случае мы по-

лучим для средних значений, согласно (6.10), соотношение Ai = NQ~, 
Pi 

Л А ^ 1 1 1 
откуда следует А^: А^: .-. : Л,^ = — : — : ... : —- в соответствии с из-

Pi Рг Рп 
вестным результатом. 
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S u m m a r y 

THE ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF BRANCHINGS STOCHASTIC 
PROCESSES 

M1L08LAV J IUINA, Pralui. 

(Received February 11, 1956.) 

The asymptotic behaviour of the onedimensional (i. e. with one type of par
ticles only) branching stochastic processes*) was studied by KOLMOGOROV [1], 
JAGLOM [2] and SBVASTJANOV [3]. The generalisation of these results for 
multidimensional b. s. p. in the case Д > 1 (where R denotes the largest 

") We shall write in the sequel b . s. p . instead of branching stochastic j)rocess. 
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positive characteristic root of the matrix of the first moments) is due to H AB
RIS [4]. The section 4 and 5 of the present paper deal with the asymptotic 
behaviour of the multidimensional b . s. p . in the case i? < 1. As in the papers 
cited above only stationary Markov b . s. p . are considered. The main results 
are contained in the theorem 4.3 (discrete parameter) and in the theorem 5.2 
(continuous parameter). In the sequel Pf(^) will denote the transition prob
abilities (where the states a, ß are ^^-dimensional vectors with nonnegative 
integral components) and we shall write P^{t) = Pfo,...,i,...o)(0- Fur the r we shall 
use the generating functions F^{t, x) = 2 ^ii^) x^'.,. x^^^ and the moments 

a 
Äiy{t) = 2^iP?(^)- The square matr ix of Aij(t) will be denoted by Â{t) and the 

largest positive characteristic root of Д(1) by J? . Qi(t) = I — P%t) means the 
probability tha t the process will not vanish in the time t. I n the case of con
tinuous parameter ^^ (̂ f̂ = ^fo,...,i,...o)) will denote the transition intensities and 
fi{x) = ^pt^t' ' • • Xn"' its generating function. The square matr ix of the mo-

ments Œij = ^^'jPi will be denoted by a and its largest characteristic root by r, 
ОС 

The theorem 4.3 can be now stated as follows: Let all first and second moments 
of the h. s. p. with discrete parameter he finite and let the matrix Â{1) be irreducible 
and primitive with R <C I. Than there exists {for every i = I, ..., n) a finite and 

positive limit lim - ^ = Ki and the conditional probability distribution 

Pf°^{t) = y^'y-^ converges to a limit probability distribution. The generating 

function Ff(x) of this limit distribution satisfies the functional equation 
Ff{F(l,x)) = RFf{x) + 1 — i? and for the first moments Afj^ of this limit 

distribution we have Af^^^ =^ ~'W^^ where /î -, Vj, are the components of the right and 

left eigenvector of Â(l), corresponding to E and such that z^fijVj = 1. 
i 

If the assumption of the primitivity of Д(1) is omitted the theorem 4.3 need 

not hold, but we have always 0 < l iminf —^̂ ~ < lim sup -—^^ < oo, if 

A{1) is irreducible and R <l. (Theorem 4.5.) In the theorem 5.2 we suppose tha t 
a is irreducible and r < 0. The assertion is the same as in the theorem 4.3, 
only R* is to be replaced by ê * and Ff(x) satisfies the partial diflPerential 

equation r{Ff{x) - 1) = 2 ~~^^^' fA^). 

In the section 6 we consider the asymptotic equilibrium of particles Tj , . . . , 
. . . , Tn which all are produced by the initial particles TQ under the condition 
tha t the amount NQ of particles TQ is great and tha t the change of TQ into 
JTI, ...уТ^ is slow. The equilibrium of the members of a radioactive series is 
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a special case. We can expect intuitively tha t the state of equilibrium will 
be reached if the number NQ will increase to infinity and the disintegration 
intensity of TQ decrease to zero in such a way tha t the average disintegration 
intensity will remain constant. There is given a precise formulation of the 
asymptotic equilibrium, under the assumption tha t the mutual transformation 
of the particles TQ, T^, ..., T^ can be described by a b . s. p . with continuous 
parameter (and with the generating functions fiix^, x^, . . . , Xn), г = 0, 1, ,.,, n). 
Under further assumptions, t ha t the change of T^, . . . , T^ into TQ is not possible 
(i. e. fi{xQ, x^, ..., Xn) ^^ fi(^i, •••» ^n) does not depend on XQ for i ==: 1, ,..,n), 

and tha t the largest real characteristic root of a = {(^ij)ij = | ^ I {%, j = 

^ I, ..,,7i) Ш negative there is proved, tha t the asymptotic equilibrium really 
exists (Theorem 6.1). The generating function of the probability distribution 
in the state of equilibrium is given by (6.2) and the first moments of this dis
tribution by (6.3). If in addition the functions /Д^о? ^i? • • •? ^n) (i = 0, 1 , . . . , n) 
are linear forms in .r ,̂ the particles in the state of equilibrium are distributed 
independently according to the Poisson distribution. (Theorem 6.2.) 
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