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YEXOCJHOBAILKANIT MATEMATUUYECKHUNT WYPHAJ

Mame. ym Yexocnosayroti Axademuu HAYR
T. 7 (82) IIPATA 15. XII. 1957 r., No 4

DIE ENDOMORPHISMENRINGE ABELSCHER GRUPPEN
UND DIE DARSTELLUNG VON RINGEN DURCH
MATRIZENRINGE

VLASTIMIL DLAB, Praha.
(Eingelangt am 21. Mai 1956.)

Die vorliegende Arbeit entstand in der Absicht eine einheitliche
Methode fiir das Studium des Endomorphismenringes einer beliebigen
abelschen Gruppe auszuarbeiten. In dieser Arbeit ist eine Methode
beschrieben, die auf der Ubertragung der Probleme der Theorie des
Endomorphismenringes einer beliebigen abelschen Gruppe auf die Pro-
bleme der Theorie einer vollsténdigen abelschen Gruppe beruht;
auBlerdem wird hier eine Darstellung der Endomorphismenringe voll-
sténdiger abelscher Gruppen durch gewisse Matrizenringe entwickelt.
Im Grunde genommen ist dadurch das Studium der Endomorphismen-
ringe abelscher Gruppen auf das Studium der Einlagerung einer abel-
schen Gruppe in einer vollstéindigen Gruppe tuberfithrt. Gleichzeitig
ist in der Arbeit eine Darstellung aligemeiner Ringe und der Ringe
mit Einselement durch gewisse Ringe von Matrizen, deren Elemente
rationale und p;-adische Zahlen sind, gegeben.

1. Einleitung und vorbereitende Bemerkungen

Die meisten bisherigen Arbeiten iiber die Theorie der Endomorphismenringe
von abelschen Gruppen studieren entweder Endomorphismenringe von spe-
ziellen Gruppen oder Endomorphismenringe mit vorgeschriebenen Eigenschaf-
ten. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Struktur des Endomorphismen-
ringes einer beliebigen abelschen Gruppe zu beschreiben. Nach einigen ein-
leitenden Bemerkungen iiberfithrt der Autor im § 2, Satz 5 die Frage der
Struktur des Endomorphismenringes der Gruppe G' auf die Frage der Struk-
tur des Endomorphismenringes der vollstindigen AbschlieBung G der Gruppe
G1) Zu diesem Zweck betrachtet der Autor drei Mengen von Endomorphismen,
die im Endomorphismenring eine wichtige Rolle spielen, und auf Grund deren
die Uberfithrung des Problems verwirklicht wird. Eine erschopfende Be-

1) Definitionén und Bezeichnungen im weiteren Text.
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schreibung des Endomorphismenringes R(G) der vollstindigen AbschlieBung
G enthalt der Satz 9, § 4. Dieser Satz bringt eine isomorphe Darstellung des
Ringes R(G) durch den Ring ©, der quadratischen Matrizen, deren Elemente
rationale und p;-adische Zahlen sind (wobei p; < p, < ... < p, < ... immer
Primzahlen bedeuten). Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf ein wichtiges
Ergebnis des Paragraphen 3, namlich auf den Satz 6, der eine Verallgemeine-
rung eines Satzes von Kigkina ist (siehe Satz 2 in [6])%). Wahrend sich Z. M.
Ki$kina beim Studium der Endomorphismenringe der direkten Summe von
Gruppen auf endliche direkte Summen beschrankte, verallgemeinert der
Autor ihr Ergebnis auf unendliche direkte Summen, und zwar durch die
Einfithrung eines neuen Begriffes, des Pseudodurchschnittes. Der letzte kurze
Paragraph 5 ist den Anwendungen der erreichten Ergebnisse auf die Theorie
der allgemeinen Ringe und der Ringe mit Einselement gewidmet. Die Beschrei-
bung dieser Ringe wird mit den Sétzen 11, 12, 13 und 14 durchgefiihrt.

In der ganzen Arbeit verstehen wir unter einer Gruppe eine additiv ge-
schriebene abelsche Gruppe. Gruppen werden iiberall mit grolen lateinischen
Buchstaben, ihre Elemente mit kleinen lateinischen Buchstaben g, 4, z, ...
bezeichnet; die iibrigen kleinen lateinischen Buchstaben bedeuten ganze Zahlen,
p und ¢ speziell Primzahlen. Die Ordnung des Elements g bezeichnen wir
mit dem Symbol O(g); die Gruppe, deren alle Elemente endliche (bzw. unend-
liche) Ordnungen haben, nennen wir eine periodische (bzw. torsionsfreie) Gruppe.
Die Gruppe, die durch g, 4, ..., 4, B, ... erzeugt wird, wo g, k, ... Elemente
und 4, B, ... Mengen sind, bezeichnen wir mit dem Symbol {g, %, ..., 4,
B, ...}.?) Die unendliche zyklische Gruppe werden wir mit ((c0) bezeichnen,
die zyklische Gruppe der Ordnung = (wo » eine natiirliche Zahl ist) mit G(n),
speziell die p-priméire zyklische Gruppe der Ordnung p* fiir natiirliches & mit
G(p*); mit dem Symbol G(p”) bezeichnen wir weiterhin die Priifersche Gruppe
vom Typ p*® (d. h. die additive Gruppe derjenigen rationalen Zahlen, deren
Nenner eine Potenz der Primzahl p ist, modulo 1) und mit dem Symbol R be-
zeichnen wir noch die Gruppe vom Typ R* (d. h. die additive Gruppe der
rationalen Zahlen). @ + H bzw. Z Gs bedeutet die direkte Summe der Grup-

pen G und H bzw. G4(6 € 4), G/H d1e Faktorgruppe ¢ modulo H.

Eine Gruppe @ heillt vollstindig (man sagt auch algebraisch abgeschlossen),
wenn in ihr die Gleichung » .z = g fiir jedes ge G und fiir jede natiirliche
Zahl n 16sbar ist. Es ist bekannt,?) da jede vollstindige Gruppe @ die direkte
Summe von Gruppen vom Typ p® fiir verschiedene Primzahlen » und von
Gruppen vom Typ R* ist. Jede Gruppe G konnen wir in eine vollstindige

2) Die Zahl in der Klammer ist ein Hinweis auf das Literaturverzeichnis.
3) Einige der Mengen A4, B, ... kénnen allerdings auch Gruppen sein.

4) Siche § 23 in [9].
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Gruppe G° 2 @ einbetten. Es existiert eine minimale vollstindige Untergruppe
dieser Gruppe G°, die die Gruppe G enthilt, und die bis auf solche Iso-
morphismen, die eine Fortsetzung des identischen Automorphismus der
Gruppe @ sind,?) eindeutig bestimmt ist. Wir nennen sie die vollstindige Ab-
schliefung (anders auch algebraische AbschlieBung) der Gruppe G und be-
zeichnen sie mit G.6)

Eine Menge (g,),.; von Elementen g, e G (e ) nennen wir linear unab-
himgig, wenn aus jeder Relation k,.g, + ky.g, + ... + k, .9, = 0 fiir ganze
ky, ko, ooy by, By = ky = ... = k, = 0 folgt; anderfalls sprechen wir von linear
abhingigen Elementen. Hierbei handelt es sich offensichtlich um eine Defini-
tion finiten Charakters, sodall man von einem maximalen linear unabhingigen
System der Gruppe G sprechen kann. Seine Michtigkeit nennen wir den Rang
der Gruppe G, und bezeichnen ihn r(@); er ist ein Invariant dieser Gruppe.

Eine Menge (g,),.; von Null verschiedener Elemente g, ¢ G (¢ ¢ I) nennen
wir D-unabhingig, wenn die Beziehung k, .9, + ky.g,, 4 ... + k,.g, = O fiir
ganze ki, ks, ..., k,, nur fir k;.g9, = 0 (1 = 1, 2, ..., n) richtig ist. Es ist klar,
in welchem Sinne wir von Elementen, die an einer Menge D-unabhingig
(bzw. D-abhingig) sind, sowie auch von einer D-abhingigen Menge u. &.
sprechen. Der finite Charakter dieser Definition zieht die Existenz eines
D-Systems (d. h. eines maximalen D-unabhéngigen Systems) der Gruppe G
nach sich. Die Méachtigkeit eines kanonischen D-Systems & der nichttrivialen
Gruppe @, d. h. eines solchen D-Systems, in dem die Ordnung eines jeden
Elementes entweder unendlich oder eine Primzahlpotenz ist, ist ein Invariant
der Gruppe G' und wir nennen sie den D-Rang r,(G) der Gruppe G; fir die
triviale Gruppe ¢ definieren wir r;(G) = 0. Hier ist die Menge aller Elemente
unendlicher Ordnung aus dem kanonischen D-System @ ein maximales linear
unabhéngiges System der Gruppe G und die Menge aller Elemente aus &, de-
ren Ordnung eine Potenz der Primzahl p ist, ist ein D-System der p-priméren
Komponente P, der maximalen periodischen Untergruppe P der Gruppe G.
Fir die torsionsfreie Gruppe G ist offenbar r; (@) = r(G) und fiir jede nicht-
triviale Gruppe @ ist r;(G) > 0. Man sieht auch leicht ein, daB der D-Rang
der Gruppen G(o0), G(p*), G(p®) und R gleich Eins ist und daB fiir die direkte
Summe ¢ =3’ G5 -

oed

rp(G) :g rp(Gs)
ist.?)

5) D. h. Es gilt fiir solche Isomorphismen ¢ fiir alle g ¢ G : gp = g.
%) Die Gruppe @ ist bis auf einen Isomorphismus von der Wahl der vollstdndigen Grup-
pe G° unabhiingig. Siehe [2], [7] und § 23 in [9].

7) Die Eigenschaften des D-Rangessiehe in[3]. In dieser Arbeit [3] ist r,(@) auf folgende
Weise definiert: Falls die nichttriviale Gruppe p-primér ist, hat jedes D-System dieselbe
Miéchtigkeit; wir nennen sie den D-Rang rp(#) der Gruppe G. Fiir die triviale Gruppe
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Die Untergruppe H C @ heillt eine Servanzuntergruppe in G, wenn jede in G
16sbare Gleichung

n.x =~h fir he H und natiirliches n ,

wenigstens eine Losung schon in X hat. In einer torsionsfreien Gruppe @ ist,
wie wir wissen, die Untergruppe H eine Servanzuntergruppe dann und nur
dann, wenn G/H auch torsionsfrei ist. Wir wissen weiter, dal mit Elementen,
die in der Servanzuntergruppe H der torsionsfreien Gruppe @ liegen, dort
auch alle von ihnen D-abhingigen Elemente der Gruppe ¢ liegen.®)

Wenn wir in die Menge R(G, 4) aller homomorphen Abbildungen (kiirzer
Homomorphismen) » der Gruppe G in die Gruppe 4 die Operation der Addition
auf Grund der Definition

gloty + 5) = gy + ga, ge G, 2, KRG, A), x,¢e KRG, A4),

einfithren, sehen wir sofort, daf R(@, A) mit dieser Operation eine additive
Gruppe bildet. Sei ¢ ein Homomorphismus von 4 in die Gruppe B, dann ist
das Produkt xp, unter dem wir die Ausfithrung beider Homomorphismen
nacheinander verstehen, ein Homomorphismus der Gruppe G in B. Fir die
Endomorphismen ¢ der Gruppe G sind also schon Addition und Multiplikation
definiert; die Menge aller Endomorphismen der Gruppe G mit diesen Opera-
tionen bildet einen Ring R(F) mit Kinselement. Die Automorphismen bil-
den dabei die multiplikative Gruppe der Einheiten dieses Ringes R(¢) (im
Allgemeinen allerdings keine abelsche). Wenn H eine Untergruppe in ¢ und
¢ ein Endomorphismus in @ ist, so sagen wir, dall ¢ einen Endomorphismus
¢’ der Untergruppe H direkt induziert, wenn die partielle Abbildung der
Untergruppe H bei ¢ schon ein Endomorphismus, ndmlich ¢ in H ist;
ebenso- sagen wir, daB & einen Endomorphismus ¢ in G/H homomorph tndu-
ziert, wenn die Abbildung der Restklassen in der Gruppe @ modulo H,
die durch die Abbildung & bestimmt ist, schon ein Endomorphismus ¢ in G/H
ist.?) Weiter sagen wir von einem Endomorphismus ¢ in @, daB er eine
direkte Fortsetzung des Endomorphismus & der Untergruppe H C G ist,

@ definieren wir r,(G) = 0. Falls G eine beliebige abelsche Gruppe ist, sei P = X'P
»

die (eindeutig bestimmte) direkte Zerlegung der maximalen periodischen Untergruppe
P der Gruppe G in p-primire Komponenten, und wir definieren

rp(@) = (@) + Z1'1)(1)(31)) :
D

Die Aquivalenz beider Definitionen ist in der erwihnten Arbeit [3] bewiesen.
8) Siehe § 30 in [9].

9) Selbstverstdndlich muBl der Endomorphismus ¢ in beiden Fillen bestimmte Eigen-
schaften haben (siehe § 2).
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falls ¢ den Endomorphismus ¢ in H direkt induziert und daB er eine homo-
morphe Fortsetzung des Endomorphismus ¢ der Faktorgruppe G/H ist, falls
& den Endomorphismus ¢ in G/H homomorph induziert.

2. Beziehungen zwischen den Endemorphismenringen der Gruppe G,
der freien abelschen Gruppe U, und der vellstindigen Abschliefung G

Es sei G eine abelsche Gruppe und R(GF) ihr Endomorphismenring, H eine
Untergruppe von @. Wir bilden folgende drei Endomorphismenmengen aus
R(G):10)

(I) Die Menge derjenigen Endomorphismen, die H in sich selbst abbilden
(H-Endomorphismen); wir bezeichnen sie R(G; H) € R(G).1)

(II) Die Menge derjenigen Endomorphismen, die H auf die Null abbilden
(H-Nullendomorphismen ); wir bezeichnen sie M(G, H).

(III) Die Menge derjenigen Endomorphismen, die G in H abbilden (G/H-
Nullendomorphismen ); wir bezeichnen sie W(G, H).

Von diesen drei Mengen konnen wir folgenden Satz aussprechen, dessen
Beweis sich als trivial eriibrigt (es wird vorausgesetzt, daB3 0 &= H = G).

Satz 1. Die Menge R(G; H) st ein Unterring mit Einselement tm Ringe
R(G). MG, H) (bzw. N(G, H)) ist ein Unterring ohne Einselement'?) der
Ringe R(G) und R(G; H), der in R(G) ein rechtes (bzw. linkes) und in R(G; H)
ein zweiseitiges Ideal ist. Der Duwrchschnitt &(G, H) = IN(G, H) n N(G, H),
d. h. die Menge aller der Endomorphismen e, fir die He-= 0 und Ge C H ist, ist
etn Unterring ohne Hinselement in R(G; H) und in R(G) und ein zweiseitiges
Ideal in R(G; H), MG, H) und N(G, H); dabei ist das Produkt zweier belie-
biger Elemente aus S(G, H) gleich dem Nullendomorphismus 0.13)

Betrachten wir noch kurz die trivialen Fille H = 0 und H = G-

Fir H = 0ist R(G; H) = R(G), M(G, H) = R(G), (G, H) = (0), (G, H) = (0);
fir H=G ist R(G; H) = R(GF), MG, H)=(0), WG, H)= R(G) und
(@, H) = (0).

10) Ahnliche Endomorphismenmengen untersuchen K. Smopa [13], R. Bagr [1] und
M. SHIFFMAN [11].

11) Ahnlich bezeichnen wir R(G; 4, B, ...) die Menge der Endomorphismen aus R(G),
die die Untergruppen A4, B, ... in sich selbst abbilden. Es ist speziell R(G; G) = R(G).

12) Der Unterring M(G, H) (bzw. N(G, H)) enthilt nicht das Einselement des Ringes
R(G), kann aber selbst ein Ring mit Einselement sein, wie man am einfachen Beispiel
der Gruppe, die die direkte Summe von zwei zyklischen Gruppen verschiedener Prim-
zahlordnung ist, sieht. Dabei nehmen wir fiir H einen der direkten Summanden.

13) Allerdings kénnen wir fiir spezielle Fille der Gruppe G (also auch R(G)) von R(G; H), -
MG, H), NG, H) und S(G, H) mehr aussagen.
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Jetzt wollen wir einen Satz ableiten, der die Grundlage unserer weiteren
Ausfithrungen ist. Jeder H-Endomorphismus induziert natiirlich direkt einen
Endomorphismus in H. Also die Endomorphismen aus R(¢; H) induzieren in
H bestimmte Endomorphismen, die einen Unterring WG, H) € R(H) bilden.
Ebenso induziert jeder H-Endomorphismus homomorph einen Endomorphis-
mus in G/H. Es geniigt, wenn wir jedem ¢ ¢ R(G; H) den Endomorphismus &*
in G/H zuordnen, der die Restklasse g + H auf die Restklasse g¢ - H abbildet
(die Auswahl des Repréisentanten ist unwesentlich, da ja fiir ¢’ anstatt
g, 9 — 9 €« H und daher auch (g — ¢’') e e H ist). Die Endomorphismen aus
R(G; H) induzieren also homomorph gewisse Endomorphismen in G/H; da wir
uns leicht davon iiberzeugen, daf} die definierte Zuordnung ein Homomorphis-
mus des Ringes R(G; H) in R(G/H) ist, bilden diese Endomorphismen einen
Unterring in R(G/H) : B(G, H) © R(G/H).

Aus diesen Betrachtungen und dem. Satze von den homomorphen Abbil-
dungen der Ringe folgt dann schon leicht der

Satz 2. Sei G eine abelsche Gruppe und H ihre Untergruppe H C G. Jeder
Endomorphismus € aus R(G; H) erzeugt einen Endomorphismus &' der Gruppe H
und einen Endomorphismus &* der Gruppe G/H. Dabei sind die Abbildungen
& — & und ¢ — &* Homomorphismen, und es ist

WG, H) =~ (G H)/ MG, H), BG, H) ~ RG; H)/NG, N) .
Es sei eine frete abelsche Gruppe vom Typ v gegeben

U, = 3 Gy(0), Gy(0) ={u}, 0=<a<r7.

0=a<t

Jeder Endomorphismus ¢, der Gruppe U, ist durch die Bilder der Erzeugenden
u, ersichtlich eindeutig bestimmt:

uaelzva,' 0a<<T.
Wenn wir auf der anderen Seite beliebige Elemente v, 0 < x <7, in U,
n
wihlen und definieren fiir das Element weU,, w = ) ¢, . u,, wo #; ganze
i1

Zahlen bedeuten,
n n
we, = (thi.ua‘) e =t Vg, s
i= i=1

so ist e, ersichtlich ein Endomorphismus.
Wenn nun

U = kg Uy FFog Uy o g up .. (0= <7, 0=4<7)

gesetzt wird, wo die Summe auf der rechten Seite nur formal unendlich ist
(denn es sind nur endlich viele k,5 + 0), dann ist die Abbildung & — (k,4) ein
Isomorphismus des Endomorphismenringes R(U,) auf den Ring der quadra-

490



tischen Matrizen ganzer Zahlen (k«s) vom Grade 7, deren jede Zeile nur endlich
viele von Null verschiedene Elemente enthalt.!4) Wenn némlich 5 — (I,5) ist,
dann stellen wir fest, daf ¢ + 5 — (k,5) + (l,5) und durch Summation einer
formal unendlichen Reihe

e = > kay > Ly U= > wy > kuly = D Suu.u,

Osv<t O0=u<z Osu<zt O0=<v<t i O=su<z
erhalten wir, dall ey — (k) . I(44) ist. Daraus und aus der Bemerkung iiber
die Endomorphismen der Gruppe U,, die dieser Erwigung vorausgeht, folgt
dann schon die gesamte Behauptung.1?%)

Sei nun & = (gy, g1 -+ > Jus -+-)» & < 7, €in System von Erzeugenden der
Gruppe G; dann ist die Abbildung

by oty + ko oty + o b uy, >k gy Ry o, R g,
der Gruppe U, auf G, wie wir wissen, ein Homomorphismus; also
G~U,N. (1)

Mit Hilfe des Satzes 2 beweisen wir nun den folgenden Satz.

Satz 3. Es sei G eine abelsche Gruppe; also G ~ U,[N, wo U, eine freie abel-
sche Gruppe ist. Dann st der Endomorphismenring der Gruppe G isomorph mit
dem Restklassenring, der durch den Unterring R(U,; N) aller N-Endomorphis-
men der Gruppe U, nach dem Ideal N(U,, N) aller U,/N-Nullendomorphismen
erzeugt ist:

Beweis. Es sei ¢ ein beliebiger Endomorphismus der Gruppe @; setzen
wir ¢ homomorph zum Endomorphismus ¢* der Gruppe U, so fort: Wenn fiir
geeignete L

ny .
gut = > K . g» fir 0=Za<7
i=1
ist, so setzen wir
U e™® :1221 kg"‘) . uﬁ‘;‘) bei 0 Zax <.
Nach der Bemerkung iiber die Endomorphismen der Gruppe U, ist ¢* ein

Endomorphismus, und wenn man sich erinnert, daB (1) ein Isomorphismus
mit der Zuordnung ¢, <— u, + N ist, so sieht man leicht ein, daB} &* eine

14) Damit haben wir das Multiplizieren der Matrizen garantiert (im gewodhnlichen
Sinne). Fir die endliche Ordnungszahl = handelt es sich allerdings um den Ring aller
Matrizen iiber dem Integritétsbereich der ganzen Zahlen. Das assoziative und distribu-
tive Gesetz fiir den Ring dieser Matrizen folgt ersichtlich direkt aus dem assoziativen und
distributiven Gesetz fiir die Endomorphismen.

15) Diese Behauptung ist allerdings eine einfache Folge des Satzes 7 im § 3.
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homomorphe Fortsetzung von ¢ ist.1¢) Alle solche Endomorphismen in U,, die
wir als homomorphe Fortsetzungen der Endomorphismen aus R(G) erhalten
kénnen, bilden in R(U,) ersichtlich einen Unterring mit Einselement
R'(U,) €S RU,); man sieht ein, da das gerade die Endomorphismen in U,
sind, die hier N-Endomorphismen sind, also R'(U,) == R(U,; N). Wenn man
jetzt den Satz 2 anwendet, ist der Rest trivial.

Bemerkung 1. Ein entsprechender Satz gilt allerdings nicht fiir eine be-
liebige Gruppe 7', fiir die ¢ o~ 7T'/N ist. Schon fiir den Fall, dal 7' eine direkte
Summe von endlichen zyklischen Gruppen ist, kénnen wir nicht jeden Endo-
morphismus der Gruppe G homomorph auf 7' fortsetzen:

Es sei 7' = G(p") + G(p*+™) = {a,} + {a,}, wo p eine Primzahl und n, m
natiirliche Zahlen, m < n, sind. N sei die zyklische Gruppe {p* . a,}, k natiir-
lich mit m < k < n; demzufolge also

TIN =~ @ = G(p") + G(@*) = {9:} + {92} -

Sicher ist es nicht moglich, den Endomorphismus ¢ der Gruppe G, der durch
die Beziehungen g,¢ = ¢,, ¢, ¢ = g, definiert ist, homomorph auf 7' fortzu-
setzen. Im Isomorphismus 7'/N ~ ¢ wird ndmlich dem Element ¢, ¢ G die
Restklasse aller Elemente von der Form @, + 7p*.a, aus 4 (r =0, 1,

., p*tm % — 1) und dem Element g, ¢ @ die Restklasse aller Elemente der
Form (14 rp*).a, aus 4 (r=0,1,...,pr+m~* — 1) zugeordnet. Wahrend
alle Elemente der ersten Restklasse der Ordnung p sind, sind alle Elemente
der zweiten Restklasse der Ordnung p"*™, und eine Fortsetzung des Endo-
morphismus ¢ ist daher unmdglich.

Es folgt daraus unter Anderem, dafl man aus der Kenntnis des Endomor-
phismenringes einer Gruppe heraus noch nicht den Endomorphismenring
ihrer Faktorgruppe beschreiben kann. Wenn @ ~ T'/N ist, so ist allgemein

B(T, N) = R(T; N)/T, N)

ein eigentlicher Unterring des Endomorphismenringes R(G).

Bemerkung 2. Den Satz 3 kann man auch leicht auf den Fall der Gruppe
E mit der endlichen Anzahl n von Erzeugenden anwenden. Ohne Schwierig-
keit bestimmt man den Isomorphismus # ~ U,/N, den Ring R(U,; N) und
das zweiseitige Ideal N(U,, N), sodall wir einen Isomorphismus zwischen dem
Ring R(Z) und einem gewissen Matrizenring erhalten (vergl. § 23 in [8]).
Insbesondere erhalten wir fiir eine endliche abelsche Gruppe das Ergebnis
von K. Smopa [12].

18) Denselben Endomorphismus ¢ kann man allerdings im Allgemeinen in verschiedene

Endomorphismen &* der Gruppe U,, und zwar durch andere Ausdriicke der Bilder g,¢
in G, homomorph fortsetzen.
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Bei unseren weiteren Betrachtungen wenden wir nun den Satz von der
Einbettung einer Gruppe G in eine vollstindige Gruppe G° 2 @ und besonders
in die vollstdndige AbschlieBung G, G 2 G, an. Zuniichst beweisen wir einige
Hilfssétze.

A A
Hilfssatz 1. G sei eine beliebige vollstindige Gruppe, G 2 G. Dann ist die
vollstindige Abschlieffung G der Gruppe G eine Untergruppe der Gruppe aller
Losungen der Qleichungen

n . x = ¢, wobet n natirlich und g ¢ G, (2)

A A —
tn der Gruppe G. Falls G torsionfres ist, ist G gerade die Gruppe aller solcher
Losungen.t?)

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist ersichtlich. Fiir den Fall, daf3
& torsionstrei ist, ist jede Losung der Gleichung (2) in der Gruppe é eindeutig
bestimmt; hieraus folgt auch der zweite Teil der Behauptung.

Wir fiigen noch diese Bemerkung bei:

Bemerkung 3. Man kann den Hilfssatz 1 noch in dem Sinne verstirken,

— A
daB die vollstindige AbschlieBung @ der Gruppe G eine Untergruppe in ¢ ist,
deren Elemente einige Losungen der Gleichungen

n.x =g, nnatirlich, ge@, g +0,
sind.18) Das ist allerdings die Folge des néichsten Hilfssatzes.

Hilfssatz 2. Wenn g e G und g + 0 ist, so existiert ein von Null verschiedenes
Vielfaches n . g € G, n . g + 0 mit natirlichem n.

Beweis. Zunichst wollen wir uns klar machen, da die Negation der Be-
hauptung, die im Hilfssatz 2 enthalten ist, Folgendes bedeutet: Es existiert ein
g, € G, sodaB {g,} n G = 0 ist. Bezeichnen wir mit G, eine volstindige Ab-
schlieBung der Gruppe @, = {g,} in G: &, C G. Es ist notwendigerweise G, n
n G = 0. Setzen wir das Gegenteil voraus und nehmen wir an, daB es ein g,
mit g,e¢ @, n G gibt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit koénnen wir
voraussetzen, daB O(g,) = co oder O(g,) = p ist, wo p eine Primzahl ist. Da
dann sicher G, isomorph mit der Gruppe R oder G(p®) ist,!?) existiert, wie wir
aus der Struktur dieser Gruppen wissen, eine natiirliche Zahl m so,da m . g, G,,

17) Fir periodische Gruppen ist der Hilfssatz allerdings trivial.
18) 'Wir behaupten hier weder, daf G die Menge aller solcher Lésungen ist, noch, daB
A
alle solche Losungen eine Untergruppe in @ bilden.

19) (—}1 ist mit B oder G(p*®) isomorph, je nach dem ob 0(gy) = o oder O(g,) = p ist;
man tberzeugt sich davon direkt durch die Konstruktion eines entsprechenden Systems
von Erzeugenden dieser Gruppen.
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m . go & 0ist.2%) Da aber m . g, e & ist, bekommen wir einen Widerspruch mit
der Voraussetzung G n Gy = 0. Wir haben also im Ganzen G, c @, G c G,
G, n G = 0, wobei G, (als vollstindige Untergruppe) ein direkter Summand
der Gruppe @ ist. Ich behaupte nun, es existiert eine Untergruppe H c G,
daB G = G, + H, GS H ist. Wir bezeichnen die maximale Untergruppe
in @, die @ enthilt und mit G, nur die Null gemeinsam hat, mit dem Symbol H.
Es ist dann G2 @, 4 H. Es gilt nun auch noch die umgekehrte Inklusion:

Es sei g € @, gnon ¢ G; + H. Aus der Maximalitiat von H folgt notwendig,
daB p.geG,+ H,d. h. p.g =g, + b fiir g, ¢« G, und % € H ist, wobei man
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vorausgesetzen kann, dall p eine
Primzahl ist. Da die Gleichung p . x = ¢, in @, die Losung g; hat, erhalten wir

p.lg—g)=heH, g—geG+H.
Notwendigerweise ist also fiir jedes mit p teilerfremdes %
B =k.(g—g)noneG, + H,
denn anders bekdmen wir durch eine geeignete lineare Kombination der
Elemente % und 4’
g—g1eC, + H.
Offenbar wire dann allerdings
7 G on{g—g,H =0,
was mit der Maximalitidt der Untergruppe H im Widerspruch steht. Es ist
also G = G, + H bei G, + 0 und H 2 @; damit haben wir das Ergebnis, das

im Widerspruch mit der Behauptung steht, daB G die vollsténdige Abschlie-
Bung von G ist, und der Hilfssatz 2 ist hiermit bewiesen.

Eine Folge des Hilfssatzes 2 ist der nichste

Hilfssatz 3. Der D-Rang (bzw. der Rang) der Gruppe G ist dem D-Rang
(bzw. dem Rang) der vollstindigen Abschlieffung dieser Gruppe gleich:

(@) = 1,(@) (baw. 1(G) = r(@)).

Beweis. Wenn namlich & = (g,),.; ein kanonisches D-System der Gruppe
@ ist, dann ist @ auch ein kanonisches D-System der Gruppe G 2 G. Setzen
wir voraus, dies wire nicht so, d.h. es existiere ein Element ¢ ¢ @ an & D-un-
abhiingig. Laut Hilfssatz 2 existiert ein natiirliches n so, daB »n.g + 0 mit
n.g e @ ist. Aus der Maximalitit des D-Systems @ folgt dann die Gleichheit

04 tn.G=hy gyt ks gyt o+ kn.g,

20) Dije Gruppen R und G(p®) sind Gruppen vom D-Rang 1, d. h. jedes Paar ihrer nicht-
trivialen Untergruppen hat einen nichttrivialen Durchschnitt. R und G(p®) sind offenbar
sogar die einzigen maximalen Gruppen vom D-Rang 1, d. h. jede Gruppe, die eine eigen-
tliche mit R oder G(p®) isomorphe Untergruppe enthilt, hat einen D-Rang, der grofler
als 1 ist.
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fiir passend gewihlte Elemente g,, ¢ & (¢ = 1, 2, ..., n). Diese Gleichlfeit steht
aber im Widerspruch mit der Voraussetzung der Existenz eines an & D-un-
abhingigen Elementes g. Im Hinblick auf die Gleichheit

r,(G) = m(6) = r,(¢)*)

ist der Beweis des ersten Teiles des Hilfssatzes 3 beendet.

Da gleichzeitig die Menge aller Elemente unendlichen Ordnung aus & ein
maximales linear unabhéngiges System der Gruppe G ist, ist hiermit auch der
zweite Teil des Hilfssatzes bewiesen.

Bemerkung 4. Hs sei P = Z'P(,,i), WO Py < Py << ...<p;<... alle
i1

Primzahlen sind, die direkte Zerlegung der maximalen periodischen Unter-
gruppe P der Gruppe @ in die p,-primiren Komponenten P.,,. Wenn man
sich ins BewuBtsein ruft, dafl die Menge aller Elemente unendlicher Ordnung
im kanonischen D-System & ein maximales linear unabhingiges System der
Gruppe G ist und daB die Menge aller Elemente, deren Ordnungen Potenzen
ein und derselben Primzahl p, sind, im kanonischen D-System & ein D-System
der Untergruppe P, ist, so sieht man auf Grund des Beweises des Hilfssatzes
3 sofort, daf die vollstindige AbschlieBung G der Gruppe G bis auf einen
Isomorphismus durch das System der Invarianten '

(@), tp(Ppy)s Tn(Pipy)s «o rp(Ppy)s -+
bestimmt ist. r(G) bedeutet namlich die Méchtigkeit der Menge der direkten
Summanden vom Typus R* und rj(P,,) die Machtigkeit der Menge der
direkten Summanden vom Typus p;° in der direkten Zerlegung der vollstin-
digen AbschlieBung G in unzerlegbare Untergruppen.

Aus dieser Bemerkung gehen dann unmittelbar die folgenden Behauptungen
iiber die vollsténdigen AbschlieBungen hervor, die wir im letzten Absatz
dieser Arbeit brauchen werden. .

Hilfssatz 4. P set die maximale periodische Untergruppe der Gruppe G und
P = 3P, die direkte Zerlegung der Gruppe P in p-primdre Komponenten P .

»
Es sei weiter P’ = 3’ P(',,) die direkte Zerlegung der maximalen periodischen

P

Untergruppe P’ der vollstindigen Abschliefung G der Gruppe G in p-primdre
Komponenten P,. Dann ist bis auf einen Isomorphismus P,y = P, und also
auch 1(P,)) = 1,(Py) fir jede beliebige Primzahl p.

Hilfssatz 5. Fir G = >'G; ist G = >'G,.

ded oed

Beweis. Zum Beweis geniigt es zu bedenken, daB die mengenmiBige
Vereinigung & der kanonischen D-Systeme &, der Gruppe G'5(6 € 4) ein kano-
nisches D-System der Gruppe @ ist.

21) Das Symbol m(Y) bedeutet die Méchtigkeit der Menge .
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Trivial ist auch der -

Hilfssatz 6. Die vollstindige Abschliefung der torsionsfreien (bzw. periodischen)
Gruppe G ist etne torsionsfreie (bzw. periodische) Gruppe.??)

Kehren wir nun zur Untersuchung der gegebenen Gruppe ¢ =~ U, /N zuriick.
Die vollstindige AbschlieBung der Gruppe U, ist allerdings nach Hilfssatz 3
(oder nach den Hilfssiitzen 5 und 6) die Gruppe

U,=R/= 3 R.,
0sa<t
namlich die direkte Summe von Gruppen des Typus B*.

Falls wir von der Gruppe G =~ U,/N ausgegangen sind, so bilden wir jetzt
die Gruppe G° = R;/N, die (als homomorphes Bild einer vollstindigen Grup-
pe) vollstindig ist und die im Sinne des Isomorphismus die Gruppe @ enthilt:
G c G° = R}/N.

Bemerkung 5. Die Gruppe R./N ist allerdings selbst im Allgemeinen keine
vollstandige AbschlieBung der Gruppe G: Betrachten wir die zyklische Gruppe
G(p), dann ist

U, ={u}, R2=R, Gp)cRip.u},

was eine abzéhlbare direkte Summe von Gruppen des Typus py im Bezug
auf alle Primzahlen p; ist, wihrend die vollstindige AbschlieBung G der
Gruppe G die Gruppe G(p®) ist.

Jeder Endomorphismus ¢ der Gruppe U, kann leicht direkt in R fortge-
setzt werden:

Fiir gge By (bei 0 < f < 7) existiert notwendigerweise ein natiirliches n,
fir das n.gze {uz} ist. Weiterhin gilt (n.g5) e =¢ € U,; wenn wir gze* = g”
setzen, wo ¢” die eindeutige Losung der Gleichung n .z =g’ in R] ist,
bekommen wir, wie man sich leicht iiberzeugen kann, den Endomorphis-
mus ¢* der Gruppe R;, der die eindeutige direkte Fortsetzung des Endo-
morphismus ¢ der Gruppe U, ist. Wir erhalten also das Ergebnis

RU,) € R(ET) »)

Was die Untersuchung der Beziehung zwischen R(G°) und R(GF) =~
=~ R(U,; N)/NWU,, N) betrifft, so gehen wir hier folgendermaBen vor: Es ist

G ~U,/NcRJN.

22) Die vollstéindige AbschlieBung einer torsionsfreien Gruppe G' kénnen wir leicht
direkt konstruieren: Wenn wir in der Menge M aller Paare (n, g), wo n natiirlich und
g € G ist, auf geeignete Weise den Gleichheitsbegriff und die Additionsoperation definieren,
so tiberzeugen wir uns auf Grund des Hilfssatzes 1 leicht von der Gleichheit M = G.
(Siehe z. B. § 38 in [8].)

23) Jedermann sieht leicht ein, daB der Endomorphismenring der Gruppe R; mit
dem Ring der quadratischen Matrizen des Grades v, deren Elemente rationale Zahlen
sind und in deren Zeilen je hochstens endlich viele von Null verschiedene Elemente
liegen, isomorph ist (siche auch Satz 7 im § 3), d. h. unter anderem R(U,) c R(R}).

496



Diejenigen Endomorphismen ¢ der Gruppe U,, fiir die Ne C N ist, bilden nach
der direkten Fortsetzung e* in die Gruppe R, einen Unterring des Endo-
morphismenringes R(E7) : R'(R]) c R(R;); dabei bleibt die Eigenschaft

Ne¥*C N (3)
offenbar erhalten.

Bemerkung 6. Allerdings sind allgemein mit diesen Endomorphismen noch
nicht alle Endomorphismen 7* ¢ R(R;) mit der Eigenschaft (3) erschopft;
betrachten wir z. B. die freie abelsche Gruppe U, = {u;} 4+ {u,} und ihre
Untergruppe N = {4.%,} + {2.u,}; es ist Ry = Ry + R,. Der Endomorphis-
mus der Gruppe N, der 4.u,— 2.u, und 2.u%; — 0 abbildet, kann dann
offenbar (eindeutig) direkt in Rj fortgesetzt werden, nicht so allerdings in U,.

Jeder Endomorphismus &* ¢ ®'(R;) hat auch die Eigenschaft
U,e*CU,. (4)
Selbstverstiandlich gehort umgekehrt jeder Endomorphismus aus R mit den
Eigenschaften (3) und (4) zu R'(R;); also RN'(R.) = R(R:; U,, N).
Nun kann jetzt ohne Schwierigkeiten der folgende Satz bewiesen werden.
Satz 4. Fir den Endomorphismenring der abelschen Gruppe G gilt

R(G) = R(G°; G)/M(G°, G) 2%

Beweis. Infolge von (3) induziert jeder Endomorphismus aus R(R:; U,, N)
homomorph einen Endomorphismus in R/N = G°, wobei infolge von (4)
durch diese Endomorphismen auch Endomorphismen in U,/N ~GcG°
homomorph induziert werden, und zwar sogar alle Endomorphismen dieser
Gruppe, was aus der ganzen vorangehenden Untersuchung folgt. Wenn wir
nun noch den Satz 2 anwenden, ist der ganze Beweis des Satzes 4 fertig.

Untersuchen wir jetzt die Beziehung zwischen den Endomorphismenringen
der Gruppen @ und G. Es ist G° = @ + H, G € @, und wir wissen schon, da8
fiir einen beliebigen Endomorphismus ¢ der Gruppe G ein Endomorphismus
¢° der Gruppe G° existiert, der in G den Endomorphismus ¢ direkt induziert.

Bemerkung 7. Wenn G° torsionsfrei ist, so sieht man auf Grund des Hilfs-
satzes 1 leicht ein, daf die konstruierte Gruppe G° eine vollstéindige Abschlie-
Bung der Gruppe G und daher

R(G) =~ R(G; N)/MG, &) (5)

ist. Auf der anderen Seite aber ist zu sehen, daf3 fiir eine torsionsfreie Gruppe G
noch nicht G@° = R;/N auch torsionsfrei sein muB.

Die Beziehung (5) hat allerdings allgemeine Giiltigkeit; das ist das Haupt-
ergebnis des § 2 und der Inhalt des folgenden Satzes.

1) Die Behauptung R(G) = W(G°, G) ist damit dquivalent.
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Satz 5. Der Endomorphismenring der Gruppe G ist isomorph mit dem Rest-
klassenring des Ringes R(G; @) aller Q-Endomorphismen der vollstindigen Ab-
schliefung G nach dem Ideal M(G, G), das aus all jenen Endomorphismen &' be-
steht, fir die Ge' = 0 ist. Wenn speziell G torsionsfrei ist, dann ist M(G, G) = (9).

Beweis. Die Existenz eines Unterringes von Endomorphismen in R(G°),
dessen Elemente alle Endomorphismen in ¢ c G° direkt induzieren, ist nach
dem Satz 4 gesichert.2s) Wir konstruieren nun zu jedem Endomorphismus ¢°
aus diesem Unterring von R(G°; @) einen Endomorphismus &* in G € (°, der
auf @ mit ¢° zusammenfillt. Es sei also ° ¢ R(G°; @) gegeben. Da G° = @ + H
ist, so ist fiir jedes Element g ¢ G

ge® =g, + h, fiir g, e G und b, € H.

Definieren wir die Abbildung &* in G: ge* = g,. Dann ist &* offenbar ein

Endomorphismus; dabei ist fiir g ¢ G notwendig

ge* =g e GC G .
Damit haben wir erwiesen, daB der Unterring R(G; @) € R(G) solche Endo-
morphismen enthilt, die in G alle Endomorphismen direkt induzieren. Es
geniigt nun den Satz 2 anzuwenden. Da jede andere vollstindige AbschlieBung
der Gruppe G mit @ durch den Isomorphismus ¢ verbunden ist, der eine di-
rekte Fortsetzung des identischen Automorphismus auf ¢ ist, so gilt die Be-
hauptung des Satzes fiir jede beliebige vollstindige AbschlieBung der Grup-
pe G.%%)

Der Zusatz im Satz 5 ist aus der folgenden Erwégung ersichtlich: Sei g ein
beliebiges Element von @, es existiert dann ein natiirliches # so, da n.g = ¢
mit g e G. Falls jetzt ¢ ein solcher Endomorphismus in G ist, daB gs' = 0
fiir jedes Element g ¢ G ist, dann ist

(n.g)e =n.(g) =0,
was in einer torsionsfreien Gruppe nicht anders als durch g’ = 0 mdoglich ist.
Wenn also G torsionsfrei ist, so ist dann jeder G-Nullendomorphismus in G der
Nullendomorphismus. Hiermit ist der Satz 5 bewiesen.

Bemerkung 8. Ein einfaches Beispiel beweist, dafl der Zusatz im allge-
meinen nicht fiir Gruppen gilt, die nicht torsionsfrei sind: Die Gruppe G(p*)
ist die vollstindige Abschliefung der Gruppe G(p") und hier entspricht, wie
man leicht sieht, einem und demselben Endomorphismus in G(p") eine ganze
Klasse von Endomorphismen der Gruppe G(p®). Genauer gesagt: Jeder Endo-
morphismus in G(p®) induziert direkt einen Endomorphismus in G(p), also

R(G(p") = R(G(P™))/M,
2%) Wie wissen also, daBl W(G°, G) = R(G) ist (siehe Satz 4), und wollen zeigen, daB
auch W@, @) = R(Q) ist.

26) D. h. nicht nur fiir diejenige vollsténdige AbschlieBung von @, die eine Unter-
gruppe von G° ist. )
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wo R(G(p®)) mit dem Ring der ganzen p-adischen Zahlen und N mit dem Ideal
in diesem Ring isomorph ist, das durch die p-adischen Zahlen erzeugt ist,
in deren Darstellung durch unendliche Folgen sich an den » ersten Stellen
Nullen befinden.2?)

Bemerkung 9. Der Satz 5 ist in dem Sinne definitiv, dafl man weder fiir
periodische noch torsionsfreie Gruppen behaupten kann, daB R(@; @) = R(G).

Wenn @ torsionsfrei ist, dann zeigt uns das Beispiel der unendlichen zykli-
schen Gruppe G' = {1} in der additiven Gruppe R der rationalen Zahlen, daf}
in @ = R Endomorphismen existieren, die keine G-Endomorphismen sind
(z. B. der Endomorphismus ¢, der durch die Beziehung le = 1 bestimmt
ist).

Fiir die periodische Gruppe G betrachten wir dieses Beispiel:

G = Gy(p) + Go(p?) = {g:} + {92} 5

laut Hilfssatz 5 ist G = G,(p™) + G,(p®).

Sei g,, gF, 9%, ... mit O(g,)) =P, p.9¥ = g1, P-J» = gi» ... ein System von
Erzeugenden der Gruppe G,(p®) und p.g,, ¢, ks, ks, ... mit O(g,) = p%
p.hy =g, p.hi=n"h,... ein System von Erzeugenden der Gruppe G,(p®).
Dann ist der durch die Zuordnungen

D.go—>, Go—>91, hi—>gf firi=2 6 -0

entstandene Endomorphismus in @ sicher kein G-Endomorphismus.

3. Der Endomorphismenring einer direkten Summe von Gruppen

G set eine abelsche Gruppe, (K,),. 4 etn System ihrer Untergruppen, A irgend-
¢

eine Indexmenge. Wir definieren und bezeichnen mit D = ) K, die Menge der-
ded

jenigen Elemente g € G, fir die die Inzidenz g ¢ K4 bis auf eine endliche Anzahl
fur alle 6 € A erfallt ist.

Da offenbar die Summe g, 4 g, zweier Elemente g, ¢ D und g, ¢ D, das
inverse Element zu g ¢ D und 0 in D liegt, ist D eine Untergruppe von G.
Diese Untergruppe D mennen wir den Pseudodurchschnitt der Untergruppen
K in der Gruppe G.

In unseren weiteren Betrachtungen brauchen wir solche Systeme (Kj);. 4,
fur die

&
Nk, =¢@ (6)
ded
ist. (6) ist sicher immer dann erfiillt, wenn A eine endliche Machtigkeit hat.
Von der Existenz unendlicher Systeme eigentlicher Untergruppen mit der

27) Diese Darstellung des Endomorphismenringes der Gruppe G(p®) siehe in [9], § 21.
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Eigenschaft (6) konnen wir uns leicht am Beispiel der additiven Gruppe der

rationalen Zahlen R iiberzeugen; es geniigt, fiir jede Primzahl p mit dem Sym-

bol K, die Untergruppe der Gruppe R der Zahlen, deren Nenner mit p teiler-

fremd sind, zu bezeichnen. Da jede rationale Zahl in der Form r/s mit (r, s) = 1,

§=0,s=0p;ps...pi heie; =1 (1=1,2,...,1), geschrieben werden kann,

liegt die Zahl r/s in allen Untergruppen K, fiur die ¢ # p,, p,, ..., p; ist,
R

d.h. N K, = R.
V4

Bemerkung 10. Ein allgemeineres Ergebnis erhalten wir aus der Bemer-
kung, daf} jede abelsche Gruppe G, die die Vereinigung einer wachsenden Folge
eigentlicher Untergruppen ist, ein unendliches System (X,);. , von eigentlichen
Untergruppen K, mit der Eigenschaft (6) besitzt.?®) Anderseits iiberlegt man
sich leicht, dafi die Gruppe G(o0) ein solches unendliches System nicht besitzt.

Wir fithren hier noch zwei Hilfssdtze an, die unsim néchsten Paragraphen 4
helfen werden.

@ @
Hilfssatz 7. Wenn f} K, = G und A, C A ist, so ist auch 1} K, = G.
ded ded,
Beweis. Der Beweis ist aus der Definition des Pseudodurchschnittes er-

sichtlich.
¢
Hilfssatz 8. Wenn N} K, = G und Ay o Ay = 9 fur A, + A, ist, dann ist

Jedy
Aed

Q
auch A (N K,) = G-

Aed Jed)

¢

Beweis. Esseig e . Wenn i} K; = G ist, so ist g non € K; fiir hochstens
dedy
ded

endlich viele Indizes 6 und daher auch g non ¢ f} K;, nur fiir endlich viele
Sed ),

' ¢
Indizes 1,d. h.esist A (N K;) = G.
Aed ded)
Wir leiten weiter noch einen Hilfssatz tiber homomorphe Abbildungen ab.

Hilfssatz 9. Es seien die abelschen Gruppen H und G = 3' G, gegeben.

0sa<t
Bezeichnen wir mit $(H, G,) die additive Gruppe aller Homomorphismen x, der

Gruppe H in G, (fir 0 < o < 1), R(H, G) die Gruppe aller Homomorphismen x der
Gruppe H in G.2°) Weiter bezeichnen wir mit A die Menge aller solchen trans-
finiten Folgen3°)

5 = (o) K1y + ey Has --.) JUr o < T und %, ¢ K(H, G,) , (7)

28) Hieraus folgt insbesondere, daB jede vollstindige Gruppe diese Eigenschaft hat.
29) Im Sinne der Definition im einleitenden § 1.

30) D. h. im Aligemeinen transfinit; fiir endliches = sind natiirlich endliche Folgen
gemeint.
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fir die die Kerne K, C H der Homomorphismen »x, bei 0 < « << v die Beziehung

H
n K,=H (8)
ISa<z
erfillen. Wenn wir nun in A die Addition komponentenweise definieren, so
erhalten wir eine abelsche Gruppe. Es ist dann

S(H, G) =A,

wobet dem Element % von A die homomorphe Abbildung x der Gruppe H in G ent-
spricht, deren Kern
K= n K, 9)
0sa<t
1st.31)
Beweis. Zunéachst beweisen wir, dal3 A in Hinsicht auf die definierte Ope-
ration eine abelsche Gruppe ist. Es sei also

® = (%, Hiy .y %y ...) Fr & < 7 und 2. e K(H, G,),

2

= (x5, %%, ..., %%, ...) fir o« <7 und 22 e S(H, Gy),

X

W K= (s - Ky Y Ky s %y %, L) el a < T

erstens ist x. - x> wieder ein Homomorphismus der Gruppe H in G, fir
0 < « <7 und die Operation ist kommutativ. Es ist nur noch notwendig
die Eigenschaft (8) von den Kernen dieser Homomorphismen zu beweisen.

Untersuchen wir also zunichst den Kern des Homomorphismus x. + »2
bei « < 7 und bezeichnen wir ihn mit L,. Fir le L, ist U(x} + »%) = bxl +
4 U = 0. Wenn nun I ¢ K} und I ¢ K? ist, so ist auch I ¢ L,. Wir haben also

K. nK:CL,.

Da aber nach Hilfssatz 8
H

N (K0 K)=H,
O=sa<t
so ist desto eher
H
n L,=H.
0sa<t

Wir ordnen weiter dem Homomorphlsmus % der Gruppe H in @ die Folge
(7) auf folgende Weise zu:

Fir he H ist hx = > g,, wo g,e@, und g, % 0 nur fiir endlich viele
0sa<t

Indizes « ist; x, sei die homomorphe Abbildung der Gruppe H in ¢, die durch
die Beziehung hx, = ¢, fir 0 < x <<t definiert ist. Den Kern des Homo-
morphismus x, bezeichnen wir mit K, C H. Weil das homomorphe Bild eines
jeden Element aus H in der direkten Summe endlich vieler Gruppen G, liegt,

31) Der Kern bestimmt den Homomorphismus im Allgemeinen allerdings nicht.
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wir iiberzeugen uns leicht von der Giiltigkeit der Beziehung (8). Auf dieselbe
Weise wird umgekehrt der Folge (7) unter der Bedingung (8) ein Homo-
morphismus x» der Gruppe H in G zugeordnet:

Wenn % e H ist, dann ist Ax = Z ha,, wobei diese Summe infolge von (8)
0<a<t

offenbar endlich ist.

Die Eineindeutigkeit der Abbildung ist damit bewiesen. Um den Isomor-
phismus §(H, G) >~ A zu beweisen miissen wir zeigen, daf die Summe zweier
Homomorphismen der Summe der entsprechenden transfiniten Folgen zu-
geordnet ist; das geht aber sofort aus der Art und Weise der Definition der
Additionsoperation in A hervor. Zum Schlufl beweisen wir noch die Behauptung
vom Kern K des Homomorphismus ». Fiir 4 € K ist hx = 0, d. h. h ¢ K, fiir
0 = « < 7. Ebenso gilt umgekehrt 1 K,C K, im Ganzen also (9), und damit

0sa<t
ist der ganze Hilfssatz 9 bewiesen.

Es sei nun ¢ = 3" @,. Betrachten wir die Menge O, der quadratischen

0sa<T
Matrizen (,5) des Grades 7, wo x,;, Homomorphismen der Gruppen G, in die

Gruppen G bedeuten (fiir o« = f handelt es sich also offenbar um einen
Endomorphismus der Gruppe @,), fiir deren Kerne K,; C ¢, bei festem « die
Beziehung

Gq

ﬁ Kaﬂ = Gac (10)

0<p<z

besteht. Die Addition der Matrizen definieren wir auf die gewdhnliche Weise;
offenbar liegt nach Hilfssatz 9 die Summe zweier solcher Matrizen in O,.
Unter dem Produkt zweier Matrizen (xh;) e O, und (xi5) € O, werden wir
diejenige Matrix (x,5) verstehen, in der

. 1.2
Hap == Z Kay¥yp
0sy<t

ist; infolge von (10) hat diese unendliche Summe Sinn, denn es handelt sich
um den Homomorphismus der Gruppe @, in Gy, der durch die Beziehung

1 2
JaHap = Z Ja¥up¥yp

0=y<7t

definiert ist, wahrend hier die Summe nur formal unendlich ist. Von der
Zugehorigkeit des Produktes (x,) = (x}xﬁ)(xiﬂ) zu O, iiberzeugen wir uns durch
die folgende Betrachtung:

Bezeichnen wir nacheinander mit
1 2
‘ K,cG,, K;S6G;, ummd K,,CG@G,
die Kerne der Homomorphismen

0=y <7), 0=y <7,0=0<1) und x,0=<p=<1).
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Wegen

G

n kK, =46,
0=y<z

ist fiir ein beliebiges Element g, ¢ G,
k
ga”aﬂ = Zlh)'ixlz'iﬁ *
wobei k., = g,x., und 0 = g%, fiir y + y,, s, ..., y; ist. Infolge von
@
e
n K‘Viﬁ = G'}’

0=g<z

ist ks 5 + O nur fir f=pi, i, ..., fn bei i =1,2,..,k Im Ganzen ist

YitY
also nmi fiir endlich viele Indizes f das homomorphe Bild des Elementes

g, € G, von Null verschieden, und es ist also

i

Gu
n Kaﬁ == Ga '32)

0=p<t
Jetzt konnen wir schon einen wichtigen Satz aussprechen.
Satz 6. Sei G = >’ G,. Dann ist die oben definierte Menge O, mit der ange-

0=a<t

fuhrten Definition der Addition und der Multiplikation ein Ring und es ist
R(G) = D,.
Beweis. Jedem Endomorphismus der Gruppe G, ¢e R(F), ordnen wir
auf die folgende Weise die Matrix (x,;) ¢ O, zu: Fiir
gaeGag Ju € = z hﬂ bei kﬂEGﬂ (].].)
0sf<t
setzen Wir g,x,s = hg; x,5 ist sicher eine homomorphe Abbildung der Gruppe
G, in G4, wihrend die Bedingung (10) erfiillt ist, den die Summe (11) ist nur
formal unendlich.

Umgekehrt entspricht in dieser Zuordnung jeder Matrix (x45) € O, ein Endo-
morphismus der Gruppe @; es geniigt, wie man leicht einsieht, fiir ge G,
g= 2 9. beig,eG, ge= > > g,x,, zu setzen, wobei infolge der Be-

0sa<t 0=a<r 05p<7
dingung (10) die Summe nur formal unendlich ist.

Aus dem Hilfssatz 9 folgt weiter, daB der Summe der Endomorphismen
& + & in R(G) bei dieser Zuordnung die Summe der Matrizen (xiﬁ) -+ (xfﬂ)
in O, entspricht. Es eriibrigt sich nun dasselbe vom Produkt der Endomorphis-
men in R(GF) und der Matrizen in O, zu erweisen. Das folgt allerdings aus der
nachstehenden formalen Berechnung:

32) Offenbar ist das von Null verschiedene homomorphe Bild des Elementes g, in
héchstens n = ny; + ny + ... + n, direkten Summanden der Gruppe G' enthalten.
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Fiir ein beliebiges Element g ¢ G, g = > g, bei gac e G, sei

0<a<t
ger = D Gubr= D D Gutay = > D fu
0=a<t 0sa<t 0Zy<t 0=a<r 0Sy<t
und
gée = Z Jals == Z Z ga%:ﬂ: z Z 925;
0<a<t 0sa<r 0<f8<t 0<a<t 0<B<t
dann ist
gaga=( 2 D gu)ea= 2 D GnE= > D D uity =
0sa<t O0=Zy<t 0=a<r 0=Zy<T 0<a<t 0$y<r 0S5<1
= Z Z Z g“xm Vﬂ - E Z Z ay /ﬂ
0<a<t 0sy<t 0Z8<T 0sax<t 0§ﬂ<1 0y

Daraus und von der Betrachtung, die wir schon vor der Formulierung des
Satzes 6 iiber die Multiplikation in der Menge 9, anstellten, folgt schon, daB
9, ein Ring ist und daB R(G) =~ O, gilt, womit der Beweis des Satzes 6 fertig
ist.

Korollar 1. Wenn jedes homomorphes Bild der Gruppe G, in G v einer end-
lichen direkten Swmme einiger Gy enthalten ist, so stehen in der x-ten Zeile jeder
Matriz (x,5) € O, nur endlich viele nichttriviale Homomorphismen.3?)

Korollar 2. Satz von KiSriNa (siehe Satz 2 in [6]). Ses G = Z’Gi. Bezeichnen
i 1

wir O, den. Ring der quadratischen Matrizen (x;;) des Grades m, wo »;; bei © =+ j
einen Homomorphismus der Gruppe G; in die Gruppe O; und x;; einen Endo-
morphismus der Gruppe G, darstellt, mit gewdhnlicher Matrizenaddition und
-multiplikation. Es ist dann R(GF) =~ £,,.

Aus dem Korollar 1 leiten wir einen weiteren Satz ab.

Satz 7.3%) Sei G@ = ' @, eine torsionsfreic abelsche Gruppe, deren jeder

0= x<7 _
direkte Summand G, den endlichen D-Rang n, hat. Dann hat der Ring O, aus
Satz 6 die nachstehende Higenschaft:
Wenn (xy,5) € O, ist, dann ist fir jedes festes x mur in endlich vielen
i (12)
Fillen x,, += 0.
Beweis. Um die Eigenschaft (12) zu beweisen, geniigt es nach dem Korollar 1

33) "Diese Bedingung ist mit der folgenden #quivalent, daB kein unendliches System
Gu

eigentlicher Untergruppen K,; C G, existiert, fir das ) K 5 = G, und Go/K, ;= H,
B

bei H; C Ggist.

34) Aus diesem Satze folgt auch die Aussage Uber den Endomorphismenring der freien
abelschen Gruppe U,, die am Anfang des § 2 bewiesen ist. Sie ist auBerdem eine Folge
der Bemerkung, die am Anfang des § 3 iiber die unendliche zyklische Gruppe G(0) ge-
macht wurde (Bemerkung 10).
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zu zeigen, daB in @, fir 0 < & <t kein unendliches System eigentlicher
Untergruppen K,; c G, mit

Ga

ﬁKam:Ga’ m(A)zx():

ded
existiert. Nehmen wir an, es existiere ein solches System (/K,4)s.4. Vor allem
erinnern wir uns, daf es sich um eine homomorphe Abbildung der Gruppe G,
in torsionsfreie Gruppen handelt, d. h., daB} die K,; bei 6 € 4 in G, Servanz-
untergruppen sein miissen. Sei nun

Gaps Gap -+ > G, (13)
ein D-System der Gruppe G,. Dann ist g, none K,; nur fiir die Indizes
0 =10;,0,....9; (1 =1,2,...,m,). Also, bis auf endlich viele Indizes ¢ ent-

hilt jede Untergruppe K,; die Elemente (13) und auf Grund dessen, daB
K,; eine Servanzuntergruppe in @, ist, gilt bis auf endlich viele Indizes
K,; = G,. Damit ist der Satz 7 bewiesen.

4. Die Darstellung des Endomorphismenringes einer vollstindigen
abelschen Gruppe durch einen Matrizenring

C sei eine vollstindige abelsche Gruppe; C ist dann die direkte Summe von
Gruppen des Typus R* oder p® fiir verschiedene Primzahlen p; b, << p, < ...
... < p; < ...seien alle Primzahlen, soda3

= ’ ! ®y L. ’ p® 35
C 0§%<1‘WR1(“) +0§%<1(‘)Ga(,,(1’1 ) Toeee T Og(,‘%<r{i)Ga“)(pl ) + ) (14)

Um zu unseren Zwecken den Satz 6 anwenden zu kénnen, bestimmen wir
zunichst die Homomorphismengruppen, welche die einzelnen direkten Sum-
manden der vollstindigen abelschen Gruppe (14) in die iibrigen direkten
Summanden dieser Gruppe abbilden.

R sei eine Gruppe des Typus R* und G(p®) eine Gruppe des Typus p* mit
den Erzeugenden und definierenden Relationen

Tiy Tas cos Ty .3 O(ry)) = 00, (R + 1) 7,y =1, firn=12, .. (15)

gl’ Gas o Ins -5 0(91) =DD- g’n+1 = 0n fur n = 17 27 (16)
Man sieht leicht ein, dal die Homomorphismengruppe der Gruppe G(p®)

in die Gruppe G(¢®) fiir p #+ ¢ nur den Nullhomomorphismus enthélt; im Falle
p = q handelt es sich allerdings um die Endomorphismen der Gruppe G(p®).3¢)

3%) Hier konnen allerdings einige direkte Summanden gleich Null sein, d. h. einige
T = 0.

36) Was die Homomorphismengruppe betrifft, so ist sie natiirlich isomorph mit der
additiven Gruppe des untersuchten Endomorphismenringes.
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Hier ist jeder Endomorphismus » durch die Bilder der Erzeugenden (16)
bestimmt, d. h.

Gt = tp . Gn, 0=1,<<p" fir n=12,...,
wahrend man aus den definierenden Relationen die Beziehung
Ty = U, (mod p*) fir n =1, 2, ...
erhilt; durch die Zuordnung
<> (Tyy Ty ooy Iy -o2) s

bekommen wir so einen Isomorphismus zwischen dem Endomorphismenring
der Gruppe G(p®) und dem Ring der unendlichen Folgen ganzer nichtnegati-
ver Zahlen

(1 Tay cves Tmy --2) 5 (17)
deren Glieder die Bedingungen
0=, <p* und 4,,,=1,(modp") fuirn=1,2,... (18)

erfiillen und bei denen die Addition und die Multiplikation komponenten-
weise durchzufiithren ist.37)

Leicht ist die Feststellung der Gruppen homomorpher Abbildungen der
Gruppe R in Gruppen desselben Typus R*. Es handelt sich wiederum um
Endomorphis‘men der Gruppe R, und da jeder Endomorphismus » durch die
Abbildung des Erzeugenden r, aus (15) r,x = r vollstindig bestimmt ist
und da weiter (es handelt sich ja um eine Gruppe des D-Ranges 1) w.r, =
= v.r fur teilerfremde ganze u, v ist, erhalten wir durch die Zuordnung
% <—> ufv einen Isomorphismus des Endomorphismenringes der Gruppe R
mit dem Ring der rationalen Zahlen (der dieses Mal ein Korper ist).3?)

Es bleibt also noch die Beschreibung der Gruppe der homomorphen Abbil-
dungen der Gruppe R in G(p®) tbrig. Sei » + 0 ein Homomorphismus der
Gruppe R in G(p®). Dann ist entweder r,» = 0 oder r,x + 0.

Betrachten wir zunéchst den Fall r;2 = 0. Vor allem hat r,2 = 0 die Folge,
daf3, wie man sich leicht iiberzeugt, zx = 0 ist, wo = ¢ R die eindeutige Lo-
sung der Gleichung

. n.x=r, fuir (»n,p)=1 (19)
ist. Sei weiter ¢, die kleinste natiirliche Zahl, fiir die die Losung y ¢ R der
Gleichung £, . y. = r, die Eigenschaft yx + 0 hat. Es sei t, = t, p"**, (., p) =
= 1. Dann ist auch (£, .y) % + 0, d. h. t, = p"**'.

Wir ordnen nun dem Homomorphismus x» diese Zahl n, zu; man sieht
leicht ein, daB », = O ist.

37) Siehe § 21 in [9].
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Wenn der Fall r;% + 0 eintritt, so gehen wir auf entsprechende Weise vor;
wir bezeichnen mit ¢, die kleinste natiirliche Zahl mir der Eigenschaft

(¢, .7) %2 =0.38) (20)

Dabei ist ¢, = t.p™=, (t., p) = 1. Infolge von (20) ist ebenfalls (pmx . r,) x = 0,
sodall aus der Voraussetzung 7,» + 0 und der Wahl von ¢,

t, = p™ mit m, =1

folgt. In diesem Falle ordnen wir dem Homomorphismus » die ganze Zahl
n, = —m, zu; also n, = — 1.39)

Wir definieren nun die Abbildung » der Gruppe R in G(p®) mit Hilfe des
Erzeugendensystems (16) folgendermafien:

In dem Falle, in dem r,%x = 0 (bzw. ;% =+ 0) ist, setzen wir
yx =g, (baw. (P~ .r) % =g¢,);

weiter setzen wir fiir die eindeutig bestimmte Losung r der Gleichung pt=1 . r =
=y (bzw. p=1 .r = p™~1 1), rx =g, wo l = 2, 3, ... und fiir r ¢ K setzen
wir rz = 0.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB es sich hier um einen Homomorphis-
mus der Gruppe R in die Gruppe G(p®) handelt. Hier besteht gleichzeitig fiir

reR
entweder % = 0 und r%x = 0 oder r» + 0 und rx + 0. (21)

Bezeichnen wir mit ¢ diejenige Abbildung der Gruppe G(p®) in sich selbst, die
dem Element 7x € G(p®) das Element rx ¢ G(p®) zuordnet, d. h. (rx) & == rx.%9)

Wenn 7, und r, beliebige Elemente aus R sind, dann ist allerdings !
(ry +rym)e = [(ry + 7r2) ®l & = (ry + 713) 26 = 193¢ + 792,

sodaB & — hinsichtlich (21) — ein Automorphismus der Gruppe G(p®) ist. Im
Isomorphismus zwischen dem Endomorphismenring der Gruppe G(p®) und
dem Ring der unendlichen Folgen (17) mit den Bedingungen (18) entsprechen
allerdings den Automorphismen diejer’'gen Folgen, bei denen

i, + 0 ist. (22)

%) Ein solches ¢, existiert allerdings auf Grund der Periodizitét der Gruppe G(p®).

29) Auf diese Weise ist der Kern K, des Homomorphismus » (und allerdings auch
das homomorphe Bild) bereits eindeutig bestimmt. Im Falle 7% = 0 ist dieser Kern
offensichtlich durch das Element p .y e R und alle Losungen der Gleichungen (19), im
Falle 7, # 0 durch das Element p™* . r, und alle Losungen der Gleichungenn . x = p™x . r,
bei (n, p) = 1 erzeugt.

40) Diese Abbildung ist infolge der Identitéit der Kerne der Homomorphismen » und
% allerdings eindeutig definiert: Wenn r,% = 7,% ist, dann ist 7, — 7, ¢ K,, und also auch
7K = Tok.
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Auf diese Weise haben wir jedem Homomorphismus x» # 0 der Gruppe
R in G(p*®) eindeutig das Paar

(n,, m,)*) (23)

zugeordnet, wo n, eine ganze Zahl und =, eine unendliche Folge (17) mit den
Bedingungen (18) und (22) ist; mit anderen Worten haben wir jedem Homomor-
phismus x # 0 eine Folge zugeordnet, die entweder, fiir n, = 0, von der
Form

(s Gas -o s s ) (24)

woj, = O0firn =1,2,..,n,und j, = p"* . 4,_, firn=m,+ 1,n,+2,...
sodaBl offenbar j, ., = j, (mod p*) fir n = 1,2, ... und 0 < j, < p* fir n =
=mn, + 1,n, + 2,...1st, oder, fiir n, << 0 von der Form

(jnx+1: jnx+2a ] fio’ jl’ s jm . ) (25)

ist, wofirn=mn,+ 1,n,+2,..,0,1,... j, = p™ . 4,_,, ist, sodaB offenbar
jnsr = ju (mod pr)®2) und 0 < j, < pr ist.

Umgekehrt kann sich jeder ohne Schwierigkeit davon iiberzeugen, daf
eine beliebige Folge der Form (24) oder (25) mit den dazugehérenden Bedin-
gungen fiir ihre Glieder bei der oben definierten Zuordnung einem bestimmten
vom Nullhomomorphismus verschiedenen Homomorphismus der Gruppe R
in G(p*) entspricht.

Zuletzt ordnen wir noch dem Nullhomomorphismus 0 die Folge

(J1s Jas <+ o> Jms ---) mit j, = 0 filr » = 1,2, ... zu. (26)

Es ist nun nicht mehr schwer sich davon zu iiberzeugen, dal der Summe
zweier Homomorphismen x, und x,, denen in der oben definierten Zuordnung
Folgen der Form (24) oder (25) entsprechen, in dieser Zuordnung ebenfalls
die komponentenweise durchgefiihrte Summe dieser Folgen entspricht,
wiahrend die Rolle der Null die Nullfolge (26) iibernimmt*?). Die Menge aller
Folgen der Form (24) und (25) bildet also bei der komponentenweisen Ad-
dition eine abelsche Gruppe P.

41) D. h. das Paar (23) ist eindeutig durch die Wahl der Erzeugenden (15) und (16)
bestimmt.

42) Hier verstehen wir die Kongruenz mod p* fir n << 0 auf die gewohnliche Weise:
u = v (mod p") bedeutet, daBl v — v = ¢ p™ gilt, wo ¢ eine ganze Zahl ist.

43) Die Summe hat wieder die Form (24) oder (25). Dabei ist ersichtlich, daB} fur
n, * n,, das n, der Summe das Minimum von 7, und n,, sein wird, und daB} es fiir
n, = n,, groBer werden kann. Um die Folge formal auf die Form (24) oder (25) zu
bringen, braucht man nur die Nullen, welche eventuell am Anfang der Folge stehen, fur
n < 0 wegzulassen und in der so entstandenden Folge auf der n-ten Stelle mod p® zu
rechnen.
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Fiir unsere Zwecke miissen wir noch die Gruppe R in die Gruppe G(p®) als
Gruppe mit einem Korper linker Operatoren (ndmlich dem Korper der Auto-
morphismen der Gruppe R) und als Gruppe mit einem Ring rechter Operato-
ren (ndmlich dem Endomorphismenring der Gruppe G(p®)) untersuchen. Es
geht also darum, die Multiplikation unserer Folge von links mit einer rationalen
Zahl und von rechts mit einer Folge (17) so zu definieren, damit die nach-
einandergenommene Durchfithrung eines Automorphismus in R, eines Homo-
morphismus von R in G(p®) und eines Endomorphismus in G(p*) diesen Ope-
rationen isomorph entsprache.

Vor allem sieht jedermann leicht ein, dafl diese Forderung erfiillt sein wird,
wenn wir das Produkt der rationalen Zahl

r o= Pm‘ ‘7',/8, mit (7',7 p) =54 (8,3 p) =1, (7'/, 81) =1 und ¢ > 0,
die einem Automorphismus in R entspricht, mit der Folge der Form (24) oder
(25), die aus dem Paar n, und (¢, ¢y, ..., i, ...) gewonnen wird und die einem

Homomorphismus der Gruppe R in die Gruppe G(p®) entspricht, als diejenige
Folge definieren, die wir auf die bekannte Weise aus dem Paar

Mg =mn, +my, (ky, Koy oo bns ...)

erhalten, wobei k, die eindeutig bestimmte Losung der Kongruenz s’z ==
= 1", (mod p*) mit 0 < k, < p* fir n = 1, 2, ... ist.

Auf dhnliche Weise stellen wir fest, dall unsere Forderungen durch die
folgende Definition des Produktes einer Folge aus P, die irgendeiner homo-
morphen Abbildung der Gruppe R in die Gruppe G(p®) entspricht, mit einer
Folge der Form (17), die irgendeinem Endomorphismus der Gruppe G(p*)
entspricht, erfiillt sind: Unter dem Produkt werden wir im Falle, dal die
Folge aus P mittels des Paares n,, (¢, %, ..., %y, ...) gebildet ist und daf (17)
von der Form (jy, 72, - - -» Jus ---) ist, die Folge verstehen, die auf die bekannte
Weise mittels des Paares ny=n, + l, (I1, 0, ..., Iy, ...) gebildet ist, wo
ly durch die Beziehungen

i, = 0 (mod p*) fiir n < I, und %, 47, ., = 0 (mod p™ *)*)
und !, durch die Beziehung

l, = Q":'F-;Zf"ﬂ (mod p*) mit 0 < I, < p»
definiert ist.

Nun geniigt es, sich der Einfiihrung der p-adischen Zahlen mit Hilfe der
p-adischen Norm zu erinnern, und die eindeutige Darstellung jeder p-adischen

Zahl in der Form der unendlichen Summe

ED™ A by ™ by tp o }

wot,+O0und 0 =¢t, <pfirn=mm-+1,... (27)

) j1,+1 ¥ 0,7, = 0fiir n <, ist offenbar eine dquivalente Bedingung.
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war, in Betracht zu ziehen. Dabei ist eine p-adische Zahl gerade dann ganz,
wenn m = 0 ist.%5)

Wenn wir nun die p-adische Zahl anstatt durch die Reihe (27) durch ihre
Partialsummen ausdriicken, so erhalten wir fiir die ganze p-adische Zahl die
Form

H = (jl’ 7‘2? ] ?.7!’ “') »
wo j, =0firn=1,2,...,m und j, = t,p™ + tpap™* + ... + t,_p* ! fir
n=m-41,m -4 2, ...ist, d. h.
i1 = Ju(mod p") mit 0 = j, < pr firn=1,2,...,

mit anderen Worten eine Folge der Form (17) und (24); auf die gleiche Weise
erhalten wir fiir die nichtganze p-adische Zahl die Form
II= (./im+1’ jm+-.37 A jO) jh bt jm ) ’
WO Jp = EpP™ + bpP™ + oL F bpr i firn =m + 1, m + 2, ... ist, d. h.
Jnt1 = Ju (mod p") mit 0 < j, < p",
was eine Folge von der Form (25) bedeutet.

Hier ist es klar, daf jeder Folge der Form (17) oder (24) und (25) auf diese
Weise eine bestimmte p-adische Zahl entspricht. Nun erkennt man leicht, da
die von uns definierten Operationen der Addition und der Multiplikation
mit der Addition und der Multiplikation der p-adischen Zahlen im gew6hnlichen
Sinne zusammenfillt; hier verstehen wir unter dem Produkt einer rationalen
mit einer p-adischen Zahl selbstversténdlich die p-adische Zahl, die man als
Produkt der gegebenen p-adischen Zahl mit derjenigen p-adischen Zahl er-
hilt, die die p-adische Entwicklung der gegebenen rationalen Zahl darstellt.

Das Ergebnis unserer gesamten Betrachtung kénnen wir dann im folgenden
Satz formulieren.

Satz 8. Die Gruppe der homomorphen Abbildungen der Gruppe R in die Gruppe
G(p®) mit dem Korper der Automorphismen der Gruppe R als linken Operatorring
und mit dem Endomorphismenring der Gruppe G(p®) als rechten Operatorring
1st bei der bekannten Definition der Addition und der Multiplikation der Homo-
morphismen mit der additiven Gruppe P der p-cdischen Zahlen mit dem Korper
der rationalen Zahlen als linken Operatorring und dem Ring der ganzen p-adischen
Zahlen als rechten Operatorring bei gewéhnlicher Addition und Multiplikation
der - p-adischen Zahlen isomorph.

Sei nun C eine vollsténdige Gruppe der Form (14); wir schreiben jetzt

>/ R,,=R° und > G, (7)) =G, fur i=1,2,..,

0= (0 <70 0oy <7
sodaB
(=
o ’
i-1

45) Siche § 74 in [14].
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ist. Wir bezeichnen nun fiir feste &« (0 =< « < 7()) die Homomorphismen
Hagy (0= 1,2,..; 0 = &g < 7y) der Gruppe R, in die Gruppe &, (p;°). Wir
wissen schon, daf jedem solchen Homomorphismus ein Element aus der
Gruppe P, , nimlich die p;-adische Zahl II,,, zugeordnet ist, die aus dem
Paar der ganzen Zahl Mg, Und der Folge m,, der Form (17) oder der Nullfolge
(26) entspricht. Es seien K,, C R, bei 1 =1,2,... und 0 = «() <7, die
Kerne der Homomorphismen zx,, . Wir beweisen folgenden Hilfssatz.
Hilfssatz 10. Fur ein festes o mit 0 = << 1(¢) ist
Ry

) ﬁ Kuaz“) = R, (28)

Oty
dann und nur dann, wenn in der isomorphen Darstellung der Homomorphismen
Raug, durch die p; - adischen Zahlen 11,, , die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Alle p;-adischen Zahlen sind bis auf endlich viele ganz.1®)

2. Wenn man eine natiirliche Zahl mg, beliebig wihlt, dann haben fir ein
festes i alle ganze p;-adische Zahlen bis auf endlich viele, wenn man ste durch
die Form (24) darstellt, auf den ersten m, Stellen Null.*7)

Beweis. Wir beweisen die geforderten Behauptungen fiir ganze Zahlen

n die Aquivalenz mit der Behauptung des Satzes ist dann schon trivial.

axgy?

Zunichst soll (28) gelten. Der Homomorphismus x, der Gruppe R, in die

0
Gruppe >'G;, der im Sinne des Hilfssatzes 9 aus den Homomorphismen Hang
i-1

bei 1 =1,2,... und 0 = x(;) < 7(» entsteht, erzeugt die Homomorphismen
%,; der Gruppe R, in die Gruppen G, fiir + = 1, 2, ... Die Kerne dieser Homo-
morphismen bezeichnen wir mit K,; (# = 1, 2, ...). Nach dem Hilfssatz 9 ist
N K, =K, firi=12 .. und N K,,=K,+0,(29

0 oy <7(s) i-1,2,...

und also nach dem Hilfssatz 8

ﬁ Kzzi = —Ra . (30)
t-1,2,...
Aus (30) folgt, daB fir 4 =+ 9, 4y, ..., ¥
rie Ky (31)
ist. Ferner bedeutet (29), dal K, , 2 K,; 2 K, fiir ein festes ¢ und beliebiges

oty ist. Aus fritheren Betrachtungen iiber Kerne der Homomorphismen einer
Gruppe des Typus R* in eine Gruppe des Typus p;° beweisen wir nun schon
leicht fiir ein festes ¢ die gesamte Behauptung. Es gentigt sich dessen zu erin-

%¢) D. h. fiir héchstens endlich viele ganze Zahlen 7, ist 744, < 0.
ist n, =< m, bei festem ¢; fiir ein festes ¢ gibt

47) D.h. nur fir endlich viele Zahlen 7, .
es also hochstens abzahlbar viele von Null verschiedene p;-adische Zahlen.
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nern, daB3 zwischen je zweien solcher Kerne eine Inklusion besteht, sodaB die
Kerne eine durch Inklusion geordnete Kette von Untergruppen bilden. Hierbei
folgt aus dem Hilfssatz 7 und aus (28), da

Ry

ﬁ K““(i; = R,

O0=ap<7y

ist, sodal also die Vereinigung dieser Kette die ganze Gruppe R, ist. Eine
solche Kette kann allerdings hochstens abziahlbar viele verschiedene Unter-
gruppen erhalten und weiterhin ist es klar, daf3 sich in ihr keine Untergruppe
unendlich oft wiederholen darf. Aus dieser Erwigung und aus (29) geht
schon die Behauptung iiber die Zahlen n,,, bei festem 4 hervor. Da aber fiir
v F 1y, %y, .o, G Jaub (31) my,, = 0 fiir alle o) ist und da fiir jedes ¢ = ¢, bei
n =1, 2, ..., k nur fiir endlich viele Indizes «; Mg, < 0 ist, sind im Ganzen
hochstens endlich viele Zahlen n,, <O firc=1,2,... und 0 < xg) < 7).

XX

Umgekehrt seien nun die Bedingungen des Hilfssatzes 10 an die Zahlen
Mo erfiillt. r sei ein beliebiges Element von R,. Fiir ¢ = 1, 4,, ..., ¢, existieren
also endlich viele Moy, < 0. Weiter existieren die ganzen teilerfremden Zahlen
u,v >0 so, dal w.r, = r,=v.r fur ein geeignetes Element r, ist; seien
v=ppp}...p} mit f, fir m=1,2,..., 0 natirlich, und u = pjpj ...
... piw’ mit (w', p;)) =1 und e, = 0 fiir m =1, 2, ..., l. Ich behaupte nun,
daB fiir alle o,y mit 7 + 2, bein = 1,2, ..., kund mit ¢ + j, firm=1,2, ... 1
7 in Km(i) liegt. Vor allem gilt fir alle ¢ + 1, (n=1,2,...k) r e Ky,
also auch 7y ¢ K,,,. Dann allerdings folgt aus der Struktur der Kerne K,
der Homomorphismen Hagy daB 7 e K,m(i) fiir 4 £ 14, bein=1,2,...,k und
fiir ¢ + §,, bei m = 1, 2, ..., 1 ist. Fir die Indizes ¢ =1, mit n = 1,2, ...,k

und 4 # §, (m = 1,2, ..., 1) ist aber n,,, = 0 bis auf endlich viele Indizes «
und. also r, e K,, , 7o ¢ Ko, wnd re K, ; ferner existiert fiir die Indizes
1 =17, beim =1, 2 ... I zur natiirlichen Zahl

my; = max(l, f, —e, + 1) bei t=1,2,... 1

immer nur eine endliche Anzahl von Zahlen n,,, << g, d. h. es ist im Ganzen
7 non € Km“‘ nur fiir endlich viele Indizes «x(; bei ¢ = 1,2, ... und 0 =< x) <
< 7(s); mit anderen Worten: (28) ist erfiillt. Damit ist der ganze Beweis des
Hilfssatzes 10 beendet.

Nun bleibt noch ein ahnlicher Hilfssatz iiber die Homiomorphismen der
Gruppe Go(p”) (0 = & < 7) in die Gruppe >’ G4(p”) zu beweisen.
0<F<s
Hilfssatz 11. »,, sei ein Homomorphismus der Gruppe Go(p*) (0 S ox<71)in
die Gruppe G4(p*) (0 = B < 1); K,p sei der Kern von #.5. Dann ist fir ein
festes x (0 = x < 7)
G ,
N Koy = G,(p°) (32)

0=f<y
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dann und nur dann, wenn in der wsomorphen Darstellung der Homomorphismen

%ap durch ganze p-adische Zahlen T, = (i3°, 43", ..., 430, ...) zu einer beliebigen
natiirlichen Zahl my alle Zahlen 11,5 bis auf endlich viele die ersten my, Kompo-

nenten 57,137, ..., 030 gleich Null haben.*®)

Beweis. Setzen wir zuerst (32) voraus und es sei ein natiirliches m, gegeben.
Aus (32) geht hervor, dafl die Erzeugende g;, ¢ Go(p™) nur in endlich vielen
Kernen K,; (fir g = By, fs, -.., fi) nicht enthalten ist, d. h. aufler dieser
endlichen Anzahl haben alle p-adischen Zahlen 11, (fiir 8 &= £, f,, ..., B also)
in der Darstellung (24) and den ersten m, Stellen Nullen.

Wenn vmgekehrt die Voraussetzung iiber die Form der p-adischen Zahlen
11,4 erfiillt ist, so geniigt es zum Beweis von (32) zu zeigen, daBl jede Iirzeugende
gneG (p°) (m=1,2,...) in allen K,, fiir 0 =< <7 bis auf endlich viele
Indizes f liegt. Das ist allerdings klar.

Und nun koénnen wir schon ein wichtiges Ergebnis aussprechen, das eine
Anwendung des Satzes 6 ist und dessen Beweis die in diesem Paragraph ent-
haltenen Aussagen bilden.

Satz 9. Sei C eine vollstindige Gruppe von der Form (14). Dann ist ihr Endo-
morphismenring R(C) mit dem Ring O, der quadratischen Matrizen C = (c,z)
des Grades v = 1) + Tq) + -+ + Tw) + ... mit der gewdhnlichen Addition
und Multiplikation isomorph. Dabei ist

fir 0 < o <7y, 0 = f < 1 Cup eine rationale Zahl,

fir 0 = a <), Te-n = < T (0 =1,2,...) cyup eine pi-ddische Zahl,

fir vy = o < T, Ta—n = < Tp» (0= 1,2,...) c,p eine ganze p;-adische
Zahl und jedes andere c,z gleich Null.

Jede Matrix von O, enthdlt fir ein festes x, 0 < x << 1(y) nur endlich viele von
Null verschiedene rationale Zahlen und endlich viele nichtganze p;-adische Zahlen
(¢ =1, 2,...). Weiter existieren fiir ein festes x, 0 < o << tyund 1(;_) = p < 1y
(t=1,2,...fest) und fir ein festes o, 1) = & 2u jeder natirlichen Zahl m,
nur endlich viele ganze p;-adische Zahlen 11%5, deren Darstellungen durch die
Folgen (24) an den ersten m, Stellen nicht lauter Nullen haben.

Beweis. Der Beweis folgt offenbar sofort aus den Sitzen 6 und 8 und den
Hilfssitzen 10 und 11. Nach dem Satz 6 existiert ndmlich ein Isomorphismus
des Ringes R(C) mit dem Ring der quadratischen Matrizen, deren Elemente
die Homomorphismen #,; der einzelnen direkten Summanden der Gruppe C
in die iibrigen direkten Summanden dieser Gruppe sind; dabei gilt fiir ein
festes «, 0 = & <<, fiir die Kerne K, ; dieser Homomorphismen die Beziehung
(10) (wo G, entweder R, oder G, (p;°) ist). Nach dem Satz 8 bekommen wir
die Darstellung dieser Homomorphismen durch rationale und p;-adische Zahlen

48) Ubrigens folgt daraus schon, daf fiir ein festes & hochstens abzihlbar viele IT, g0
sind.
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(t=1,2,...); die Hilfssitze 10 und 11 bestimmen weiter die Bedingungen
fiir p;-adischen Zahlen in den Matrizen C = (c,4) des Ringes O,. Es ist ersicht-
lich, daB ¢,; = 0 fiir 1) = v, 0 =< f < 1) i8t. Fiir 0 =< x <790, 0 < B < 7)
kann allerdings c¢,; eine von Null verschiedene rationale Zahl sein; diesen
rationalen Zahlen entsprechen diejenigen Homomorphismen der Gruppe R,
in die Gruppe Ry, deren Kerne trivial sind. Da nach (10) ﬁ K.z = R, fur

0<pB<v»
jedes feste o, 0 =< x << 7(q) ist, so kann fiir jedes feste x nur eine endliche An-

zahl dieser rationalen Zahlen von Null verschieden sein, sonst anders offenbar

Ry

N K.z = 0 wire.
0sp<v )

Umgekehrt ist ersichtlich, dafl jeder Matrix C = (c,;) aus O, eindeutig ein
Endomorphismus der Gruppe C entspricht. Damit ist der ganze Satz 9 bewiesen.

Bemerkung 11. Beachten wir noch die Operationen mit den Matrizen
C = (cyp). Das Addieren bereitet keine Schwierigkeiten, beim Multiplizieren
allerdings konnen unendliche Summen p;-adischer Zahlen vorkommen; auf
Grund der beschriebenen Form der Matrizen C sind aber diese Summen
hochstens abzéhlbar und die p;-adischen Zahlen sind von spezieller Form.

Fiir von Null verschiedene Elemente c,;, 7() = « erhalten wir fiir das
Produkt zweier Matrizen

C=A.B mit AeD,, BeH,
formal den Ausdruck
Cap = D0aybyp = 2 [l 1liss
4 Ti-n=Y <T@
da aber die p;-adischen Zahlen aus derselben Zeile bis auf endlich viele an den
ersten m, Stellen (m, ist eine beliebige natiirliche Zahl) lauter Nullen besitzen
und da eine p;-adische Zahl durch Multiplikation mit einer beliebigen ganzen
ps-adischen Zahl diese Eigenschaft nicht verliert, so konnen wir leicht durch
endliche Summation ein beliebiges Glied der Folge von der Form (24) bestim-
men, mit der wir die resultierende p;-adische Zahl darstellen.
Ahnlich verhilt sich dies bei den Elementen c,; mit 0 < & < 7(). Sie haben
formal*die Form
Cap = D0abyp= 2 re L+ 2 TTulls-
y 0=y<t(y) Ti-n=v<T3)
Die erste Summe ist aber endlich und die zweite berechnen wir auf die gleiche
Weise wie im ersten Falle, da H;ﬁ eine ganze p;-adische Zahl ist und daher
die Eigenschaften der Zahlen | [, nicht aufhebt.

Wir geben hier zum Schlufl noch zwei besondere Félle des Satzes 9.

Korollar 3. Der Endomorphismenring der vollstindigen torsionsfreien Gruppe
R° des D-Ranges m ist mit dem Ring O, der quadratischen Matrizen C = (c,z)
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des Grades  isomorph, wo die Mdchtigkeit der Ordnungszahl v m ist, ¢,, rationale
Zahlen sind und fir ein festes « nur endlich viele c,5 + 0 sind.

Wenn die Gruppe R° den endlichen D-Rang m hat, dann ist thr Endomor-
phismenring R(R°) mir dem Ring aller quadratischen m-zeiligen Matrizen iber
dem Korper der rationalen Zahlen isomorph.

Korollar 4. Der Endomorphismenring der p-primdren vollstindigen Gruppe
G = > G (p™) ist mit dem Ring O, der quadratischen Matrizen C = (Cap) des

0sa<t
Grades © isomorph, wo c,p ganze p-adische Zahlen sind, wihrend fir ein festes
x und ein beliebiges natirliches my in der Darstellung durch Folgen (24) alle
Folgen bis auf endlich viele an den m, ersten Stellen Nullen haben.

Wenn speziell v = m endlich ist, d. h. G = > Gy(p™), dann ist der
m-1

[

Endomorphismenring R(G) der Gruppe G mit dem Ring aller quadratischen
m-zeiligen Matrizen iber dem Ring der ganzen p-adischen Zahlen isomorph.

5. Die Darstellung allgemeiner Ringe durch Matrizenringe

In diesem letzten Paragraphen werden wir die bisherigen Ergebnisse auf
die Theorie der allgemeinen Ringe anwenden, insbesondere auf die Ringe mit
Einselement. Es ist bekannt, dall jeder Ring R ohne Einselement in einen
Ring mit Einselement eingebettet werden kann; diese Einbettung kann allge-
mein auf verschiedene Weisen durchgefiihrt werden. In unseren weiteren
Betrachtungen werden aber die folgenden Einbettungen eine wichtige Rolle
spielen:

(I) Falls die Charakteristik des Ringes R ohne Einselement ¢ ist,*®) dann
bildet die Menge aller Paare (@, n), wo a e R und n eine ganze Zahl mod ¢ st,
einen Ring N,y der Charakteristik t mat Einselement, wenn man Addition und
Multiplikation durch die Gleichungen

(@1, y) + (@3, My) = (a1 + @o, Ny + M), }

33
(@1, M) - (@, 1) = (@, @5 + Mg - Ay + Ny . Gy, 7yN,)Y0) (33)

definiert. Die Null des Ringes R, ist das Paar (0, 0) und das Einselement das
Paar (0, 1), wihrend die Paare von der Form (@, 0) etnen mit R isomorphen
Unterring bilden, also Ry > R.

49) Unter der Charakteristik eines allgemeinen Ringes R ohne Einselement verstehen
wir die kleinste natiirliche Zahl k, fiir die k . @ = 0 fiir alle a ¢ R, falls eine solche Zahl exi-
stiert. Im entgegengesetzten Fall setzen wir die Charakteristik gleich Null. Siehe Ab-
satz 5 im [10].

50) @,a, ist das Produkt der Elemente aus R, n,.q, und n, . a, sind die natirlichen
Vielfachen der Elemente a; ¢ R und a, ¢ R.
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(IT) Die Menge Ry aller Paare (a, n), wo a € R und n nun alle ganzen Zahlen
durchliuft, bildet einen Ring der Charakteristik 0 mit Einselement (0, 1), wenn
man wn thr Addition und Multvplikation wieder durch (33) defintert. R ent-
halt im Simne des Isomorpismus den Ring R: R > NR.

Man sieht auch unmittelbar, daf im Falle der Charakteristik von R gleich
Null beide Konstruktionen zusammenfallen.5?) Wir beweisen zunichst fol-
gende zwei Hilfssétze:

Hilfssatz 12. Es set A die additive Gruppe des Ringes R ohne Einselement,
dessen Charakteristik t endlich ist: t = plpy ... pk, wo fir +=1,2,...,k
p; eine Primzahl und t; eine natirliche Zahl ist. Es sei v,(4) = m. Wenn wir
nun die additive Gruppe des Ringes R, mit A, bezeichnen, dann gilt:

Ist m eine unendliche Kardinalzahl, dann ist r,(Ay) = m, st m endlich,
dann ist rp(A) = m - k.52)

Beweis. Da, wie man sich leicht tiberzeugt,

k
A=A+ G@t), d.h. Ay=A4+ DGy
i=1

ist, erhalten wir

rp(dw) = rp(4) +rp(G() =m + k.
Wenn m unendlich ist, so ist allerdings m + & = m und der Hilfssatz ist
bewiesen.

Hilfssatz 13. A set die additive Gruppe des Ringes R ohne Einselement und A,
die additive Gruppe des Ringes R 2 R. Weiter sei rj(4) = m. Wenn m eine
unendliche Kardinalzahl ist, dann ist v,(A) = m, ist m endlich, so ist r;,(A ) =
= m 4 1.%)

Beweis. Ahnlich wie im Hilfssatz 12 iiberzeugt man sich leicht von der
Richtigkeit der direkten Zerlegung

Ay =4 + G(0);
es ist also
rp(d,y) = 1p(4) + 1p(G(0)) = m + 1.
Bei unendlichem m ist allerdings m + 1 = m, q. e. d.

Weiter wissen wir, dal jeder Ring mit Einselement mit dem Unterring
eines Endomorphismenringes irgendeiner Gruppe G, beispielsweise seiner eige-
nen additiven Gruppe, isomorph ist.>*) Im § 4 haben wir aber die Struktur
51) Sieh—e—'[;] und Absatz 18 in [10].

%2) Es ist allerdings r(4) = r(4,) = 0.
83) Dieselbe Behauptung gilt auch vom Rang der Gruppen 4 und 4 .

54) Siehe Kapitel 4, Absatz 1 in [5]. In diesem Buche ist dieser Unterring noch néher
durch die Menge solcher Endomorphismen charakterisiert, die mit jedem Element
einer gegebenen Menge von Endomorphismen kommutativ sind.
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des Endomorphismenringes einer vollstindigen Gruppe beschrieben, sodafB
wir auf Grund des Satzes 5 und der Hilfssitze 3, 4 und 6 folgendes Ergebnis
erhalten:

Satz 10. Der Endomorphismenring R(G) der Gruppe G ist isomorph mit dem
Restklassenring eines geeigneten Unterringes des im Satz 9 beschriebenen Matrizen-
ringes O,, wobei v eime Ordnungszahl ist, deren Michiigkeit dem D-Rang der
Gruppe G gleich ist. Dabei ist die Mdchtigkeit der Ordnungszahlen vq) und ;)
fur ©=1,2,...,n, ... der Reihe nach dem Rang r(G) der Gruppe G und den
D-Ringen der ps;-primiren Komponenten P, der maximalen periodischen
Untergruppe P der Gruppe G gleich.

Wenn G torsionsfrei ist, dann ist R(G) (bis auf einen Isomorphismus) ein
Unterring von 9, R(GF) CO,; in diesem Falle sind auch die Elemente der
Matrizen aus O, nur rationale Zahlen.

Jeden Endomorphismenring bekommen wir also durch die Bildung von
Unter- und Restklassenringen aus den bekannten Matrizenringen O,. Die
Frage, wie man diese Aussage umkehren konnte, — d. h. die Frage welche
Unter- und Restklassenringe es sind, die Endomorphismenringe darstellen, —
ist vorldufig ein offenes Problem.

Die Bemerkung, die sich auf die Beziehung zwischen den Ringen mit Eins-
element und den Endomorphismenringen bezieht, bringt dann mit dem Satz 10
eine Beschreibung der Ringe mit Einselement.

Satz 11. R ses ein beliebiger Ring mit Einselement. Dann findet eine der
folgenden Méglichkeiten statt:

(I) N est bis auf einen Isomorphismus ein Unterring des vm Satz 9 beschriebe-
nen Ringes O,, oder

(IT) es ewistiert ein Unterring O, C O, wund ein nichitriviales zweiseitiges
Ideal M c O, so0, daf R bis auf einen Isomorphismus ein Unterring des Rest-
klassenringes O, /M ist.

Die Mdchtigkeit der Ordnungszahl v ist gleich dem D-Rang der additiven Gruppe A
des Ringes R und die Mdichtigkeiten einzelner Ordnungszahlen ;) fir ¢ = 0, 1,
2, ..., M, ... sind der Reihe nach durch den Rang der Gruppe A und die D-Ringe
der ps-primiren Komponenten der maximalen pertodischen Untergruppe dieser
Gruppe A bestimmd.

Wenn die additive Gruppe des gegebenen Ringes R torsionsfrei (bzw. p-pri-
mir) ist, dann ist die Form der Matrizen des Ringes O, durch den Korollar 3
(bzw. Korollar 4) beschrieben.

Als unmittelbare Folgen der Séitze 10 und 11 fithren wir noch die beiden
folgenden wichtigen Sétze an.

Satz 12. Fiir etnen beliebigen Ring R mit Hinselement, dessen additive Gruppe
torsionsfres und vom D-Rang m ist, gilt bis auf einen Isomorphismus R € O,, wo
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die Michtighkeit der Ordnungszahl © gleich m ist und O, der im Korollar 3 be-
schriebene Matrizenring ist. Wenn also der Ring mit Einselement eine torsions-
freie additive Gruppe des endlichen D-Ranges m hat, so ist er im Sinne des
Lsomorphismus ein Unterring des Ringes der quadratischen m-zeiligen Matrizen
iber dem Korper der rationalen Zahlen.

Satz 13. R ses ein beliebiger Ring mit Einselement, dessen additive Gruppe A
den endlichen D-Rang r,(4) = m hat. Seien

r(4) = my, I‘D(Pi,) =m; furj=1,2,..,Fk,
wo P alle nichitrivialen p;-primdren Komponenten der maximalen periodischen
k
Untergruppe P der Gruppe A sind, d. h. m = > m;.
=0

Wenn wir den in Satz 9 beschriebenen Ring der m-zeiligen Matrizen mit 7,y =
=my und vy =m; fir j =1,2,.... k und mit den @brigen ;) = 0 mit O,
bezeichnen, dann existiert ein Unterring 9, C9,, und ein zweiseitiges Ideal
M in O, sodaf bis auf einen Isomorphismus R C O,,/M ist. Wenn speziell
die additive Gruppe A des Ringes R p-primdr ist, dann ist O, der Ring aller
m-zeiligen Matrizen iber dem Ring der ganzen p-adischen Zahlen.

Zum Schluf} sprechen wir noch einen Satz aus,%5) der uns die Beschreibung
der allgemeinen Ringe liefert, und der eine Folge der anfangs § 5 gemachten
Bemerkung sowie der Hilfssitze 12 und 13 und der Sétze 11, 12 und 13 ist:

Satz 14. R sei ein beliebiger Ring. Dann g¢ilt bis auf einen Isomorphismus
entweder,

(I) dafp R ein Unterring des im Satze 9 beschriebenen Ringes O, ist, oder

(IT) daf ein Unterring O, C 9O, und ein nichttriviales zweiseitiges Ideal M tn
9. so existiert, dap R C O, /M ist.

Wenn dabei die additive Gruppe A des Ringes R den unendlichen D-Rang
m hat, so ist die Mdchtigkeit der Ordnungszahl v gleich m. Wenn insbesondere A
torsionsfres ist, dann gilt im Sinne des Isomorphismus R C 9O, wo O, der im
Korollar 3 beschriebene Matrizenring ist. Wenn die additive Gruppe A des Rin-
ges R den endlichen D-Rang r,(A) = m hat, dann gilt far die Ordnungszahl
v die Gleichheit v = m + 1, und die Form der Matrizen aus dem Ring 9,,., ist
bis .auf den folgenden Unterschied im Satz 13 beschrieben: Wenn die Charakte-
ristik des Ringes R eine Potenz der Primzahl P, 1st, 18t entweder Tty = my + 1
oder (i) = My, -+ 1, in den iibrigen Fillen dann tg) = my + 1.56)

%) An dieser Stelle kénnten wir eine Reihe entsprechender Sitze formulieren.

%) Wenn wir im Falle einer endlichen Charakteristik im Allgemeinen die Darstellung
des Ringes R durch Matrizen, deren Elemente nur p;-adische Zahlen sind,-aufrechter-
halten wollten, wiirde uns der Grad der Matrizen zu sehr steigen.
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PesoMme

HOJIBIIA 9HIOAOMOP®I3MOB ABEJIEBBIX I'PVIII 11 IIPEN-
CTABJIEHUE HOJIEL IIPU IIOMOHIIM MATPUYHBIX HOJIEIL]

BJIACTUMIJI [JIAB (Vlastimil Dlab), IIpara.
(ITocrynuio B pemaxumio 21/V 1956 r.)

Ilenpio Hacrodmeir paboTHl ABJsIETCS HCCIETOBAHUHE CTPYKTYPH KOJIBIA
9H[,0MOP(HA3MOB IPOU3BOJILHOI abeseBoil IPYNNE M IPUMEHEHHe DOIYYeHHBIX
pesyabpTaToB K 00uieil Teopuu Koien. B pafore aBrop mocaeT0BaTENbHO IOJIb-
3yercs nouarnem D-panra abesieBoil Tpymnusl, Koropoe oH BBel B [3]. Beaxywo
aesieBy Tpynmy (f MOMKHO, KAK U3BECTHO, MOIPY3UTh B MUHIMAIBHYIO HOIHYIO
abesneBy rpymmy G, KOTOpyio HazoBeM noamsim samuikanuem epynny: G. Mocne
BCTYNHUTEIbHBIX 3aMEYaHmii IepeHOCHT aBTop TeopeMoil 5 B § 2 BOIPOC CTPyK-
TypHl Koibna supoMopduamo R(G) rpynnsr G HA BOIPOC CTPYKTYPHL KOJBIA
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sumomopdusmon R(GF) nomuoro samsikannsa G. I[as aroil mean apTop ofparmmaer
BHAMAaHMe HA TDPH MHOKECTBA JHIOMOD(H3MOB, OmpefelleHHHe rpynmoi G
u Karoid-HnOyxab ee moprpynnoi H C @G-

(I) na nodroavyo R(G; H) korvya R(G) mex sndomopgusmos e, daa Komopuix

He C H,
(II) na dsycmopornuii udear M(G, H) 8 R(G; H) mex sndomoppusmos e,
Ous komopex He = 0 u

(ITI) na dsycmopounuii udear N(G, H) B R(G; H) mex sndomopgusmos &,
Oas Komopex cnpasedauso omuowenue Qe C H .

ITpu momomu KOHCTPYKIME IOTHON rpymmel G°, GQ° 2 G 2 @ aBrop moKa-
3pIBaeT TeopeMy 5.

Teopema 5. Koavyo sndomopgusmos R(G) epynnw G usomopgpno darmop-
koavyy Koavya R(G; Q) ecex sndomopPusmos € noanozo samvikarus G, das Ko-
mopwx Ge € @, no udeasy M(G, G):

R(&) =~ RG; F)/MEG, 6). (5)

Ecau, ¢ wacmrnocmu, G asasemcs epynnoti 6es kpyuenus, mo M(G, @) = (0).

onnoe onmcannme Koubma saAoMOpPI3MOoB R(G) TMOIHOTC 3aMBIKAHMA IIOTOM
naHO Teopemoil 9 B § 4.

Teopema 9. ITycmov noanas abesesa epynna C npedcmasaena ¢ sude npamoi
cYMMbl
c= > R., + > Go (p7) + ... + > Go,(P7) + ... (14)
0= (0)<7(0) 0=am<Tu) 0= op<r
Tozda ee roavyo smdomopgpusmos R(C) usomopduo koavyy O, Keadpammbix
smampuy C = (c,p) nopadka v = vg + T + ... + T + ..., 20e 0Oua
0 =& < 7(p), 0= B << 7(p) Cap — PAYUOHAABHOE UUCAO, 048 0 = & < T(q), T(s—1) =
SR <t (=1, 2, ...) Cup — P;-a0udeckoe 4uca0, 048 T(;_3) = & < T(y), T(i—1) =
Sh<tpy(i=1,2, ...) cp — yeaoe p,-aduueckoe 4uCi0 U 0CMALbHbIE Cpp = 0,
¢ 00BIUHBIMU 04 MAMPUY ONPEOeACHUAMY ONEPAYULL CIONCEHUL U YMHONCCHUS.
IIpu amom Oas pukcuposarnozo «, 0 = & < T(y) CPeOU Cyup HATOOUMCS MOALKO
KOHEUHO0e YUCAO HEHYAELLL PAYUOHALLHLIY HUCEN, KOHEUHOE HUCAO HeYeablT
piaduveckux wucea (i =1,2, .. udasti_p = p <19y (1 = 1, 2, ... Purcu-
posunmoe), Kak u 04 GUECUPOBAHHO0 &, T(g) = &, Cyujecmeyem 04 NPou3soLb-
H020 HAMYPAAbHO20 YUCAGL M, MOALEO KOHEUHOE YUCAO YeAblE P;-A0UUeCKUT
wucen | |1 makux ,umo 6 ux npedcmassenuu npu nomowu nocaedosamensrocmei
suda
(jl’ jZ’ A jm ), jn+1 = 7n(m0d P"), 0 é 7” < pn’ n = 17 27 (24)
Hekomopulll kKomnouewm j,(n = 1, 2, ..., my) Heryaesol.

OTCIOlIa JIETKO BRITEKAIOT cJieficTBUe 3 U ciefcTBue 4.
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CaemerBue 3. Koavyo sndomopduamos noaroii abenegoil epynnot 6e3 kpyuerus
R° D-panza m usomopgno koavyy O, weadpamuwz mampuy C = (Cqp) Nopadka
7, 20e Cup — DAYUOHAAbHBIE UUCAA, 04 PUKCUPOEAMH020 & MOALEO KOHEUHOE
qucao Cup =F 0 u mowrocms nopadkosoeo wucaa T ecmv m.

Ecau epynna R° koneunozo D-panza m, mo koavyo R(RP) ee andomopdusmos
u30MOPPHO KOALYY 6Cex KEAODAMHBIL MAMPUY ROPAOKA M HAD NOAEM PAYUOHALD-
HbIT 4UCen.

Cxencrsue 4. Koavyo sndomopgusmoe p-npumaproii abenegoii epynnot

G = 3" Gu(p”)
0<a<t
u3omopPro koavyy O, keadpamuux mampuy C = (Cup) NOpadkat, 2de Cup — yeaste
p-aduueckue wucaa, npuvem 048 PUECUPOBAHH020 & U 4106020 HAMYPALLHOZ0 Mg
umerom ece IMu p-adudeckue YUCAQ, KPOME KOHEUHO020 YUCAQ, 8 NPEICMABACHUY
npu nomowu nocaedosamenvrocmets (24) ece Komnonenmet j, (n = 1, 2, ..., m;)
Hyaesule. (

Ecau, 6 wacmunocmu, v = m Koueuno, m. e.

G= 3 Gp,

i=0,1,...,m 1

s

mo koabyo sndomopgdusmos R(G) epynnw G usomopro koavyy ecex Keadpammuuiz
MAMPUY, NOPAOKA M HAO KOALYOM Yeablk P-AOUNECKUL Yucen.

IlokasaTennpeTBO TeopeMsl 9 ONUpaeTcs Ha BaKHBIA pesynbrar § 3, a MMeHHO
Ha TeopeMy 6, KoTopas sBisgerca obobmeHmeM TeopeMmsl Humiuan (cm. [6]).
B 1o Bpema kaxk 3. M. HumKknHa orpaHmdYmBaeTcd IPH H3yYeHHWH KOJIbIA
5HIOMOPPHU3MOB TPAMON CYMMBI TIPYNI KOHEYHOH HpAMOH CYMMOH, aBTOp

0606maeT €e pe3yJbTaT BBEJEHHEM HOBOI'O NOHATHA IICeBJOIEpeceYeHHsa Ha
G

GGCKOHe‘lHyIO IIpAMYIO CyMMY. Hceeaonepeceuenue.u D = -ﬁK,y cucmembslt
ded

(K 3)seq nodepynn K C G B epynne G on HazpiBaer noxrpynny D C G, xotopas
COCTOMT M3 TeX BJIEMEHTOB IpyHmsl (f, KOTOpbHle, KpOME KOHEYHOTO Ymcila WH-
IeKcoB 0, JesKaT BO Beex monrpynnax K ;. Teopema 6 Tornma yTBepsxmaer:

Teopema 6. [Tycmb» G = Z' G,. Ecau mbi 0603HauM uepes O, MHONCECMEO 6cex
0sa<z

keadpammupix mampuy (%,5) NOPAOKA T, 20€ %,z — 2omomoppusm epynne G, 6 epyn-
ny Gy, npuuem Oas Kaxcdozo gurcuposannozo x aopa K,z c G, omomopdusmos
%qop YO06AEMEOPAIOM OMHOUEH IO

Ga
ﬁ I{aﬂ = Ga ’ (10)

0<p<T

*) HeoGxoguMO, KOHEYHO, JOI'OBOPHTHCH, KAaK IIOHNMATh BOBHUKImUE GecKOHeYIILe
cymms. CMm. cTp. 522.
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mo amo Mroycecmeo O, ¢ 06vUHHMU 0% MAMPUY ONPedeeHUIMU ONepayuil
CAOMCEHUS U YMHOMCEHUR™) 06pasyem koavyo U R(GF) ~ O,.

Mocnepuwii § 5 mocBAIeH DPYMEHEHHIO Pe3yJIbTaTOB TEOPHHU KOJeIl HHIO-
MOP(QU3MOB K TeopHE OOIIUX KoJel u Kojen ¢ efuuuneii. [Ipencrasnenne srmx
KoJlen Ipy TOMOIY MaTPUYHEIX KOJIeIl OIMCLIBAIOT TeopeMsl 11, 12, 13 n 14.

Teopema 11. IIycms R — npoussoavroe koavyo ¢ edunuyeii. Toeda umeem
MECMO MOAbEO O0HA U3 CACOYIOWUT 603MONCHOCMEL:

(I) R ¢ mounocmoio do usomopgusma aeagemes nOOKOABIOM EObAYA D,, ONUL-
carno20 meopemoit 9, uau

(ID)eywecmeyem nodxroavyo O, C O, u nenyaesoii udear M c O, makoswt, wmo
R ¢ mounocmuvio 0o usomopgusma seasemcs NOOKOALYOM Harmop KOabYa
O,/M.

Mowmocmv nops0kosoeo wucaa v paguiemes npu amom D-paney addumueroil
epynnot A roavya R, u mowmnocmu omoOeabHHT OPOUHANBHVE 4uces Ty (I =
= 0,1, 2,...) nocmenenno onpedesenst pamneom amoil addumueHol epynnv
u D-paneami p;-npumaprux KOMNOHERMOs nepuoduucckoil wacmu epynnut A.
Ecau ad0umusnas epynna dannozo roavya R 6e3 kpyuenus (wau mce p-npu-
mapuas), mo eud mampuy roavya L, onucar 6 caedcmeuu 3 (uan e 6 caed-
cmeuu 4).

Teopema 12. [as npoussoavrozo Koavya R ¢ edunuyeil, addumusnas epynna
komopoeo 6es kpyuenus D-pamea m, coasacmo usomopgusmy cnpasedauso om-
nowenue R C O, ede mowrocmv ROPAOK0B020 YUCAA T eCMb M U £, — MAMPUY-
HOe Koabyo, onucanmoe ¢ caedcmeuu 3. Hmar, ecau koavyo ¢ edunuyeil umeem
addumusnyio epynny 6e3 kpyuenus koweunoeo D-pamea m, mo ¢ MOUHOCNBIO
00 usomoppusma a6a%emcs NOOKOALYOM KOABYA KBAOPAMHBIL MAMPUY NOPAOKA
m, INEMEHINAMU KOMOPULIL CAYNCAM PAYUOHALbHbIE HUCAA.

Teopema 13. ITycmv R — npoussoavroe Koavyo c edunuyeti, D-pane addumus-
now epynnst A komopoeo koneuen rp(A) = m. Ilycmv r(A) = my, r,(P;) =
=m; 0aa j=1, 2,...,k, ede P; — 6ce nempusuasvnyie p; -npumaprele KOMno-

L

Henmat nepuoduneckoii wacmu P epynnst A, m. e. m == > my.
ji—o

Ecau mvr 0603nanum wepes O, KoAbYO M-CMPOUHBIL MAMPUY, ORUCAHHOE MEoPe-
Moti 9, 2de Tty = my, Ty = My, ousnj =1, 2, ..., kuocmasvnvie ;) = 0, mo
cyuecmeyiom  nodkoavyo O, C 9O, u dsycmoponnuii udeas M 6 O, mar,
4mo ¢ mounocmwio 00 usomopguama R C O, /M.

Ecau, 6 wacmnocmu, addumusnas epynna A xoavya R — p-npumapnas, mo
O ABAACMCR KOLLYOM 8CET M-CMPOUHBIL MAMPUY HAO KOLLYOM Yeavlr p-adu-
4eckux wuces.

Teopema 14. IIyemy R — npoussosvroe Koavyo. Toeda ¢ mournocmvio do uso-
Mmopdusma cnpasedauso ymeepmcoernue:

522



(I) uru R asasemes nodroavyom Koavya £, onucanmoeo meopemoi 9,

(II) wau cywecmeyiom nodroavuo O, C O, u Henyaegoil udean M c L. mak,
umo R C O /M.

Ecau npu smon D-panz m addumuenoii epynnot A woavya R Gecroneuwern, mo
MOWrOCmY  nopadkosozo wucaa v ecmv m. B wacmmocmu, eciu addumusnas
epynna A Oes kpyuenus Geckoneursoeo D-panza m, mo ¢ mounocmvio do usomop-
Pusma R C O, ede O, — mampuunoe KOO, onucannoe 6 cacdcmeuu 3. Ecau
D-pane addumuenoii epynnw A woavya R roneuen rp(4) = m, mo das nopsao-
/08020 WUCAG ¥ CNpacediuso pasencmeo v = m + 1, u mampuy KOAbYQ
O yq UMetom 6ud, onucanmuiii meopemott 13, ¢ moit auww pasnuyei, wmo ¢ cay-
uae, koeda raparmepucmura koavya R pasna cmenenu npocmozo wucaa Py, mo

uAu Ty = my + 1, uau Ty = ml-]“ + 1, 6 ocmasvnwz cayvasx T(o) = my + 1.
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