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Yexocroranenii MaTeMaTHIeCknii KypHax, T. 7 (32) 1957, lipara

DETERMINATION DU TYPE DIFFERENTIEL
. D’UNE COURBE DE L’ESPACE A DEUX,
TROIS OU QUATRE DIMENSIONS

EDUARD CECH, Prague.
(Regu le 2 mai 1957.)

Une courbe C de l'espace euclidien E, étant donnée moyennant
les coefficients des formules de Frenet on se demande quelles sont
les classes différentielles du point mobile de C, de la tangente, du
plan osculateur ... pour tous les choix possibles du paramétre dont
dépend la position du point mobile de C. Le Mémoire présent donne
la résolution compléte de ce probléme pour n = 2, n = 3 et n = 4.
Les résultats relatifs au cas n = 3 ont été énoncés dans une com-
munication lue au Congrés de Bucarest juin 1956.

1. Introduction. La notion de classe (différentielle) d’une fonction f = f(¢),
désignée par cl f, peut étre définie comme suit: cl f = 0 veut dire que f est
continue; clf =1 veut dire que la dérivée f'(f) existe et est continue;
clf =7+ 1 veut dire que clf =7, on a ¢l f = oo si ¢l f = r pour chaque
rnaturebonaclf=r(=0,1,2,...)silonaclf =7 larelationecl f =r 41
étant fausse. Ceci définit la classe de chaque fonction continue scalaire; la
classe d’une fonction vectorielle est la valeur minima des classes de ses com-
posantes.

Je considére dans ’espace £, une courbe C lieu du point mobile X = X(t).
Je dis que C est réguliére (et que le paramstre ¢ est régulier) si cl X = 1 et 8'il
existe un systéme orthonormal de vecteurs e, =e,() (¢ =1,...,n) et un
systéme de fonctions scalaires K; = K,f) (j =0,1,...,n — 1) tels que
cle; =1,cl K; = 0, K; #+ 0 pour chaque ¢, et qu’on ait les formules de Frenet

dXx
=K, L
de de
_d,—tl = Klez’ d—; = — K,e, +K2€3, veey
e de, (1.2)
i = - Kn—zen—z + Kn—-len T = - Kn—le -1
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(Pourn = 2, les (1.2) sontd—d? = K,e,, dTetz = — Klel.) La courbe C posséde
alors pour chaque ¢ une tangente 7';, un plan osculateur 7, ..., un E,_,

osculateur 7',_; qui sont tous (ainsi que le point X) de classe = 1.
Les hypothéses que nous avons faites sur la nature de C sont vérifiées en
particulier si cl X = n et si
dX 42X d"X
—_— = e 0
[ & aE T de ] +
pour chaque ¢; dans ce cas particulier, on a ¢l K; =n — j — 1 pour
0 =< j =<n — 1. Cependant pour notre but il vaut mieux ne supposer que
cl K; = 0. Remarquons aussi que nos hypothéses restent remplies en passant
a4 une transformée projective ou dualistique de C.
L’objet du Mémoire présent est I’étude de la classe différentielle de la courbe
C qui est par définition la suite finie
(el X,elTy,...;cl T, ;). (1.3)

Les propriétés suivantes de la suite (1.3) sont aisées & prouver. Si un terme de
(1.3) est 0o, tous les termes sont oo; ce cas banal sera exclu dans ce qui suit. La
différence de deux termes successifs de la suite (1.3) ne peut avoir qu’une des trois
valeurs 0,1, —1; nous nous servirons & maintes reprises de cette propriété
importante. Il est aussi évident que
cl T; = min (cl e, cl[Xe,]),
cl T, = min (cl[e,, e,], cl[Xe,e,]) ,
.......................................... (1.4)
el T,_, = min (cl{ese, ... e, ], cl[Xeqe, ... €,,]) ,
clT, , =min (cle,, cl X .e,).

La classe différentielle (1.3) dépend du choix du parameétre régulier . Si
T = 7(t), t étant un paramétre régulier, alors 7 est un paramétre régulier si et

. d . .
seulement si cl 7(t) = 1 et, en outre, a—: #+ 0 pour chaque ¢. On voit sans peine
si, pouf un choix particulier du parameétre régulier £, on a

max(cl X, el 7Ty,..,cl T, ;) =m,

alors la classe (1.3) reste inaltérée en passant a une autre paramétre régulier v st
et seulement si cl t(t) = m. K

Ceci étant, considérons les parameétres réguliers distingués
s= [K,dt,0, = [K,dt,...,0, ;= [K, ,dt (1.5)

qui sont manifestement indépendants du choix du parameétre régulier initial
¢t et dont on pourrait facilement énoncer des définitions géométriques. Il est
manifeste que les rapports mutuels des quantités K, K,,...; K,_, restent
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inaltérés en passant d’un paramétre régulier & un autre; en particulier, pour
t=sona
K,=1, K,=1Fky,...K, 1=k, ,,

ou k,, ..., k,_, sont respectivement la premiére, ..., (n — 1)-éme courbure de C;
pourt=17;,(1=¢t<=n—1)ona
1 i . . .
Kozk—, K, =1, K,-:% pour 0<j57=n—1,9%1.

On voit sans peine que le nombre cl X atteint sa valeur maxima pour t = s et
que, pour 1 < ¢ < n — 1, cl T, atteint sa valeur maxima pour t = o,.

11 est manifeste que, le paramétre ¢t étant donné, la classe (1.3) ne change pas
81 Uon transforme C moyennant une projectivité. Si (1o, 74, - .., Tn_y) €St la classe
de C, alors celle de ses transformées dualistiques est (7,_q, ..., T1, 7o)-

Si le choix du parameétre n’est pas préscrit, il convient d’introduire la notion
de type différentiel de C, ceci étant défini comme 1’ensemble des classes diffé-
rentielles relatives aux choix successifs t = s, t = 04, ...,t = 0,_,. Le type
différentiel n’est d’ailleurs pas toujours invariant envers les projectivités;
v. mon mémoire Classe différentielle des courbes. Section et projections
(& paraitre dans la Revue de Mathématiques pures et appliquées, Bucarest,
vol. 2, 1957).

Dans ce qui suit nous résoudrons, sucessivement pour n = 2, n = 3etn = 4,
en premier lieu le probléme de la détermination de la classe différentielle de C
(pour un parameétre régulier ¢ donné) en supposant connus les nombres cl K
(0 <7 =m— 1), et en second lieu le probléme de la détermination du type
différentiel de C' en supposant connues les classes des courbures k, ,..., k,_, en
tant que fonctions d’un parameétre choisi convenablement parmi les paramétres
distingués (1.5). Rappelons encore que nous passons sous silence le cas banal
ol les nombres (1.3) sont infinis.

2. Cas n = 2. Nous allons voir que, si
AKyt)=1r,=0, cK,({t)=r =0, (2.1)

alors on a
1) pour ro =7, +1: cl X)) =7, + 2, d Ty(t) =7, + 1,
(2) pour ry =ry + 1: Al X(@t) =7y + 1, cl T,(¢) = 7, + 2,
(3) pour ry=ry=r: cl X(t) =clT,@t) =r + 1.
Observons d’abord que des équations
%:Klez, %: — Kie,

on déduit tout de suite que cle; =cle, = r, + 1. Ensuite, 1’équation
dx

= Ko montre que pourr, =7, + lonacl X = r, + 2, tandis que pour
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7 =<7 on aclX =7, + 1. Pour en conclure la validité de I’énoncé, il faut
considérer encore les équations

d[Xe d[Xe

"dt’ll = K, .[Xe,], Jat'z] = Ky — K,[Xe,]
qui montrent que pour r, = r, on a cl[Xe,] = r, + 1, et pour r, < r, d’abord
cl[Xe,] =7, + 1, d’ou cl[Xe,] =7, + 2 (il faut encore tenir compte de ce
que cl T, = cl X +1).

La classe différentielle de C étant ainsi déterminée en fonction des deux
nombres (2.1), on détermine immédiatement le type différentiel en se rappelant
.que, pour { = s, on doit remplacer K,, K, par 1, k,, et pour { = o,*par 1|k, 1.
Donc, si cl ky(s) = r, et par suite aussi cl ky(o,) = 7, puisque o, = [k,(s) ds,
ona

pourt=s: clX=r—+4+2 ¢cl7T,=7r+1,

pour t =0 T =r+ 1, clTy=r+42. (2.2)
3. Cas n = 3. Détermination de la classe différentielle. Des équations
de de ) de
Ttl = Ke,, Ez= — Kie; + Koes, m:?: — Ky, (3.1)

on déduit que les classes différentielles des fonctions K, (), Ky(t) déterminent
celles des vecteurs e,(t), e,(t), es(t) selon le tableau suivant

K, K, €1 € €3
r r r+1|r4+1|7r+1
=r+41 r r+2|r4+1|r+1 (3.2)

r =r+1||r+1|r+1]|r42

En effet, les équations (3.1) montrent immédiatement que, dans tous les
cas, les classes de e,, e,, e sont =7 + let quecle, =r +2sicl K, =741
et cleg=r +2siclK, =7+ 1.
Ceci étant, on a
de de
——elat—zzKl, eaT;ZKz

d’olt on déduit que cl e, = r 4 1. Enfin, comme [e;] = 1, on a

de, de,

cl (—dT) = min(cl K, cle,), el (Tit—) = min(cl K,, cle,),

ce qui conduit aux valeurs de cl e,, cl e, indiquées dans le tableau (3.2).
Pour déterminer la classe différentielle de C il faut ajouter-a (3.1) 'équation

X _ ke, . (3.3)
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Comme e, =1, on a

cl (%) = min(cl K, cle,) . (3.4)
Posons encore
‘ X = xieq + @oey + w464 (3.5)
de sorte que
dx dz da
—d‘%:Ko“i‘lezs ”at—zz_le1+sz3, T;:_szz (3.6)
ainsi que
[Xeo] = wieg — @36y, [Xey] = — @pey + @30, Xeg = ;5. (3.7)

Ceci étant, posons cl K, = r, et considérons successivement les trois cas
indiqués dans le tableau (3.2). Soit d’abord cl K, = ¢l K, = r, de sorte que
cle;=cle,=-cleg=7r + 1. Selon (3.4) on a ¢l X = r 4 2 pour r, = r + 1,
cl X =7, + 1 pour 7, < 7. Pour r, =7, on a cl X =cle; = cle;, d’olt
cl[Xe,] =cl ey, cl Xe; = cleg de sorte que, selon (1.4), el 7, =cl T, = r 4 1.
Pour 7y, < r on déduit de (3.6) que les classes de x,, x,, 3 sont = r, 4 1; (3.6,)
donne alors cla, =7, 4+ 2 et (3.6;) donne clag =1, +2 si r=1r,+ 1 et
clag =7, +3 si r =7y+ 2. Comme cle;=r-+1, clT, = min(cl e, 2,)
[v. (1.4)], on obtient cl Ty, =17, + 2 pour r =71, + 1, el T3 =1, + 3 pour
r =1, + 2. De (3.7,) on déduit cl[Xe,] =7, + 2 et comme on a aussi
cle, =7y + 2,onobtientcl 7, =7, +2.0rcl 7T, =cl X + 1, el X =1, + 1,
d’ott el Ty = ry + 2 et par suite cl 7, <7, + 3, d’ot el T, = 7y 4+ 3 pour
r = 1, + 2. En résumé, on obtient pour r, = r + 1

dX=r+2, cdT;=7r+1, cdTy=r+1,
pour 7y = r

dX=r+1, cdT,=r4+1, cdTy=r+1,
pour r =1, 4+ 1

dX=r,+1, cdTy=7r+2, cdTy=1r,4+2,
pour r =7, + 2

dX=r+1, dly=r+2, cdTy=1r+3.

Passons au cas cl K, =741, cl K,=1r, de sorte que cle;, =1r 4 2,
cle,=cle;=1r -+ 1. Selon (3.4) on a cl X =7 -+ 3 pour r, =7 + 2,
elX =7,-+1 pour 7, <7 + 1. Pour 7, =7 on a donc cl X = cle, = cl e,
d'oht el Xeg =7 + 1, cl[Xe,] =7 + 1 et par suite cl[Xe] =r + 2, car
K, =r+1, dL);:_J_ = K,[Xe,]. Ceci donne [v. (1.4)]: pour ry = r 4 2

dX=7r+3, cdl,=7r+2, cdTy=r+41,
pour 7y =17 -+ 1
dlX=r+2, cdT,=r+2, cdTy=r+1,
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pour 7, =1
ClX:T-+1, ClT1=T+2, Cng:T—|—l,
Pour 7, < r on déduit de (3.6) que clz, =17, + 1, cla, >r, + 2 et
clag=r,+2sir=ry+1, clag=r, 4 3 si r =7 + 2; (3.7,) donne
cl[Xe,] = ry + 2. Faisant usage de (1.4) et en se rappelant que c1 7; < cl X + 1,
clT, <clT, + 1, on déduit que I'on a: pour r =7, + 1
dX=r 41, cdl,=r+2, cdTe=1r,+2
pour r =7, + 2
dlX=r¢r,+1, cdT,=7,+2, clTy=r1r,+3.

Soit enfin ¢l K; =17, cl K, =7 + 1, de sorte que cle, = cle, = r - 1,
clez=17r+ 2. Selon 3.4) onaclX =rf 2pourr, =741, clX =7+ 1
pour 7, = 7. Pour r, =r + 1 on a cl X = cle; > cle;, d’ou cl[Xe,] = cley,
cl Xe; = cl ey de sorte que (1.4) donne

dX=r+2, cdT,=r+1, cdTy=r+2.

Pour 7, = r les équations (3.6) montrent que les classes de x,, x, sont = r 4 1
et que clz; = r + 2; on a donc de nouveau cl[Xe,] = cle,, cl Xe; = cle, de
sorte que

cddX=r+1, cddT\=7r+1, cdTy=r+2.

Pour 7, < r on déduit de (3.6) que clz;, =7, + 1, cla, =7, + 2,
clz; =1, + 3; ensuite on déduit de (3.7) que cl[Xe] =1, + 2,
clXe, = r, + 3. Faisant usage de (1.4) et en se rappelant quecl 7', < el X +1,
clT, < T, + 1, on voit que pour 7, < 7
dX=r+1, cdl,=r+2, cdTy=1r,+3.
En résumant tous les résultats obtenus on arrive au tableau (3.8) qui ex-

prime la classe différentielle de C moyennant les classes de K, K,, K, (on
y a changé un peu la signification de la lettre 7). /

K, K, K, X T, T,
r r r r+1|r4+1|r+1
=r+1 r r r+2|r+1|r+4+1
r =r+1 r r+1|r+2|r+41
r r =r+1|r+1|r4+1|r+2
r 2r+1| r+41 r+1|r+2|r+2 (3.8)
r =zr+1|=r+2|r+1|r+2|r+3
=r+1 r =r+1ljr+2|r41|r+2
r4+1 | =r+1 r r+2|r42|r4+1
=>r+2|=2r+1 r r+3|r4+2|r+41
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4. Cas n» = 3. Détermination du type différentiel. Pour ¢ = s on doit rem-
placer, dans le tableau (3.8), les quantités K,, K,, K, respectivement par
1, ky, ko, o ky, k; sont la premiére et la seconde courbure de C. Ceci conduit
au tableau (4.1).

ky(s) ky(s) X(s) Tys)  Tus)

r r r+2|r+1|r+1
>r41 r r+3|r+2|r4+1 (4.1)

r =r+1j|r4+2|r+1|r42

Pour ¢ = o, on obtient le tableau (4.2).

ky(ay) .

ko) poy X@) Tie) Too)

r r r+1jr+2|r+4+1

r+1 r r+2(r+2|r+1
=r+2 r r+3|r+2|r+1 (4.2)

r—+1 r+1{r+2|r+2
r =r+2|r+1|r+2|r4+3

Pour ¢t = o, on a le tableau (4.3).

ko) B0 xG) Tie) Tye

ky(ay)
r r r+1(r+1|r+4+2
>r+1 r r+2|r+1|r+2 C(4,3)

r =r+1flr4+1|r+2|r4+3

Pour déterminer le type différentiel de C il faut combiner (4.1), (4.2), (4.3).
Comme

oy = [kyds, o= [kyds

on voit tout de suite que, le nombre » ayant la méme valeur dans tous les

trois tableaux, si une des quantités k,, & est de classe r ou de classe

key
25 %,
= r + 1 en tant que fonction d’une des trois variables s, o;, 0,, alors le méme
se produira si on la considére comme fonction d’une autre de ces variables,
ce qui n’est plus vrai si la quantité envisagée est de classe = r + 2 en tant
que fonction d’une des s, 0y, 0,. En tenant compte de cette remarque, on trouve
sans peine qu’on a pour le type différentiel de C les possibilités

A(T), B(T), 01(')‘), Cz(’"); Dl(r)s Dz(") (7’ =0, 1’ 2, -")

suivantes (en dehors du cas exclu de classes différentielles infinies):
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Cas A(r). Les fonctions k,(s), &4(s) ka(s) [ou bien k,(o0,), ky(0y) ky(oy) on en-

k(s
* kals) * kao1)

] sont de classe égale 4 r. Les classes différentielles de

o), ky(ay)
( 2) kz( )
C relatives a t = s, { = 0, t = o, sont données par le tableau (4.4).

core k,(ay), k

X T, T,

t=s | r+2|lr+1]rt1
t=o, | r+1|7+2|r+1 (4.4)
t=oy||r+1|r4+1|7r+2
Cas B(r). Les fonctions k,(s), ka(s) ou bien k,(o,), k(o) ou encore k,(c;),
key(s) ky(oy)

k(o)
ky(oy)
= r + 1. Les clasess différentielles de C relatives a t = s, { = 0y, t = 0, sont
données par le tableau (4.5).

] sont de classe 7, la fonction k.(s) [ou k,(o;) ou ky(o,)] est de classe

X T, T,
t=s ]|r—|—2 r+1|r+4+2
r+1|r+2ir+1
r+2|r+1|r+4+2

A (4.5)

t = o,

Cas C,(r). Les fonctions k,(s), ky(s) [ou bien k,(o,) ky(o,) ouencore k,(o,), ka(a,)]

k(o)
ky(oy)

k(01) sar B9 ais non par %1(5) 1 104 classes diférentielles de C' relatives
LACH) ky(os)’ ky(s)”

at=s,t= o0, t= c,sont données par le tableau (4.6).

sont de classe 7, la fonction -————= est de classe r + 1. [Il est permis de remplacer

X T, T,
t=s r+2|r4+1|r4+1
t=o,||7r+1|7r+2|r+2 (4.6)
t=o, || r+1 | r+2|7r+4+3
Cas Cy(r). Les fonctions k,(s), IcIES; [ou bien k,(o,), kl(( 1)) ou encore ky(ay),

k—ﬁl(ag)] sont de classe , la fonction k,(,) est de classe r -+ 1. [Il est permis de

ky(os)
remplacer k,(o;) par k,(s), mais non par k,(o,).] Les classes différentielles de
C relatives & ¢ = s, t = 0,, t = 0, sont données par le tableau (4.7).

606



X T, T,
r+3 | r+2|r4+1
r4+2|r+2|r4+1 - (4.7)
‘ t:azgir—}—l r+1|r+42
Cas D,(r). Les fonctions k,(s), k,(s) [ou bien ky(s,), ky(o,) ou encore k,(c,),
ky(o4)
ky(ay)

, mais non par

t=s

I = o0y

ky(0,)] sont de classe 7, la fonetion
ky(0y) k(%) ky(s)

ar e
o) P Tfor) Is(s)
C relatives & t = s, t = 0y, t = 0, sont données par le tableau (4.8).

est de classe = 7 4 2. | Il est permis de

remplacer

] Les classes différentielles de

X T, T,
t=s ‘ir—{—2 r+1|r+4+1
t=o, |r+1|r+2|7r+4+3 (4.8)
=0, ||r+1|7r4+2|7r+3

ky(s)

Cas D,(r). Les fonctions £,(s) [ou bien k,(a,), ZIEZI; ou encore k,(os,),
2\"Y1
ky(0,)

NCA) )] sont de classe r, la fonction k,(o;) est de classe = r + 2. [II est permis
2\Y2 .

de remplacer k,(c,) par k,(s), mais non par k,(c;).] Les classes différentielles
de C relatives & t = s, { = 0y, t = o, sont données par le tableau (4.9).

* kofs)

X T, T,
t=s r+3|r4+2|r+1
t=o0,|7+3|r+2|r4+1 (4.9)

t=o0,||r+1|7r+1|7r+2

5. Cas n = 4. Détermination de la classe différentielle. Partons des équations

de de de de
E;:Klez, Efz — Kye, + Koy, a‘f"——‘—Kzez‘l‘Kseu af: — Ksey;
(5.1)
posons ¢l K(t) = r; (¢ = 1, 2, 3), r = min(r,, 3, 73). 11 est manifeste que les
classes des vecteurs e, e,, €5, ¢, sont = r 4 1. Comme [e,| = [e3] =1, on a
cl ((—i(%) = min(r,, cley), cl (%%—‘) = min(ry, cl e;) . (5.2)
Par suite cle; = + 1 pour r;, =7, cle, =r + 2 pour r; > 1, cleg=1r 41
Codey o d
pour 7y =r,cle, =r + 2 pour 7, > r. Comme K; = — ela%-”,Kaz e4£’
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onacle,=7r -+ lpourr,=r,cleg=7r + 1lpourr,=7.Pourr, =7, =r <
<r,onauradonccle,=7r+1(=1,23,4).

Soit 7, = r, = r < r;. Nous savons déja que cle, = cle, = r + 1; comme

K,=— ez%;ti est de classe r, on a cle; = r 4 1, done cl (%) =

min(rg, 7 + 1) =7+ 1, d’ou cle, =r + 2.

Pareillement pour 7, > r = r, = r, on obtient cle; = r + 2, cle; =r + 1
pour ¢ = 2, 3, 4.

Soit 7, =7, 7, > r, r; > r. Nous savons que cle;, =cle, =r + 1,
cle, = r 4 2; comme cl(— Kye, + Kye,) =7+ 1, on a cle; =7 + 2. Soit

d’abord 7, =7 + 1. Alors (5.2,) donne cle, =7 4 2; comme e, %;3 = K,

est de classe r + 1, onacle; =7 + 2. Sil’'on a 7, = r 4 2, on aura cl(K,e,) =
>7r+2,cl Kyep =7+ 1, done cl(%):r—l— l,cle; =r 4 2, d’or

cl(K,e;) = r -2, cl e, = r + 3. On obtient done que pourr =r,, 7, =r + 17,

on a cle,=cleg=r+1, cleg=-cle,=r+42; pour r,=17r, r, =r+ 1,

rs=r-+2onacle =cle,=7r-41,cleg=1r+2,cle, =7r 4 3.
Pareillement on obtient que pour ry =17, r;=r+1 =<7, on a

cle, =cleg=1r+2, cleg=cle,=r+1; pour rg=r, 7, =7r 4+ 1,

F,=r+2onacle,=r+3clea=r-+2 cleg=cle,=1r 4 1.

Soit enfin r, =17, 1, =7+ 1, r3 =7 4+ 1. Alors cl(K,e,) = cl(Kqe3) = 7,

mais cl(K,e,) =r + 1, cl(Kgey) =7 + 1, done cl (%—?) =cl ((-1;73) =7,
cle,=cle;=1r—+1, dou cle; =cle, =7 4 2.

Nous avons ainsi vérifié le tableau suivant, excepté la derniére colonne in-
diquant la classe du bivecteur [e,e;] »

K, K, K, € 2 €3 es  [ee]
r r r r+1ljr+1ljr+1jr+1|r+1
r =r+1 r r+1lr+1jr4+1|lr+1|r42
r r =r4+1|r+1ljr+1jr4+1|r+2(r+4+1
=r41 r r r+2|r4+1jr4+1jr41jr41

r =zr+1| r+1 |[r+1|r4+1jr+2|r+2|r4+2 (53)
r+1 |[=2r+1 r r+2|lr+2|r4+1|r41|r42

r Zzr+1|Z2r+2|lr+1|r+1jr4+2|{r43|r42
=rt+2|=zr+1 r r+3|r+2|r+1|lr+1|r42
=r-41 r =r+1|rd+2jr+1jr4+1ljr4+2|r41
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Nous allons vérifier la derniére colonne de (5.3). Il est manifeste que
d[e,

cllee,] = r + 1, clle,es] = r + 1. D’autre part % = K,[e,e;] et |[ese;]| = 1,

d’ou cl (}[%1764 = min (r,, cl[e,e;]) done clfee,] = r + 1 pourr, = 7, cle.e.] =

> r + 2 pour r, = r + 1. Copendant on voit sans peine que cllee,] < cle; + 1,
clle,e,] < clleseqes] + 1 =cle, + 1. On a donc clee,] = r 4 2 dans tous les
cas du tableau (5.3) [dans le cas de la derniére ligne de (5.3) on a clfe,e;] = r + 1,
parce que r, = r].

Pour déterminer la classe différentielle de C, il faut ajouter & (5.1) I’équation

dd_)f = K, . (5.4)
Comme |e,| = 1,0na
cl (%) = min (7, cl e;) (5.5)
ou r, = cl K. Posons encore
X = zie; + o8, + 45 + 2404 (5.6)
de sorte que
%: K, + Kz, , (%2 = — Kz, + Ky, ,
%’ = — Ky, + Ky, , % = — Ky, (5.7)
ainsi que
[Xes] = xj[e 5] — ws[eses] — x4[eses] s (5.8)
[Xeies] = — woeq + 24¢5, (5.9)
Xey, = 24 . (5.10)
Remarquons aussi que
d[‘gfﬂ — K,[Xe,], ﬂ%—‘—%—] = K [Xese] . (5.11)

Nous allons considérer successivement les neuf cas du tableau (5.3). Soit
d’abord 7, = r, = r; = r, de sorte que cle; = cl e, = cl e; = cle, =cl[e,e,] =
=74 1. Selon (5.5) ona cl X =r +2pourry =7r 4 1,cl X = r, -+ 1 pour
7, =< r. Dans le cas r, = r, les classes de ¢, [e;¢,], e; sont au plus égales & cl X;
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on a donc dans ce cas ¢l 7', = cl T, = cl Ty = r + 1. Pour 7, < r on déduit
de (5.7) que cl; =7, + 1, cla; =7, + 2 pour ¢ = 2, 3, 4. De (5.8) on déduit
donc que cl[Xe,] = r, + 1,d’ot1 selon (5.11;) cl[Xe,] = 7, + 2 pour 7 = 7, + 1,
cl[Xe,] = ry + 2 pour r =7, + 2. Comme cle; = r 4 1, on a donc [v. (1.4)]
clT, =17+ 2 pour r,<r. De (5.9) on déduit que pour 7, <7 on a
cl[Xee5] = 7y + 2, d’olt selon (5.11,) cl[Xee,] =r, + 2 pour r =17, + 1,
cl[Xee;] = 7y + 3 pour r = r, + 2. Comme cl[e,e,] = » -+ 1, (1.4) donne que
pour 7 =7y +1lon acdly,=1r+2, et pour r =7, + 2, cl T, =7, + 3 et
donc el Ty =1y 4 3,carcl T, < clT,+ 1. Pourr =7, 4+ lonacle, =r,+ 2,
cl Xey =7y + 2 [v. (5.10)] d’otr [v. (1.4)] el Ty =7r + 2. Pour r =7, + 2 on
déduit de (5.7) que clx; =7y + 1, cl@xy =17, + 2, clxy =7, + 3 et clzy, =1, + 3
pour r =17, + 2, clax, =7, + 4 pour r =7, + 3. Comme cle, = r + 1, (1.4)
donne que cl 7’3 = 7y + 3 pour 7 = r, + 2, et pour r =r, -+ 3 on obtient
Ty =ry+ 4, dot clTy=1r,+ 4, car el Ty < el T, + 1.

Soit 1y =ry =7, r, =7 + 1 de sorte que (5.3) donne cle;, = r 4 1
(t=1,2,3,4), cllee,] = r + 2. De (5.5) on obtient que cl X = r -+ 2 pour
ro=r-+1, el X =17+ 1 pour r, <r. Pour r, =7 -+ 1 les classes de e,
[eqe,], €4 sont au plus égales & celle de X, de sorte que ¢l 7} = cl T3 = r -+ 1,
clTy,=r+ 2 d’aprés (1.4). Siry=r,on acle, = cle, = ¢l X et (1.4) donne
clT)=clT3; =7+ l;orpourr, = r(6.7)donneclz, =r + 1(: = 1,2, 3, 4),
ensuite (5.9) donne cl[Xees] =r + 1 et (5.11,) donne cl[Xee,] = r + 2, de
sorte que cl 7', = r + 2 d’aprés (1.4) et par suite ¢l 7', = r + 2, car
elTy, <eclT, + 1. Soit r, <r, (5.7) donne cla; =1, + 1, clz; =71, + 2
(¢t = 2,3,4). De (5.8) on déduit alors que cl[Xe,] == 7, + 1 et ensuite (5.11,)
donne que cl[Xe;] =7, + 2 pour r =1, + 1, cl[Xe] =17, + 2 pour
r =71, + 2; de (1.4) on déduit alors que cl 7', = r, + 2 pour r, < r. Toujours
pour 7y < r, (5.9) donne cl[Xe,e;] = 7, + 2 et (5.11,) donne cl[Xe,e,] = 7, + 3,
dott clTy=1r,+ 3 et en fait c1 7, =17, + 3, car cl T, < cl T, + 1. Pour
r=1r,+1 on a cleg=ry4-2, cley; =7, + 2, dou clT;=r, + 2. Pour
r =1, + 2 on déduit de (5.7,) que clx, =17, + 3, d’ou el Ty = 7, + 3, car
cle, = r, + 3. Dansle casr = r, 4 3 (5.7) donne successivement ¢l x, = r, + 1,
clay =14+ 2, clxg=1ry+ 3, clay =7, + 4 dor cl T3 = r, + 4, car
cleg, =7y +4,clTy <eclT, 4 1.

Soit 7, = r, =1, r3 = r + 1 de sorte que (5.3) donne cle; = r 4 1
(t=1,2,8), cle, =1 + 2, cllese,] = r 4 1. De (5.5) on obtient que
clX=r+2pourr,=r+1, clX =r¢,+1 pour r, =7 Pour r, =r+1
les classes de e,, [e;€.]; ¢, sont au plus égales & celle de X, de sorte que
T, =cTy=r-+1,clTy=1r -+ 2 d’aprés (1.4). Si r =71, on a
cle; = clfee,] = cl X et (1.4) donne ¢l 7, = cl T, =7 + 1; or pour r =7,
(6.7)donne cl x; = r + 2,clx, =7 4 2 desorte que (5.10) donne ¢l 7'y = r 2.
Pourr, < r on déduit de (5.7) que cl x; = r, + 1,cl 2; =1, + 2 (1 = 2, 3, 4), d’otr
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cl[Xe,] = 7o + 1 d’aprés (5.8), cl[Xese;] = 7 + 2 d’aprés (5.9). Ensuite (5.11,)
donne cl[Xe;] = 7 + 2 pour r = r, 4 1, cl[Xe,] = 7, + 2 pour r =7, + 2 et
comme cle; =7 - 1, on obtient [v. (1.4)] que ¢l 7; = r, -+ 2 pour r, << r.
(5.11,) donne cl[Xee,] =7, + 2 pour r =7, + 1, cl[Xee,] =7, + 3 pour
r=7,+2 et comme cllee,] =7+ 1, clTy <clT, + 1, on obtient que
clT,=1y+ 2 pour r =71, + 1, cl Ty =1, + 3 pour r =1, + 2. Pour

r =1y + 1 on déduit de (5.7) que cl(Ksx3) =7, + 2, clay =1, + 3; pour
r =7y + 2 on déduit de (5.7) que cl(Kjz3) =17, + 3, clz, =1y + 4. Comme
cle,=7r+2, elT3 <clT,+ 1, on obtient [v. (1.4) et (5.10)] que

T, =1 +3pourr =1, + 1,cl T3 =1, + 4pourr =r, + 2.

Soit 7, =7 + 1, r, = r; = r de sorte que (5.3) donne cle, = r + 2,
cle,=r-+1( = 2,3,4), cllee,] =7 + 1. De (5.5) on obtient que c] X = r 4 3
pour 7o =7 4+ 2, ¢l X = r, + 1 pour ry =7 + 1. Pour r, = r + 1 les classes
de e;, [e.€2], ¢, sont au plus égales & celle de X de sorte que ¢l 7, = r + 2,
cddTy=clTy=1r 41 daprés (1.4). Si 7, =7, on a clle;e,] =cle, =cl X
et (1.4) donne ¢l 7T, = ¢l T'; = r -+ 1; en outre, pour ry =7 on a
cl[Xe,] =7 41 et (5.11,) donne cl[Xe,] = r + 2; comme cle; = r 4+ 2, on
obtient ¢l 7', = r - 2 pour r, = r. Pour r, << r on a d’aprés (5.7) clx; = ry + 1,
cla, =7y + 2 (1 = 2, 3,4) de sorte que cl[Xe,] = r, + 1 selon (5.8) et
cl[Xe,e5] = 7y + 2 selon (5.9). De (5.11;) on déduit que cl[Xe,] = r, + 2,
d’ou el Ty, = ry + 2 d’apres (1.4). Ensuite on déduit de (5.11,) que
cl[Xees] =15+ 2 pour r=r,+ 1, cl[Xee,] =7, +3 pour r =r,+ 2.
Comme cllee,] =7+ 1, clT, =clT, 4+ 1, on a donc ¢l T, = 7y + 2 pour
r=r1,+ 1,cl Ty =1y + 3 pourr = ry + 2. De (5.7) on déduit que cl z, = ry + 2
pour 7 =71y + 1, clag =7, + 3 pour r =1, + 2, cloy = r + 4 pour
r =1, + 3. Comme cle, =7+ 1, el T3 =< cl T, + 1, on obtient [v. (1.4) et
(5.10)] que el T3 =1, + 2 pour r =7y + 1, cl T3 = ry + 3 pour r =1, 4 2,
clT, =1, + 4 pour r =17, + 3.

Soit 7y =17, r3 =7 + 1, r, = r 4 1 de sorte que (5.3) donne
cle; =cle, =7 + 1, cleg = cle, = cl[ee,] = 7 4 2. De (5.5) on obtient que
cddX=r+2pourry=r+1,cdX=r,+1pour r, <r. Pour r, =7 + 1
les classes de e,, [e,¢,], €, sont au plus égales & celle de X de sorte que
cdT,=r+1, clTy=clTy=r + 2 d’aprés (1.4). Pour ry=1r on a
cl[Xey,] = r + 1cl[Xees] = r + 1. Ensuite (5.11,) donne cl[Xe,] = r + 1=cle,
dou el T, =r + 1 pour r, =r; (5.11,) donne cl[Xe,e,] =7 + 2 = cl[e,e,],
d’ou ¢l T, = r + 2 pour 7, = r; en outre, (5.7) donne pour 7, = r que
cley =r 4+ 2=cle, d’ou cl Ty = r + 2 pour 7, = r. Pour r, < r (5.7) donne
cla,=1r,+1, clay=r,+ 2, claegg =7, + 3, cley =1, + 3 de sorte que
(5.8) donne cl[Xe,] = 7, + 1 et (5.9) donne cl[Xe,e;] = 7, + 2. (5.11;) montre
alors que cl[Xe,] = 7, + 2 pour r = r, + 1, cl[Xe,] = 7y + 2 pour » =7, + 2;
comme cle; =7 + 1, on a ¢l T, = ry + 2 pour r, < r d’aprés (1.4). Ensuite
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(5.11,) montre que cl[Xe,e,] = 7, 4 3 et comme clfe,es] = r + 2,
T, <clT, +1, on obtient cl7; = r, + 3 pour 7, < r. Comme
clzg =1, + 3, on déduit de (5.7,) que clz, =7, - 3 pour r =1, + 1,
cda, =7, +4 pour 7 =7, + 2. Comme cle,=7r+2, clT, <clT;+ 1,
on a donc [v. (1.4) et (6.10)] cl T3 =1, + 3 pour r =7, + 1; cl T3 =7 + 4
pour r =1, + 2.

Soit ry =741, 13 =7, r, = r + 1 de sorte que (5.3) donne
cle, = cley, = clleses] =7 + 2, cleg = cley = r 4 1. De (5.5) on obtient que
X =r43pourry, =7+ 2,clX =1, + lpourr, <7 + 1. Pourr, =7 + 1
les classes de e,, [€1€2], €4 sont au plus égales & celle de X de sorte que
T, =clTy,=r+2,clTy=r+ 1 Pour ry = r les classes de [Xe,], [Xe,e;]
et Xe, sont =7 + 1, d’ol cl[Xe;] = r + 2, cl[Xese,] = r + 2 selon (5.11);
comme cle; = cl[e;e,] =r + 2, cle, = r + 1, on obtient de (1.4) que
dT,=clTy,=r+2, clTy=r-+ 1. Pour r,<<r on a cl[Xe,] =7 + 1,
d’ott cl[Xe,] =7, + 2 selon (5.11;) et comme cl7; <clX 4 1, on a
cl T, = r, + 2; de plus on déduit de (5.7) et (5.9) que cl[Xee;] =7 +2,
d’ou cl[Xe,e,] =17, + 3 selon (5.11,) et comme cl 7, <cl7T; + 1, on a
cl T, = ry + 3. Toujours pour 7, < 7, (5.7) donne d’abord clxs =17, + 2 et
ensuite clx, = r, + 2 pour r = 7, + 1, clz, = 7y + 3 pour r = 7, 4 2. (1.4)
et (5.10) donnent alors ¢l 7'y = r, 4 2 pour r =1, 4+ 1; cl T3 = ry + 3 pour
r=1y+ 2. Sir=r,+ 3, on déduit de (5.7) successivement clx, = 7, + 1,
cla,=1y+2, cleg =1, + 3, clzy =7, + 4 et comme cle, = r + 1,
clTy <clT, + 1, on obtient que cl 7'y = r, + 4 pour r = r, + 3.

Soit 7, =17, r,=r+ 1, ry =7+ 2 de sorte que (5.3) donne
cle, =cle,=1r+1, cleg=clleses] =7+ 2, cleg=r +3. De (5.5) on
obtient que cl X = r 4+ 2 pour 7y =7 + 1, el X = r, + 1 pour r, < r. Pour
7, = r -+ 1 les classes de e, et de [e,e;] sont au plus égales & celle de X de sorte
que clT,=7r-+1, clTy=1r -+ 2 pour 7, = r + 1. Pour r, = r il résulte de
(5.7 que clz; =r + 1, clegy =r+ 1, clag =r + 2, clz, =7 + 3; comme
cle, =7 4 3, il résulte de (1.4) et (5.10) que clT3=r + 3 pour r, =r.
Pour 7y =r on a cl[Xe] =7 + 1, cl[Xee;] =r + 1 et (5.11,) donne
cl[Xee,] =7 + 2; comme cle; =7 + 1, cllee,] =7+ 2,onacl, =r+1,
clT,=r+ 2 pour r, = r en vertu de (1.4). Pour 7, < r on déduit d’abord
de (5.7) que cla; =17, + 1, clag =1, + 2, clag =7, + 3, clzy, =1y + 4,
ensuite de (5.8) et (5.9) que cl[Xe,] = r, + 1, cl[Xee] = 7, + 2 et enfin de
(5.11) que cl[Xe,] = r, + 2, cl[Xe,e5] = 7, + 3. En tenant compte de ce que
AT, <cdX 4+ 1, clT,<clT,+1,cdT;<clT,+ 1, on voit [v. (1.4) et
(5.10)] que el Ty =7y + 2, el Ty =7y + 3, cl T3 = 1y 4 4 pour r, < r.

Soit r; =7 4 2, r, = r + 1, 7y = r de sorte que (5.3) donne cle, = r + 3,
cle, = cllejes] =7 42, cleg=-cleg =r + 1. De (5.5) on obtient que
clX =7r+4pourry>r 4 3,cl X =17, + 1pourr, < r + 2. Pourry = r + 2

612



les classes de e,, [€:€2], €, sont au plus égales & celle de X de sorte que
dT,=r+3, ddlTy=r+2 clT3y=r+ 1. Pour ry=r 4+ 1 la compa-
raison des classes de [e;¢;] et e, & cellede X donne ¢l Ty = 7 + 2, ¢l Ty = r + 1;
de plus on a cl[Xey] =7 4 2 d’ot cl[Xe] =7 + 3 = cle;, d’aprés (5.11,),
d’olu ¢l T, = r + 3. Pour r, = r les classes de [Xe,] et [Xe,e;] sont =7 1
d’ou cl[Xe,] =7 + 2, cl[Xewe,] =7+ 2 et comme cle, =r + 3,

cllee,] =7 +2, el Ty <cl X + 1, on obtient c1T; =cl Ty =7+ 2 pourr, = r;
en outre on a dans ce cas clXe, =7 + 1 =cle, dou cl7; =r ++ 1. Soit
ro < r. De (5.7) il ésulte d’abord clz; = ry + 1, cl x, =, + 2, puis clzy =7, -+ 2.
pour r =7, + 1 et clag =7y, +3 pour r =1, + 2, ensuite cla, = ry + 2
pourr =17, + L,clx, =7y +3pourr =71y + 2,clx, =7, + 4 pourr =r, + 3.
En tenant compte de ce que ¢l 7'; < ¢l X + 3, on voit [v. (1.4) et (5.10)] que
clTy=ry,+2pourr =ry+ 1,cl T, =r, +3pourr =71, + 2,cl Ty =r, + 4
pour r =17, + 3. Pour ry < r on a selon (5.8) cl[Xe,] = 7, + 1 et selon (5.9)
cl[Xe,es] =7y + 2; on a donc en vertu de (5.11) cl[Xe,] = 7y + 2,

cl[Xe,e;] =1, 4 3, d’ott I'on déduit d’aprés (1.4) que cl T), = ry + 2,

el Ty, = ry + 3 (il faut tenir compte de ce que cl Ty, < ¢l Ty + 1).

Soit enfin r;, = + 1, r, =7, r; = r 4 1 de sorte que (5.3) donne
cle, =cle, =1r + 2, cl e, = cle; = cl[e,e,] = r + 1. De (5.5) on obtient que
el X=7r+43 pour r, =7 + 2, el X =7, 4 1 pour r, < r + 1. Pour
ry = r + 1 les classes de ey, [e;e,], ¢, ne dépassent pas celle de X de sorte que
T, =clTy=17r-+ 2,¢lT,=r -+ 1. Pour r, = 7 on a encore clfe,e,] < cl X,
d’out el T, = r + 1; de plus, on a dans ce cas cl[Xe,] =7 + 1, d’ou
cl[Xe;] = r + 2 = cle,, donc ¢l T, = r 4 2; toujours pour 7, = r il résulte
de (5.7) et (5.10) que cl Xe, = r + 2 = cl ey ce qui donne cl 7'y = r + 2. Soit
re < r. De (5.7) il résulte que cla;, =7, + 1, clay =17y + 2, clag =7, + 2,
clz, =1, + 3; on a donc selon (5.8) cl[Xe,] = 7, + 1 et selon (5.9)
cl[Xees] =7, + 2; on a donc en vertu de (5.11) cl[Xe,] =17y + 2 < cley,
cl[Xe,e,] = 7, + 2 = cllese,] pour r =7y + 1, cl[Xee,] =7, + 3 pour
r =1, + 2. Il résulte donc de (1.4) que cl T, = ry + 2 pour r, < r et que
cl T, = r, + 2 pour r = 7, + 1; en outre on obtient que cl 7'y, = r, + 3 pour
r =1, + 2 en tenant compte de ce que cl7, <cl 7T, + 1. Pour r =17, + 1
on a: clay, =7, +3=-cle, dot clT3=1r,+3 pour r=r,+ 1. Pour
r =71, + 2 (5.7) donne successivement clz, = r, + 1, clz, = 7, + 2,
clag =7y +3, cley =7, +4 Comme cle, =7, +4, clT;=clT,+ 1, il
résulte de (1.4) et (5.10) que ¢l 7'y = r, + 4 pour r =7, + 2.

Les tableaux (5.12), (5.12'), (5.12") résument les résultats obtenus en ex-
primant dans tous les cas la classe différentielle de C' moyennant les classes
des fonctions K(t), K,(t), Ky(t), K4(t) (la signification de la lettre r est un peu
changée). :
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‘KO KI Kz K3 X Tl TZ TS

r r r r r+1ljlr4+1jr4+1|r+1
=r-+1 r r =r+1|r+2(r+1r4+1|r+4 2(5.12)
r . gr—}—l[zr—}—l r r+1 r—|—2|lr+2 r+1

K, K, K, K, X T, T, T,
=r+1 r r r r+2r4+1ir4+1(r4+1
r =r+1 r r r+1jr+2|rd4+1|r41"°
=r+1 r =>r41 r r+2|r+1|r4+2/rd+1
r+1 |=r+1 r r r4+2r+2|r4+1|r4+1
=r+2l=2r41 r r r+3|r+2|r+1r4+1
r41 | =r41 r Srtlllrt2rt2lr+1r+2
=r+2(=r+1 r 2r+1|lr+38jr+2r+1|r4+2 (5.12)
r +1 r+1 |=r+1 r r+2|r+2|r4+2r4+1
=r+2 r+1 |=r+1 r r+3|lr+2|r4+2r4+1
r+1 ([=Zr+2/=2r+1 r r+2|r+3|r4+2/r41
r+2 |[Zr+2/=r+1 r r+3|r+3lr4+2/ri+1
=zr+3 =zr+2|=r-+1 r r+4|r+3|r+2|r+1
K, K, K, K, X T, T, T,
r r 7 Zr+1jlr+1|r4+1|r4+1|r+2
r r =r+1 r r+1(r-41 r—{;Z r+1
r =r+1 r zr+1jlr+1|r4+2|r+17r+2
7 r =r+1] r+1 r+1llr4+1jr4+2r-42
r r zr+1|=Zzr+2|r4+1|r4+1{r+2{r+3
=r+1 r =r+1] r4+1 ||lr+2|r4+1|r+2/r+2 (5.127)
=r-+1 r zr+ 1 Zr+2(r+2/r+1|r4+2|r+3
r =r+1f r+1 r+1 r+1ljr+2r4+2r4+2
r =r+1) r+1 |Zr4+2jrd+1|r+2{r+2|r+3
r =r+1|=Zr+2) r4+1 ||r+1|7r+2|r4+3|7r+2
r zr+1|=Zr+2 r+2 ||r+1|{r+2|r+3|r+3
r =r+ 1| =2r4+2|=2r+3|lrd+1|r+2/r43|rt+4
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6. Cas n = 4. Détermination du type différentiel. Pour ¢t = s on doit
remplacer, dans les tableaux (5.12), (5.12"), (5.12"), les quantités K,, K,, K,,
K, respectivement par 1, ky, ko, ks, 00 k; (2 = 1, 2, 3) est la i-éme courbure

de C. Ceci conduit au tableau (6.1).

ky(s) ky(s)’ ky(s) X(s) Ti(s) Tafs) Tss)

r /r r r+2|r+1|7r4+1 r+1
>r+1 r r r+3|r4+2|r4+1|r41

r =r+1 r r4+2|r+1|r4+2|r41

r r Zr+1|r+2|r4+1|r+1|r4+2

r =>r+1 r+1 r+2|r+17r+2|7r42 (6.1)
r+1 =r+1 r r4+3|r+2|r+2r4+1
=r+1 r =r+1|r4+3|r+2|7r4+1|r42

r =r+1l|z=zr4+2|r+2|r+1 r;}—2 r+ 3
=r+2 | =2r+1 r r+4|r+3|r+2|r41

Pour ¢t = ¢, on obtient le tableau (6.2).
be) P % X(o) Tuo) To) Tilw)

r r r r+1r4+2|r4+1|7r4+1
r+1 r r r4+2|r+2rd+1|r4+1
=r+ 2 r r r+3|r+2|r4+1|r+1

r >r+1 r r+1 r4+21r+2|r4+1

r r zr+1jr4+1|r+2|r4+1|r4+2

r r+1 r 41 r+1|r4+2|r4+2|r4+2

r =>r -+ 2 r+1 r+1|r4+2|r4+3|r+2

r r 41 zr+2|r+1|r+2|r+2|r3+3 (6.2

r =>r+ 2 r+ 2 r+1|r+2|r+3|r4+3

r =r4+2| =2r+3|lr+1|r+2|r+3|r4+4 -
r+1 r =r+1ljlr+2|r4+2|r+1|r4+2
=r4+2 r =r+1|r+3|r+2|7r+1|7r+2
r+4+1 =r41 r r+2(r+3|r+2|r4+1
r;f—2 =r—+1 r r+3|r4+3|r+2|r+1
=r+3| =r+1 r r+4|r+3|r+2|r+1
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Pour t = 0, on a le tableau (6.3).

ky(as)

T
=7r+1

241
'rq—'l‘
Zr+2
r+1
=r-+1
r 4 2
=r+3

S S

ky(og)
ky(0p)

r
.
=r+41
r
7
=r—+1
=r41
=r 41
7
r+1
r 41
=r 42
r
=r+ 2
=>r -+ 2

ky(oy)
ks(UJ

Pour ¢t = g3 on a le tableau (6.4).

ka(o'a)

r
=741

r
7.
r
’
+1
r—§;2

VIV

r+ 1|

ky(as)
k(o)

r+1
r 4+ 1
r‘«‘l—l

r

VIVIV IV

ky(as)
ky(as)

»
r
r
=>r-+1
r+1
=r -+ 2
r

r o

| =r+1

X(oy)

r+1
r+4+ 2
r 41
r 4+ 1
r+1
r+1
r+1
r + 1

r+ 2

r+ 2
r+ 3
r 4 2
r 4+ 2
r+ 3
r+4

X(a3)

'r+1

r 4+ 2
r+1
r—4+1

br4+1

r+4+1
r -+ 2
r 4+ 3
r+2

Ty(03)

r+1.

r+1
r 4+ 2
r+ 1
r+1
r -+ 2
r -+ 2
r 4+ 2
r+4+1
r 4+ 2
r 4+ 2
r -+ 3
r+4+1
r+ 3
r+3

Ty(03)

r 41
r+4+1
r 4 2
r 4+ 1
r + 2
r+2
r -+ 2
r 4 2
r+1

Ty(0s)

r 4 2
r—+4+ 2
r -+ 2
r—+4+ 2
r -4 2
r 4+ 3
r+ 3
r+ 3
r -+ 2
r -+ 2
r-+ 2
r 4+ 2
r 4+ 2
r 4+ 2
r+ 2

Ty(as)

r—+1
r+1
r+1
r -+ 2
r 4+ 2
r 4+ 3
r 41
r+1
r 4 2

Ts(o,)

r -+ 1
r 4+ 1
r+1
r 4 2
r+ 3
r -+ 2
r -+ 3
r+ 4
r -+ 2
r 4+ 1
r+1
r 4+ 1
r+ 3
r+1
r+1

T'5(03)

r 4 2
r+ 2
r -+ 2
r—+ 3
r+ 3
r+ 4
r -+ 2
r -2
r+4+ 3

(6.3)

(6.4)

Dans le tableau (6.5) des classes des courbures et de leurs rapports la va-
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de remarquer qu’en prenant un couple quelconque de telles quantités, chacune
est toujours une fonction de l’autre de classe = r + 1.

kl kZ k3 kl/k2 kl/k3 k2/k3
r r r r r r A(r)
r r r =r+1 r r By(r)
r r r r =r—+1 r By(r)
r r r r r =7+ 1| By(r)
r r r Zr+1|=r+1|=r+1] Cr)
=r 41 r r r r r D,(r)
r =r+1 r r r r Dy(r) (6.5)
r r =r+1 r r r Dy(r)
>r41 r r r r =71+ 1| Er)
r =r+1 r r =r—+1 r E,(r)
r r =r+1=zr+41 r r E,(r)
=r+1|=7r+1 7 =r+1 r r Fi(r)
=r+1 r =r+1 r =r41 r Fy(r)
r =r+1j=r+1 r r =14 1| Fyr)

A Taide des tableaux (6.1)—(6.5) on arrive facilement & indiquer tous les
types différentiels possibles pour la courbe C.

Cas A(r). Les fonctions k,, ky, ks, k,[ks, ky/ks, ky/k; de s (ou de ¢, ou bien de
g, ou enfin de ;) sont de classe r. Les classes différentielles de C relatives &
t=238,t= 0y, t = g, t = o, sont données par le tableau (6.6).

X 1 T, T,

t=s r+2|r+1|r+1|r+1
t=o0, ||r+1]|r+2|7r4+1|r+1
r+1|r4+1|r+2|7r4+1
r+1|r4+1|r+1|r+2

(6.6)

t = o,

t = o3

Cas By(r). Les fonctions k,, k,, ks, k,/k,, ky[ks, ks/ks de s (ou de o, ou bien
de o, ou enfin de ;) sont de classe 7 & 'exception de k,/k;, qui est de classe
= r + 1. Les classes différentielles de C relatives & { = s,f = 0, t = 0,, t = 0y
sont données par le tableau (6.7).
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X T, T, T,
t=s r+2{r4+1|r+1|r41
t=o0,||r+1ir4+2|r+2|r+1
t=o0,||r+1|r4+2|r+2|r+4+1
t = o4 r—l—l‘\r—}—l r+1|r42

Cas B,(r). Les fonctions ki, k,, ks, ky/ks, k,[ks, ko/ks de s (ou de o, ou bien
de ¢, ou enfin de ¢;) sont de classe r a 1’exception de k,/k;, qui est de classe

= r + 1. Les classes différentielles de C relatives & t = s, t = 04, t = 0,
t = o3 sont données par le tableau (6.8).

X T, T, T,
r+2|ra1|re1]ra
r+1|r4+2|r+1|r+2
t=o‘2‘r+1 rdl|r4+2|r4+1

ir+1|r4+2|r4+1|r42

Cas By, (7). Les fonctions k,, ks, ks, k1/ks, k,[k3 de s (ou de o, ou bien de o,

ou enfin de o,) sont de classe r; la fonction ko) et donc aussi Fey(0) est de
ky(o,) ks(o3)

clagse r4 1. Les classgs différentielles de C relatives a t = s, t = 0y, t = 0y,
t = 03 sont données par le tableau (6.9).
X T, T, =~ T,
—s ||r+2]r+1]r+1]r+1
t=o,|r+1|r+2|7r4+1|r41
t=o, || r+1|r4+1|r4+2|7r+2
t=o5||r+1|r4+1|r4+2|7r+3

Cas Byy(r). Les fonctions k,, ks, ks, k,/ks, k,/k; de s (ou de o; ou bien de ¢, ou

Fa(as) et donc aussi Jey(as)
ky(o,)

ky(as)

= ¢+ 2. Les classes différentielles de C relatives & ¢ = s, t = 04, = 0y,

(6.7)

t=s

b=o0 (6.8)

l = o,

(6.9)

enfin de ¢;) sont de classe 7; la fonction est de classe

.t ~ 03 sont données par le tableau (6.10).

X T, T, T,
l=s r+2|r+1|r+1|7r+1
t=o,||r+1|r4+2|r4+1|r+4+1
t=o,||r+1|r4+1|7r4+2|7r4+3
t=os||lr+1|r4+1|7r4+2|7r4+3

(6.10)
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Cas Cyy(r). Les fonctions k,, k,, k; de s (ou de o, ou bien de ¢, ou enfin de
;) sont de classe 7; les fonctions k,/k,, k,/ks, ko/ks de o, (ou de o, ou de o)
sont de classe r + 1. Les classes différentielles de C relatives & ¢t = s, t = o,
t = 0,, t = 04 sont données par le tableau (6.11).

X T, T, T,
t=s r+2(r4+1|r+1|r+4+1
t=o,||r+1|7r+2|r+2|r42
t=o, || r+1|7r+2 r—[—3’r—|—2
t=o03||r+1 |74+ 2 r—}—2|r+3

(6.11)

Cas Cy,(r). Les fonctions k,, k,, k; de s (ou de o, ou bien de o, ou enfin de
a,) sont de classe r; les fonctions k, [k, k,[k, de o, (ou de o, ou de o;) sont de
classe r + 1; la fonction k,/k; de o, (ou de o) est de classe r 4 2. Les classes
différentielles de C relatives & ¢ = 8, ¢ = 0y, ¢ = 0,, t = 0, sont données par
le tableau (6.12).

X 7 T, T,
t=s r+2|r+1 | rd+1|r+1
t=o, ||r+1 |7 4+2|7r+2|r)2
t=o, | r+1|7r4+2|7r+3|r+3
t=o3 |r+1|7r4+2|r4+3|r+4

(6.12)

Cas Cy5(r). Les fonctions k,, k,, k, de s (ou de o, ou bien de o, ou enfin de a,)
sont de classe 7; les fonctions k,/k,, k,/k, de o, (ou de o, ou de o) sont de classe
r 4+ 1; la fonction k,/k, de o, (ou de g,) est de classe = r -+ 3. Les classes
différentielles de C relatives & ¢t = s, ¢ = 0, t = 0,, { = 0, sont données par
le tableau (6.13).

X T, T, T,
t=s r+2|r+1|r+1|r41
t=o ||r+1|74+2|7r4+2|r+2
t=o, ||r4+1|7r4+2|r+3|rL4
t=oy || r+1[r+2[r+3|rt4

(6.13)

Cas Cy(r). Les fonctions k,, &, ks de s (ou de ¢, ou bien de ¢, ou enfin de a)
sont de classe 7; les fonctions &, /ks, ky/ks de o, (ou de o, ou de o,) sont de classe
r + 1; la fonction k,/k, de o, (ou de o, ou de ¢;) est de classe = r 4 2. Les
classes différentielles de C relatives &4t = s, ¢ = ¢,,t = 0,, t = 0, sont données
par le tableau (6.14).
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X T, T, T,
r+2|r+1|r4+1|r+1
t=o, |r+1|r+2|7r4+3|r4+2
t=oy, | r+1|r+2|r+3|r42
t=o3||r+1|7r+2|7r+2r+3

(6.14)

Cas Cy(r). Les fonctions k,, k,, k5 de s (ou de o, ou bien de o, ou enfin de
o,) sont de classe r; les fonctions k;/k,, k,/ks de o, (ou de o, ou de o,) sont de .
classe r + 1; la fonction k,/k,, de o, (ou de o, ou de o) est de clases = r 4 2.
Les classes différentielles de C relatives & ¢ = s, t = 0,, t = 0, t = 05 sont
données par le tableau

X T, T, T,

=s ||r42]r+1]r41|r41
|r+1 r+2|r4+2|r+43
r+1|7r4+2r+3|r+2
r+4+1 r+2|r—|—2 r+3

(6.15)

Cas Cy(r). Les fonctions k,, k,, ks de s (ou de o, ou bien de o, ou enfin de
a;) sont de classe 7; les fonctions k,/ks, ky/k; de o, (ou de o, ou de o;) sont de
classe r + 2; la fonction k,/k, de o, (ou de ¢, ou de o;) est de classe = r + 2.
Les classes différentielles de C relatives & t = s, t = 0,, t = gy, t = 05 sont
données par le tableau (6.16).

X T, T, T,

t=s r+2|r4+1|r4+1|r+1
t=o0, |7+ |7+2|7r4+3|7r4+3 (6.16)
=o,|r+1|r+2|r4+3|7r+3
t=o03 | r+1 r+2|r+3|r44.

Cas Cyy(r). Les fonctions k,, k,, k; de s (ou de o, ou bien de ¢, ou enfin de g;)
sont de classe r); la fonction k, [k, de ¢, (ou de o, ou de g,) est de classe r + 2;
la fonction k,/k, de o, (ou de ¢, ou de o) est de classe = r - 2; la fonction
ky/k; de o, (ou de o, ou de o3) est de classe = r + 3. Les classes différentielles
de C relatives & t = s, t = 04,1 = 0,,t = 0, sont données par le tableau (6.17).

X T, T, T,
t=s ||r4+2|r+1|r+4+1|r+4+1
l=oy||r4+1|r4+2|7r+3|7r+3
t=o,||r+1|r+2|r4+3|r+4
t=o3||r+1|r+2|7r+3|r+4

(6.17)
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Cas Csy(r). Les fonctions k,, k,, k; de s (ou de o, ou bien de g, ou enfin de o3)
sont de classe 7; la fonction k,/k, de ¢, (ou de o, ou de o) est de classe r 4 2;
la fonction k,/k, de o, (ou de ¢, ou de o;) est de classe = r + 2; la fonction
ky/ks de o, (ou de o, ou de o,) est de classe = r 4 3. Les classes différentielles
de C relatives 4t = s,t = 0, t = 0,, t = 0, sont données par le tableau (6.18).

X T, T, T,

t=s r+2|r+1{r+1|r+1
t:("w""l—l r+2|r+3|r+4
r4+1|r+2|r+3|r+3
r+1|r4+2|r4+3|r+4

(6.18)
i = o,

t =0y |

Cas C;,(r). Les fonctions k,, k,, k5 de s (ou de o, ou bien de ¢, ouenfin de o3)
sont de classe r; la fonction k, [k, de ¢, (ou de o, ou de o) est de classe = r + 2;
les fonctions k,[ks, ky/ks de o, (ou de o, ou de ;) sont de classes = r 4 3.
Les classes différentielles de C relatives & ¢t = s, t = 0, t = 05, t = g, sont
données par le tableau (6.19).

X T, T, T,

t=s r+2|r4+1 r4+1|r+1
t=o,||lr+1|7r4+2|r+3|r+44
¢ t=o,||lr+1|7r4+2|r4+3|7r4+4
t=o3|lr+1|7r+2|r4+3|r+4

(6.19)

Cas D,,(r). Les fonctions ks, kg, k/k,, ky/ks, ko/k; de s (ou de o, ou bien de
g, ou enfin de o;) sont de classe 7; la fonction k, de s (ou de a,) est de classe
r + 1. Les classes différentielles de C relatives 4 t = 8, t =0y, t = 0y, t = 0,4
sont données par le tableau (6.20).

b¢ T, T, T,

t=s |r+3|r+2|rt1|ra
t=o,||r+2|7r+2|r+1|7r+1
r+1jr4+1|r+2|r+41
r+1|r+1|r4+1|r+2

(6.20)
t =0,

I = o0,

Cas D,y(r). Les fonctions k,, ks, k/k,, k,[ks, ky/k; de s (ou de o, ou bien de
g, ou enfin de ¢,) sont de classe r; la fonction k, de s (ou de o,) est de classe
= r + 2. Les classes différentielles de C relatives & t =s, t = ¢y, t = 0,
t = o4 sont données par le tableau (6.21).

621



X T, T, T,

t=s r+3|r+2|r+1|r+4+1
t=o,||r+3|7+2|r+1|r+1 (6.21)
t=o, ||r+1|7r+1|r+2%r+1
t=os||r+1|r+1|r41|7r+2

Cas Dy(r). Les fonctions ky, ky, ks, ky/ko, ky/ks, ks/ks de s (ou de o, ou bien
de g, ou en'in de o) sont de classe r & I’exception de k, qui est de classe > r + 1.
Les classes différentielles de C relatives & t = s, t = 0y, { = 0,, t = 0, sODb
données par le tableau (6.22).

' X 7, T, T
t=s r+2|rd4+1|r+2|r+1
t =0, r—{—l r+2|r4+1|r+1 (6.22)
t=oy|r+2|r+1|r+2|r+1
t=o0;||lr+1|r+1|r+1|r+42

Cas Dy(r). Les fonctions k;, ky, ks, k1/ks, ky/ks, ks/ks de s (ou de o, ou bien
de o, ou enfin de o;) sont de classe r & I’exception de k; qui est de classe
=r + 1. Les classes différentielles de C relatives & ¢t = s, t = 0}, = 0y,
t = o; sont données par le tableau (6.23).

X T, r, T,

t=s r+2|r4+1|r4+1|r+4+2
t=o,||r+1|7r+2|7r4+1|7r+4+1
t=o,||r+1|7r+17r4+2|r41
t=a3lr+2 r+1|r4+1|r+4+2

(6.23)

Cas E,;,(r). Les fonctions k,, ks, k,/k,, k,/ks de s (on de ¢, ou bien de o, ou
enfin de o,) sont de classe 7; la fonction k, de s (ou de o,) est de classe r + 1;
la fonction k,/k, de o, (ou de o) est de classe r + 1. Les classes différentielles
de C relatives & t =s, t = 0;, t = 0,, t = 03 sont données par le tableau
. (6.24).

X T, T, T,

t=s ||ra+3|r+t2]ra1]r+t1
t=o0,||r+2|r+2|r+1|7r+4+1
t=oy||r+1|r4+1|r+2|r+4+2
t=os||r+1|r+1|r4+2|r+4.3

(6.24)
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Cas E,,(r). Les fonctions k,, ks, ky/k,, ky/ks de s (ou de o, ou bien de o, ou
enfin de ;) sont de classe r; la fonction &, de s (ou de o,) est de classe r 4 1;
la fonction k,/k, de o, (ou de o;) est de classe = r -+ 2. Les classes différentielles
de C relatives a t = s, ¢ = 04, = 04, t = 03 sont données par le tableau (6.25).

T,

X T, T,
t=s !r—}—3 r+2|r+1|r+4+1
t-:—orllr—l—Z r+2|r+1|r+4+1 (6.25)
t=o0,||r+1|r4+1|7r4+2|r+3
t=o03||r+1|r+1|7r4+2|r+3

Cas E,,,(r). Les fonctions ks, k,, k,/k,, k,/ks de s (ou de o, ou bien de o, ou
enfin de o) sont de classe 7; la fonction k,/k, de o, (ou de o;) est de classe r 4 1;
la fonction %, de s (ou de o,) est de classe = r + 2. Les classes différentielles
de C relatives &t = s,t = 0y, { = 0y, t = 05 sont données par le tableau (6.26).

X 1 T, T,
t=s r—}—3'r—}—’2 r+1|r+1
t=o0,||r+3|r4+2|r4+1|r+1 (6.26)
t=o,||r+1|r+1|r+4+2|7r42
t=o3||r+1|r+1|r4+2|7r4+3

Cas E,,,(r). Les fonctions k,, ks, k/k,, k,y[k; de s (ou de o, ou bien de o, ou
enfin de o,) sont de classe r; la fonction k, de s (ou de o,) est de classe = r - 2;
la fonction k,/k, de o, (ou de o;) est de classe = r + 2. Les classes différentiel-
les de C relatives & t = s, t = 0y, t = 0y, t = o3 sont données par le tableau
(6.27).

X T, T, T,
t=s ||r+3|r+2|r4+1]|r+1
t=o,||r+3|r+2|r4+1|r+1 (6.27)
t=o,||r+1|r4+1|2r+2|7r+3
t=o0g | 7r+1|7r41 r+2'r+3

Cas Ey(r). Les fonctions k,, ks, ks, ky/k,, k,[ks, ko/ks de s (ou de ¢, ou bien
de o, ou enfin de o;) sont de classe r & ’exception de k, et k,/ks qui sont de
classe = r 4- 1. Les classes différentielles de C relatives 4t = s, = 0, t = ay,
t = o3 sont données par le tableau (6.28).

623



t=3s
t =0,
t = o,

X
r-+2
r+1
r -+ 2

t=oy || r+1

T,

r+1
r+ 2
r 41
r 4+ 2

T,
r -4+ 2
r—+1
r -+ 2

.r—l—l

Ty

r+1
r 4+ 2
r+1
r -+ 2

(6.28)

(as Ey(r). Les fonctions ky, ko, ks, ky[k,, k1/ks, kofks de s (ou de o, ou bien de
0, ou enfin de o;) sont de classe r & P'exception de k;, et k,/k, qui sont de classe
=y + 1. Les classes différentielles de C relatives & t =s, t = 0, t = 0y,
t = 03 sont données par le tableau (6.29).

t=s
t =0,
t = o,
t = o3

X

r -+ 2
r+1
r+1
r 4 2

T,

r+1
r-+4+ 2
r 4+ 2
r4+1

T,

r -4+ 1
r—+ 2
r+ 2
r+1

T,

r 4 2
r+1
r+1
r-+ 2

(6.29)

Cas F'1,(r). Les fonctions ks, k,/k;, ko/ks de s (ou de ¢, ou bien de g, ou enfin
de ¢;) sont de classe r; les fonctions ky, ky, k,/k, de s (ou de o, ou de o,) sont
de classe r + 1. Les classes différentielles de C relatives 4 ¢ = s,t = 04, t = 0y,
t = o4 sont données par le tableau (6.30).

l=s
t=o0,
l =0,
t = o4

X

r -3
r+ 2
r+ 2
r+1

T,

r-+ 2

r+ 3
r+ 2
r+41

T,

r-4 2
r -4+ 2
r+4+ 2
r+1

T,
r—+4+1
r+4+1
r+1

r4 2

(6.30)

Cas F,,,(r). Les fonctions ks, k/k;, k,/ks de s (ou de o, ou bien de g, ou enfin
de ¢;) sont de classe r; les fonctions ks, k,/k, de s (ou de o, ou de ¢,) sont de
classe r -+ 1; la fonction k, de s (ou de 0;) est de classe r 4 2. Les classes diffé-
rentielles de C relatives & t =8, t = 04, t = 0,, t = 0, sont données par le

tableau (6.31).
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t=s
t =0,
t =0,
t =0y

X

r+ 4
r 4+ 3
r 42
r+1

T,

r+3
r+ 3
r 4+ 2
r4+1

T,

r 42

r+ 2
r -+ 2
r+41

T,

r+41
r+4+1
r4+1
r+2

(6.31)



Cas F,4(r). Les fonctions kg, ky/ks, ks/k; de s (ou de o, ou bien de ¢, ou enfin
de o3) sont de classe r: les fonctions ks, k,/k, de s (ou de ¢, ou de o,) sont de
classe r 4 1; la fonction %, de s (ou de o,) est de classe = r - 3. Les classes
différentielles de O relatives & ¢ = 8, § = 0y, t = 0,, t = 0, sont données par
le tableau (6.32).

X T, T, T,
t=s r4+4|r+3|r4+2|r+1
t=o, || 7+4|7+3|r+2|7r+1 (6.32)
t=o, ||r+2|7r+2|r4+2|r+1
t=o; ||r+1|r+1|r+1|7r+2

Cas F,,(r). Les fonctions ks, k,/ks, kofks de s (ou de o, ou bien de ¢, ou enfin
de o;) sont de classe r; les fonctions k,, k,/k, de s (ou de o, ou de g,) sont de
classe r -+ 1; la fonction k, de s (ou de o, ou de o,) est de classe = r + 2. Les
classes différentielles de C relatives & ¢ = s, = 0,, t = 03, ¢ = 0, sont données
par le tableau (6.33).-

X T, T, T,
t=s r+3|r4+2|r+2|r+1
t=o, ||r+2|r+3|r+2|r+1 (6.33)
t=o,||7+3|7+2|r+2|r+41
t=os||r+1|r+1|r4+1|7r4+2

Cas F5(r). Les fonctions ks, ky/ks,

ko/ks de s (ou de ¢, ou bien de ¢, ou enfin

de o;) sont de classe r; les fonctions k,, k, de s (ou de o, ou de ¢,) sont de classe
r + 1; la fonction k,/k, de s (ou de o, ou de o,) est de classe = r + 2. Les
classes différentielles de C relatives & ¢t = s, = 0,,t = 0, t = 05 sont données
par le tableau (6.34).

X T, T, T,
l=s r+3|r+2|r+2|r41
t=o,||7r+2|7r+3|r4+2|r+4+1 (6.34)
t=o, || 7" +2|7r+3|r+2|r+4+1
t=o5||r+1|7r4+1 | r4+1|r+2

Cas F,,(r). Les fonctions ks, ky/ks, ky/ks de s (ou de o, ou bien de o, ou
enfin de o;) sont de classe r, les fonctions k,, k, de s (ou de o, ou de ¢,) sont de
classe r -+ 2; la fonction k, [k, de s (ou de ¢, ou de o,) est de classe = r 4 2. Les
classes différentielles de C relatives & ¢ = s, t = 0,, ¢ = 0y, t = 0, sont données
par le tableau (6.35).
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X T, T, T,
t=s (|[r+4|7r+3|r4+2|r+1
t=o, || r+3|r+3|r+2|r+1
t=o, |7+3|r+3 | r+2|r+1
t=o3||r+1|r+1|r+1|r+2

(6.35)

Cas F,,,(r). Les fonctions k;, k1/ks, ko/ks de s (ou de o, ou bien de o, ou enfin
de o3) sont de classe r; les fonctions ks, k,/k, de s (ou de o, ou de ¢,) sont de
classe r 4 2; la fonction k, de s (ou de o, ou de o,) est de classe = r + 3.
Les classes différentielles de C relatives & ¢ = s, t = 6,, t = 0,, t = 0, sont
données par le tableau (6.36).

X T, T, T,

t=s r+4|r4+3|r4+2|r+1
t=o,||r+4|r+3|r+2|r+1 (6.36)
=0, [|r+3|r+3|r+2|r41
t=o||r+1|r4+1|7r+1|r+2

Cas F (7). Les fonctions ks, k,/ks, ko/ks de s (ou de o, ou bien de o, ou enfin
de o;) sont de classe r; les fonctions k,, k,/k, de s (ou de o, ou de ¢,) sont de
classe 7 - 2; la fonction k, de s (ou de ¢, ou de ¢,) est de classe = r 4 3. Les
classes différentielles de C relatives &t = s,t = 0,,t = 0,, t = 03 sont données
par le tableau (6.37).

X T, T, T,

t=s r+4|r+3|r+2|r+1
t=o0,||7+3|7r+3|r4+2|r+1 (6.37)
t=o0,||7r+4|r+3 | r4+2|r+1
t=o||lr+1|r+1|r4+1|r42

Cas F,,(r). Les fonctions &, k,/ks, k,/ks de s (ou de ¢, ou bien de ¢, ou enfin
de o;) sont de classe r; les fonctions k;, ks, k1/k, de s (ou de o, ou de o,) sont
de classe = r - 3. Les classes différentielles de C relatives & ¢ = s, ¢ = o,
t = 04, t = 03 sont données par le tableau (6.38).

X T, T, T,
t=s r+4|r+3|r+2|rt+1
t=o0,||7r+4|r+3|7r+2|r41

t=oy||r+4|r+3|7r+2|r41
t=o3||r+1|r+1|7r+1|r42

(6.38)
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Cas F,,,(r). Les fonctions ks, k,/k,, k1/ks, kof/ks de s (ou de o, ou bien de
o, ou enfin de o,) sont de classe r & I’exception de k,/ks qui est de classe = r + 1;
les fonctions k,, k; de s (ou de o, ou de o;) sont de classe r -+ 1. Les classes
différentielles de C relatives & ¢t = s, t = 0y, { = 0y, t = ¢, sont données par
le tableau (6.39). '

X T, T, T,
r+3lr+2|re1]rae
r+2lr+2|r+1|r42
t=o,||r+1|r+1|7r+2|r4+1
t=og||r+2|r+2|r4+1|r+2

t=s

b=o (6.39)

Cas F,,,(r). Les fonctions k,, k,/k,, ky/ks de s (ou de o, ou bien de o, ou enfin
de o;) sont de classe r; les fonctions k,, k,/k; de s (ou de o, ou de ¢;) sont de
classe r -+ 1; la fonction k; de s (ou de o, ou de g;) est de classe = r + 2. Les
classes différentielles de C relatives &t = 8,t = 0,, t = 0,, t = ¢4 sont données
par le tableau (6.40).

X T, T, T,
t=s r+3|r4+2|r41|7r+4+2
t=o, |r+2|r+2|r+1|7r+2
t=o, || r+1|r+1|r4+2|7r+1
t=o3||r+3(r+2 | r4+1|r+2

(6.40)

Cas F,y (r). Les fonctions k,, k,/k,, ks/ks de s (on de o, ou bien de o, ou enfin
de o3) sont de classe r; les fonctions ks, k,/k; de s (ou de o, ou de o,) sont de
classe r + 1; la fonction &, de s (ou de o, ou de o;) est de classe = r + 2. Les
classes différentielles de C relatives &t = s, t= 0y, t = 0,, t = 03 sont données
par le tableau (6.41).

X T, T, F,
t=s r+3lr+2|r+1|r+4+2
t=oy || r+3|r+2|r4+1|r+2
t=o,||r+1|r+1|r4+2|r+1
t=o3||r+2 | r+2|r+1|r+42

(6.41)

Cas Fypo(r). Les fonctions ke, k;[ks, kyi[ks, ky/ks de s (ou de o, ou bien de o, ou
enfin de o3) sont de classe r & ’exception de k,/k; qui est de classe r & 'excep-
tion de k,/k; qui est de classe = r + 1; les fonctions k,, k; de s (ou de o, ou de
g3) sont de classes = r -+ 2. Les classes différentielles de C relatives & ¢ = s,
t = 01, t = 0,,t = o, sont données par le tableau (6.42).
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X T, T, T,
t=s |r+3|r+2|r+1|rt+2
t=o0,||r+3|r4+2|r+1|r+2 (6.42)
t=o, | r+1|r+1|7r+2|r41
t=o3||r+3|r+2|r4+1|r+2

Cas I, (). Les fonctions k,, k,, k,/ky, ky1/ks de s (ou de o; ou bien de o, ou
enfin de o,) sont de classe r & I’exception de k, qui est de classe = r + 1; les
fonctions ks, ko/ks de s (ou de o, ou de ;) sont de classe r + 1. Les classes
différentielles de C relatives & ¢t = s, £ = 7,, ¢ = 0,, t = ¢, sont données par
le tableau (6.43).

X T, T, T,
t=s r+2|r4+1|r+2|r+2
tl=o,|lr+1|r4+2|7r4+1|r+4+1 (6.43)
t=o,||r+2|r+1|r+2|7r+2
t=o5|r+2|r+1|7r+2|7r+3

Cas F,,,(r). Les fonctions k,, k,/k,, k,/k; de s (ou de o, ou bien de o, ou enfin
de o,) sont de classe r; les fonctions k,, k; de s (ou de o, ou de g,;) sont de classe
r + 1;la fonction k,/k, de s (ou de o, ou de o;) est de classe = r + 2. Les classes
différentielles de C relatives & ¢ = s, ¢ = 0, ¢ = 0,, f = g, sont données par
le tableau (6.44).

X T, T, T,
t=s 1!1'—}—2|1'—§—1 r+2r42
t=o, | r+1|r+2|r4+1|r41
t=o, ||r+2 r4+1|r4+2|r+3
t = o3 r—}—Z‘r—{—l r+2|r+3

(6.44)

Cas F;y,(r). Les fonctions k,, k,/k,, k1/ks de s (ou de o, ou bien de o, ou enfin
de o,) sont de classe r; les fonctions k,, k,/k; de s (ou de o, ou de o;) sont de
classe r + 1; le fonction k, de s (ou de o, ou de g;) est de classe = r 4 2.
Les classes différentielles de C relatives &t = s, t = 0y, { = 0,, { = 0, sont
données par le tableau (6.45).

X T, T, T,
t=s r+2|r+1|r+2|r+3
t=o,||7r+1|7r+2|r4+1|r+1
t=o,||r+2|r+1|r+2|7r+2
t=o3||r+2|r4+1|r4+2|r4+3

(6.45)
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Cas Fg,,(r). Les fonctions &y, ky/k,, k1/k; de s (ou de o, ou bien de ¢, ou
enfin de o) sont de classe r; les fonctions k,, ks, ky/k, de s (ou de o, ou de a3)
sont de classes = r -+ 2. Les classes différentielles de C relatives & t = s,
t = 0,, t = 04, t = 0, sont données par le tableau (6.46).

X T, T, T,

t=s |r4+2]r+1 r+2}r+3
t=o, || r+1|r4+2|r+1|r+1 (6.46)
t=o,||7r+2|r4+1|r+2|7r+3
t =04 r—}—2|r—|—l r4+2|r-+3

En résumé, on voit qu’il existe au total 41 familles (contenant le paramétre
entier r = 0) de types différentiels des courbes de l’espace & 4 dimensions.

Pesome

ONPENEJIEHUE NUOOEPEHIWAJBHOTO TUITA
KPUBON B TTPOCTPAHCTBE IBYX, TPEX WJIN YETHIPEX
N3MEPEHUN

DAYAP]] YEX (Eduatd Cech), Ipara.

(Hocrynuro B pepakpnio 2/V 1957 r.)

O ¢yurmun f = f(¢) MBI TOBODPIM, 4TO OHA HPUHATIIEIKAT Oughepenyuansbromy
kaaccy = r (r = 0) m mumem cl f = r, ecam ona ofrafaer HenpepPHBHONR HpPO-
u3BofHOI mopsigxa 7. JnddepennualpHBIM KIaccOM BEKTOPHOH (YyHKIME
ABJISIETCSI MUHMMYM AuA(QepeHnuanbHblX KIACCOB ee CKAJAPHBIX COCTaBIIAIO-
IAX.

Hpusyio C eBxmmpoBa I, ABIAIONYIOCA IeOMETPHYCCKHM MECTOM TOUYEK
X = X(t), mb1 mazoBeM peeyasproil (a mapameTp ¢ DeryJIAPHBIM), €CJII HMEIOT
mecto gopmyist Dpene (1.1) 4 (1.2), rue K, (0 =14 < n — 1) — HenmpepLIBHEIE
$yHKIHH nei)eMeHHoro ¢, ornmuHble Beiofy ot HyudA. Ecmm k; (1 =41 = n — 1)
IIPeCcTaBIsaoT coboli KpuBmausl kpusoit C, To Oymer

Ky:Ky:o..: K, y=1:ky:...ik,q.

Hpome mepemenmoil tourm X MBI paccMaTpmBaeM Takmke Kacareiasnyoo 717y,
COIIPMKACAOIYIOCsT IIOCKOoCTh Ty, ..., conpmracaiomeecs (n — 1)-mpocrpas-
crBo T, ;. VIXx nuddepeHnmanbHable KIACCH OIPENENATCS COOTHOUIEHWSMHI
(1.4).

ITon dugdepenyuanvrvin kaaccom kpusolr C IO OTHONEHHIO K IApPaMeTpPy
{ MBI HOJIpa3yMeBaeM KOHEYHYIO IIOCyIeioBaTeapHoCcTh (1.3). B caygae ¢l X = oo

629



BCe WIEHH IIOciefoBaTelabHOCTH (1.3) paBmBl 00; 5TOT TPWBUAJILHBIM CIydant
B malbHeimeM mckIodaerca. Juddepennmanensiii kaace (1.3) He nsmenserca
Ipr OPOEKTHMBHOM Ipeo0pa3oBaHUM IpocrpaHcTBa K,; TpH BONCTBEHHOM
npeo6pasoBanun Kiaace (1.3) mepexomut B (¢l 7y, ..., el Ty, el X). [nan = 2
mMeeT MeCTO B IIpennodioxeHun (2.1):

A rg =r, + el X =r,+2, ¢clT,=r, +1;
st ry =7 + L elX =ry + 1, clT), =7y + 2;
st rg =r, =1 clX =clT,=r +1.

Hdua n = 3 gmena cl K; (0 =+ < 2) onpefensaior nudepeHNAaIbHE KiIace
(1.8) cormacuo ra6uumne (3.8). Hug n = 4 ancaa cl K; (0 < 7 < 3) onpepedsior
nuddepernuanbueii Kiuace (1.3) cormacmo tabmmmam (5.12), (5.12'), (5.127).
Ciyuam (5.12) mBolicrBeHHH camuM cebe; caydam (5.12”) ABOHCTBEHHEI CIy-
gasam (5.12").

duddepernmansusii kaace (1.3) saBucut or BEG0pa peryIapHOro HapaMerpa
t. Eciu npm kaxom-1m60 BEIGODE { IMeeT MecTo

max(cl X, el 7y, ...,clT,_;)) =m,

TO IpH IepeXofie K APYroMy pPeryisapHoMy mapamerpy T kmacc (1.3) me mame-
HATCA TOTHA U TOJBKO TOT/A, ecau clz(f) = m. Unemo ¢l X MakcuMaibHO miis
t =s, rme s — pyra xpusoit C; must' 1 <4 < n — 1 uucno cl 7', Gymer maxcu-
MaJbHBIM TP ¢ = 0; = [k;ds. OTciona cienyer, 9r0 BasKHO 3HATH JAHPPepen-
nmanpHE Kaace (1.3) mus

t=s, t:GI""ytZOn—lv (*)

Hazosem dudepenyuanvrvim munom kpusoi C rabaumy nuddepennnaisHEx
KJIaccOB IpHW 3HAYEHMAX Iapamerpa f, BRIOpaHHBIX coriacHo (*). Ilyers mmsa
n = 2 6ymer clky(s) =r; rTorma muddepennuanpubi THI Kpusoil C maH BHI-
pasxermeM (2.2).

Hdua n = 3 uMeercd mecTh BO3MOKHOCTeNH
A(r), B(r), Cy(r), Oy(r), Dy(r), Dy(r) (r=10,1,2,...).

B cayuae A(r) mmeem
ka(s) _

ky(s)

cl ky(s) = cl ky(s) = cl

n naddepernuanpusil Ton mveer BEA (4.4). B ciywae B(r) mmeem

&
-
—

)
=

clky(s) = cl =r, clkys)=r+1;
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napdepernuanpEEi T umeer Buj (4.5). B cayuae Cy(r) mmeem

el Iey(s) = clky(s) =7, cl E"l) =r+1;
2

nuddepennuanprsiit Tun umeer Bup (4.6). B caygae Cy(r) mmeem

clky(s) =c¢ k—zg% =7, clk(o)=r+1;

nuddepennuanpupii Tun umeer Bug (4.7). B ciygae D, (r) mmeem

k
el ky(s) = clky(s) =7, ¢l k’EZJ

r—+ 2;

nuddepennuansrnil Ton nmeer Buf (4.8). B ciyuae Dy(r) nmeem

cl ky(s) = ¢l ka(s) =r, clko)=r+2;
ko(s)

maddepeHnuaIpHblil THI uMeeT BuX (4.9).

B ciygae n = 4 umeercst muist moGoro » = 0, 1, 2, ... Bcero 41 Bo3MOIKHOCTS.
Huddepenmmanpupit Tun nax raGuunamu (6.6)—(6.46); mepen xakmoit Tabiu-

nell mpuBeleHs ycaoBUA A nuddepeHnnaabHbX KIacCOB BeIMYnMH

ky, ko, kg, kafkey, Koy [kes, kylks ,

KOTOpHIe MBI cyuTaeM (yHKOUAMI KaKOW-HUOYAb (HaJJIeHammm 06pa3oM BEHI-

GpaHHOil) W3 BeJIWUHH S, 0y, Gy, Ty
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