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IINFLUENCE DE IARRONDISSEMENT
SUR LES EVALUATIONS NUMERIQUES LINEAIRES

VACLAV FABIAN, Praha
(Rezu le 10 mai 1957)

Les méthodes analytiques d’estimer les erreurs de chute s’accu-
mulant au cours de calculs numériques compliqués surestiment
souvent trop lerreur actuelle. L’applicabilité des méthodes statis-
tiques supposant que les erreurs élémentaires soient des variables
aléatoires non-corrélées et de moyenne nulle, est problématique si
I'on arrondit de la manieére habituelle. L’influence de l’arrondis-
sement aléatoire (suggeré par G. E. FORSYTHE [6]) est étudiée; cette
manieére d’arrondir permet d’estimer les erreurs de chute par les
méthodes dont I'applicabilité est, dans le cas de I'arrondissement
habituel, douteuse ou totalement impossible.

1. I’introduction

Soient ay, y;, ¥,, ... des vecteurs p-dimensionnels, 4, A, ... des matrices
de type p X p; les éléments des vecteurs et matrices soient des nombres ra-
tionels. Si l'on veut calculer le vecteur x,, défini par les relations

= Az, +y, G=1,2 .., n), (1.1)

on est obligé, par des raisons techniques, & larrondir. Alors on calcule les
vecteurs &; satisfaisant aux équations

Sy=2way, & =A% _,+y,+e, (=12 ..,n); (1.2)
nous appelons ¢, erreur élémentaire — autrement dit erreur arrondissante —
(au ¢-ieme pas) et 6, = &, — x, erreur de chute (au n-itme pas).

La supposition que les ¢; soient des vecteurs aléatoires non corrélés et de
moyenne nulle (on fait souvent la supposition plus forte d’indépendence) est
problématique si I’on arrondit de la maniere habituelle (voir p. ex. [7], [4]), et
légitime, comme nous verrons, dans le cas de I'arrondissement aléatoire.

Un nombre a sera arrondi aléatoirement par une observation faite & une
variable aléatoire { n’acquérant que des valeurs entiéres!) et telle que E; = «a,
E(l — a)? < 4+ 0. Dans le cas le plus important,

Pl=0)=1—a, PCl=1)=a
pour 0 =< a < 1 et analogiquement pour les autres a. On arrondit aléatoirement

1) Sil’on arrondit aux nombres entiers.



un vecteur en arrondissant aléatoirement (mais pas nécessairement indépen-
demment) chacun de ses éléments.

Le processus (1.1) sera arrondi de la maniére suivante: Onpose &y(w) = & =
= %,,?) on calcule le vecteur 4,&)(w) = y, et, & 'aide d’une expérience &,, on
I’arrondit aléatoirement; le résultat de Iarrondissement est 1’observation
£(w) de &,.

Supposons que, & Paide des expériences &, &,, ..., &;_;, on a déja observé
les valeurs &y(w), & (w), ..., &_i(w). Alors on calcule le vecteur 4,&,_,(w) + y;
et, & I'aide d’une expérience &; indépendante de &, ..., &;_;, on larrondit;
voila comment on obtient le vecteur &;(w), 'observation du vecteur aléatoire &;.

Le processus stochastique &, jouit des propriétés suivantes:

1. L’espérance mathématique E&, de &, est z,, ¢’est-a-dire &, est ce qu’on ap-
pelle estimateur non-biaisé de x,. La supposition de la normalité rend possible
la construction d’intervalles de confiance pour z,, fondée sur la répétition in-
dépendante des observations (deux au moins) de &,. En réalité, 'hypothese
de normalité de &, n’est pas vérifiée de sorte que le criteére-t ne peut étre
appliqué qu’a titre approximatif, cependant, a notre avis, cette approximation
est souvent convenable (voir aussi § 5, remarque 4). On s’apercgoit que cette
méthode d’estimer n’a aucune analogie dans le cas ou I'on arrondit de la ma-
niére habituelle.

2. Nous avons donné une formule explicite pour un estimateur D, de la
matrice de covariance du vecteur ¢, ce qui permet de construire des intervalles
de confiance exacts pour z,. Malheureusement le calcul numérique de D, peut
étre bien compliqué et peut exiger de nouveaux arrondissements; mais la
méthode du no 1 peut étre employée pour estimer les éléments de D,. (Voir
pour exemple [4] ou D, a été estimé dans un cas du probleme de Dirichlet.)

3. On peut construire une suite 4, de vecteurs aléatoires, majorante (dans un
sens précisé dans (5.10)) de la suite 6,,. L’observationde 4, est plus facile a faire
que celle de &, ou de 0, ce qui donne une autre méthode d’estimer d,,, la méthode
qui peut étre utile s’il s’agit, par exeniple, du choix du nombre de décimales
avec lequel le calcul doit étre fait pour étre le plus économique possible.
Cette méthode non plus n’a aucune analogie dans le cas de Iarrondissement
habituel, ce qui est aussi le cas pour les propriétés suivantes.

4. Comme l'auteur a démontré dans [3], si 'on arrondit de la maniere
PO (voir § 3), si (1.1) est la méthode itérative de Seidel (voir [5]) de résolution
d’une équation lindaire x = Ax 4y, si A,y = A; pour ¢ =1, ..., m; k=
=12 ..., (A4, ... 4))5 — 0, alors on a

N
1 -
P(szfﬁx): .
n=1
ou x est la solution.

2) &, (w) désigne ici une valeur particuliére du vecteur aléatoire &,
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5. De plus, comme nous verrons au § 6, si la solution x est telle que les éle-
ments de 10™x sont des nombres entiers, si I'on arrondit & m décimales, on a

P(&, + x seulement pour un nombre fini d’indices n) =1,

aussitot que certaines conditions assez générales sont satisfaites.

- Les résultats de ce travail-ci ont été appliqués pour estimer l'erreur de
chute dans la résolution du probléme de Dirichlet pour un carré 10 X 10
par la méthode itérative de Seidel dans [4], ou lauteur discute aussi lap-
plicabilité des méthodes statistiques dans les cas de diverses maniéres d’ar-
rondir.

Quelques résultats que nous démontrons ici ((4.3), (4.7)) ont été établis et
employés déja dans [3], mais seulement pour le cas d’un processus-P° qui
n’y a été défini qu’intuitivement.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici mes remerciments vifs & MM. VLADIMIR
KxicHAL et Ivo BABUSKA a l'instigation desquels j’ai commencé & m’occuper
des questions traitées ici.

2. Remarques préliminaires

Une matrice avec une seule colonne est dite vecteur; les éléments des ma-
trices sont, sauf avis contraire, des nombres réels. Soit » un nombre naturel,
§’il n’est dit rien d’autre du type d’une matrice ou d’un vecteur, la matrice
sera du type p X petle vecteur sera & p dimensions.

Si M est une matrice de type quelconque, M8 désigne I'élément de la
ligne « et de la colonne f, si, en particulier, x est un vecteur, nous écrivons
2«1 = x@); par M’ nous désignons la matrice transposée a M. Alors si v est

un vecteur, xx’ est une matrice et 2’z est une matrice du type 1 X 1 — un
nombre réel. Les vecteurs particuliers 0 et I sont définis par 0 = 0 et
I® =1 pour x = 1, ..., p; la matrice 0 vérifie 0= = 0; pour la matrice 1 on

a 1@ = 0 pour o + f et 1(@» = 1. Pour deux matrices (ou vecteurs) nous
écrivons M < N, si M@h) < N@B; nous éerivons M ] N, si N — M est semi-
définie positive, une matrice D étant semidéfinie positive, si a’Da = 0 pour
chaque vecteur a. Si M est une matrice, nous désignons par diag M le vecteur
vérifiant (diag M) = M@ pour x = 1, ..., p; nous posons tr M = I’ diag M.
Nous rappelons que D, 3 D, entraine en particulier diag D; = diag D, et
tr D, = tr D,.

Soient 4,, 4,, ..., Y1, Y5, ..., comme nous avons déja dit, des matrices et
des vecteurs dont les éléments sont des nombres rationnels, soit 2, un vecteur
aux éléments entiers; la suite x, soit définie par (1.1). Désignons par A l'en-
semble de tous les vecteurs dont les éléments sont des nombres entiers, écrivons

R={4a+y;; acA i=12 ..3}.

Désignons aussi par N 'ensemble des nombres naturels.



Soit (2, #, P) un espace de probabilité, c’est-a-dire, soit £ un ensemble
non vide, # und o-corps de sous-ensembles de 2 (les éléments de .# sont
appelés aussi événements), P une mesure définie sur %, P(2) = 1. Un évé-
nement A4 est dit positif, si P(4) > 0; nous désignons par %, le systeme de
rous les événements positifs. Une variable aléatoire est une fonction réelle
définie et finie sur 2 et mesurable (£); un vecteur aléatoire & est une fonction
définie sur 2 dont les valeurs sont des vecteurs réels et pour laquelle &(=) est
une variable aléatoire pour chaque x = 1, ..., p (analogiquement nous intro-
duisons aussi la notion de matrice aléatoire).

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire & sera désignée par
EZ. L’espérance mathématique E£ d’un vecteur aléatoire & est définie par

(E&)@ — E&@ |
la matrice de covariance D¢ est définie par
(DE)@h) = EEED) |
D’une maniére analogue nous désignons, pour une matrice aléatoire A, par

E1 la matrice satisfaisant &

alors nous pouvons éerire

D& = EEL .

Sre

Désignons par .# I'ensemble de tous les vecteurs aléatoires & dont les va-
leurs appartiennent a l'ensemble A et pour lesquels E[£@®]* < + oo pour
x =1, ..., p; écrivons M(a) = {{; (e M, EL = a} pour chaque vecteur a.

£ étant une matrice aléatoire (de type quelconque) dont 'espérance mathé-
matique existe, W appartenant & %, nous désignons par EZ I'espérance
mathématique de ¢, conditionelle par rapport & W. Un systéme o7 forme une
décomposition mesurable de We % si ZcF;, U A =W, Ae.of/, Be o,

A+ B = A4 n B = ¢. Nous rappelons la propriété suivante:

(2.1) Lemme. Si Epl = a (ou Epl = a) pour chaque élément W e F . d’une
décomposition dénombrable mesurable de A e F,, on a Eyl =a (EL = a).
En particulier s’il s’agit d’une décomposition de Q, on a Bl = a (E{ = a).

Nous aurons aussi besoin du

(2.2) Lemme. Soit & un systéme dénombrable de vecteurs aléatoires de dimen-
ston quelconque, Uensemble des valeurs de chaque £ e & soit dénombrable. Soit
& une fonction vectorielle & dimension quelconque définie sur Q. Supposons que
pour chaque w e Q il existe un systéme fins Z(w) c Z tel que st we 2, we 2
et L(w) = {(w) pour chagque (e & (w) on a mecessairement aussi &(w) = &().

Dans ce cas & est un vecteur aléatoire.
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Démonstration: Pour chaque o e 2 soit
Aw) = {0; (we 2, L e Z(0) = L(w) = E(w) . (2.2.1)

De la dénombrabilité évidente de {Z(w); w e 2} découle celle du systéme
{A(w); w e 2} c F. & étant constant sur chaque A(w), 'énsemble des valeurs
de & est dénombrable lui-aussi et il suffit de montrer que si @ est un vecteur,
Pensemble 4 = {w; &(w) = a} appartient a F. Mais cela découle immédiate-
ment de ce que A est I'union du systéme dénombrable {A(w); &(w) = a} ¢ F.

Enfin nous désignons par L, la transformation définie par la relation
L = Ax + y; pour chaque vecteur x. Alors on peut écrire x, = L, L, , ...
... Lyx,. Nous notons que les résultats du § 4 sont indépendants de la suppo-
sition x; = A,x;_; + y, et restent valables pour chaque transformation L, de
A dans R (ot R = |J 1,(A)).

i==1

i=

3. Definition du proeessus &,

(3.1) Définition. &, est un processus-Z (un processus que lon obtient en
arrondissant aléatoirement le processus (1.1)) si £, sont des fonctions vectorielles
sur 2 et que pour chaque 7 e N, r € R il existe un vecteur aléatoire (i, 7)3)
et une variable aléatoire m,; satisfaisant aux conditions suivantes:

(3.1.1) Pour chaque t e N, w e Q on a m;(w) e N et
fo(w) =z, &w) = Lmiw), L& (0), o).
(3.1.2) Pour chaque ¢ e N, w e 2 le vecteur aléatoire
{(my(w), L;&;_4(w)) appartient a #(L;&;_4(w)) %)

(3.1.3) Pour chaque k,neN, a;eA (1 =1,...,n — 1) le vecteur aléatoire
¢(k, Lya,_,) et Vévénement

W={w;éw)=0a; G=1,..,n—1), my(w) =k} (3.1.3.1)
sont indépendants.

Remarque 1. Pour que la définition ait un sens, il faut que W soit vraiment
un ensemble mesurable &#. Mais cela découle immédiatement du fait que les
&, sont des vecteurs aléatoires ce que nous allons démontrer. En effet, en dé-
signant & = &,

Z(w) = {mgz =12, ..., 0} v {{(m(w),L (w); = 1. ..., n},

Z = U{Z(0); w € £}, on peut appliquer (2.2) et en obtenir que &, est un vec-
teur aléatoire.

3) La valeur de g(i; r) pour w e 2 est désignée par {(7, 7, ®). .
1) ¢(my(w), Lifi—l(w)) est naturellement la fonction qui fait correspondre au point
& de Q la valeur £(m(®), L&;_1(0), @).
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Remarque 2. Nous avons formulé la définition dans une géneralité con-
sidérable afin qu’elle embrasse de divers choix possibles des maniéres d’ar-
rondir. La supposition que (3, ) e #(r) correspond & l'arrondissement aux
nombres entiers. La variable aléatoire m,; donne une régle d’aprés laquelle on
choisit le vecteur arrondissant {(m;(w), r) au i-iéme pas. La supposition (3.1.3)
est satisfaite si 'on arrondit au n-ieme pas a 'aide d’'une éxpérience qui a été
choisie selon les valeurs des vecteurs &, ..., &,_; jusqu’ici observés, mais qui
en est indépendante. Dans le théoréme suivant nous considérons un cas
particulier important du processus-Z.

(3.2) Théoréme. Soit (i, r) e #(r) pour chaque i< N, reR; soit m; (pour
chaque i e N) une fonction définte sur Q dont les valeurs appartiennent & N.
&, soient définis par (3.1.1). Soit m,(w) = m,(®) aussitét que & (w) = &(w)
pourt =1 ..., nm — 1.

Supposons que pour chaque n, ke N, r e R le vecteur ((k,r) et le systéme
Z = U{Z(0); we W} ote W est définv par (3.1.3.1) et

Z(0) = {{(mo), Li§; 4(w); e =1,2,..,n — 1},
sotent indépendants.
Alors &, est un processus-Z.

Remarque. Dans le théoreme on suppose que le choix du vecteur arron-
dissant l(k, r) au n-ieme pas est déterminé totalement par les valeurs des
&, ..., &1 et que le vecteur choisi {(k, r) est indépendant des vecteurs ar-
rondissants déja employés.

Démonstration. Evidemment &, est un vecteur aléatoire et m, est une
variable aléatoire. Supposons que &, &, ..., &,_, soient des variables alé-
atoires.-D’apreés (2.2), m,, m,, ..., m, et aussi &, sont aléatoires. Alors &, sont
des vecteurs aléatoires, m,, des variables aléatoires. La condition {3.1.2) étant
évidemment satisfaite, il suffit de démontrer (3.1.3).

Choisissons k£, neN, a;e A(i =1,...,n — 1), écrivons r = L,a,_,. Si les
ensembles 4(w) sont définis par (2.2.1), nous avons 4(w) c Wou 4(w) n W =
= @ pour chaque w e 2.

Alors nous pouvons écrire W — U4; ou A4; ¢ {4(w); w e W} Donc

i=1
n n-1
chaque ensemble B, = U 4; — U 4, est du type
i=1 i=1

{wi 5 Cz(w) =T (’L = ]'7 R nl) ’ nt(w) + 8 (7/ = 17 e n’2)} ’

ou {; et 7; appartiennent & Z qui est indépendant de {(k, r); alors B, sont
indépendants de C(k, r) aussi. De 1 il résulte que W = U4, est indépendant
de ¢(k, r), (3.1.3) est vérifié et la démonstration du théoréme est terminée.
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(3.3) Détinition. Si &, est un processus-Z et que les {(7, r) satisfassent aux .
conditions de la définition (3.1), nous appelons ((3, r) vecteurs arrondissants, les -
variables aléatoires m, seront appelées variables déterminant le choix des vec- .

teurs arrondissants, les vecteurs aléatoires
g =& — L&, (3.3.1)
erreurs arrondissantes et, finalement,

seront les erreurs de chute.

Dans la suite nous ne nous servons des symboles &,, &,, d,, (¢, r), m,, que
dans le sens qu’ils ont dans cette définition—Ia.

(3.4) Définition. &, est dit processus- P si les conditions suivantes sont
satisfaites pour chaquet e N7 e R0 =r < l,ae A o =1,...,p;8 =1, ... p;
x * B :

LG, r +a) = LG, 1) +a,
P, r) =0) =1—r, P, r)=1) =r®,
D@AO[(E, r) —r] = 0.

(3.5) Définition. £, est dit processus-P°, s’il est un processus-P et que la -

matrice B({(¢, r) — r) soit diagonale.
(3.6) Définition®). &, est dit processus-P~ §’il est un processus-P mais n’est
pas un processus-PO.
(3.7) Lemme. &, étant un processus-P, on a
D(Ll, ) — ) = 1
&, étant un processus-P°, on a
D((i, 1) — r) 2
pour chaque © € N, r ¢ R.

Démonstration: Le lemme découle immédiatement des définitions (3.4) -

et (3.5).
4. Erreurs arrondissantes ¢,

(4.1) Désignons, pour chaque n e N,
Z, = {lk,r) — 1 0e 2, m(0) =k, r= L"L§7L—l(w)} .
(4.2) Lemme. Soit A une fonction définie sur {{(w); we 2, { e Z,} dont les

valeurs sont des matrices (de type quelconque), soit n e N, soit M une matrice. -

Alors on a
((e Z,=> EAL = M) = Ede, = M ,°) (4.2.1)

(Ce %, = EAL = M) > Ede, = M . (4.2.2)

5) C’est M. Jaroslav Hdjek qui a appelé mon attention & la possibilité d’employer des .

vecteurs arrondissants pour lesquels B(*8)({(3, r) — 7) < 0 pour o == f.
) Par A nous avons désigné la fonction composée (Af(w) = A({(w))). Evidemment
AL est une matrice aléatoire.
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Démonstration. On s’appercoit de ce que (4.2.2) résulte de la relation
(4.2.1), que nous allons démontrer. Le systéme des ensembles W (définis au
(3.1.3)), pour divers k, a;, L,a,_, = r, forme une décomposition mesurable de £;
alors pour montrer (4.2.1) il suffit, en raison du lemme (2.1), de montrer que
EAL = M étant satisfaite pour chaque ¢ e 27, on a Epde, = M pour chaque
W positif. Pour me W, m, (o) =k, L&, (w0)=1r on a ({(k,r) —r)eZ, et
le vecteur ((k,r) est indépendant de W (voir (3.1.3)). On a aussi
g,(w) = & () — L&, _y(0) = Lk, r, o) —r (voir (3.1.1)). Alors Epde, =
= Ep ALk, r) — r) = EA((k, 7) — r) = M et la démonstration de (4.2.1) et
du lemme est terminde.

(4.3) Théoreme. Powr chaque n e N, on a
Ee, = 0.

Démonstration. Posons A(r) =r. De (3.1.2) il s’ensuit que E =0
pour chaque n e N, { e Z, et d’apres (4.2.2) il en résulte que Eg, = 0.

(4.4) Lemme. n appartenant a N, D, et D, élant deux matrices vérifiant, pour
chaque £ ¢ &, Uinégalité D, < D < D,, on a D; = De, =< D,.

n>

Démonstration. On démontre le théoréme en appliquant (4.2.1) pour
A(r) = rr" et M = D, et pour A(r) = — 1’ et M = — D,.

(4.5) Lemme. n étant un nombre naturel, D,, D, deux matrices vérifiant
D; 3 D¢ 3 D, pour chaque { ¢ Z,, on a D, 3 De, 3 D,.

Démonstration. Soit b un vecteur. Posons A(r) = b’(rr’ — D;) b; on a en
vertu de la supposition pour chaque { ¢ Z,

EAC = Eb'(¢ — Dy) b = b'(DE — D) b = 0.

Le lemme (4.2) impliquant EAe, = 0, on a b'(De, — D;) b = 0 pour chaque
vecteur b et, par conséquence, De, — D, est semidéfinie positive, ¢’est-a-dire
D, < Dg,. La démonstration de D¢, < D, est tout a fait analogue.

(4.6) Théoréme. &, étant un processus-P, on a De, < 1 pour chaque n e N.

&, étant un processus-P°, la matrice De, est diagonale et De, 3 11 pour chaque
neN.

Démonstration. Le théoréme est une conséquence immédiate de (3.5),

(3.7), (4.4) et (4.5).
(4.7) Théoréme. Pour chaque j, ne N, j + non a
Ec,e; = 0. (3.7.1)

Démonstration. Supposons que j < n. Comme dans la démonstration du
lemme (4.2), il suffit de montrer que Ee,e; = 0 pour chaque ensemble positif
W du type considéré dans (3.1.3). Pour w e W nous avons ¢;(w) = &(w) —
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— Li§;_[(0) = a; — Lja;_, et &,(w) = ¢k, Lyat,_y, ©) — Lya,_,, le vecteur
{(k, Lya,_,) étant indépendant de W. Désignons L,a,_; = 7. On a alors
Epeaei = [Ep(C(k, r) — n)](a; — Lia;_,)" = 0
en vertu de I'égalité
Ey(l(k, r) —r) = E((k,r) —r) =0
(voir (3.1.2)).
Pour n < j on procéde d’une maniére analogue.

5. Erreur de chute

(5.1) Théoréme. Pour chaque n ¢ N on a E, = x,, ES, = 0.

(5.2) Pour simplifier des expressions que nous allons obtenir pour §, nous
introduisons la convention suivante. Le symbole 4,4, ;... 4,,,(oud,... 4,,,)
désigne la matrice 1.

(5.3) Théoréme. Pour chaque n e N on a
0 =D Apdyy ... Aipe; .
i-1

Démonstration de (5.1) et (5.3). Nous allons démontrer (5.3) d’out (5.1)
découle en vertu du théoréeme (4.3). L’égalité (5.3) est satisfaite pour » = 1.
Supposons qu’elle le soit pour n =k — 1. On a done

O =& — = Ay +yn + & — Ay — Y =
k-1

= A0y + & = 4y zlAk—lAk—2 v A+ g =

k
= Z A Ay .o A,
i=1
et (5.3) est satisfaite pour n» = k aussi et alors pour chaque n ¢ N.
(5.4) Lemme. Pour chaque n € N on a

DS, =>A4,...4,,DeA; ... A,.
i=1

Démonstration.
D6, = Eanérlz = E( ZAn s Ai+18i)( ZAn s A:i+18.'i)l =
i-1 j=1
= Zl ZlA" oo A (Eege)) A;+1 AL
4 7

d’ou le lemme découle en vertu du théoréme (4.7).
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Remarque. Le lemme (5.4) ne donne pas la possibilité d’évaluer la ma-
trice de covariance DJ, parce que nous ne connaissons pas les matrices
De;. Il n’est pas permis de poser, &,(w) et m;(w) étant observés, De; =
= D¢(my(w), L;&;_i(w)). Cependant les résultats du § 4 estimant De,; rendent
possible ’estimation de DJ,,.

(5.5) Définition. La suite des matrices M, est dite (&,) réduisante, si chaque
M est diagonale, ne contient d’autres éléments que 0 et 1 et que, finalement,
M e; = ¢; pour chaque <.

Remarque. &, étant un processus-P, M{* = 0 pour x + f, M{*® = 0 si
APD AP o) sont entiers et M{*® = 1 autrement, alors {M;} est (&,)
réduisante.

(5.6) Théoréme. {M,} étant une suite (£,) réduisante, on a pour chaque n e N

DS, = SA, ... A MDe.M A, ... A .
i-1

Le théoréme n’est qu'une reformulation du lemme (5.4).

(6.7) Théoreme. {M,} étant une suite (&,) réduisante, D,, D, deux matrices
vérifiant la relation D, < D(((k, r) — r) 3 D, pour chaque ke N, reR, on a

S Ay A MDMAL, . A, 2D, 33 A, ... A MD,M A, ... A, .
i-1 2=1

Démonstration. Les relations suivantes sont satisfaites pour des matrices

B, C, D, E:
(B=C= DBD'3DCD")y, (BC,D3IE=B+D3C-+ K.

De la, du lemme (4.5) et du théoréme (5.6), on déduit la proposition du théo-
réme. ’

(5.8) Théoréme. Soit {M;} wune suite (&,) réduisante, soit A; = 0 pour
chaque i€ N. Supposons que les matrices D,, D, satisfassent & Uinégualité
D, = D@, r) — r) = D, pour chaque i ¢ N, r ¢ R. Alors on a

S A, .. Ay MDMAL, ... A, = D6, =S A, ... A, MD,M A, ... A
i=1 i=1

i+l
Démonstration. Le théoréme découle du lemme (4.2) et du théoréme
(5.6).
(5.9) Théoréme. Soit {M,} une suite (£,) réduisante. &, étant un processus PO
on a

DS, 233> A, ... AinMA),, .. A,
i-1

&, étant un processus P, Uinégalité A; = 0 étant valable pour chaquet = 1,2, ..., n
on a

Dy,

A
Wt

DA, A MAL, LA s

=1
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Démonstration. On déduit la premiére proposition des théorémes (4.6)
et (5.7), la seconde de (4.6) et (5.8) en vertu de M, M; = M,.

Remarque 1. Soit &, un processus-P° et £2 un processus-P-, soit 4; = 0
pour chaque ¢ ¢ N. Il semble que le processus &2 soit d’une qualité supérieure
au processus &, dans le sens quon a DJ, < D6, mais non D5} < D5, ou
0t = & — x,. Malheureusement nous n’avons pas réussi & démontrer une
telle relation pour n > 1.

Remarque 2. Nous avons déja dit que les expressions estimant D¢, dans
(5.7), (5.8) et (5.9) sont assez compliquées. D’autre part, ces expressions ne
dépendent de %y, ¥y, ¥s, -.. que par I'intermédiaire de la suite réduisante {1},
qui peut étre commune & une large classe des valeurs z,, ¥y, ¥y, ... Par exemple
le processus (1.1) étant le processus itératif de Ritz ou de Seidel pour résoudre
une équation vectorielle x = Ax + y, nos expressions estimant D¢, ne dé-
pendent point de y; dans le cas de la méthode de Seidel et du processus-P° on
peut choisir M{%f), = 1 pourx = g =iet M{%f) = 0 autrement (i =1, 2, ...,p).

Remarque 3. Si z, est un processus itératif de Ritz pour résoudre une
équation z = Ax + vy, on a 4;,=A, y;=1y, M, =1 pour chaque ¢e N.

Dans ce cas expression D, = > A, ... A, ;M A;,, ... A, de (5.9) peut étre
i1

n n-1
simplifide & > A"~7A"%; si A est symmétrique, on a D, = > A%; si (1 — A%)7?
i=1 =0

existe, on a D, = (1 — A*»)(1 — 4>) 5 si A >0o0na D, =1 — A%, ce
que sont les expressions considérées déja par ABrRAMOV [1].

Remarque 4. A lintroduction, nous avons suggéré d’employer la suppo-
sition de normalité de J, pour construire des intervalles de confiance sans
connaissance de DJ,,.

Nous signalons qu’on peut arrondir d’une telle manieére que les vecteurs
tMO(e, 1), ..., {™(i, r) soient indépendants et que E[{()(, r) — r(®]3 = 0 pour
chaque «, 7, . (Par exemple on arrondit le nombre § & —1 avec la probabilité
5, 3 0 avec la probabilité 12 et & 1 avec la probabilité 1%.) Dans ce cas on déduit
facilement du lemme (3.1) qu’on a aussi E[¢{”]? = 0 et E[6*]® = 0, donc que
les erreurs g; et 0, sont approximativement symmétriques. Il nous semble
qu’ils le sont aussi dans le cas du processus-P° et que 'employement du
critére-t robuste donnera des résultats satisfaisants.

Remarque 5. L’indépendance de z,, y; de I’expression estimant D¢, dans
(5.7) nous permet de construire un processus-Z 4, pour les valeurs parti-
culiéres , = y; = ... = 0, qui majore d, dans le sens de la relation &. L’obser-
vation de 4, peut étre essentiellement plus facile que celle de &, ou que le
calcul numérique de DJ, et donne ainsi une méthode simple d’estiiner §,. La
construction et les propriétés de 4, seront décrites dans le théoréme suivant.
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(5.10) Théoréme. Soit &, un processus-PC, {M } une suite (&,) réduisante,
0, Uerreur de chute du processus &,.

Soit A, un processus-Z correspondant aux valeurs particuliéres xy =1y, = ... =
= 0; supposons ensuite que les vecteurs arrondissants o(i,r) et les variables
n; déterminant le choix des vecteurs arrondissants (du processus A,) satisfassent
a la condition

D(o(k, r) — 7)== KM, (5.10.1)

pour chaque we 2, 1 =12 ...n k=mn o), r=A4,4,_,(w), K étant un
nombre positif indépendant de , 1.

Alors on a

D6, 3 — K A, (5.10.2)
st A; = 0 pour chaque © = 1, 2, ... n, on peut reformuler la proposition en rem-
plagant le signe = par = dans les deux relations (5.10.1) et (5.10.2).

Démonstration. On s’apercoit de ce que de x, = y, = 0, il s’ensuit que
z, = 0 pour chaque n e N, donc que 4, est 'erreur de chute du processus
A,. y; étant les erreurs arrondissantes correspondant au processus 4,, on dé-
duit de (5.10.1) et du lemme (4.5) que Dy; & KM, pour chaque 7 ¢ N. Alors en
vertu du lemme (5.4) et du théoreme (5.9) on obtient

DA, =2 A4,...4, Dy A, ... AL~ K> A,... A, MA/, ...A,* 1KDJ,;
3 i-1

si A; = 0 on peut remplacer le signe & par =; donc la démonstration est
terminée.

‘Remarque. Evidemment 4, ne peut pas étre un processus-P?, parce que,
dans ce cas, on aurait p(n, 0) = 0 et par conséquence A, = 0 pour chaque
n e N. -

Quant & la question de savoir si I'on peut vraiment observer le processus
A4, on voit premiérement, que la condition (5.10.1), n,; étant convenablement
choisies, ne se rapporte qu’a un nombre fini de vecteurs 7.

Si- A;_1(w) est déja observé, on déduit de la propriété de la suite réduisante,
que (1 — M,) A4; 4;,_,(w) appartient-a l’ensemble A des vecteurs dont les élé-
ments sont entiers. On pose A (w) = A4; A{;(w) pour chaque « vérifiant
M = 0. Pour les autres o« on arrondit 4, 4{?;(w) aléatoirement d’une telle
maniére que, {, étant la variable aléatoire arrondissant a® = A; A (o),
on ait EC, = a@), E(, — a@®) = K, et que de plus {, soient indépendants et
que la condition habituelle de 'indépendance des vectéurs arrondissants aux
divers pas du processus soit satisfaite.
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Par exemple R étant 'ensemble des nombres a, pour divers « et ¢, on peut
procéder de la maniére suivante: On arrondit 0 & —1 avec une probabilité
p (0 < p = %), a1 avec la méme probabilité p et & 0 avec la probabilité 1 — 2p.

Alors si {, est la variable arrondissant a € B, on a E({, — a)®> > 0 et on peut

poser K = inf E({, — a)?. R étant fini, K est positif.
aeR .

6. Une propriété de convergence

(6.1) Détinition. &, est dit processus-JP, si les conditions suivantes sont
satisfaites:

(6.1.1) &, est un processus-P.
(6.1.2) Pour chaque e N, re R, a ¢ A, on a
PG, r) = a) = P((1,7) = a) .

(6.1.3) En désignant

Ar) ={yeA; — 1 <y® —r® <1 pour «=1,... p}
on a P({(1, r) € A(r)) = 1 pour chaque r € R: (Il s’ensuit que P(&(1, 7) == a) > 0
pour chaque 7 ¢ R, a ¢ A(r).)
(6.1.4) II existe un me N tel que L,,.; = L; (c’est-a-dire A,,., = 4, et
Ysms+: = Y;) pour chaque se N, i e N et que (4,,... 4,)° =0, z, = 2.7)

Remarque. La condition concernant 4, =z, est satisfaite s’il s’agit d’un
processus itératif de Ritz ou de Seidel pour résoudre une équation x = 4x 4 y.
La condition concernant (i, r) est satisfaite par exemple dans le cas d’un
processus-P°.

(6.2) Remarque. Soit &, un processus-J P. Désignons
Py = {03 (i, 7, ) non e A(r)} ;

il s’ensuit de (6.1.2) et de (6.1.3) que P(F;,) =.0 pour chaque 7 ¢ N, 7 ¢ R. De
la dénombrabilité de N et R il résulte donc que P(£2,) = 0, ou

Q,=U{F;; teN, reR}.
Pour w € 2 — 2, on a maintenant _

L, r, ) € A(r) (6.2.1)
pour chaque ¢ ¢ N, r ¢ R.

De 14 on déduit facilement que pour w e 2 — 2, ne N, o = 1,2 ... pona
— 1<) <1. (6.2.2)

7) — désigne la convergence de chaque coordonnée.
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(6.3) Lemme. &, étant un processus-J P, I'ensemble

F={a,;neN ay=uw,a,eALla;_;) (t=1,..., n)}

est fini et égal a
V=/{a; P{&, =a} >0, neN}.

Démonstration: Supposons que &, soit un processus-JP. Il résulte de
(6.1.3) que V o F et de la remarque (6.2) que F c V, donc V = F. De plus, en
donnant a Q, le méme sens que dans la remarque (6.2), on a

V=1{Ew);neN we2— Q}.

Soit ||z = V x'x pour chaque vecteur x et LM 1 = inf || Mz{| pour chaque matrice
=1

M. Il y a un tel nombre m que 4,,,, = 4, pour chaque se N, i ¢ N. Nous

pouvons supposer que la matrice B = 4,4,,_; ... 4, vérifie I'inégalité 1Bl < 1.

(Autrement, on déduit de la convergence B* — 0 que 15°l — 0 et que 1Bl < 1

pour un s proprement choisi: alors on pose m’ = ms.)

On a évidemment (voir le théoréme (5.3))

m

6"7'& = AmAm—l cee Ai+1£m(n—1)+i + Bam(n——l) . (631)
i-1
&, étant un processus-JP, nous avons — | < ¢(w) = I pour chaque 7 ¢ N,

J

w e 2 — £, On en déduit qu’il existe un nombre C, tel que
m—j
13 Ao Aitnmill < Cy (6.3.2)
i1

pour chaque neN et j=0,1 ..., m — 1. (Nous désignons, pour chaque
vecteur aléatoire ¢, par ||{|| la borne supérieure de l'ensemble {||{(w)]];
we 2 — Q)
. o
Nous allons montrer, qu'on a, pour chaque 7 e N, [0,m] < 1——1I’BT La
proposition est correcte pour n = 0. En supposant qu’elle I'est pour n = &k — 1
on déduit de (6.3.1) et (6.3.2) que

o %
- 1 _ T .
PBenl = €1 + VBl o0 = 171

done.la proposition est établie pour chaque 7 ¢ N. On en déduit en vertu de
(6.3.2) que pour chaque ne N, s =1,... m, on a '

Bamed = |2 Aoy oo Apprtumes + Aoy .. Aidun] = O, +

F A AN ] S C 4 (Co D) Ty
ol nous avons posé C, = max 14,... 4,1 g
s=1,.,p-1
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Donc nous avons montré, que l'ensemble {J,(w); w e 2 — 2, ne N} est
borné par rapport a la norme ||.||. De la convergence x, — z on déduit que de
méme l'ensemble {x,;n e N} et donc aussi I'ensemble V, sont bornés par
rapport a ||.||. Evidemment chaque sous-ensemble borné de A est fini, ce qui
est le cas pour V = F.

(6.4) Détinition. Une suite £, de vecteurs aléatoires est dite un processus
(6.4.1) avec un nombre fini d’états, si ’'ensemble

{a; P(&, = a) > 0, n e N} est fini;

(6.4.2) markovien, si pour chaque ne N, a,, ..., a

> ny

n-1

W =nN{o; &) =a}, PW)>0
i-1
on a
PW{Sn =a,} = P{En—1=an—l}{$ﬂ = 0} ;

(6.4.3) markovien homogéne, s’il est markovien et qu’il existe une fonction
f(a, b) telle que

P{¢, =a} > 0= Py, ,_a{é = b} = f(a,]). (6.4.3.1)

(6.5) Lemme. Chaque processus-JP &, est un processus markovien avec un
nombre fini d’états.

Démonstration. &, est un processus avec un nombre fini d’états: d’apres
le lemme (6.3).

Pour chaque ne N, ke N, a;cA (1 =1, ..., n), 'ensemble
V=A{ow;&w)=a; @=1,...,n—1), m(o) =k}

est, en vertu de (3.1.3), indépendant de {(k, L,a,_,).

Si P(V) > 0, on a

Py{&, = a,} = Py{l(k, L,a,,) = a,} = P{L(k, L,a,,) = a,}
ce qui revient a '
Py{é, = a,} = P{{(1, Lya,_,) = a,} (6.5.1)

(voir la définition (6.1)).

Soit maintenant W le systéme des ensembles V pour divers ke N, soit
W, le systéme des ensembles V pour divers k, ay, ..., a,_,. Alors W est une
décomposition mesurable de I'ensemble

W={w; &) =a @E=1..,n—1)}

(supposons que P(W) > 0) et W, est une décomposition measurable de I’en-
semble
W, = {o; &4(w) = a,_} .
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Par une double application du lemme (2.1) il s’en ensuit que
PW{‘fn = an} = P{C(l, Lnan—-l) = a,} = PWl{é_n = Ay} .

Mais, d’apres (6.4.2), c’est justement ce qu’il fallait démontrer.

(6.6) Lemme. Soit &, un processus-JP, meN, A, ;= A; pour chaque
seN, 1e N. Alors &, &, Eoms --- €St un processus markovien homogéne avec un
nombre fini d’états.

Démonstration. Une suite partielle d’'un processus markovien avec un
nombre fini d’états est elle-aussi un processus markovien. Done il suffit de
montrer I’homogénéité de &,,, les autres propriétés s’ensuivant du lemme
précédent.

Or en raison de (6.5.1) on déduit du lemme (6.5) que

m
P yn-a{ém = On} = Z l—[ P{E(a—l) ric1 @i GmDmys = O} =
Ay,Qg,e.0y ap—1 t=1
m
- Z P{C(l; L(s—l)m+i(ai_l)) = ai} —
@y,8y,...,8, -1 t=1
m
= > T1PCQ, Liaiy) = a} -
@y,4g,...,8p—1 t=1

La derniére expression ne dépend pas de s; on peut donc poser

m

fla,0) = > TP, Lia;y) = a},

Ayyyeey @y i=1

ou ay = a, a,, = b et la condition (6.4.3.1) est vérifiée.

(6.7) Définition. Soit a € A, b e A. Alors b est dit (a, L)-accessible §’il existe
une suite finie ay, a,, ..., a,, telle que ay, =a, a, =b, a;eA(La;_;) pour
t=1,2, ..., n Silacondition a; e A(L,a;_,) est remplacée par a; ¢ A(4d,a;_,),
le vecteur b est dit (a, 4)-accessible.

(6.8) Théoréme. Pour qu’on ait

P{w; &,(w) + z pour un nombre fini d’indices n seulement} = 1 (6.8.1)
pour chaque choix de x, € A et pour chaque processus-J P &, il faut et il suffit que
pour chaque x, € A le vecteur x soit (x,, L)-accessible.

Démonstration: Sipour un z, (6.8.1) est valable, il existe un tel w ¢ 2 — 2,
que &,(w) = x. Alors &y(w) = xy, &(w) e A(L;E;_(w)) et le vecteur z est
(7, L)-accessible; donc la condition est nécessaire. Supposons que z soit (a, L)-
accessible quel que soit @ € A. On sait déja que v, = &, est un processus mar-
kovien homogeéne. Evidemment, x est ce qu’on appelle état sans retour, c’est-
a-dire, on a, en raison de (6.2.2) et des relations Lx =2 (1 =1, 2, ...),
& (w) = z lorsque w e 2 — 2 et &;(w) = x pour un ¢ < n.
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Mais de plus, pour chaque état @ ¢ V c A (out V est 'ensemble défini au lemme
6.3) il y a une probabilité positive d’une transition a x, ce qui s’ensuit de la
supposition (6.1.3) et du fait que x est (a, L)-accessible. o

Donc pour chaque a tel que P{y, =a} > 0 il existe un nombre s,e N
et un nombre positif p, de fagcon que

P{l’n:a}{‘yn+s,‘ +xp=1—p,.

Choisissant p = min p,, s = max s, (V est fini), et procédant par la voie bien
aeV aeV

connue, on obtient que

P{'}’ns+s + 2} = ZP{yns = (L} . P{ym:a}{yns+s + 2} =

axz

=1 —=p) >Py,=a} =010 —p) Py, + 2} =1 —p,

atw

d’ott Ton déduit > P{y,, + 2} < + o, ce qui donne d’aprés le lemme de

n=0
Borel-Cantelli (voir [2], Chap. ITI, § 2, th. 1.2)

P{w; y,») + x pour un nombre fini d’indices n seulement} = 1;

désignant I'événement dans { } par 4, on a

{w; &,(w) + x pour un nombre fini d’indices = seulement } > 4 — Q,
P(A — Q) = 1; donc la condition est suffisante.

Remarque. Les considérations suivantes servent a éclaircir la condition
employée dans le théoréme précédent.

(6.9) Lemme. Soit x € A. Pour que x soit (a, L)-accessible il faut et il suffit que
0 soit (@ — x, A)-accessible.

Démonstration. Avant tout nous appelons lattention sur la relation
L = x pour chaque i € N, qui s’ensuit de la supposition (6.1.4). Done si I'on
aby=a—uz beA (4b,_;)) t=1...,n—1), b, =0 on peut définir a; =
=b+x Delaonaa,=a,a, =2, La,_, =A4;0b,; + ) +y;, = Ab,_, +
+ Lax = Ab;_; + z. Donc, b, appartenant a A(4,b,_,), a;, = b; + x appartient
a A(Ab;_, + x) = A(L,a;_;). La seconde partie du lemme peut étre démontrée
d’une maniére tout a fait analogue.

(6.10) Lemme. Soit f une fonction réelle non négative définie sur A ne s’annu-
lant qu’en 0; soit ¢ un nombre, 0 =< q << 1. Supposons que pour chaque a ¢ A,
t € N il existe un vecteur b; e A(4,a) de fagon que {(b;) = qf(a).

Alors 0 est (aA)-accessible pour chaque a < A.
Démonstration. Soit ae<A; définissons une suite a,, @,=:a,

a; e A(4,a;_,), (@) = qf(a;_,). On a f(a,) — 0, mais du lemme (6.3) il s’ensuit
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que l'ensemble {f(a;); 7 € N} est fini; done f(a,) = 0 et a, = 0 pour les indices
suffisamment grands.

(6.11) Exemple: Supposons que 4, = A, y; = y, ce qui est le cas corres-
pondant & la méthode itérative de Ritz pour résoudre I’équation » = Ax + y.
Supposons de plus que ||.|| so0it une norme des vecteurs telle que pour chaque
reR il existe un a e A(r) tel que |{lai| < ||r|].®) Supposons que 141 < 1, ou
I . 1 est la norme correspondant a || . ||.

Dans ce cas, 0 est (@, A)-accessible pour chaque @ e A, ce qui s’ensuit du
lemme précédent si 'on y pose f =i .|

Alors si la solution = de 'équation x = Ax + y appartient & A, si &, est un
processus-J P (pour les A;, y; particuliers) on a

P{w; &,(w) £ x pour un nombre fini d’indices n seulement} = 1.

Malheureusement, nous ne savons pas si cette propriété reste valable aussi
dans le cas général ou la supposition 141 << 1 est remplacée par la condition
A® — 0 pour s — co. Pour la méthode de Seidel nous n’avons pas non plus
déduit des conditions plus simples que celle du lemme (6.9) pour que 0 soit
(a, A)-accessible pour chaque a ¢ A.
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Peswome

BJIUAHUE OKPYIJIEHWS HA JIMHENHBIE
NTEPAIIVMOHHBIE BHIYUCJIEHUA

BAIIJTAB ®ABUAH (Vaclav Fabian), IIpara
(ITocrymmiro B pegakiyio 10/V 1957 r.)

B crarbe mccienyercs BIMAHME CIYYaliHOTO OKPYIVICHUA (MPeIOKeHHOro
I'. E. @opcaiirom [6]) Ha JanHeilHbII BeKTOPHBIH MTEPAIMOHHBII IIpoIece BHA

@y =A%y 4 i

OKpYIIIsAsi HA 9-M HIary nyTeM NpubaBieHusi OMNOKM OKPYIVIEHHS &;, IOJIY-

gaeM MOCJIeI0BATeAbHOCTh &,, KOTOpasd yAOBJIETBOPSAET COOTHOIMEHWIM
by=u, E=A45 1+ vy + &

[Tpu caydaiiHOM OKpYIJIEHUU &;, a TaKiKe &;, ABJIAIOTCA BEKTOPHBIMHI CIydaii-

HBIMU IIePeMEeHHBIME, 00JaJAONIMI CIIeYIONIMI CBOHCTBAMIM:

1. Osxupaemoe suavenme E&, pasmo x,. Urak, &, ABNsgercsa HecMemeHHOI
OIIEHKOH BeKTOpa .

2. Marpuny ropapmautaoctu D(&, — %,) MOKHO OIIEHMTH HEIOCPECTBEHHO
aHAIUTUYECKNUM IryTeM (Teopemsl (5.7), (5.8)) (4ro MosKeT mpejcTaBUTh CEPHE3HBIC
TPYAHOCTH HpPU YHCIICHHOM pacdere), miam (treopema (5.10)) mpocThiM meTogom
tunta Monre Rapio.

3. CBoiicTBO CXOMIIMOCTH, OKA3aHHOE aBTOPOM B [3], MomosiHeHO B naparpa-
e 6 mampHelimuM pe3yibraToM 0osiee CTENUAIBHOIO XapaKrepa.
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