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Чехословацкий математический журнал, т. 8 (83) 1958, Прага 

L'INFLUENCE DE L'ARRONDISSEMENT 
SUR LES ÉVALUATIONS NUMÉRIQUES L I N É A I R E S 

VACLAV FABIAN, Praha 

(Re?u le 10 mai 1957) 

Les méthodes analytiques d'estimer les erreurs de chute s'accu
mulant au cours de calculs numériques compliqués surestiment 
souvent trop l'erreur actuelle. L'applicabilité des méthodes statis
tiques supposant que les erreurs élémentaires soient des variables 
aléatoires non-corrélées et de moyenne nulle, est problématique si 
l'on arrondit de la manière habituelle. L'influence de l'arrondis
sement aléatoire (suggéré par G. E. FORSYTHE [6]) est étudiée; cette 
manière d'arrondir permet d'estimer les erreurs de chute par les 
méthodes dont l'applicabilité est, dans le cas de l'arrondissement 
habituel, douteuse ou totalement impossible. 

1. L'introduction 

Soient x0, уъ уъ ... des vecteurs p-dimensionnels, Аъ А2у . . . des matrices 
de type p X p; les éléments des vecteurs et matrices soient des nombres ra-
tionels. Si l'on veut calculer le vecteur xn) défini par les relations 

xt = A^^ + yt (i = 1, 2, . . . , ri) , (1.1) 

on est obligé, par des raisons techniques, à l'arrondir. Alors on calcule les 
vecteurs ^ satisfaisant aux équations 

fo = xo , £i = ^ili-i + У i + et, (i = 1? 2, . . . , n) ; (1.2) 

nous appelons s{ erreur élémentaire — autrement dit erreur arrondissante — 
(au г-ième pas) et ôn = | n — xn erreur de chute (au тг-ième pas). 

La supposition que les st soient des vecteurs aléatoires non corrélés et de 
moyenne nulle (on fait souvent la supposition plus forte d'independence) est 
problématique si l'on arrondit de la manière habituelle (voir p . ex. [7], [4]), et 
légitime, comme nous verrons, dans le cas de l'arrondissement aléatoire. 

Un nombre a sera arrondi aléatoirement par une observation faite à une 
variable aléatoire С n 'acquérant que des valeurs entières1) et telle que E£ = ay 

E(£ — a)2 < + oo. Dans le cas le plus important, 

P(f = 0) = 1 - a, P(C = 1) = a 

pour 0 ^ a < 1 et analogiquement pour les autres a. On arrondit aléatoirement 
x) Si l'on arrondit aux nombres entiers. 
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un vecteur en arrondissant aléatoirement (mais pas nécessairement indépen-
demment) chacun de ses éléments. 

Le processus (1.1) sera arrondi de la manière suivante: On pose Ç0(co) = £0 = 
= x0i

2) on calcule le vecteur А±^0(м) = уг et, à l'aide d'une expérience #l9 on 
l'arrondit aléatoirement; le résultat de l'arrondissement est l'observation 
Ç^œ) de Sv 

Supposons que, à l'aide des expériences еъ é2, . . . , ^ _ l 5 on a déjà observé 
les valeurs Ç0(co), ̂ г(со), ..., fz_x(co). Alors on calcule le vecteur ^4^г_1(ш) + yi 

et, à l'aide d'une expérience êb indépendante de é>1} . . . , <^г_ь
 o n l 'arrondit; 

voilà comment on obtient le vecteur £г-(со), l'observation du vecteur aléatoire f?:. 
Le processus stochastique £n jouit des propriétés suivantes: 

1. L'espérance mathématique E | n de fn est #n? c'est-à-dire fw est ce qu'on ap
pelle estimateur non-biaisé de xn. La supposition de la normalité rend possible 
la construction d'intervalles de confiance pour xn, fondée sur la répétition in
dépendante des observations (deux au moins) de fn. En réalité, l 'hypothèse 
de normalité de £n n'est pas vérifiée de sorte que le critère-£ ne peut être 
appliqué qu'à t i tre approximatif, cependant, à notre avis, cette approximation 
est souvent convenable (voir aussi § 5, remarque 4). On s'aperçoit que cette 
méthode d'estimer n'a aucune analogie dans le cas où l'on arrondit de la ma
nière habituelle. 

2. Nous avons donné une formule explicite pour un estimateur Dn de la 
matrice de covariance du vecteur ôn ce qui permet de construire des intervalles 
de confiance exacts pour xn. Malheureusement le calcul numérique de Dn peut 
être bien compliqué et peut exiger de nouveaux arrondissements; mais la 
méthode du no 1 peut être employée pour estimer les éléments de Dn. (Voir 
pour exemple [4] où Dn a été estimé dans un cas du problème de Dirichlet.) 

3. On peut construire une suite An de vecteurs aléatoires, majorante (dans un 
sens précisé dans (5.10)) de la suite ôn. L'observation de An est plus facile à faire 
que celle de fn ou de ôn ce qui donne une autre méthode d'estimer ôn, la méthode 
qui peut être utile s'il s'agit, par exemple, du choix du nombre de décimales 
avec lequel le calcul doit être fait pour être le plus économique possible. 
Cette méthode non plus n'a aucune analogie dans le cas de l'arrondissement 
habituel, ce qui est aussi le cas pour les propriétés suivantes. 

4. Comme l'auteur a démontré dans [3], si l'on arrondit de la manière 
P° (voir § 3), si (1.1) est la méthode itérative de Seidel (voir [5]) de résolution 
d'une équation linéaire x = Ax + y, si Akm+i = At pour i = 1, . . . , m; к = 
= 1,2, . . . , (AmAm_1 . . . Аг)8 —> 0, alors on a 

/ N \ 

V n = l ' 

où x est la solution. 
fe-

2) |n(co) désigne ici une valeur particulière du vecteur aléatoire £«• 
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5. De plus, comme nous verrons au § 6, si la solution x est telle que les élé
ments de 10w.r sont des nombres entiers, si l'on arrondit à m décimales, on a 

P(£w ф x seulement pour un nombre fini d'indices ri) — \ , 
aussitôt que certaines conditions assez générales sont satisfaites. 

Les résultats de ce travail-ci ont été appliqués pour estimer l'erreur de 
chute dans la résolution du problème de Dirichlet pour un carré 10 X 10 
par la méthode itérative de Seidel dans [4], où l 'auteur discute aussi l 'ap
plicabilité des méthodes statistiques dans les cas de diverses manières d'ar
rondir. 

Quelques résultats que nous démontrons ici ((4.3), (4.7)) ont été établis et 
employés déjà dans [3], mais seulement pour le cas d'un proeessus-P0 qui 
n 'y a été défini qu'intuitivement. 

Qu'il me soit permis d'exprimer ici mes remercîments vifs à MM. VLADIMIR 
KNICHAL et Ivo BABUSKA à l'instigation desquels j ' a i commencé à m'occuper 
des questions traitées ici. 

2. Remarques préliminaires 

Une matrice avec une seule colonne est dite vecteur; les éléments des ma
trices sont, sauf avis contraire, des nombres réels. Soit p un nombre naturel; 
s'il n'est dit rien d'autre du type d'une matrice ou d'un vecteur, la matrice 
sera du type p X p et le vecteur sera à p dimensions. 

Si M est une matrice de type quelconque, M(aP) désigne l'élément de la 
ligne oc et de la colonne ß, si, en particulier, x est un vecteur, nous écrivons 
x(al) = #(«); par M' nous désignons la matrice transposée à M. Alors si x est 
un vecteur, xx' est une matrice et x'x est une matrice du type l x l — un 
nombre réel. Les vecteurs particuliers 0 et / sont définis par 0(a) — 0 et 
/(«) = l pour oc — 1, . . . , p; la matrice 0 vérifie 0(a^) == 0; pour la matrice 1 on 
a Vaß) = 0 pour a ф ß et Kaa) = 1. Pour deux matrices (ou vecteurs) nous 
écrivons M <L N, si MW) <g N(aP); nous écrivons M -? N, si N —- M est semi-
définie positive, une matrice D étant semidéfinie positive, si a'Da ^ 0 pour 
chaque vecteur a. Si M est une matrice, nous désignons par diag M le vecteur 
vérifiant (diag Ж)(а) = M(aa) pour oc — 1, ..., p; nous posons t r M = Г diag M. 
Nous rappelons que D1~$D2 entraîne en particulier diag D1 ^ diag D2 et 
tvD1 <trD2. 

Soient Аъ А2, . . . , yl7 y2, . . . , comme nous avons déjà dit, des matrices et 
des vecteurs dont les éléments sont des nombres rationnels, soit x0 un vecteur 
aux éléments entiers; la suite xn soit définie par (1.1). Désignons par A l'en
semble de tous les vecteurs dont les éléments sont des nombres entiers, écrivons 

R — {Ага +'yt; a e A, i = 1, 2, . . .} . 

Désignons aussi par N l'ensemble des nombres naturels. 
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Soit (Q, 3?, P) un espace de probabilité, c'est-à-dire, soit Q un ensemble 
non vide, 3? und cr-corps de sous-ensembles de Q (les éléments de 3F sont 
appelés aussi événements), P une mesure définie sur J% P(Q) = 1. Un évé
nement A est dit positif, si P(A) > 0; nous désignons par Ĵ ~+ le système de 
mus les événements positifs. Une variable aléatoire est une fonction réelle 
définie et finie sur Q et mesurable (3?); un vecteur aléatoire f est une fonction 
définie sur Q dont les valeurs sont des vecteurs réels et pour laquelle f(a) est 
une variable aléatoire pour chaque oc = 1, .. . , p (analogiquement nous intro
duisons aussi la notion de matrice aléatoire). 

L'espérance mathématique d'une variable aléatoire f sera désignée par 
Ef. L'espérance mathématique E£ d'un vecteur aléatoire f est définie par 

(Ef)<«) = Ef<«) ; 

la matrice de со variance D | est définie par 

(Df)<*^) = Ef(a)f(/0 . 

D'une manière analogue nous désignons, pour une matrice aléatoire Л, par 
ЕЛ la matrice satisfaisant à 

(EA)(*0) = E/K<^) ; 

alors nous pouvons écrire 

D| =-- Ef Г . 

Désignons par ./# l'ensemble de tous les vecteurs aléatoires £ dont les va
leurs appartiennent à l'ensemble A et pour lesquels E[fO)]2 < -f- oo pour 
oc = 1, ..., p; écrivons Л(а) = {f ; f e ^#, E£ = a} pour chaque vecteur a. 

С étant une matrice aléatoire (de type quelconque) dont l'espérance mathé
matique existe, W appartenant à ,F+y nous désignons par Ewf l'espérance 
mathématique de Ç, conditionelle par rapport à W. Un système se forme une 
décomposition mesurable de W e 3F} si s/ с J^; {J stf = W; A e se\ В e se, 
A Ф В => A n В = 0. Nous rappelons la propriété suivante: 

(2.1) Lemme. Si EWÇ ^ a (ou E ^ = a) pour chaque élément V/ e ÙF+ d'une 
décomposition dénombrable mesurable de A e #~+, on a EAÇ ^ a (EAÇ = a). 
En particulier s'il s'agit d'une décomposition de Q, on a E£ ^ a (ЕС = a). 

Nous aurons aussi besoin du 

(2.2) Lemme. Soit Ж un système dénombrable de vecteurs aléatoires de dimen
sion quelconque, l'ensemble des valeurs de chaque С е Ж soit dénombrable. Soit 
| une fonction vectorielle à dimension quelconque définie sur Q. Supposons que 
pour chaque со e Û il existe un système fini Ж(со) с 2£ tel que si со e ß , со e Q 
et C(a>) = £(ft>) pour chaque f e f (со) on a nécessairement aussi £(co) — ij(co). 

Dans ce cas | est un vecteur aléatoire. 
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D é m o n s t r a t i o n : Pour chaque со e Q soit 

A(co) = {œ; (œ e Q, Ç e S (to)) => £(<*>)' = C(û>} . (2.2.1) 

De la dénombrabilité évidente de {<2?(a>); со e Q) découle celle du système 
{A(со); со e Q} с 3F. £ étant constant sur chaque A(œ), l'ensemble des valeurs 
de f est dénombrable lui-aussi et il suffit de montrer que si a est un vecteur, 
l'ensemble A = {w; f (a>) = a} appartient à £F. Mais cela découle immédiate
ment de ce que A est l'union du système dénombrable {A(co)\ |(a>) = a} с J^. 

Enfin nous désignons par Хг la transformation définie par la relation 
Ljpc = A{x -f y{ pour chaque vecteur .т. Alors on peut écrire x.n — LnLn_x . . . 
. . . i ^ Q . Nous notons que les résultats du § 4 sont indépendants de la suppo
sition xt = Aixi^.1 + yi et restent valables pour chaque transformation Д : de 

oo 

A dans Я (où R = U A-(A))-

3. Definition du processus fn 

(3.1) Définition. |„ est un processus-Z (un processus que l'on obtient en 
arrondissant aléatoirement le processus (1.1)) si fn sont des fonctions vectorielles 
sur Q et que pour chaque i e N, r e R il existe un vecteur aléatoire Ç(i, r)3) 
et une variable aléatoire w, satisfaisant aux conditions suivantes: 

(3.1.1) Pour chaque i e N7 со e û on a тДсо) e N et 

(3.1.2) Pour chaque û N ; eo e £? le vecteur aléatoire 

Ç(m4(co), Ь^{_г(со)) appartient à ~£(Ь{^__г(со)) .4) 

(3.1.3) Pour chaque k,neN, щ e A (i = 1, . . . , w — 1) le vecteur aléatoire 
Ç(k, Lnan_x) et l 'événement 

W = {со; |ДО>) = аг; (г = 1, . . . , ?г — 1) , wn(co) = &} (3.1.3.1) 

sont indépendants. 

R e m a r q u e 1. Pour que la définition ait un sens, il faut que W soit vraiment 
un ensemble mesurable J r . Mais cela découle immédiatement du fait que les 
£i sont des vecteurs aléatoires ce que nous allons démontrer. En effet, en dé
signant £ = fn, 

2(o>) = {n%i\ i = 1,2, . . . , n} и {C(m,(co),L,^-iH); i = 1. . . ., л } , 

^ = U { ^ ( ^ ) ; o> 6 ^ } » o n P e u t appliquer (2.2) et en obtenir que f„ est un vec
teur aléatoire. 

3) La valeur de £(*, r) P o u r m € & e s t désignée par £(г, r, w). 
4) Z(m(co), L f 4 ( w ) ) ©st naturellement la fonction qui fait correspondre au point 

Z) de ß la valeur 1(щ(ы)> L^i-i(œ)^ w). 
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R e m a r q u e 2. Nous avons formulé la définition dans une généralité con
sidérable afin qu'elle embrasse de divers choix possibles des manières d'ar
rondir. La supposition que Ç(i, r) e Jt{r) correspond à l'arrondissement aux 
nombres entiers. La variable aléatoire т{ donne une règle d'après laquelle on 
choisit le vecteur arrondissant С(т{(со), r) au г-ième pas. La supposition (3.1.3) 
est satisfaite si l'on arrondit au тг-ième pas à l'aide d'une expérience qui a été 
choisie selon les valeurs des vecteurs f ь . . . , | n _ x jusqu'ici observés, mais qui 
en est indépendante. Dans le théorème suivant nous considérons un cas 
particulier important du processus-Z. 

(3.2) Théorème. Soit Ç(i, r) zJt(r) pour chaque, i e N, r e R; soit m{ {pour 
chaque i e N) une fonction définie sur û dont les valeurs appartiennent à N. 
fn soient définis par (3.1.1). Soit mn(œ) — mn(oj) aussitôt que ii(co) = |Дсо) 
pour i = 1, . . . , n — 1. 

Supposons que pour chaque n, к e N, r € R le vecteur Ç(k, r) et le système 
Ж = ( J { ^ H ; со e W} ou W est défini par (3.1.3.1) et 

&(œ) = {£(т,(а>), Ц^_г(со)); i = 1, 2, . . . , n — 1} , 

soient indépendants. 

Alors ln est un processus-Z. 

R e m a r q u e . Dans le théorème on suppose que le choix du vecteur arron
dissant f(fc; r) au тг-ième pas est déterminé totalement par les valeurs des 
Si, • •., l«-i e^ 4ue Ie vecteur choisi Ç(k, r) est indépendant des vecteurs ar
rondissants déjà employés. 

D é m o n s t r a t i o n . Evidemment f0 est un vecteur aléatoire et m0 est une 
variable aléatoire. Supposons que f0, |1 ? . . . , î-n_x soient des variables alé
atoires. D'après (2.2), тъ тъ . . . , mn et aussi fn sont aléatoires. Alors £n sont 
des vecteurs aléatoires, mn des variables aléatoires. La condition (3.1.2) étant 
évidemment satisfaite, il suffit de démontrer (3.1.3). 

Choisissons к, n e N, at e A (i = 1, ..., n — 1), écrivons r = Lnan_x. Si les 
ensembles A(œ) sont définis par (2.2.1), nous avons A(co) С W ou A(œ) n W = 
= 0 pour chaque со e Ü. 

00 

Alors nous pouvons écrire W = \jAt où .4^ e {^4(co); œ e W}. Donc 

n n - 1 

chaque ensemble I?ri = \) At —- \J A{ est du type 
г = 1 t = l 

{со* ; Ci(oy) = r< (» = 1, . . . , n x ) , ^(ш) Ф s* (г = 1, . . . , и 2 )} , 
où Сг et 77 ̂  appartiennent à «âT qui est indépendant de Ç(k, r); alors Bn sont 

indépendants de £(&, r) aussi. De là il résulte que W = ЦМп e s t indépendant 

de Ç(k, r), (3.1.3) est vérifié et la démonstration du théorème est terminée. 
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(3.3) Définition. Si £n est un processus-^ et que les Ç(i, r) satisfassent aux 
conditions de la définition (3.1 )? nous appelons Ç(i, r) vecteurs arrondissants, les 
variables aléatoires т г seront appelées variables déterminant le choix des vec
teurs arrondissants, les vecteurs aléatoires 

e{ = Si - £<f<-i (3.3.1) 

erreurs arrondissantes et, finalement, 

ôn = ï n - Xn (3.3.2) 
seront les erreurs de chute. 

Dans la suite nous ne nous servons des symboles fn, sn, ôn, Ç(i, r), mn, que 
dans le sens qu'ils ont dans cette définition—là. 

(3.4) Définition. | n est dit processus- P si les conditions suivantes sont 
satisfaites pour chaque i e N, r e R, 0 fg r ^ I, a e A, oc = l, . . . , p; ß = 1, . . . , p; 
ос Ф j8: 

C(f, r + a) — £(t, r) + a , 
P(C<a>(i, r) = 0) == 1 — r(*>,. P(C(a)(», r) = 1) = r<«>, 

D(«^)[f(i, r) — r] <: 0 . 

(3.5) Définition. fn est dit processus-P0, s'il est un processus-P et que la 
matrice D(£(i, r) — r) soit diagonale. 

(3.6) Définition5). £n est dit processus-P~ s'il est un processus-P mais n'est 
pas un processus-P0. 

(3.7) Lemme. | я éfam£ г т processus-P, on a 
D(C(i, r) - r) ^ 11 ; 

f w étant un processus-P0, on a 

D(Ç(i, r) - r) -S 11 
£хжг chaque i € N, r e R. 

D é m o n s t r a t i o n : Le lemme découle immédiatement des définitions (3.4) * 
et (3.5). 

4. Erreurs arrondissantes sn 

(4.1) Désignons, pour chaque n e N, 

&n = {Ç(k, r) — r;coe Q, mn(œ) = h, r = LJ^co)} . 

(4.2) Lemme. Soit Л une fonction définie sur {£(&>); со € Q, £ € J?w} dont les 
valeurs sont des matrices (de type quelconque), soit n e N, soit M une matrice, -
Alors on a 

(Çe&n=> ЕЛС >М)^ ЕЛеп ^ M ,•) (4.2.1) 
(C e iF„ => ЕЛС = ЛГ) => ЕЛеи = M . (4.2.2) 

5) C'est M. Jaroslav Hdjek qui a appelé mon attention à la possibilité d'employer des 
vecteurs arrondissants pour lesquels ЫаРЦС(% r) — r) < 0 pour (x ф /?. 

6) Par Л£ nous avons désigné la fonction composée (Л£(а>) = Л(£(со))). Evidemment 
Л С est une matrice aléatoire. 
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D é m o n s t r a t i o n . On. s'apperçoit de ce que (4.2.2) résulte de la relation 
(4.2.1), que nous allons démontrer. Le système des ensembles W (définis au 
(3.1.3)), pour divers ky a,h Lna,n__1 = r, forme une décomposition mesurable de Q; 
alors pour montrer (4.2.1) il suffit, en raison du lemme (2.1), de montrer que 
ЕЛС ^ M étant satisfaite pour chaque С e 2£n on a EwAen ^ M pour chaque 
W positif. Pour со € W, mn((jù) = к, Ьп^п_г{т) = r on a (£(&, r) — r) e Jfw et 
le vecteur £(&, r) est indépendant de IF (voir (3.1.3)). On a aussi 
£я(а>) — fw(co) — Ln|n«i(û>) = C(fc, r, ш) — r (voir (3.1.1)). Alors E ^ e n = 
= EwA(Ç(lc, r) — r) = ЕЛ(С(&, r) — r) ^ Ж et la démonstration de (4.2.1) et 
du lemme est terminée. 

(4.3) Théorème. Pour chaque n <E N, on a 

Een = 0 . 

D é m o n s t r a t i o n . Posons A(r) = r. De (3.1.2) il s'ensuit que ЕС = О 
pour chaque ?г e N, f e J?n et d'après (4.2.2) il en résulte que Een = 0. 

(4.4) Lemme. n appartenant à N, I)± et D9 étant deux matrices vérifiant, pour 
chaque С e &n} Vinégalité Dx fg Df ^ D2, on a D± ^ Den ^ D2 . 

D é m o n s t r a t i o n . On démontre le théorème en appliquant (4.2.1) pour 
Л(г) = rr' et M = Z^ et pour Л(г) = — r / et M = — D2 . 

(4.5) Lemme. тг éto?i шг nombre naturel, Db D2 deux matrices vérifiant 
Dx -^ DC -? D2 po^r chaque £ e iTn, о?г ftDj^ Den -^ D2 . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit 6 un vecteur. Posons Л(г) = Ь'(7т' — D J 6; on a en 
vertu de la supposition pour chaque £ - ^w 

ЕЛС = E6'(££' - Dx) 6 = b'(Df - D±) b ^ 0 . 

Le lemme (4.2) impliquant ЕЛеп ^ 0, on a Ь'(ОЕП — Z^) 6 ^ 0 pour chaque 
vecteur b et, par conséquence, Den — Dx est semidéfinie positive, c'est-à-dire 
Dx -§ Den. La démonstration de Den -^ D2 est tout à fait analogue. 

(4.6) Théorème. £w etawi -гш processus-P, on a Den ^ J1 р<жг chaque n € N. 
i-n étant un processus-P0, la matrice Den est diagonale et Den -? J1 ^ ° ^ r chaque 
П € N. 

D é m o n s t r a t i o n . Le théorème est une conséquence immédiate de (3.5), 
(3.7)/ (4.4) et (4.5). 

(4.7) Théorème. Pour chaque j , n e N, j ф n on a 

Eene- = 0 . (3.7.1) 

D é m o n s t r a t i o n . Supposons que j < n. Comme dans la démonstration du 
lemme (4.2), il suffit de montrer que Ewen£j •= 0 pour chaque ensemble positif 
W du type considéré dans (3.1.3). Pour eu e W nous avons Sj(œ) = f,-(co) — 
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— LjÇj^œ) = a,j — Lfb$_i et en(œ) = £(&, Ьпап_ъ œ) — Lnan_l9 le vecteur 
С (к, Lnan_1) étant indépendant de W. Désignons Lna.n_x = r. On a alors 

Е ^ а д = [ E JF(C(^ r) - r)](a, — £ A - i ) ' = 0 

en vertu de l'égalité 

E^f(É, r)-r) = E(C(fc, r) - r) = 0 
(voir (3.1.2)). 

Pour w < 7 on procède d'une manière analogue. 

5. Erreur de chute 

(5.1) Théorème. Pour chaque n e N on a E£w = #n, E<5n = 0. 

(5.2) Pour simplifier des expressions que nous allons obtenir pour ôn nous 
introduisons la convention suivante. Le symbole AnAn_1... An+1 (ou An... An+1) 
désigne la matrice 1. 

(5.3) Théorème. Pour chaque n e N on a 
n 

àn = 2_, AnAn_1 . . . Ai+18i . 
i = l 

D é m o n s t r a t i o n de (5.1) et (5.3). Nous allons démontrer (5.3) d'où (5.1) 
découle en vertu du théorème (4.3). L'égalité (5.3) est satisfaite pour n = 1. 
Supposons qu'elle le soit pour n = к — 1. On a donc 

àk = & — xk = Îjfcffc-! + yk + sk — ^ Ä - i — yk = 
fc-l 

=== ^ - A - l H~ £7c ̂  Ak 2^ AJc_1Ak_2 • • • Ai+1Ei 4" £fc = 
i = l 

== ^ АкАк_г ... Ai+1Si, 
i = l 

et (5.3) est satisfaite pour n = к aussi et alors pour chaque n e N. 

(5.4) Lemme. Pour chaque n € N on a 
n 

^ » = = A, ̂ n ' ' ' ^i+l^£i^-i+l • • • An . 
t' = l 

Démons t r a t i on . 
n n 

D(3. - EaX = E( 2 4» • •; AM*i)i 2 : A . • • ^ + A ) ' = 
г - 1 j = 1 

n n 

= £ 2, n ' ' ' Ai+1(Esi£j) Aj+1 . . . An , 
г - l J = 1 

d'où le lemme découle en vertu du théorème (4.7). 
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R e m a r q u e . Le lemme (5.4) ne donne pas la possibilité d'évaluer la ma
trice de covariance Dôn parce que nous ne connaissons pas les matrices 
De,. Il n'est pas permis de poser, £г(ш) et тг(о>) é tant observés, Оег- = 
== 0£(тг(со), 1уг^?_1(а))). Cependant les résultats du § 4 estimant Det- rendent 
possible l 'estimation de Dôn. 

(5.5) Définition. La suite des matrices M{ est dite (|и) réduisante, si chaque 
Mi est diagonale, ne contient d'autres éléments que 0 et 1 et que, finalement, 
М{е{ — Si pour chaque i. 

R e m a r q u e . £n étant un processus-P, M["ß) = 0 pour oc =f= ß, М[лл) = 0 si 
А[а1), . . . , A{«v\ y[a) sont entiers et Ж ( / л ) == 1 autrement, alors {Mt} est (fn) 
réduisante. 

(5.6) Théorème. {if*} е£шг£ гте swife (|n) réduisante, on a pour chaque n e N 
n 

Dôn = 2^n . •. А<+1М€Ое<М4А'€+1 ...А'п. 

Le théorème n'est qu'une reformulation du lemme (5.4). 

(5.7) Théorème, { i f j е£шг£ гте «мйе (£п) réduisante, Dlp D2 deux matrices 
vérifiant la relation D1 -^ D(Ç(k, r) — r) -? D 2 ^^^r chaque h e N, r e R, on a 

n n 

2 An ... Ai^M^MiA'^ ...A'n^Dôn^2An-- Ai^MiD.MiA^ ...A'n. 
i 1 г = 1 

D é m o n s t r a t i o n . Les relations suivantes sont satisfaites pour des matrices 
Д С, Д # : 

(B -? С => DÄD' -? ZK7D'), (B -5 6y, D -5 JS7 => В + D -5 С + JS?) . 

De là, du lemme (4.5) et du théorème (5.6), on déduit la proposition du théo
rème. 

(5.8) Théorème. Soit {if J шге smfe (|n) réduisante, soit A{ ^ 0 ^нжг 
chaque i e N. Supposons que les matrices Въ D2 satisfassent à Vinégualité 
J9j <̂  D(£ (г, r) — r) rgj D2 ^хжг chaque i e N, r € R. ЛZors on a 

i - l г = 1 

D é m o n s t r a t i o n . Le théorème découle du lemme (4.2) et du théorème 
(5.6). 

(5.9) Théorème. Soit {M{} une suite (|n) réduisante. ijn étant un processus P° 
on a 

n 

Dôn^l2An--- Ai+1MtA'i+1 ...A'„; 
г = 1 

in étant un processus P, Г inégalité A{ ^ 0 étant valable pour chaque i = 1, 2, . . . , n 
on a 

n 

D<5„ ^ J 2 A » • • • АшМ.;А>+1 ...А'п. 
i - 1 
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D é m o n s t r a t i o n . On déduit la première proposition des théorèmes (4.6) 
et (6.7), la seconde de (4.6) et (5.8) en vertu de MiM\ = M{. 

R e m a r q u e 1. Soit f* un processus-P0 et £„ un processus-P~~, soit A{ ^ 0 
pour chaque i e N. Il semble que le processus il soit d'une qualité supérieure 
au processus £„ dans le sens qu'on a Dd2

n ^ Dô* mais non Dô* ^ Dô* où 
дг

п — il
n ~ xn. Malheureusement nous n'avons pas réussi à démontrer une 

telle relation pour n > 1. 

R e m a r q u e 2. Nous avons déjà dit que les expressions estimant Dôn dans 
(5.7), (5.8) et (5.9) sont assez compliquées. D'autre part , ces expressions ne 
dépendent de x0, уъ y2, • • • que par l'intermédiaire de la suite réduisante {М{}? 

qui peut être commune à une large classe des valeurs x0, уъ уъ . . . Par exemple 
le processus (1.1) étant le processus itératif de Ritz ou de Seidel pour résoudre 
une équation vectorielle x = Ax -\- y, nos expressions estimant Dôn ne dé
pendent point de y; dans le cas de la méthode de Seidel et du processus-P° on 
peut choisir Mfâfy = 1 pour oc = ß = i et М[*$р = 0 autrement (i = 1, 2, .. .,<p). 

R e m a r q u e 3. Si xn est un processus itératif de Ritz pour résoudre une 
équation x = Ax + 2/, on a A{ = A, yt = y, Mi = 1 pour chaque û N . 

Dans ce cas l'expression I)n = ^An . . . ^ + 1 Ж ^ + 1 . . . A'n de (5.9) peut être 
г = 1 

n n - 1 . 

simplifiée à 2 4и_*л4'п~г'; si J. est symmétrique, on a Dw = ^A2i; si (1 — A2)-1 

i = i » . о 

existe, on a D n = (1 — ^l2n)(1 — A2)-1; si 4 > 0 on a Dn < (1 — .42)-1, ce 
que sont les expressions considérées déjà par ABRAMOV [1]. 

R e m a r q u e 4. A l'introduction, nous avons suggéré d'employer la suppo
sition de normalité de ôn pour construire des intervalles de confiance sans 
connaissance de Dôn, 

Nous signalons qu'on peut arrondir d'une telle manière que les vecteurs 
C(1)(b r)> -••> £(î?)(b r) soient indépendants et que Е[£(°0(г, r) — г(°0]3 = 0 pour 
chaque oc, i, r. (Par exemple on arrondit le nombre | à — 1 avec la probabilité 
ï6 , à 0 avec la probabilité j § et à 1 avec la probabilité j\•) Dans ce cas on déduit 
facilement du lemme (3.1) qu'on a aussi E[e(/°]3 = 0 et E[(5^°]3 == 0, donc que 
les erreurs s{ et ôn sont approximativement symmétriques. Il nous semble 
qu'ils le sont aussi dans le cas du processus-P° et que l'employement du 
critère-£ robuste donnera des résultats satisfaisants. 

R e m a r q u e 5. L'indépendance de x0> yt de l'expression estimant Dôn dans 
(5.7) nous permet de construire un processus-JZ An pour les valeurs part i
culières x0 = yx = . . .== 0, qui majore ôn dans le sens de la relation £~. L'obser
vation de An peut être essentiellement plus facile que celle de | n ou que le 
calcul numérique de Dôn et donne ainsi une méthode simple d'estimer ôn. La 
construction et les propriétés de An seront décrites dans le théorème suivant. 
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(5.10) Théorème. Soit | „ un proeessus-P^, {Mi} une suite (In) réduisante, 
an Verreur de chute du processus ^n-

Soit A^ un processus-Z correspondant aux valeurs particulières XQ^= у^^ = ... = 
= 0; supposons ensuite que les vecteurs arrondissants Q(i, r) et les variables 
ni déterminant le choix des vecteurs arrondissants {du processus A^) satisfassent 
à la condition 

ï>{Q{k, r) - - r) ^ KMi (5.10.1) 

pour chaque ш ей, г ~ 1̂  2̂  ...^ ?г̂  h =^ rii{o}), r = A^ Ai__^(co), К étant un 
nombre positif indépendant de ш, i. 

Alors on a 

DÔ„^^DA^; (5.10.2) 

si Ai '^ Q pour chaque i = l, 2, ..., n^ on peut reformuler la proposition en rem
plaçant le signe ^ par ^ dans les deux relations (5.10.1) et (5.10.2). 

D é m o n s t r a t i o n . On s'aperçoit de ce que de XQ = yi == 0, il s'ensuit que 
x^ = Q pour chaque n e N, donc que A^ est l'erreur de chute du processus 
Zl„. Yi étant les erreurs arrondissantes correspondant au processus A^, on dé
duit de (5.10.1) et du lemme (4.5) que D7, ^ KMi pour chaque i e Ы. Alors en 
ver tu du lemme (5.4) et du théorème (5.9) on obtient 

n n 

si Ai^^ on peut remplacer le signe ^ par ^ ; donc la démonstration est 
terminée. 

R e m a r q u e . Évidemment zl„ ne peut pas être un processus-P®, parce que, 
dans ce cas, on aurait Q{n, 0) = 0 et par conséquence A^ = 0 pour chaque 
n € N. 

Quant à la question de savoir si l'on peut vraiment observer le processus 
An, on voit premièrement, que la condition (5.10.1), Ui étant convenablement 
choisies, ne se rapporte qu'à un nombre fini de vecteurs r. 

Si- Ai^i{ù)) est déjà observé, on déduit de la propriété de la suite réduisante, 
que (1 — Mi) Ai zl̂ __i(co) appart ient à l'ensemble A des vecteurs dont les élé
ments sont entiers. On pose A^'^^o)) = Ai A^fJi{co) pour chaque oc vérifiant 
Jf^*) = 0. Pour les autres oc on arrondit Ai A^f2i(œ) aléatoirement d'une telle 
manière que, Ca é tant la variable aléatoire arrondissant ai°^) == Ai A[^2i{(Jo)y 
on ait E^^ = a(^), E(f^ — a(*))^ ^ K, e t que de plus C« soient indépendants et 
que la condition habituelle de l'indépendance des vecteurs arrondissants aux 
divers pas du processus soit satisfaite. 
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Par exemple R étant l'ensemble des nombres aa pour divers oc et i, on peut 
procéder de la manière suivante: On arrondit 0 à —1 avec une probabilité 
p {0 < p ^ %)? h 1 avec la même probabilité p et à 0 avec la probabilité 1 — 2p. 

Alors si Ca e s^ l a variable arrondissant a e E, on a E(Ca — a)2 > 0 et on peut 
poser К = inf E(£a — a)2. P étant fini, i£ est positif. 

6. Une propriété de convergence 

(6.1) Définition. | w est dit processus-JP, si les conditions suivantes sont 
satisfaites: 

(6.1.1) Çn est un processus-P. 

(6.1.2) Pour chaque i e N, r e R, a e A, on a 

P(C(t,r) = a ) = ' P ( C ( l , r ) = a ) . 

(6.1.3) En désignant 

A(r) = {y e A; — 1 < £/(<*> — r<a> < 1 pour oc = 1, . . . , #>} 

on a P(C(1, *") e A(r)) = 1 pour chaque r e R : (Il s'ensuit que P(f (1, r) — a) > 0 
pour chaque r e R, a e A(r).) 

(6.1.4) Il existe un meN tel que Lms+i = Lt (c'est-à-dire Ams+l = At et 
2/Sm+* = 2/г) pour chaque s e N, i e N et que (Am . . . ^ J 8 ^ 0, xn-> x.1) 

R e m a r q u e . La condition concernant Ai} xn est satisfaite s'il s'agit d 'un 
processus itératif de Ritz ou de Seidel pour résoudre une équation x = Ax + y. 
La condition concernant f(г, r) est satisfaite par exemple dans le cas d'un 
processus-P0. 

(6.2) R e m a r q u e . Soit fn un processus-JP. Désignons 

Fir = {со; f (i, r, со) non e A(r)} ; 

il s'ensuit de (6.1.2) et de (6.1.3) que P(Fir) = 0 pour chaque i e N, r € R. De 
la dénombrabilité de N et R il résulte donc que P(Q0) = 0, où 

Qo=U{Fir; ieN,reR}: 

Pour со e Ü — Q0 on a maintenant > 

С(г>; со) € A(r) (6.2.1) 
pour chaque i e N, r e R. 

De là on déduit facilement que pour со e Q — Q0, n e N, oc = 1, 2, . . . , p o n a 

- 1 < 4Ä)(co) < 1 . (6.2.2) 
7) -> désigne la convergence de chaque coordonnée. 
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(6.3) Lemme. fn étant un processus-JP, Vensemble 

F — {an; ne N,a0 = x0, at e А ( М Ч ) (i = 1, . . . , ra)} 

F = {a;P{fn = a } > 0 , 71 6 N} . 

D é m o n s t r a t i o n : Supposons que fn soit un processus-JP. I l résulte de 
(6.1.3) que V D P et de la remarque (6.2) que P с F, donc F = P . De plus, en 
donnant à Q0 le même sens que dans la remarque (6.2), on a 

V =: {in(co); neN,œe Û - ß0} . 

Soit \\x\\ = [/#'# pour chaque vecteur я et \M\ = inf ||Ж#|| pour chaque matrice 

Ж. Il y a un tel nombre m que Ams+i = ^4г pour chaque «s e N, i e N. Nous 
pouvons supposer que la matrice i? = AmAm_1 ... Ax vérifie l'inégalité \B\ < 1. 
(Autrement, on déduit de la convergence Bs -» 0 que IPSI -> 0 et que IPSI < 1 
pour un s proprement choisi: alors on pose m' = ms.) 

On a évidemment (voir le théorème (5.3)) 
m 

bum — 2* AmAm_1 . . . Ai+1em(n_1)+i -|~ i)ow(n_i) . (0.0.1) 

fn é tant un processus-JP, nous avons — / <£ еДсо) fg / pour chaque i e N, 
со e 42 — 420. On en déduit qu'il existe un nombre Сг tel que 

m— j 

\\УАт...Амеят+А\<С1 (6.3.2) 

pour chaque ?г € N et ? = 0, 1, . . . , m — 1. (Nous désignons, pour chaque 
vecteur aléatoire f, par ||f|| la borne supérieure de l'ensemble {||f(a>)||; 
со e Ü — Д)}.) 

С 
Nous allons montrer, qu'on a, pour chaque n e N, \ànm\ < ~ у н т • ^ a 

proposition est correcte pour n = 0. En supposant qu'elle l'est pour % = h — 1 
on déduit de (6.3.1) et (6.3.2) que 

\ô. 
w|| ̂  ог + m J^JX - у з т ж ; 

donc.la proposition est établie pour chaque n e N. On en déduit en vertu de 
(6.3.2) que pour chaque n e N} s = 1, .. ,9 m, on a 

s 

Pnm+i = I2 -4A-1 • • • ^+i£„m+,- + Л Л - i •••A1Ô„4 ^ Oj + 
3 - 1 

+ 1ЛЛ-!... ^it M ^ сг + (c2 + i) YS^BÏ ' 

où nous avons posé C2 = max L4S . . . A±l. 
s = l , . . , , ï > - l 
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Donc nous avons montré, que l'ensemble {ôn(œ); œ e Q — Q0, n e N} est 
borné par rapport à la norme || .||. De la convergence xn -> x on déduit que de 
même l'ensemble {xn; n e N} et donc aussi l'ensemble V, sont bornés par 
rapport à j | . j | . Évidemment chaque sous-ensemble borné de A est fini, ce qui 
est le cas pour F = F. 

(6.4) Définition. Une suite £n de vecteurs aléatoires est dite un processus 

(6.4.1) avec un nombre fini d'états, si l'ensemble 

{a; P(fn = à) > 0, n e N} est fini; 

(6.4.2) markovien, si pour chaque n e N, ab ..., an, 

« = i 

on a 

^V(£n == ^n} = P{in_i=an_i}{lw = ^n} ; 
(6.4.3) markovien homogène, s'il est markovien et qu'il existe une fonction 
f(a, b) telle que 

P{ïn~i - ®) > 0 => Р{|я^^}{1п = Ь} - /(a, Ь) . (6.4.3.1) 

(6.5) Lemme. Chaque processus-JP Çn est un processus markovien avec un 
nombre fini d'états. 

Démonstration, fn est un processus avec un nombre fini d 'é ta t^ d'après 
le lemme (6.3). 

Pour chaque n e N, к e N, аг- e A (i = 1, . . . , n), l'ensemble 

V = {w; £Дсо) = a* (г = 1, . . . , n — 1), mn{œ) = &} 

est, en vertu de (3.1.3), indépendant de £(&, Ьпап_г). 

Si P(F) > 0, on a 

P F { | n = a„} = PF{£(&, i „ a n - i ) = ^n} = P{C(fc7 i ^ « - i ) = <U 

ce qui revient à 

Pviïn = <U = P{C(1, A A . - I ) = «»} (6.5.1) 

(voir la définition (6.1)). 

Soit maintenant W le système des ensembles V pour divers к e N, soit 
WJL le système des ensembles V pour divers k, ab . . . , an_2. Alors W est une 
décomposition mesurable de l'ensemble 

W = {со; £г(со) = a, (i = 1, . . . , n — 1)} 

(supposons que P(TF) > 0) et Wx est une décomposition measurable de l'en
semble 

Wt = {œ; èn-^ù)) = ап_г} . 
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Par une double application du lemme (2.1) il s'en ensuit que 

PwUn = an} = P{C{h A^n- i ) = a»} = PWl{^n ^ an) • 

Mais,, d'après (6.4.2), c'est justement ce qu'il fallait démontrer. 

(6.6) Lemme. Soit fn un processus-JP, m e N, Asm+i = A{ pour chaque 
s € N, i e N. Alors | 0 , £m, |2w? • • • е& шг processus markovien homogène avec un 
nombre fini d'états. 

D é m o n s t r a t i o n . Une suite partielle d'un processus markovien avec un 
nombre fini d'états est elle-aussi un processus markovien. Donc il suffit de 
montrer l'homogénéité de | w w , les autres propriétés s'ensuivant du lemme 
précédent. 

Or en raison de (6.5.1) on déduit du lemme (6.5) que 
m 

P{hs-l)m-a»}{%sm = Um) = Z 1 1 М ? ( | - 1 ) л И - 1 ^ - l } { ^ ( s - l ) w + i = ai} = 

m 

= 2 П ^Ш1* As-l)m+^-l)) = M = 
a i , a 2 > - " » a / « — 1 * = ^ 

m 

= 2 П p{C(i, LMi-i)) = «л • 
<>i,a e , . . . ,aM_i < - l 

La dernière expression ne dépend pas de «s; on peut donc poser 
m 

/(«- b) = 2 ГТ p{Cd, £«(a«-i)) = o(} , 

où а0 = а, ат — 6 et la condition (6.4.3.1) est vérifiée. 

(6.7) Définition. Soit a e A, b e A. Alors b est dit {a, L)-accessïble s'il existe 
une suite finie a0, аъ ..., ап, telle que а0 = а, аи = b, a{ e A ( L ^ - i ) pour 
i = 1, 2, . . . , w. Si la condition аг- e А(Ь^{_Л) est remplacée par ô  € A^ l^a^ i ) , 
le vecteur 6 est dit (a, A)-accessible. 

(6.8) Théorème. Рсжг д^'отг ait 

Р{оэ; in(co) =f= # pour un nombre fini d'indices n seulement} = 1 (6.8.1) 
pour chaque choix de x0 e A et pour chaque processus-JP fn, й /<m£ e£ il suffit que 
pour chaque x0 e A le vecteur x soit (x0, L)-accessible. 

D é m o n s t r a t i o n : Si pour un x0 (6.8.1) est valable, il existe un tel со e Ü — й 0 

que fw(co) == x. Alors £0(co) = ô> !*(&>) е ДД^|г__1(со)) et le vecteur x est 
(x0, L)-accessible; donc la condition est nécessaire. Supposons que x soit {a, In
accessible quel que soit a e A. On sait déjà que yn = £nm est un processus mar
kovien homogène. Evidemment, x est ce qu'on appelle état sans retour, c'est-
à-dire, on a, en raison de (6.2.2) et des relations L,Lx = x (i = 1, 2, . . . ) , 
£„(eo) = x lorsque со e Q — Q0 et £г(а>) = x pour un г < п. 
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Mais de plus, pour chaque état a eV с A (où F est l'ensemble défini au lemme 
6.3) il y a une probabilité positive d'une transition à x, ce qui s'ensuit de la 
supposition (6.1.3) et du fait que x est (a, Inaccessible. 

Donc pour chaque a tel que P{yn = a} > 0 il existe un nombre sae N 
et un nombre positif pa de façon que 

Choisissant p = min pa> s = max sa (F est fini), et procédant par la voie bien 
a e F a€V 

connue, on obtient que 

Р{УПЗ+3 * ^} = 2 P f r ™ = ^ ' P{ynS^}(7nS+S * X} < 
ОфЖ 

^ (1 - p) 2P{yns = «} = (1 - P) P{yns * x) £ (1 - р Г 1 , 

00 

d'où l'on déduit ^P{yns Ф &} < -f- oo, ce qui donne d 'après le lemme de 
n = 0 

Borel-Cantelli (voir [2], Chap. I l l , § 2, th . 1.2) 

P{u>] yns{
a)) + ^ pour un nombre fini d'indices w seulement} = 1; 

désignant l'événement dans { } par A, on a 

{со; %п{со) Ф ж pour un nombre fini d'indices n seulement } э A — Q0> 

P(A — Q0) — 1; donc la condition est suffisante. 

R e m a r q u e . Les considérations suivantes servent à éclaircir la condition 
employée dans le théorème précédent. 

(6.9) Lemme. Soit x e A. Pour que x soit (a, L)-accessible il faut et il suffit que 
0 soit (a — x, A)-accessible. 

D é m o n s t r a t i o n . Avant tout nous appelons l 'attention sur la relation 
Lfc = x pour chaque i e N, qui s'ensuit de la supposition (6.1.4). Donc si l'on 
a b0 = a — x, Ь{ e A (А{Ь{_±) (i = 1, . . . , n —- 1), bn = 0 on peut définir a{ = 
= bt + x. De là on a a0 = a, an = x, Ь{аг_г = А4{Ъ^г + x) + Уг = ^ A ~ i + 
+ Ltx = Afri_x + ж. Donc, b{ appartenant à A(Aibi_1), at — b{ '+ x appartient 
à 4(^4^6^! -{-#) = A ( £ ^ - i ) - La seconde partie du lemme peut être démontrée 
d'une manière tout à fait analogue. 

(6.10) Lemme. Soit f une fonction réelle non négative définie sur A ne s'annu
lant qu'en 0; soit q un nombre, 0 ^ q < 1. Supposons que pour chaque a e A, 
i e N il existe un vecteur b{ e А{Ага) de façon que f(bi) ^ qf(a). 

Alors 0 est (aA)-accessible pour chaque a e A. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit a e A; définissons une suite an, aQ — a, 
аг e A{Aiaim.1)7 /(%) ^ qf(a>i~i)- On a f(an) -> 0, mais du lemme (6.3) il s'ensuit 
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que l'ensemble {/(a,); i e N} est fini; donc f(an) = 0 et an = 0 pour les indices 
suffisamment grands. 

(6.11) E x e m p l e : Supposons que At = A, yt = y, ce qui est le cas corres
pondant à la méthode itérative de Ritz pour résoudre l 'équation x = Ax + y. 
Supposons de plus que ||.|| soit une norme des vecteurs telle que pour chaque 
r € R il existe un a e A(r) tel que ||a|| ^ |И|-8) Supposons que IA\ < 1, où 
I . I est la norme correspondant à || . ||. 

Dans ce cas, 0 est (a, A)-accessible pour chaque a e A, ce qui s'ensuit du 
lemme précédent si l'on y pose / = j| . ||. 

Alors si la solution x de l'équation x — Ах + у appartient à A, si fn est un 
processus-JP (pour les Aif уг particuliers) on a 

Р{ш; fn(eo) + x pour un nombre fini d'indices n seulement} = 1 . 

Malheureusement, nous ne savons pas si cette propriété reste valable aussi 
dans le cas général où la supposition L4I < 1 est remplacée par la condition 
As -> 0 pour s -> oo. Pour la méthode de Seidel nous n'avons pas non plus 
déduit des conditions plus simples que celle du lemme (6.9) pour que 0 soit 
(a, A)-accessible pour chaque a e A. 
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i 

Р е з ю м е 

В Л И Я Н И Е О К Р У Г Л Е Н И Я НА Л И Н Е Й Н Ы Е 
И Т Е Р А Ц И О Н Н Ы Е В Ы Ч И С Л Е Н И Я 

ВАЦЛАВ ФАБИАН (Vaclav Fabian), Прага 

(Поступило в редакцию 10/V 1957 г.) 

В статье исследуется влияние случайного округления (предложенного 
Г. Е. Форсайтом [6]) на линейный векторный итерационный процесс вида 

xi = J±ixi_1 -)- iji \ 

округляя на г-м шагу путем прибавления ошибки округления гь полу
чаем последовательность £и, которая удовлетворяет соотношениям 

При случайном округлении еи а также ft-, являются векторными случай
ными переменными, обладающими следующими свойствами: 

1. Ожидаемое значение Е£п равно хп. Итак, £п является несмещенной 
оценкой вектора хп. 

2. Матрицу ковариантности D(fn — #и) можно оценить непосредственно 
аналитическим путем (теоремы (5.7), (5.8)) (что может представить серьезные 
трудности при численном расчете), или (теорема (5.10)) простым методом 
типа Монте Карло. 

3. Свойство сходимости, доказанное автором в [3], дополнено в парагра
фе 6 дальнейшим результатом более специального характера. 
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