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L’ELEMENT LINEATRE PROJECTIF D’UNE SURFACE
PLONGEE DANS L’ESPACE A CONNEXION PROJECTIVE

ALOIS SVEC, Liberec
(Regu le 19 novembre 1957)

Dans ce travail jétudie I'interprétation géométrique des courbes
d’une surface plongée dans I’espace & trois dimensions et & connexion
projective, cettes courbes généralisant les courbes de Darboux. On
définit les éléments linéaires projectifs, la préservation de ces
éléments étant la condition nécessaire et suffisante pour la déforma-
tion du second ordre de la surface, ou de sa dualisation.

1. Soit donné une surface P; & connexion projective (et & trois dimensions)
par les équations fondamentales

dd; = eid;, ©0j=0 (,j,k=1,234) (1)
avec les conditions d’integrabilité (w* = w§; «, §, y, ¢ = 1, 2, 3),
[dwe] = [wﬂ(wﬁ 65(00)] — %R;‘e[oﬂwf] ,
[da)z] = [U)kw - 2R;W[w7w€] s

Rrx

(ve) ™

R;(ye) . (3)

Dans P, soit donnée une surface z par I’équation

@ =0, (4)
en la différentiant extérieurement on obtient

[0'0i] + [00}] — Rhlow?] = 0. (5)
En posant R}, = 2k on peut particulariser le repére de la surface (voir E.

CarTaN, Legons sur la théorie des espaces & connexion projective, Paris 1937,
p. 273) de sorte que

=14+hw, ol=(1—ho!, (6)
il suit de cela que les asymptotiques sont les courbes w'w? = 0.
Par la différentiation extérieure de (5) on obtient

[(dh 4 ko) — 0} — 0} + ) wlw?] = 0 (7)

285



de sorte qu’on peut introduire des dérivées partielles covariantes A, i, et I'on a
dh + h(w) — 0] — 0 + 03) = hyow! + hyw? . (8)
En se servant de (8) on obtient par la différentiation extérieure de (6)
[0'f] — Mooy — 0] — oy + 03)] — 2k[w'e?] =0,
— HoY (0] — o — 0k + od)] + [?wy] + 2k w'w?] = 0

(9)

ol les k, et k, ne m’intéressent pas. Du lemme d’E. Cartan on obtient I’existence
de telle fonctions g, y, o, ¢ que

o] = fwt + (0 + k) w?,
— Moy — 0] — o) + o) = (0 — k) @' + (0 — ky) 02,
wy = (0 -+ k) o' + pot .

D’(11,) on a e§ — e} — €3 -+ €3 = 0 de sorte que ok = 0 et & est 'invariant que
j’appelle torsion de la surface.

(10)

Soit, d, la différentiation pour w? = 0, soit wi(d;) = wi. On a
1
d 4y = opdy + 014y, di4, = o)4, + 014, + fo'd,,
1 1 1

(11)
d,4, = 034, + w34, + 034, + (1 — h) 0'4, .
1 1 1

De 1a j’obtiens que la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe
asymptotique w? = 0 soit une courbe géodésique est f = 0. Dans le cas de
f + 0 la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe asymptotique
w? = 0 se développe en une courbe planaire (nécessairement plongée dans le
plan tangent) est 2 = 1. D’'une maniére analogue, j'obtiens la signification

géométrique des égalités y = 0 et h = — 1. Dans la suite je ne considére pas
ces cas singuliers et je me borne aux cas ol
Byh? — 1) = 0. . (12)

Les formes introduites par E. Cartan sont
D = (0) 0} + ()2 0y, ¥ = owios + v?wio
et (mod (w?)? w?, w(w?)?)
Dy = f@?)® + y(@?)?, (13)
Vo= (1 — B)B(@?)* + (1 + &) y(w?)?®. (14)

Les courbes @, = 0 et ¥, = 0 généralisent les courbes de Darboux; elles
ont une signification géométrique que je vais décrire.

2. Je vais définir la dualisation =* de la surface considérée =. La dualisation
a* sera une variété de Konig, définie de la maniére suivante:

Le domaine des parameétres étant 'ensemble de tous les points de la surface
n, & chaque point A e w soit associé (comme I’élément de la variété =n*) le
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plan tangent a la surface 7 au point 4, 'espace local de ce point soit 'espace
de tous les plans de I'espace local d’4. A chaque arc y de la surface 7 (entre

A et A4) soit associée I'homographie existant entre les espaces locaux de l'espa-
1 2

ces locaux (aux points 4 et A4) de la surface 7, par Parc méme.
1 2

Si j’introduis les repéres corrélatifs

E,=1[4,4,4;], E,= — [AoAzAa] ’
E2 = [A0A1A3] ’ E;z = - [A0A1A2] )
je peux écrire les équations fondamentales de la dualisation:
dE, = — 03B, — o K, — 0iE,,
dE, = — 0By — 0B, — 03B, — o, E,,
AB, — — 2By — 28, — oil, — o?l, (15)
dE, = — 03E; — 03B, — 03B, — o3E, .

On peut définir les asymptotiques de la dualisation #* d’une maniére évi-
dente; il existe donc une correspondance asymptotique 7' entre la surface
7 et sa dualisation #* que je vais étudier.

Les homographies tangentes de la correspondance 7' sont

KA, = E,, KA, =JE, — (1 —h)E,,

(16)
KA, = pBy — (1 + h) By, KA;= 03By + o« B + 0,0, + 0By
ou A, u, &; sont arbitraires. On a
K ddy = dBy + (@ + o + Aob + po?) B, . (17)

Pour une homographie (16) arbitraire il est possible d’introduire les expres-
sions @,, @;, ¢, de sorte que 'on ait (mod £,)

Kaz4, = d*E; + 2(wg + of + Aot + pw?) dB; + @olly + 9. By + 9B, . (18)

Voici la signification géométrique:

A chaque courbe y sur x il correspond par 7' une autre courbe y* sur z*; si
je suppose que la courbe considérée ait la tangente ¢ [4,, w'd, 4+ w?4,], la
courbe y* a la droite t* [E; (1 + k) 0?E, + (1 — h) w'E,] pour sa tangente.
La droite [Ej, @.Ey + @B, + ¢,E,] est la droite K-linéarisante t' de la di-
rection w!: w? (cela veut dire de la tangente ¢ ou ¢¥); elle est indéterminée
(les courbes Ky et y* ayant un contact analytique d’ordre 2) ou coincide avec
t* (Ky et p* ont un contact géométrique d’ordre 2) out’ n’est pas indeterminée
et ne coincide pas avec t*; t’ est 'ensemble de tous les centres des projections,

les courbes Ky et y* ayant un contact analytique d’ordre 2 apres une telle
projection.
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On a
d24, = (do! + 0o + vl + v?wl) 4, +

+ (dw? + wlo? + ?0f + vl) 4, + 20024, (mod 4,), (19)

A2 = (— do} + ool 4 0 + wie?) B, + 5
F (= dod + odol + ook + o) B, + 200B, (mod By U

de sorte qu’on a ¢, = 2(x, — 1) w'w?® Je me borne & des telles homographies
pour lesquelles ¢, == 0 (ou &, = 1) et qui sont caractérisées géométriquement
par le fait que les droites linéarisantes de tous les tangentes ¢ sont elles-aussi
des tangents. Par un calcul simple on trouve
Pr= = 2N+ () @R+ (),
Po = (@) + (1) wha? — 2p(o)?.
La condition nécessaire et suffisante pour que les droites ¢ et ¢’ (déterminées
plus haut) coincident est

(04, + 0?4, 9 B, + @B, = w1¢1[*41E1] + 0@l A,H,] =
= (0'¢; + w2¢2)[A0A1A2A3] =0

2h)

ou
— 2B(w")® + () (@')? w? + (.) oY w?)? — 2p(w?)® = 0. (22)
Les courbes (22) dépendent de I’homographie (16), le lecteur vérifiera facile-
ment P'existence des homographies pour lesquelles les courbes (22) sont apo-
laires aux courbes asymptotiques; les courbes obtenues sont données par
I'équation
By = Blot)? + p(e) = 0. (23)

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites {* et ¢’ coincident
est

(1 + k) wp, — (1 —h) o', =0,

ou compte tenu de (12)

(1 — &) flo")® + ()@")? @® + () oM @?)? — (1 + k) p(@?)® = 0;  (24)
d’une maniére analogue & celle employée plus haut on obtient les courbes

(L — 1) Bl — (1 + h) p(?) = 0; (25)

ces courbes peuvent étre regardées comme une généralisation des courbes de
Segre. Les courbes @, (o1 @, est donné par (13)) sont donc interprétées géo-
métriquement. Le birapport des quatre 3-couches des courbes (w!)® =
(w?)® = 0, (25) et (23) est

H h+1

— (26)

ce qui donne l'interprétation géométrique de la torsion de la surface.

288



Un réle important est joué par les courbes

1—h 1+h
* — 1)3 213 __ 27
0% = 1 B 4 T vt =0, (27)
ces courbes peuvent étre regardées comme une autre généralisation des courbes
de Darboux. Le birapport des 3-couches (w!)? = 0, (w?)3 = 0, (23) et (27) est

H-=

3. Outre la surface considérée soit donnée une autre surface =’ plongée dans

P,. Le repere de la surface n’ soit particularisé d’'une maniére analogue au

repére de la surface 7. Les deux surfaces soient en correspondance asymptoti-

que donnée par les équations

o' =o', o=o. (28)

La condition nécessaire et suffisante pour que les surfaces x et @’ soient en

déformation projective d’ordre 2 est Dexistence d’une telle homographie
KA, = «A; que

KAy = Ay, Kd4, = d4, + o4,

K 24, = &4, + 20w dd, + (.) 4,

Les équations (29;,) donnent

(29)

1 _ 12 8 __ 2 3 __ 1
a=al =0 =1, 0‘0*9‘0‘—30491—«1—0‘2
0 2

[

= :0’

o =0y —ay + o' + ado
De I’équation (29) j’obtiens en comparant les coefficients aupres de A3, 4,, Ay
(tr — 200) (@) + (f, + 203) @10? + (y — ¥) (@) =0,
(B — BN + (s — 203) 0l + (t, — 203)(@?)? = 0,  (30)
(o3 — 1) olw? =0
ol les expressions ¢, ..., {, ne m’intéressent pas. De la s’ensuit que la condition

nécessaire et suffisante pour la déformation projective d’ordre 2 des surfaces
7 et w' est
p=p8, v=>". (31)
Je vais m’occuper de la déformation projective d’ordre 2 des dualisations
n* et a'*. Jexamine l'existence des homographies H*E, = fiE; pour les-
quelles
H*E, = E,, H*dE, = dE; + o*E,, -
H* @28, = &*F, + 20* B, + () E,. (32)
De (40,) j’ai

1-W

]. +h Er +ﬂ3E' H*E El +ﬁ3E

T+h
w*:a)3 —w3—~(1+h)ﬂlw2—(1—h)ﬂzwl-

H*E, =
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De (32) j'obtiens en comparant les coefficients d° ;, E;, E,

(lTi{i}‘b 1 —hf—1— h’ﬂ’)(o)l)z + (s + 26 w'e? +

+te +21+h. 11 3022 =0,
(t;— 2.1 —h.1— & B3 (V)2 + (tg + 262) wlo?® +
+ (1 all 1 —hy —1 +h7y')((02)2 =0,

1—h
By — 1) ol = 0.
ou t;, ..., tg ne m’intéressent pas. De la on constate facilement que la condition

nécessaire et suffisante pour que les dualisations #* et =z'* soient en défor-
mation projective est

H g = H'-, Hy=Hy . (33)

En partant des conditions (31) et (33) on trouve par ex.:

Si les surfaces & et #’ sont en déformation projective d’ordre 2, la condition
nécessaire et suffisante pour que leurs dualisations soient aussi en déformation
projective est I’égalité des torsions des deux surfaces considérées.

De (10) il s’ensuit

0 = P(2er — g —€3), Oy = y(263 — eg — 1),

dw! = (eg — ei) o, dw?= (eg — ei) w?
de sorte que j’ai pour les formes définies par (13) et (27)
0Dy = (2€5 — e} — €3) D,, OD* = (2e5 — e] — e3) D* . (34)
De d(w'w?) = (2¢) — e1 — €3) w'w? jobtiens que les formes

Dy Pl 4 y(0?)?

¥ = 20l 2wim? ’ (35)
o* (1 —R)p B + (A + b y(0)?
o= 20w 2(1 — %) o'w? (36)

sont invariantes. La premiére forme est 1’élément linéaire projectif de la surface
n, la seconde étant 1’élément lin. proj. de la dualisation n*. La connexité de
ces deux formes avec le probléme de la déformation projective a été expliquée
d’une maniére suffisante. Dans le cas d’une surface plongée dans I'espace
a connexion projective sans torsion les deux formes coincident et dans le cas
de P'espace projectif plan elles donnent 1’élément lin. proj. bien connu.

Dans ce qui précede on a donc expliqué le fait remarqué p. ex. par M. L.
MuraccHINT (Sulla applicabilita proiettiva delle superficie negli spazi & con-

\

nesione proiettiva & tre dimensioni, Czech. Math. J. § (80) 1955, p. 282), a
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savoir que la déformation projective d’ordre 2 conserve le premiéres courbes
de Darboux, mais en général elle ne conserve pas les secondes courbes de
Darboux.

M. J. HAVELKA a trouvé une faute sérieuse dans le manuscrit de ce Mémoire,
je lui adresse mes remerciments. Je tiens & remercier M. le Prof. J. KLAPKA et son
séminaire & Brno de Uintérét avec lequel ils ont suivi mon travasl.

Peszwome

JIMHENHBIA MTPOIKTUBHbBINA 9JIEMEHT MOBEPXHOCTHU
B ITPOCTPAHCTBE NMPOEKTUBHOI CBS3HOCTI

AJIOUC HIBEIL (Alois Svec), JIuGeper
(ITocrymuito B pepakmuio 19/X1 1957 r.)

ITo meropam Haprana maydaercst HIOBEPXHOCTh B TPEXMEPHOM HPOCTPAHCTBC
npoexTuBHOI cBazHoctu. IlocTpoena ee myanmsamuisg, Kotopast B cilydae ILIOC-
KOrO HPOCTPAHCTBA COBIAJAET ¢ NOBEPXHOCTELIO, 00Pa30BaHHOI B ABOICTBEHHOM
IIPOCTPAHCTBE KACATENbHBIMU INIOCKOCTAMHI PacCMaTpPUBACMON IOBEPXHOCTH;
9ra Jyajausanms sABisiercsa MHorooopasmem Hemura. Mesxay I0BEpXHOCTBIO
¥ ce Myalusalneil mMeercss aCUMATOTHIECKOEe COOTBETCTBIC;, N3yUeHUe XapaKre-
PUCTHYECKUX KPUBEIX 9TOI'0 COOTBETCTBUsI HNPUBOAUT K BBIACHEHHIO TeOMETpu-
4YecKoro 3mHadenuss o0obmenus KpuBbX [lapOy, paccmorpennoro HRapranom.
Haiimenst nBe muBapuaBHTHBIE QOpMBI HoBepXHOCTH (35) 1 (36), paBeHCTBO KO-
TOPHIX Ha ABYX HOBEPXHOCTAX SIBJIAETCA XaPaKTePHCTHYECKUM I IPOEKTUB-
HOTO M3ruOaHUsA BTOPOTO MOPANKA STUX IIOBEPXHOCTEH, COOTB. UX AyasIM3aluil,
¥ KOTOpHIe B cJIyYae IIOBEPXHOCTN B IJIOCKOM IPOCTPAHCTBE CBOAATCHA K OOBIU-
HOMY NPOEKTHBHOMY JINHEHHOMY 3JIeMEHTY IOBEPXHOCTH.
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