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Чехословацкий математический журнал, т . 9 (84) 1959, Прага 

D I E E X I S T E N Z U N D E I N D E U T I G K E I T D E R D I R I C H L E T S C H E N 
AUFGABE A U F A L L G E M E I N E N G E B I E T E N 

IVO BABUSKA und R U D O L F VYBORNY, Praha 

(Eingegangen am 13. Dezember 1957) 

In dieser Arbeit wird die Dirichletsche Aufgabe untersucht. Der 
Definitionsbereich muss nicht beschränkt sein. Die Frage der Ein
deutigkeit für die Klasse der beschränkten Funktionen wird gelöst. 

In dieser Arbeit wollen wir die Dirichletsche Aufgabe für die Laplacesche 
Gleichung auf einem Gebiet untersuchen, das nicht beschränkt sein muss. 
Mit dieser Problematik beschäftigte sich auch M. BKELOT in einigen seiner 
zahlreichen Arbeiten über die Dirichletsche Aufgabe und die Theorie des Po
tentials. (Siehe z. Bsp. [1], [2], [3]). Eine elementare Behandlung dieses Pro
blems findet man bei J . MAUIK [4]. In unserer Arbeit beweisen wir den Exis
tenzsatz für verallgemeinerte Lösungen und leiten die notwendige und hin
reichende Bedingung für die Eindeutigkeit für die Klasse der beschränkten 
Funktionen ab. Schliesslich zeigen wir den Zusammenhang unseres Problems 
mit der Aufgabe, eine harmonische Funkt ion in einem beschränkten Gebiet 
G zu bestimmen, welche mit Ausnahme eines einzigen Randpunktes die 
vorgeschriebenen Werte annimmt und in der Umgebung des Ausnahme
punktes sich wie die elementare Lösung verhält . Dadurch beweisen 
wir gleichzeitig eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes von S. Z A -
EBMBA [6]. L. Амвшо [14] und M. KRZYZANSKI [15], [16] beschäftigten 

sich mit ähnlichen Problemen für die allgemeine elliptische Gleichung. 
Alle unsere Erwägungen führen wir im dreidimensionalen Euklidischen 
Raum E3 aus, sie lassen sich aber leicht mit einigen kleineren Ände
rungen auf einen beliebigen Euklidischen R a u m En, n > 3 übertragen. Die 
Schlüsse aus § 1 gelten auch für n = 2. In der ganzen Arbeit ist x e EZi \x\ = 
= yW+^l + xl und \x — y\ = ]/{x± — yxf + (x2 — y2j

2 + (a?3 — ?/3)
2 ist die 

Entfernung der Punkte x und y. Mit G bezeichnen wir eine offene nichtleere 
Untermenge von E<iy A ist die Abschliessung der Menge A und die Grenze 
dieser Menge bezeichnen wir mit A. 

Fassen wir nun einige Definitionen und Ergebnisse, die wir im weiteren be-
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nutzen werden, zusammen. (Siehe [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10].) Eine 
in G harmonische und auf G stetige Funkt ion и nennen wir die Lösung der Di-
richletschen Aufgabe für die Menge G und für die auf G stetige Funkt ion /, falls 

u(x) = f(x) auf G gilt. Wir nennen die Funkt ion cp (resp. ip) subharmonisch 

(resp. superharmonisch) in G, wenn sie in G- stetig ist und wenn zu jedem P u n k t 

x € G ein ô > 0 so existiert, dass 

к к 
für jede Kugel К mit dem Mittelpunkt in x und dem Radius Q < ô ist. Wir 

sagen, der P u n k t y e G ist regulär, wenn eine subharmonische Funkt ion v und 

eine Umgebung U des Punktes y so existiert, dass v subharmonisch und ne

gativ in G n U und lim v(x) = 0 ist. Die Menge G nennen wir regulär, wenn sie 
x—>y 

offen ist und alle Punk te von G regulär sind. F ü r eine reguläre Menge G mit 
bechränkter Grenze existiert immer eine Lösung der Dirichletschen Aufgabe. 
Is t G beschränkt, so ist die Lösung eindeutig bestimmt, wenn G nicht be
schränkt ist, so existiert gerade eine einzige Lösung, die o(l) im Unendlichen 
ist. Wenn G auch nur einen einzigen irregulären Punk t hat , so braucht keine 
Lösung mehr existiren. Beispiele irregulärer Punk te haben S. Zaremba und 
H. L E B E S G U B angeführt. F ü r jede offene Menge G- mit beschränkter Grenze 
und für jede auf G stetige Funkt ion lässt sich, wie 1ST. W I E N E R [4] gezeigt hat , 
eine verallgemeinerte Lösung W(f, G, x) der Dirichletschen Aufgabe finden. 
Wir erhalten sie folgendermassen: 

Wir konstruieren eine Folge Gn (n = 1, 2, . . .) regulärer Mengen derart , 

Gn с Gn+1 с G , Gn с G , (1) 
00 

UGn = G (2) 

ist. Wenn nun G nicht beschränkt ist, so sollen ausserdem alle Gn das Äussere 
einer Kugel enthalten. Wir erweitern die stetige Funkt ion / auf den ganzen 
Raum und bezeichnen mit un (n = 1, 2, . . .) die Lösung der Dirichletschen 
Aufgabe für die Menge Gn und die Funkt ion /. (Wenn G nicht beschränkt ist, 
so sei un im Unendlichen gleich o(l).) Dann ist lim un = W(f, G, x), wobei 

n—>oo 

gilt, dass die Funkt ion W1) weder von der Folge Gn, noch von der Erweiterung 
der Funkt ion / abhängt . I s t die Dirichletsche Aufgabe lösbar, so ist W(f, G, x) 
ihre Lösung. (Siehe [7], [8], [10].) W(f) ist sogar die einzige stetige Erweiterung 
des Operators der Dirichletschen Aufgabe aus der Klasse der Funkt ionen /, für 
welche die klassische Lösung vorhanden ist. (Siehe [11], [12].) 

!) Wenn kein Missverständnis entstehen kann, sehreiben wir kurz auch W(x), W(G, a;'), 
W usw. 
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1. Die Existenz der Lösung 

Definition 1. Die Funktion и nennen wir verallgemeinerte Lösung der Di-
richletschen Aufgabe für die Menge G und die auf G stetige Funktion f, wenn 

и in G harmonisch ist und für jeden regulären Punkt y e G 

lim u(x) = f(x) (3) 

gilt. 

Satz 1. Die Funktion f sei auf G stetig. Die Funktionen cp und xp seien auf G ste

tig, (p ̂  y>, (p (resp. гр) sei subharmonisch (resp. superharmonisch) in G und auf 
G sei 

<P^f^V>. (4) 

Dann existiert eine verallgemeinerte Lösung u, für welche 

(p(x) ^ u(x) fg ip(x) (5) 
in G gilt. 

Bevor wir den Beweis führen, beweisen wir das Lemma 1. 

Lemma 1. / sei stetig in G und in allen regulären Punkten von G. Die Un
gleichung (4) gelte für die Funktion f in G. Dann existiert eine Folge regulärer, 
beschränkter, offener Mengen Gn (n = 1, 2, . . . ) so, dass (1) und (2) gilt und dass 

lim W(f, Qn) = и (6) 
n—»oo 

vorhanden ist. Die Funktion и ist in G harmonisch und für jeden regulären 
Randpunkt y gilt (3). 

B e w e i s . Offensichtlich gibt es eine Folge von beschränkten Mengen 
G'n mit folgenden Eigenschaften: die Mengen G'n sind regulär und es ist G'n с 

со 

с G'n+1 с G, U G'n = G. Die Folge W(f, G'n) ist eine lokal gleichmässig beschränk-
n = 1 

te Folge harmonischer Funkt ionen und es gibt daher eine lokal gleichmässig 

konvergente Teilfolge W(f, G'nk); wir bezeichnen G'nk == Gk und es sei 

lim W(f, Gn) = u. Es bleibt noch (3) zu beweisen. Sei y e G ein regulärer 
n—>oo 

Randpunkt . Zu beliebig gewähltem s > 0 gibt es eine (offene) Kugel KQ mit 
dem Mittelpunkt y und dem Halbmesser о derart , dass 

/(*) > f(v) - e (V 
für x € KQ n G gilt und dass eine subharmonische Funkt ion v in K0 n G vor
handen ist, die negativ in КQ n G ist und für die lim v(x) = 0 gilt. Wir setzen 
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nun M = sup (\(p(x)\ - j- \ip(x)\). Zur Zahl @ existiert eine natürliche Zahl N± so, 
yeK nG 

dass der Teil der Kugelgrenze Ke, welcher innerhalb G — GN liegt und den 

wir mit E bezeichnen wollen, die Oberfläche kleiner als - Л hat . Dabei 
\M 

gilt GNl n KQ Ф 0. Bezeichnen wir mit Ä(X) eine Funktion, die in KQ harmonisch 
ist und die unterhalb stetig in KQ ist, für die weiters h(x) = 1 für x e E und 
h(x) = 0 auf dem restlichen Teil der Grenze K^ gilt. Die Funkt ion h kann 
man mittels der Poissonschen Integralformel definieren. Nach dem wohl
bekannten Satz ist 

0 ^ % ) r S ~ . (8) 

Wir wählen eine positive Zahl k so, dass auf der Menge GN n K0 

u(x) — s > fe(x) -j- f(y) (9) 
ist. 

Offenbar existiert N ^ Nt derart , dass für n > N 

W(f,Gn,x)^kv(x)+f(y) (10) 

in GN n üTe ist. Wir beweisen nun die Ungleichung 

Tf (/, ö n , ж) > /(у) — s + kv(x) - 2ЖА(ж) (11) 

auf dem Rande der Menge Gn n ifQ für n > N. 

Wir unterscheiden 3 Fälle: 

а) ж € Gn , b) ж e GNX , x € KQ , c) x € E . 

I m Falle a) folgt (11) aus (7) und daraus, dass v(x) < 0 und h(x) ^ 0 ist. 
I m Falle b) folgt (11) a u s (10) und im Falle c) gilt folgendes: h(x) = 1, 

f(y) < M; folglich 

f(y) — 8 + b ( x ) — 2Mh(x) < ~ M — 8 + kv(x) (12) 

und da - Ж ̂  <p(x) ^ Щ / , Gn9 x) in ö n üTe gilt, folgt (11) aus (12). Da 
auf der rechten Seite der Ungleichung (11) eine subharmonische, in KQ n Gn 

oberhalb stetige Funkt ion und auf der linken Seite eine harmonische Funkt ion 
steht, gilt die Ungleichung (11) in KQ n Gn. Durch Übergang zum Grenzwert 
erhalten wir 

lim inf u(x) > f(y) — 3e . 

Analog 
lim sup u{x) < j(y) + 3e . 
so—>y 

Hiermit is die Gleichung (3) in allen regulären Punkten bewiesen. 
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B e w e i s v o n S a t z 1. Setzen wir die Funkt ion / stetig auf G so fort, dass 
die Ungleichung (4) überall auf G gilt. Dann ist durch Anwendung von Lem
ma 1 der Satz bewiesen. 

Satz 2. Behalten wir die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus dem Satz 1 
bei. Da,nn existiert unter allen verallgemeinerten Lösungen der Dirichletschen 
Aufgabe, für welche 

(p 5^ и (resp. и fg гр) (13) 

gilt, die kleinste (resp. grösste Lösung). 
Ж sei die Menge aller verallgemeinerten Lösungen der Dirichletschen Auf

gabe, für welche (13) gilt. Nach dem Satz 1 ist 5D? + 0. Sei W(f, G, <p, x) = 
= inf u.2),3). Wir beweisen nun das Lemma 2. 

MeSm 

Lemma 2. In jedem regulären Punkt y e G ist lim W_(x) = f(y). 

B e w e i s . KQ sei eine Kugel mit dem Mittelpunkt y und dem Radius Q; wir 
wählen ог und Q2 (Q1 < g2) SO, dass G- n KQi Ф 0. Wir setzen die Funkt ion 
/ stetig auf KQl so fort, dass in G n KQx die Ungleichung <p(x) ^ f(x) ^ ip(x) 
gilt, und definieren die Funkt ion fx folgendermassen: 

fx{x) = f(x) auf KQi , /x(x) = cp{x) für x e KQ^ n G . 

Wir setzen nun die Funkt ion /x stetig auf KQ2 so fort, dass f±(x) <^ /(x) für 
x e G n jK"eî ist. Wenn и eine beliebige verallgemeinerte Lösung ist, für die 
(13) gilt, so muss 

W(fl9 G n KQt, x) < u(x) , xeG n KQz (14) 

sein, denn diese Ungleichung gilt in allen regulären Randpunkten und nach 
einem bekannten Satz aus [8] auch in G n KQ. Aus der Ungleichung (14) 
folgt 

W(flyGnKQ2,x)<W(f,G,x), xeGnKez. (15) 

Wählen wir eine beliebige verallgemeinerte Lösung u, für die (13) gilt. Sei 
8 > 0; dann existiert ô > 0 derart , dass in Ks n G 

f(y) - e < W(h, G n * „ , x) (16) 
gilt und gleichzeitig 

Ф) < KV) + * (I7) 
ist. Aus den Ungleichungen (15), (16) und (17) und der Definition der Funkt ion 
W_ folgt ihre Stetigkeit im Punk te y. 

Lemma 3. Die Funktion W(f, G) ist stetig auf der Menge G. 
B e w e i s . W_ ^ die untere Grenze lokal gleichgradig stetiger Funktionen. 
2) Es ist leicht zu sehen, wie W(f, G, гр, x) definiert ist. 
3) Kurz auch W, W(x), W(f9 O) usw. 
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Lemma 4. Die Funktion W(f,G) ist superharmonisch auf G. 

B e w e i s . К sei eine Kugel, К с G; и; sei eine harmonische Funkt ion auf 
K, stetig auf K, für welche 

W(f,G,x) ^w(x) , xeK , (18) 

gilt. Dann gilt für eine beliebige Lösung и е SD? 

u(x) ^ w(x) (19) 

auf К und folglich auch auf K. Aus (19) folgt (18) für x e К und das Lemma 
ist bewiesen. 

B e w e i s d e s S a t z e s 2. Die Funkt ion W_ ist auf G und in allen regulären 
Handpunkten stetig, es gilt cp ^ W^ 5g яр in G; daher existiert eine Folge offener 
Mengen Gn (n = 1, 2, . . . ) , mit den in Lemma 1 definierten Eigenschaften, 
lim W(W, Gn, x) = u(x) ist eine verallgemeinerte Lösung der Dirichletschen 

n^oo 
Aufgabe, für welche nach Lemma 4 u(x) ^ W(x) gilt; nach der Definition 
der Funkt ion W_ gilt aber gleichzeitig W(x) ^ u(x), folglich ist W (x) = г&(#), 
d. h. TF ist die verallgemeinerte Lösung. 

2. Der Zusammenhang mit der Ferronschen Methode 

Vorerst beweisen wir den Satz über ,,die Erhal tung der Ungleichung", 
welchen wir öfters benützen werden. 

Satz 3 . /x und /2 seien stetige Funktionen auf G, für welche cp(x) fg fx(x) ^ 
^ f2(x) ^ яр(х) gilt, wo <p resp. яр subharmonisch resp. superharmonisch in G, 
stetig in G, und op fg яр in G ist. 

Dann ist 

W_(fx, G, cp, x) 5g W(f2, G, <p, x) resp. W(fl9 G, яр, x) 5g W(f2, G, яр, x) in G. 

B e w e i s . Es genügt offenbar die erste der Ungleichungen zu beweisen. Man 
nehme an, dass es ein z e G so gibt, dass W(fl9 z) > W(f2, z) ist. Setzen wir 
die Funkt ion f± stetig auf G so fort, dass cp 5g f1 5g яр ist. Es sei F = 
= Min (fl9 W(f2)). Es sei Gn (n = 1,2,. . .) eine Folge beschränkter, offener, regu
lärer Mengen nach Lemma 1, welches wir auf die Funkt ion F anwenden wollen. 
Wir bezeichnen lim W(F, Gn, x) = u(x); dann gilt in G die Beziehung cp(x) 5g 

n—>oo 

=* ^(#) ^ Щ/г> х ) u n <^ folglich auch w(z) 5g Т^(/2, г) < ТГ(/1? z), was zu 
einem Widerspruch führt, denn u(x) ist eine verallgemeinerte Lösung für die 
Funkt ion f±. 

Definition 2. Die Funktion Ф nennen wir eine Oberfunktion (resp. Unter
funktion) (in Bezug auf die Funktion f und auf die Menge G), wenn sie super-

135 



harmonisch {resp. subharmonisch) in G ist und wenn lim inf Ф(х) ^ f(y) 
x-->y 

(lim sup Ф(х) ^ f(y)) für у € G gilt. 
Ут~>% 

Satz 4. Die Voraussetzungen aus Satz 1 seien erfüllt. Dann ist W_{f, G, cp, x) 
die untere Grenze aller Oberfunktionen Ф(х), für welche 

Ф(х) > <p(x) (21) 
in G gilt. 

Vorerst beweisen wir wiederum ein Lemma, welches den Kern des Beweises 
bildet. 

Lemma 5. Die Menge F с Ez möge eine positive Entfernung von der Grenze 
der Menge G haben. M с G sei eine abgeschlossene Menge, deren jede begrenzte, ab
geschlossene Teilmenge von der Kapazität Null ist.^),h) 

Dann existiert zu einem beliebigen s > 0 eine nicht negative superharmonische 
Funktion Ф±(х) so, dass 

Фг(х) < s für x € F (22) 
und 

Фг(х) > гр(х) — (p(x) für x e M (23) 
gilt. 

B e w e i s . Wir bezeichnen An = E [x; n — 1 fg \x\ ^ n], Mn = M n An. 
Wählen wir nur die offenen beschränkten Mengen 0n, Mn с 0n, und setzen 
k. = sup \гр{х) — (p(x) -\- 1]. Wir konstruieren weiter die Mengen Ol, welche 

XeOi 

4) Wir nennen die folgendermassen definierte Funkt ion das Potential v(M, x) einer 
beschränkten, abgeschlossenen Menge M: für x e M ist v(M, x) = 1, für x e E3 •— M ist 
v(M, x) = W(l, E3 - M, x). 

Wenn К eine beliebige Kugel ist, welche die Menge M enthält , so definieren wir die 
Kapazi tät c(M) der Menge M durch die Gleichung 

К 

Die Kapazi tät c(M) ist offenbar eindeutig bestimmt (hängt nicht von der Wahl der Kuge 
К ab). Hinsichtlich grundlegender Ergebnisse über Kapazi tä ten siehe [8] und [10]. Ins
besondere gilt: 

1. Zwischen der Kapazi tä t der Menge M und dem Potential v(M, x) gilt die Beziehimg 

v(M, y) inf \x — y\ <L c(M) < v(M, y) sup \x — y\ . 
XeM XeM 

2. Sind Mx und M2 zwei beschränkte, geschlossene Menge, so gilt с(Мг U M2) ^ 
S c(Mx) + c(M2). 

3. Für die Funktion v(M, x) gilt die Ungleichung, die wir zur Definition der super
harmonischen Funktion verwenden; wenn die Menge Ez —- M regulär ist, dann ist die 
Funktion v im ganzen Raum superharmonisch. 

4. Is t c(M) = 0, e > 0, dann existiert eine offene Menge U D M, c(Ü) < e. 
Diese Beziehungen werden wir im Weiteren oft anwenden. 
5) Eine solche Menge werden wir im Weiteren kurz als eine Menge von der Kapazi tä t 

Null bezeichnen. 
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die Vereinigung einer endlichen Anzahl von Kugeln sind und für welche 

Ol с Оп, Мп с Ol, Q{01 F) > - , « ) O\nAt = 0 für j Ф к - 1, к, к + 1 gilt 

und deren Kapazi tä t c(0*) genügend klein ist, genauer gesagt 

«ÖD < j j ^ r (24) 

ist. Wir definieren die Funkt ion Ф^х) folgendermassen: 
00 

wo г>Д#) = v(0], x) das Potent ial der Menge 0\ ist. Die Punkt ion Фг ist super
harmonisch im ganzen Raum. Zu einem beliebig gewählten P u n k t existiert 
eine Umgebung U und eine natürliche Zahl N so, dass Q(U, Ol) ^ 1 für 
n > N gilt. Nach der Bemerkung6) unter dem Strich und nach (24) gilt 

sa 
v«(y) < 2^kn

 f ü r У e u • 
00 

Folglich konvergiert die Reihe 2 ^ivi(y) gleichmässig in V zu einer harmo-
1 = JV+1 

nischen Funkt ion rN(y). Es gilt aber 
N 

&i(x) = 2 kMx) + TN(X) ; 
г = 1 

Фг(х) ist superharmonisch als Summe einer superharmonischen und harmoni

schen Funkt ion. Sei x e F, dann ist v{(x) < -^— . Schätzen wir nun Фг(х) ab; 

i(̂ ) ̂  2 ^ ^ — 21* Ф 

Hiermit ist die Ungleichung (22) bewiesen und die Ungleichung (23) folgt 
aus folgendem: 

Is t x e M: dann ist x e Ог
т für irgendein m und folglich 

Hiermit ist das Lemma 5 bewiesen. 

Lemma 6. w sei eine verallgemeinerte Lösung der Dirichletschen Aufgabe für 
die Funktion f. Sei s > 0, F c G, F kompakt. Dann existiert eine Oberfunktion 
гре und eine Unterfunktion <pe, für welche 

(Pe(X) ^ Ufa) ^ Уе(Х) für X € G , 

Уе(ж) — 99e(^) < 2e /ur x e F . 
gilt. 

6) @(̂ 4., f?) ist die Entfernung der Mengen A und B. 
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B e w e i s . Sei M die Menge aller Punk te y aus G, für welche mindestens eine 

der Relationen 

lim inf u(x) rg f(y) — e , lim sup u(x) ^ f(y) + e 

gilt. Die Menge M ist abgeschlossen und enthält nur irreguläre Randpunkte ; 
nach Lemma von 0 . D. Kellog1) muss jede begrenzte abgeschlossene Unter
menge von M der Kapazi tä t Null sein. Nach Lemma 5 ist eine nicht negative 
superharmonische Funkt ion Фг vorhanden, für welche die Ungleichungen (22) 
und (23) gelten. Wir setzen 

<pe(x) = u(x) — Фг{х) — s , гре(х) = u(x) -f ^ i (^ ) + £ • 

Die Funkt ionen (pE und \p£ haben alle verlangte Eigenschaften. 

B e w e i s d e s S a t z e s 4.: Ф(х) sei eine beliebige Oberfunktion, für welche 
(21) gilt. Setzen wir die Funktion / stetig auf G- so fort, dass cp ^ / ^ Ф ist. 
Nach Lemma 1 existiert eine verallgemeinerte Lösung u, für welche u(x) 5g 
5g Ф(х) in G ist und so mehr 

W(f,G,<p,x) <Ф(х) (25) 
in G. 

Sei s > 0 und x0 e G. Nach Lemma 6 für F = {x0} und für и = W_ existiert 
eine Oberfunktion Ф, so, dass sie Ungleichung 

Ф(х0) < W(x0) + 2e (26) 

gilt. Die Ungleichungen (25) und (26) beweisen den Satz 4. 

Satz 5 . Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfüllt und die Menge M aller 

irregulären Punkte sei abgeschlossen. Wir bezeichnen mit dem Buchstaben ffi die 

Menge aller in G stetigen Oberfunktionen, für die (21) gilt. Sei v(x) = inf Ф(х). 
Dann ist v = Щ / , G,q>). Ф е ^ 

B e w e i s : Wenn wir den ersten Teil des Beweises von Satz 4 wieder
holen, so folgt aus der Ungleichung (25) v(x) ^ W(%) m &• Sei s > 0 und 
x0 e G. Фг(х) sei die Funkt ion aus Lemma 5, wo wir F = {x0} setzen. Definieren 
wir nun Ф2(х) = W_(x) + Фг(х) + £ und Ф(х) = Min [Ф2(х), ^(х)]. 

Die Funkt ion Ф ist eine Oberfunktion, für die (26) gilt. Es bleibt nun noch die 
Stetigkeit der Funkt ion Ф auf G zu beweisen. Hierzu genügt es einen Punk t 
хг € M zu untersuchen. Es ist 

lim inf Ф2(х) ^ (p(%i) + w(xi) ~~ <p(xi) + s > V;(xi) • 
x~>xx 

7) Nach diesem Satz enthält jede Menge F С G, für welche 0(2^) > 0 gilt, mindestens 
einen regulären Punkt . (Siehe z. B. [8].) 
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Darum ist Ф(х) — ip(x) in der Umgebung des Punktes хг und folglich ist 
die Funkt ion Ф im Punk te xx stetig. 

Satz 6.8) Wir behalten die Bezeichnungen und Voraussetzungen des Satzes 1 bei. 
и sei eine verallgemeinerte Lösung der Dirichletschen Aufgabe (für die Funktion f), 
für welche die Ungleichung (5) gilt. Dann gibt es eine stetige Fortsetzung g der 
Funktion f (auf die Menge G) für welche folgendes gilt: 

1. Für jede Folge beschränkter offener regulärer Mengen {Gn}, für welche 
(1) und (2) gilt, existiert lim W(g, Gn) = u. 

n—>co 

2. Die Konvergenz ist lokal gleichmässig. 

B e w e i s . Es sei Kn = Щх e G, \x\ 5g n, Q(X, G) ^ — . Nach Lemma 6 gilt: 

Zu jedem natürl ichen n existiert eine Oberfunktion ipn und eine Unterfunktion 

(pn so, das sq?n(x) 5g u(x) 5g ipn(
x) u n ( l Wn(x) — cPn(x) < — ist, x e Kn\ кп sei eine 

stetige Funkt ion in E3, für welche folgendes gilt: xn(x) = 1 für \x\ ^ n — 1, 
x?i(x) = 0 für |я| > ?г, 0 < xn(x) 5g 1 für alle x (n = 1, 2 , . . . ) . g0 sei eine Erweite
rung der Funkt ion / auf die Menge ö . Wir setzen hn = Max (g0, cply . . . , ç?n), 
fcn — Min (hn, y)l9 . . . , xpn) und grn = xngn-1 + (1 — ип) &n. Es ist leicht zu sehen, 
dass jede der Funkt ionen hn, kn, gn eine stetige Fortsetzung der Funkt ion 
/ ist. Fü r \x\ 5g n ~ 1 ist gn = gn-\\ deshalb ist die Funkt ion g* = lim grn 

auch eine stetige Fortsetzung der Funkt ion /. Es gilt 

g*(x) = gm(x) (27) 
für \x\ 5g m. Offensichtlich ist 

gn(x) = kn(x) (28) 

für \x\ ^ n. Es sei nun \x\ ^ n. Es gibt eine natürliche Zahl m so, dass m — 1 5g 
5g |#| 5g m ist; offensichtlich ist m — 1 ^ тг. Nach (28) erhalten wir <7m-i(x) = 
= fc^-j^) 5g ipn(x)> weiter ist km(x) 5g ^n(#) und nach (27) 

g*{x) = gm(x) ^ итоу>я(#) + (1 — ^m) Vn(«) ^ у>»(ж) . 

Aus den Ungleichungen km ^ $>„, km-1 ^ ç?n folgt auf ähnliche Weise, dass 
g*(x) ^ cpn(x) ist. Daraus folgt, dass 

für x e G, \x\ ^ n (n = 1, 2, . . .) gilt. Wir setzen ^(ж) = Max (<p(aO? r(x)), wo 
r(x) = Min ((7*(x), ip(x)) ist. Die Funkt ion ^ ist eine stetige Fortsetzung der 
Funkt ion /; es ist leicht zu sehen, dass <pn(x) 5g g(x) 5g ipn(x) fur x e G9 \x\ ^ n 
gilt. 

8) Eine gewisse Verbesserung des Satzes 6 verdanken wir Herrn J . MAUIK. 
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Es sei {nlc} eine wachsende Folge natürlicher Zahlen, für welche lim W(g, Gnk) 
vorhanden ist. Wir bezeichnen w — lim W(g, Gn). Ähnlich wie im Lemma 1 

&->00 

beweist man, dass die Funkt ion w eine verallgemeinerte Lösung ist. Wir be
haupten, dass w = и ist. j sei eine natürliche Zahl. Es sei fj = Min (g, \p5). 
Die Funkt ion /,• ist stetig auf G und für \x\ ^ j ist fd = g. Aus dieser Tatsache 
kann man folgern, dass 

Hm W(fu Gnj) = lim W(g, GnJ 
fc—>oo k—>oo 

ist. Weil W(Gnk, fj) rg| ̂  ist, gilt für jedes j w ̂  гр0 und also auch w ^ w. 
Ähnlich beweist man w ̂  u. Man nehme an, dass es einen Punk t z e G gibt, 
für welchen die Gleichung 

lim W(g, Gn, z) = %(z) 
n—>oo 

nicht gilt. Weil cp fg W(g, Gn) fg ^ i s ^ existiert eine wachsende Folge natürli
cher Zahlen pk so, dass lim W(g, Gnk, z) vorhanden ist, aber lim W(g, GVk, z) ф 

k—>co 7c->oo 

Ф u(z) ist. Es gibt eine Teilfolge {qk} der Folge {p/c} so, dass die Gleichung 
lim W(g, G4, x) = wx(x) vorhanden ist; nach dem Bewiesenem ist w±(z) = 
fc->oo 

= u(z). Das ist aber in Widerspruch. Es gilt also lim W(g, Gn, x) = u(x) für 
x e G. Nach dem bekannten Satz ist die Konvergenz lokal gleichmässig. 

Satz 7. Es sei /, /x, /2, . . . eme Folge stetiger Randfunktionen, für welche 

fn~> U Ф = / i = /2 = • • • = V 9 ^ - (^ ̂ ^ V 5*wd dieselben Funktionen wie in 
Satz 1). Dann gilt lim W(fn9 G, cp) = W(f, G, cp) in G, wobei diese Konvergenz lokal 

n—>oo 

gleichmässig ist. 

B e w e i s . Aus Satz 3 folgt Щ / J fg W(fn+1) < j f (/). Nach dem Harnackschen 
Satz konvergiert die Folge von Funktionen W(fn) in G lokal gleichmässig zur 
harmonischen Funkt ion w. Offenbar gilt 

w(x) ^ W(f, G, x) in G . (29) 

Es sei y e G ein regulärer Randpunk t und e eine beliebige positive Zahl. Es 
existiert eine natürliche Zahl N derart , dass 

W(fN, y) = Ш > f(y) - | 

ist. Weiter existiert eine Umgebung U des Punktes y so, dass für x e U n G 

\E(fN>y)-W(fN,x)\<~ (30) 

gilt. Aus (30) folgt f ür n > N und x e U 

W(fn, x) > f{y) - s und w{x) ^ /(y) - e . (30a) 
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Aus (29) und (30a) folgt die stetige Fortsetzbarkeit der Funkt ion w im Punk te 

y zum Werte f(y). w(x) ist eine verallgemeinerte Lösung, also istw(x) ^ W(f, x), 

was gemeinsam mit (29) den Beweis ergibt. 

Gibt es zur Funkt ion |/| eine nicht negative Oberfunktion, dann existiert 
W(f+, G, 0)9) und W(- / - , G, 0). Die Funkt ion W(f+, G, 0) + W(- / - , G, 0) 
ist eine verallgemeinerte Lösung der Dirichletschen Aufgabe für die Funkt ion 
/ und die Menge G (wir werden sie im Folgenden mit W(f, G, x), W, W(f), ... 
bezeichnen). 

Es gilt W(c1f1 + c2/2) = c1TF(/1) + c2Jf(/2), wenn die rechte Seite sinnvoll 
ist. Aus Satz 7 lässt sich die stetige Abhängigkeit der Funkt ion W von / ab
leiten, besser gesagt, lässt sich beweisen, dass W(fn) zu W(f) konvergiert, 
wenn fn zu / konvergiert und wenn alle Funkt ionen | / J eine gemeinsame nicht 
negative stetige Oberfunktion haben. Ein elementarer Beweis lässt sich analog 
wie die Beweise für die Funkt ion D(/, G, x) in [4] führen. Darum führen wir 
ihn hier nicht an. 

3 . Die Eindeutigkeit der Lösung der Dirichletschen Aufgabe in der Klasse 
beschränkter Funktionen 

Mit dem Symbol G werden wir bis zum Schluss dieser Arbeit das Gebiet be
zeichnen, d. i. wir machen eine weitere Voraussetzung, und zwar, dass G zu
sammenhängend ist. Das stellt jedoch keinen Mangel der Allgemeinheit vor, 
denn die Untersuchungen der Eindeutigkeit der Dirichletschen Aufgabe auf 
einer offenen Menge О lässt sich auf die Untersuchung der Eindeutigkeit der 
Dirichletschen Aufgabe auf den einzelnen Komponenten der Menge О über
führen. 

Definition 3 . Wir nennen das Gebiet G normal, wenn für jede beschränkte 
Funktion f auf G höchstens eine verallgemeinerte, beschränkte Lösung der Di
richletschen Aufgabe vorhanden ist. 

Es sei Я > 1. Wir bezeichnen Kn = E [x; \x\ < An] (n = 1, 2, . . .) und An — 
= G и (Ег — Kn). Die Funkt ionen W(l, An)10) bilden eine nichtfallende Folge 
beschränkter, harmonischer Funktionen. Den Grenzwert dieser Folge bezeich
nen wir W±(G, x). In allen regulären Randpunkten ist W±(G, x) = 1. Ob G nor
mal ist, entscheidet die Funkt ion Wl9 denn es gilt folgender 

9) Darunter verstehen wir die Funkt ion W(f+, G, cp) für cp = 0. Ähnlich W(— /", O, 0) = 

10) Hierunter ist die Funkt ion W(f, An) für f(x) = 1 zu verstehen. Für \x\ -> oo ist 
W (l, An) = o(l). 
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Satz 8. Das Gebiet G ist dann und nur dann normal, wenn 

W^x) = 1 (31) 
für x e G gilt. 

B e w e i s . Wenn W^xJ Ф 1 für einen P u n k t xxe G ist, so ist die Eindeutig
keit sichtlich nicht mehr am Platze. Es sei darum (31) erfüllt und / eine stetige 
beschränkte Funkt ion auf G, и und v zwei verallgemeinerte Lösungen, in 
ihrem absoluten Bet rag durch die Konstante С beschränkt. Es sei x0 e G. Wenn 
es uns nun gelingt die Gültigkeit der Ungleichung 

u(x0) - v(x0) ^ 4(7(1 - W(l, An, x0)) 

zu zeigen, so ist der Satz bewiesen. Durch Grenzübergang folgt aus dieser 
Ungleichung u(x0) ^ v(x0) und folglich auch (aus Symetriegründen) v(x0) 5j 
fg u(x0), d. h. v(xQ) = u(x0). 

Es sei n fest gewählt. Dann existiert ein n± derart, dass x0 e Kilx und 
W(l, A,*, x) < -| für x e G n (E3 —- Kni) ist. Daraus folgt, dass in allen regu
lären Randpunkten der Menge G n Knx 

u(x) - v(x) ^ 4(7(1 — W(l, An, x)) (32) 

gilt. Da es sich um harmonische Funktionen handelt, gilt die Ungleichung 
(32) auch im Punk te x0. W. z. b . w. 

Bezeichnen wir nun en = E [x; x e Es — G, À71"1 5g \x\ fg An], sei weiter 
yn die Kapaci tä t von en. 

00 

Satz 9. Die Reihe У упЛ~п Sßi konvergent. Dann ist W2 nicht identisch gleich 1. 
n = 1 

00 

A n m e r k u n g . Konvergiert (divergiert) die Reihe ^ 7n^~n ^ u r e m gewisses 
" n = l 

А > 1, dann konvergiert (divergiert) sie für alle Я > 1. 

B e w e i s d e r A n m e r k u n g . Sei л < l! und yn die Kapazi tä t von e'n = 
— E [x; x non 6 G, Я'*-1 ^ |ж| lg A'n]. 

OO 00 

1. Is t die Reihe / ~r- konvergent, dann ist auch die Reihe > - ^ kon-
i i 

[ l og Я | [ loff Я I 

n ь • _ I (̂ ^ -]_ i ) to — £ -|~ l dann ist 
logAJ L ; l o g r J 

V ZU < V y'k + ^* ' + 7^+j 

Z, яп — Z л» 
Jog Я' l og Я' 

Wir haben weiter Àn ^ A/fc; also ist 

y'k + :•' + r k ? < ^ + -••• + ?fc+J < ;/,• / z i i i y'k-f 
= l'fr =z Л v i - 1 **• I In = fr* = ' \rjc i ' • • i д/fc+i 
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Da j von oben begrenzt ist, j < N, ist 

y z« < X'N V (— + .. + ^-+-i < 
n > 

log Я log Я 
log Я' log Я' 

2. Die Reihe > -~ sei divergent. Die Reihen j> X^- und / -v*- (y* ist 
Z* Я w ь Z* Яп Zw Я™ ^ 

die Kapazi tä t von e* — E [#; ж non с G, Àsn ^ \х\ ^ Я8(п+1))] sind gleichzeitig 
konvergent oder divergent. Wählen wir nun Я so, dass Я' < Xs ist. Nach 1 muss 

-f̂ - und folglich auch die Reihe > - ^ divergent 
Я^ Zw Яп fe 

sein, w. z. b . w. 
Lemma 7. $ег VY e ^ e natürliche Zahl G1 = G и if^. Ил

1(6?, x) = I ^гЙ й*ш?г 
шгй ?гг̂ г dann, темп I/F1(G1, #) = 1 6ДЙ. 

B e w e i s . 1. Sei И ^ б ^ , ж) = 1, bezeichnen wir А* — Gx и (2?3 — i £ J . Da 
А , с J * ist, gilt 

W(l,An,x) 2> W{l,A%,x), 

woraus sich durch den Übergang zum Grenzwert W±(G, x) ^ 1 ergibt; daher 
ist W^GtX) = 1. 

2. Fü r .x 6 G sei r x(6?, ж) = 1. Sei w(x) = W^G, x) - И ^ о , , ж). 
Da 0 fg гг;(.х) ^5 W(l, An, x) ist, gilt lim w(x) = 0, also ist lim W±(G, x) = 1, 

|ж|-»оо |оз|—>oo 

woraus W^Gi, x) = 1 für alle x e Gx ist. 
oo 

• B e w e i s d e s S a t z e s 9. Sei N so gross, dass ^ynX~~n < \. Weiter sei n > N, 
N 

dann ist 
W(l, Aï+1,x) < W(l, AZ,x) + vn(x) 

und 
n 

W(l, A*9x) rg Щ 1 , A%x) + 2 *>*(*) , 
iV 

wo vw(#) das Potential der Menge en ist. Da A% = E3 ist, gilt Щ 1 , ^4^, #) = 0 

und vk(0) S Xr , woraus wir W(l, A*, 0) < \ erhalten; also kann (31) nicht 
Äk 

gelten. 

Satz 10. Die Reihe ^yn^~n se^ divergent. Dann ist W±(G, x) = 1 für x € G. 

B e w e i s . Nach unserer Anmerkung und Lemma 7 können wir uns auf 
n ) Es ist nötig sich dessen bewusst zu sein, dass wir über n addieren und dass к von 

n abhängig ist. 
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den Fall Я = 2, 0 6 G beschränken. Setzen wir Mv
n = Efc; 2 *> <: \x\ < 2% 

en = (^з — G) ° ^ n u n d К d i e Kapazi tä t von e£. Offenbar gilt 

Уп = Упр+1 Г Упр + 2 I • •* I 7 ( n + l b 
1 m 

und 2 39 ^ 2 » ^ 2"(n+1) für np -f 1 ^ m ^ (% + 1) ^. Daraus folgt, dass 
00 n 

die Reihe 2 Уп • 2 » divergent ist. Folglich divergiert wenigstens eine der Rei
fte 

00 из?2 

hen ^ 2 да y%v*+i> i'' = !>•••> ^2- Möge es die Reihe für i = i0 sein. Wählen 
n = l 

wir ein beliebiges positives £ > 0. Dann existiert eine natürliche Zahl Ne so, dass 

Ne np« +• г0 
i 

7пз?2 + г0 > 
с 

n = 0 

ist. Bezeichnen wir mit wv
m das Potential der Menge e^. Weiter wollen wir die 

Funkt ion w folgendermassen definieren: 

2 33 
vJny2 + i0 

w = 
У 2 v v* . • .Z, ^ y r i j > - - n 0 
0 

Um die Funkt ion w abschätzen zu können, brauchen wir die Entfernung der 
Mengen е^2 + г-о und е^а + г- abschätzen. Diese Abschätzung wollen wir nun ab
leiten: Für ?i > & ist 

П2)2 + г 0 - 1 &2?2 + г"0 « î ) 2 4 f 0 1 

Ä * + *v e j p 4 <,) ^ 2 ~ V ~ - 2 - Ï T - ^ 2 ~ ^ [2" p - 2 - ] 

und für тг < fc ist 
&ï>2 + г'0 - 1 w £>2 + г'п wj)2 + in 1 

*?(*»*•+,., e^2 + ,o) ^ 2 * - 2 v ^2 * [ - 2 + 2 *] . 

Die Funkt ion w ist auf der Menge В = Es — \J е*р* И о harmonisch. Darum wird 
n = l 

die Funkt ion w auf 5 kleiner sein als ihre beliebige Abschätzung auf der 
Ne 

Menge U e ^ 2 + v Für w ф m ist auf e^8 + io 
n = l 

m p 2 i г"0 

V ^ V 2 V 
Wmp*±iQ ^ Упу2 + г0 f , 

- Î> — 

— 2 + 2 *> 
sodass 

1 , e mp* + г0 
p _ i „ l + ( - 2 +2"«-)" 2 y»»- + i.2" 

ra=0 

У W3J2 + ' 

WIX) < - « —-.— < 1 + £ + 2« , 

22"" « ' 
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1 

1 _|_ 2~V — 2 ~ ^ 
wo zp = 1 ist. Aus diesen Ungleichungen folgt für n > N 

2 

W(hAn,x)^ ' W(X) 

und daher 

Weil aber 

W1(x) ^ 

1 + ß + z„ 

1 + £ + 2p 

TV JV 

gilt, ist w(0) ^ 1 und folglich auch W±(0) ^ -—• . . Da e beliebig ist 
1 + s + z^ 

und wir z7J nachträglich durch ein grosses p beliebig klein machen können, ist 
W^O) = 1. Daraus folgt W±(x) = 1 in der Umgebung von Null, folglich 
überall auf G, w. z. b . w. 

Aus den Sätzen 8 bis 10 lassen sich einige Folgerungen ziehen. Wenn Gt с G2 

ist und 6?2 normal ist, so ist auch Gx normal; wenn Gx nicht normal ist, so ist 
G2 auch nicht normal. Wenn Z eine isometrische Abbildung ist, ist die Menge 
Z(G) dann und nur dann normal, wenn G normal ist, usw. 

Satz l l . 1 2 ) / sei im Interval <a, oo) eine stetige positive nichtwachsende Funktion 
Es sei a > 0, f(a) < 1. Wir bezeichnen L — E [x, xx ^ a, 0 ^ x2 fg /(#i), x3 = 0] 
V = E [ж, ^ ^ a, ]/irJ + ä|~ <: /(«!)]. #aZZs 

ОС 

'-J d< 

4lg /(Ol 
divergiert, ist E% — L normal. Wenn dieses Integral konvergiert, dann ist E3 — V 
nicht normal. 

Lemma. Sei Rx = E [#; 1̂ 1 ^ /3, |x2| ^ ÖC, X3 — 0], i?2 = E [ж, |xx| fg /?, 
]lx\ ~\- x\ ^ ÖC]. jFür 0(2?!) imd c(J?2) ^гй 

l + l g 2 + l g ^ ± i = ^ ^ = l g ^ ; 

4'2 
B e w e i s . Man findet leicht (siehe [10], Seite 1.88—191), dass die Kapazi tä t 

des Elipsoides (mit den Halbachsen ot, ß, y) 

c(oc, ß, y) = — 

/ 

öa 

]/(s + K*)(S + ß*)(s + y2) 

12) Auf diesen Satz ha t uns J . MAÄIK aufmerksam gemacht. 
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ist. Daraus erhalten wir für die Kapazi tä t der Elipse 

2 
c(oc, ß, 0) 

/ 

ds 

]/s(s + oc*)(s + ß*) 
0 

Nach kurzem Rechnen findet man leicht 
00 ß2 00 

/
ds i Г ds Г as 

l/sF+~>)(s TW) ^~ß ) У Ф + «2T J V^ 
о о ß2 

f as 2ß* + g + 2|/;3̂  + g g 2(« + g) Г 
J l/s7s-+^) = g - "" «• — " = g « J 

ds <i Vs(s + «2) ~ 6 «2 - & « ' J ai- ß' 

c(Äi) ^ c(«, ß, 0) ^ 

0 

Es ist also 

lg ^±1 + 1 + lg 2 

Ähnlich beweist man die zweite Ungleichung. 

B e w e i s d e s S a t z e s 11. Man sieht leicht, dass aus der Konvergenz (Di

vergenz) des Integrals / die Konvergenz (Divergenz) der Reihe y^ -r-—' , 

folgt. 

Sei / = oo. Wir setzen en = E [x, x e L, 2п~г <£ \х\ <^ 2й], e* = 
= E [x, 2 - 1 ^ ^ fg 2« - 1, 0 fg xa rg /(2-), a:8 = 0], yn = c(en), yt = c(et). 
Weil e* eine Teilmenge von en ist, gilt y*. fg y„. Zur Abschätzung y* be
nütz t man das bewiesene Lemma. So erhalten wir 

On-2 * -> ^ 
7n = n + 1 + lg 2 + |lg /(2")| " 

Daraus folgt die Divergenz der Reihe 2yn2~n .1 3) Nach Satz 10 ist E3 — L 
normal. 

Sei / < + oo. Wir bezeichnen en = E [ж, 2n — 1 <g ^ ^ 2n+1, j/xf + x\ ^ 
=S /(2~ - 1)], en = E [ ^ e F , 2- ^ |x| ^ 2»+*], yn = c ( e j , yn = c(en). Weil 
en с en ist, gilt yn ^ yn. Aus der Ungleichnug für die Kapazi tä t des Zylinders 
erhalten wir nach kurzem Rechnen 

2n+2 

У п - | lg/(2") | ' 

Die Reihe ^yn2~n ist also konvergent, nach Satz 10 ist ü?3 — F nicht normal. 

2 1 r i 

— divergiert, falls > — = oo, 0 < 

^ап ^ ап+1 ist. 
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4. Verallgemeinerung des Satzes von Zaremba 

Wir machen nun eine weitere Voraussetzung über das Gebiet G, welche wir 

im Folgenden beibehalten werden. (Mit Ausnahme der Bemerkung auf 

Seite 151). Wir setzen voraus , dass die Menge G beschränkt ist. 

Untersuchen wir nun folgende Aufgabe: Es sei die in allen Punkten mit 
eventueller Ausnahme des Eandpunk tes z e G, stetige Funkt ion / am Rande 

von G gegeben. In der Umgebung des Punktes z ist f(x) = О I-. ri. Es 
. \ F z\l 

wird eine in G harmonische Funkt ion и gesucht, welche in jedem regulären 
Randpunk t у ф z bis z u m Werte von f(y) stetig fortsetzbar ist und für welche 

die Ungleichung \u(x)\ ^ -r— , in G gilt. Wenn G nicht bechränkt ist, soll 
° ' \x — z\ 

ausserdem noch lim u(x) = 0 gelten. Diese Aufgabe wollen wir als Aufgabe D 
|cc|->oo 

bezeichnen. Mit Hilfe de r Kelvinschen Transformation und der Ergebnisse 
aus 1 unserer Arbeit lässt sich leicht beweisen, dass die Aufgabe D eine Lösung 
hat . Wir gelangen zu interessanten Ergebnissen, wenn wir von der Kugel
inversion und den Ergebnissen des dri t ten Abschnittes zur Untersuchung der 
Eindeutigkeit der Aufgabe ausgehen. Es gilt nämlich folgender Satz. 

Satz 12. Die Aufgabe D ist dann und nur dann eindeutig lösbar, wenn z ein 
regulärer Bandpunkt ist. 

Zuerst führen wir zwei Hilfsätze an. 

Lemma 9. Sei £ = K(x) eine Kugelinversion, welche den Punkt z ins Unendliche 
transformiert und die Kugel mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkt im Punkte 
z beibehält. Sei G* = K(G). Dann ist die Aufgabe D für das Gebiet G dann und 
nur dann eindeutig lösbar, wenn G* normal ist. 

Den B e w e i s kann der Leser leicht selbst angeben. 

Lemma 10. Sei 0 < a < b, z = 0, M с Щх; а < \х\ ^ Ь). К habe dieselbe 
Bedeutung wie in Lemma 9. Sei m = K{M) und c(m) (resp. c(M)) die Kapazität 
von m (resp. M). Dann ist 

i c(M) ^ c(m) rg I c(M) . (33) 

B e w e i s . Bezeichnen wir mit V(x) das Potential von M und L die Kompo
nente der Menge E3 — M, welche die Punk te x enthält , für die \x\ > b ist. 
Es sei weiter Qr = E[x; \x\ fg r]. Es ist bekannt , dass c(M) = c(E3 — L) ist. 
Wir unterscheiden nun zwei Fälle: a) z non e L, b) z € L. 

a) In diesem Fall ist Qa с E3 ~ L с Qb, also ist 

а < c(M) ^ b . (34) 
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Aus dem gleichen Grunde ist 

I < c(m) < ~ . (35) 
b "~ a 

Aus den Ungleichungen (34) und (35) folgt die Ungleichung (33) sofort. 

b) Wir setzen vorerst voraus, dass der Rand der Menge L durch die soweit 
• dV 

glatte Fläche E gebildet wird, dass —— stetig auf E fortsetzbar ist. (Siehe 
CiL -f-

[13] S. 208, Satz 1 u. 2.) n+ (resp. n-) ist die äussere (nach E3 — L hineinzu 
gerichtete) resp. innere Normale zu E. Mit n* und n*. wollen wir die äussere 
und innere Normale zu E* = K(E) bezeichnen und mit £ die Abbildung des 
Punktes x d. h. f = К(х) usw. Wir definieren weiter folgende Funkt ionen 

v(S) = -щ V(K-4S)), (36) 

Wir sehen aus Folgendem gleich, dass die Funkt ion \x existiert und stetig auf 
27* ist: 

— = lim V{^ — V ^ = lim И1 F ( x ) ~ M V(v) = 

\x\ \y\ ' J | 

|ж | V(x) - |y| F<y) (3 8) 
— \y\2 h m 1 

X~>y y\ 

In den Gleichungen (38) konvergiert der P u n k t f zu dem P u n k t auf der Nor
malen n*, der Punk t ж zu dem P u n k t т/ auf der Kreislinie, welche der Norma
len durch die Abbildung von К entspricht. Weil К konform ist, erhalten wir 

5 = N2[^N^)Lr№F(2/ )c0SÄ + M3 dV(y) 

± 

wo oc der Winkel zwischen der Normalen und dem Radiusvektor des Punktes 

у ist. Da V(x) = 1 und o = 0 für ж € 27 ist, gilt — 4 d W f ) = Ы 3 . 

Nach (37) und einigen bekannten Sätzen aus der Potentialtheorie ist 

/ / 

folglich ist 

if — ч 

| «(f) == I / Ä ^ 

/ / , 
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und weiter 

dV 
Es ist aber - — 5j 0, also ist 

c7W+ 

1 

47l6 J J \x\ 8n+ — 4 T I 6 2 J J 8n+ fr y ' ' K ' 

c(M) ^ 1 с(Ж) . 

Wenn wir uns vergegenwärtigen, dass w с E к ; т- ^ | l | ^ — I ist und die 

Mengen m und Ж vertauschen, so erhalten wir 

c(M) ^ a2c(m) . (40) 

Aus den Ungleichungen (39) und (40) folgen die Ungleichungen (33). Wir 
müssen jedoch noch die Forderung der Glattheit des Randes vermeiden. 
Wählen wir daher eine Folge von Mengen Mn, Mn с Mn+1, U Mn — Ег — L 
mit genügend glat ten Rändern. Dass eine Folge derart wirklich existiert, siehe 
der Leser in [10] S. 317 — 319 nach. Sei s > 0, dann gilt von einem bestimmten 
n angefangen Mn с E[x; (a — s) fg \x\ fg Ъ -f- e], also auch 

whfc{Mn) -e("° - WTW e{Mn) • 
Hieraus erhalten wir durch Übergang zum Grenzwert 

1 c(M) ^ c(m) ^ — l c(M) , (41) 
{a + ef v ' = v ' - (b+e) 

denn c(Mn) -> c(M) und c(mn) -> c(m) wie aus dem Harnackschen Satz her
vorgeht. (Siehe [10] S. 249 u. 263.) Aus der Ungleichung (41) folgt die Unglei
chung (33) sofort, denn e ist beliebig. 

B e w e i s d e s S a t z e s 12. en und yn mögen denselben Sinn wie in Satz 9 ha

ben; e* = K(en), y*n = c(e*). Nach Lemma 10 ist ^ _ ^ y* ^ ^ , woraus 

folgt, dass die Reihen 2 УгД~п> 2 ït^n gleichzeitig konvergent oder di
vergent sind. Der Satz 12 folgt nun direkt aus den Sätzen 8—10, Lemma 9 
und dem bekannten Wienerschen Satz. (Siehe [10], S. 330.) 

Aus Satz 12 folgt die Erweiterung des heute schon klassischen Satzes von 
Zaremba (siehe [5], [6]), welche wir in den Sätzen 14 und 15 angeben werden. 
Es ist wohl bekannt , dass die auf G harmonische, bis auf eine endliche Anzahl 
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von Punkten x{ stetig auf G zu Null fortsetzbare Funkt ion и gleich Null ist, 

wenn in der Umgebung des Punktes x{: u(x) = о \-, rrl gilt. An einfachen 
\ / 

Beispielen lässt sich zeigen, dass der Eindeutigkeitssatz nicht erfüllt ist, wenn 

allgemein in der Umgebung der ausserordentlichen Punk te u(x) — Ol-, -Л 
\ \ / 

ist. I n den folgenden Sätzen beweisen wir, dass wenn die Punk te xl reguläre 

Randpunkte sind, der Eindeutigkeitssatz auch im Falle u(x) = Оl , rrl 

gilt. 

Satz 13. Sei и eine auf G harmonische Funktion, xi eine endliche Anzahl 
regulärer Randpunkte von G (i = 1, . . . , r) . Für jeden regulären Bandpunkt 
y 4= x* sei lim u(x) ^ 0. Es sei eine Konstante С so vorhanden, dass \u(x)\ ^ 

r 

^ C у -j тг in G gilt. Es sei noch u(x) = o(l) für \x\ -> oo, falls G nicht 

beschränkt ist. Dann ist u(x) 5^ 0 in G. 

B e w e i s . Sei K{ n = E \x; \x — xl\ ^ — , G{ n = G u Kin und 

Ui n(X) = 1 П W7" I П T > ö,- n , Xl für X € G{ 
г*Ь'Х ' L « Qßl\ \\X X%\ 

Da die Funkt ion lim W \, тт > ^,n» #1 die Lösung der Aufgabe D für das 
W—>-00 \ / 

Gebiet G und die Funkt ion f(x) = и rr- ist, gilt nach Satz 12 lim Uin(x) = 
\JL> X n—>oo 

= 0 für x eG. Nach den Voraussetzungen existiert eine Kons tan te С derart , 
dass 

r 

UIX) <СУ -, 77 
Z-, \x ~ хг\ 

ist. i==1 

Zu jedem n existiert Nn so, dass Uin(x) ^ —, -, auf KitNn ist. Daraus 
Zi \X — X 

r n 

folgt aber u(x) < 4 0 2 Uitn(x) auf dem Rand des Gebietes в — U &i jvn> a ^ s o 

nach dem Maximumprinzip auch innerhalb dieses Gebietes. Wir erhalten 
u(x) ^ 0 für n -> oo. 

Satz 14. $ег гб ewe harmonische Funktion auf G, xi seien reguläre Randpunkte 
(i = 1, . . . , r), lim г̂ (ж) = 0 für reguläre Punkte у Ф xl. Es sei eine Konstante С 

X~->y T 

so vorhanden, dass \u(x)\ < C ; -, тт in G qilt. Falls G nicht beschränkt 
i - i > ' 

Ы, sei noch u(x) = o(l) /ur |a?| -> oo. Dann ist u(x) = 0 m G. 
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Der B e w e i s folgt sofort aus Satz 13. 

Satz 15. и sei eine harmonische Funktion auf G, xl e G, i = l, . . . , r, eine 
endliche Anzahl regulärer Bandpunkte. Sei yj e G, j = 1 , . . . , s, sei Uk, к = 1 , , . . , s 
eine solche Umgebung des ylc, dass xl non e Uk, i = 1, ..., r, yj non e Uk, j = 1, 
...fs,j Ф k. ist. Die Funktion и sei in jedem regulären Punkt у Ф xi, у Ф /̂J" 
<$£е£г<7 zit JVwM fortsetzbar. Es sei eine Konstante С so vorhanden, dass \u(x)\ ^ 

< С У -, л- in G — U Uu gilt. Weiter sei u(x) — о h тут), i^afe G 
г = 1 ' 

nicht beschränkt ist, sei noch u(x) — o(l) /ш* |x| -> со. Dann ist u(x) = 0 <m/ Cr. 

B e w e i s . Sei Kf n — E \(x; \x — yl\ <* — . Wir wählen s beliebig und N± so 

gross, dass Kfn n Kfn = 0 für i + j und für n > N± gilt. Es existiert N2 > iV 
s 

2 1 s 

- j T auf G — U iT?n für n > JV2 ist. Wenn wir nun 
5 = 1 ' 

r 

2 1 . s 

-, 7Г und das Gebiet G — \J K*n 
\x y3\ i = i 

3 = 1 

anwenden, so erhalten wir 

U(x) ^ S /> -, тг , X € G , 
\x — yJ 

folglich auch u(x) 5^ 0. Analog gilt u(x) ^ 0. Womit der Satz bewiesen ist. 

A n m e r k u n g . Die Ergebnisse der Abschnitte 3 und 4 lassen sich natürlich 
kombinieren, sodass wir noch allgemeinere Eindeutigkeitssätze erhalten kön
nen. 

I n dieser Arbeit wurde nur der Fall des Dirichletschen Problems für die 
Laplacesche Gleichung studiert . Mit Rücksicht auf die Arbeiten [17] und [18] 
können wir erwarten, dass unsere Ergebnisse auch auf allgemeinere eliptische 
Gleichungen übertragen werden können. Mit dieser Aufgabe wollen wir uns 
in unserer nächsten Arbeit beschäftigen. 
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Резюме 

С У Щ Е С Т В О В А Н И Е И О Д Н О З Н А Ч Н О С Т Ь З А Д А Ч И 
Д И Р И Х Л Е НА О Б Л А С Т Я Х О Б Щ Е Г О ВИДА 

ИБО БАБУШКА, РУДОЛЬФ В Ы Б О Р Н Ы (Ivo Babuska, Rudolf Vyborny), Прага 

(Поступило в редакцию 13/ХП 1957 г.) 

Работа посвящается задаче Дирихле на неограниченных областях об
щего вида. Для простоты все рассуждения проводятся для Ег, хотя с не
большими изменениями их можно применить и к Еп. Работа разделяется 
на четыре параграфа. В первом вводится понятие решения Винера 
для неограниченных областей, а во втором параграфе исследуется за
висимость между решениями Винера и Перрона на неограниченных 
областях. В параграфе третьем решается вопрос о единственности за
дачи Дирихле на неограниченных областях в классе ограниченных 
функций. Главная часть этого параграфа состоит в утверждении, что 
необходимым и достаточным условием единственности на неограни
ченных областях в классе ограниченных функций является требо
вание, чтобы точка со перешла при сферической инверсии в регуляр-
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ную точку границы. Далее здесь намечены некоторые следствия этого 
утверждения. Четвертый, заключительный, параграф показывает связь 
между задачей Дирихле на неограниченных областяг в классе ограничен
ных функций и задачей Дирихле на ограниченных областях, если в окрест
ности сжатой точки границы решение ведет себя, как т. наз. элементарное 
решение. Здесь также обобщается теорема Зарембы в том смысле, что 
в окрестности точки границы, являющейся регулярной точкой, можно 
допустить, не нарушая теоремы об однозначности, что искомое решение 

ведет себя как 0 1 — I. В случае нерегулярной точки границы можно при 

сохранении справедливости теоремы об однозначности допустить возра

стание не больше, чем о и 
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