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DIE EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT DER DIRICHLETSCHEN
AUFGABE AUF ALLGEMEINEN GEBIETEN

IVO BABUSKA und RUDOLF VYBORNY, Praha

(Eingegangen am 13. Dezember 1957)

In dieser Arbeit wird die Dirichletsche Aufgabe untersucht. Der
Definitionsbereich muss nicht beschrinkt sein. Die Frage der Ein-
deutigkeit fur die Klasse der beschrinkten Funktionen wird gelost.

In dieser Arbeit wollen wir die Dirichletsche Aufgabe fiir die Laplacesche
Gleichung auf einem Gebiet untersuchen, das nicht beschrinkt sein muss.
Mit dieser Problematik beschéftigte sich auch M. BRrRELoOT in einigen seiner
zahlreichen Arbeiten iiber die Dirichletsche Aufgabe und die Theorie des Po-
tentials. (Siehe z. Bsp. [1], [2], [3]). Eine elementare Behandlung dieses Pro-
blems findet man bei J. MARIK [4]. In unserer Arbeit beweisen wir den Ixis-
tenzsatz fiir verallgemeinerte Losungen und leiten die notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Eindeutigkeit fiir die Klasse der beschrinkten
Funktionen ab. Schliesslich zeigen wir den Zusammenhang unseres Problems
mit der Aufgabe, eine harmonische Funktion in einem beschrinkten Gebiet
(' zu bestimmen, welche mit Ausnahme eines einzigen Randpunktes die
vorgeschriebenen Werte annimmt und in der Umgebung des Ausnahme-
punktes sich wie die elementare Losung verhilt. Dadurch beweisen
wir gleichzeitig eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes von S. Za-
rREMBA [6]. L. Amerio [14] und M. Krzvzaxskr [15], [16] beschiftigten
sich mit #hnlichen Problemen fiir die allgemeine elliptische Gleichung.
Alle unsere Erwiigungen fithren wir im dreidimensionalen Euklidischen
Raum F, aus, sie lassen sich aber leicht mit einigen kleineren Ande-
rungen auf einen beliebigen Euklidischen Raum F,, n > 3 iibertragen. Die
Schliisse aus § 1 gelten auch fiir n = 2. In der ganzen Arbeit ist x € B, |v| =

= a2 1 a3 + 23 und |2 — y| = |/(m — 92)* + (@, — 92)® + (3, — y,)* ist die
Entfernung der Punkte 2 und y. Mit ' bezeichnen wir eine offene nichtleere
Untermenge von E,, A ist die Abschliessung der Menge 4 und die Grenze
dieser Menge bezeichnen wir mit A.

Fassen wir nun einige Definitionen und Ergebnisse, die wir im weiteren be-
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nutzen werden, zusammen. (Siehe [1], [2], [3], [4], [5], [6], [ 7], [8], [9], [10].) Kine
in @ harmonische und auf ¢ stetige Funktion % nennen wir die Losung der Di-
richletschen Aufgabe fiir die Menge ¢ und fiir die auf @ stetige Funktion f, falls
u(x) = f(x) auf ¢ gilt. Wir nennen die Funktion ¢ (resp. y) subharmonisch

(resp. superharmonisch) in ¢, wenn sie in ¢ stetig ist und wenn zu jedem Punkt
2z e G ein § > 0 so existiert, dass

1 1
") < s f f o) do (resp. o) = 4o f f ¥(y) da)
K K

fiir jede Kugel K mit dem Mittelpunkt in @ und dem Radius p << ¢ ist. Wir

sagen, der Punkt y e G ist regulir, wenn eine subharmonische Funktion v und
eine Umgebung U des Punktes y so existiert, dass » subharmonisch und ne-
gativin G n U und lim »(x) = 0 ist. Die Menge ¢ nennen wir regulir, wenn sie

T—Y

offen ist und alle Punkte von € regular sind. Fir eine regulire Menge G mit
bechréinkter Grenze existiert immer eine Losung der Dirichletschen Aufgabe.
Ist G beschrinkt, so ist die Losung eindeutig bestimmt, wenn ' nicht be-
schrankt ist, so existiert gerade eine einzige Losung, die o(1) im Unendlichen
ist. Wenn @ auch nur einen einzigen irreguliiren Punkt hat, so braucht keine
Losung mehr existiren. Beispiele irreguldrer Punkte haben S. Zaremba und
H. Lesuscur angefiihrt. Fiir jede offene Menge ¢ mit beschrinkter Grenze
und fiir jede auf G stetige Funktion lasst sich, wie N. WIENER [4] gezeigt hat,
eine verallgemeinerte Losung W(f, I, x) der Dirichletschen Aufgabe finden.
Wir erhalten sie folgendermassen:

Wir konstruieren eine Folge ¢, (n = 1, 2, ...) regulirer Mengen derart,
dass

G;l C Gn+1 cl H Gn, c @ s (1)
ud, =¢ 2)
n=1

ist. Wenn nun @ nicht beschrinkt ist, so sollen ausserdem alle 7, das Aussere
einer Kugel enthalten. Wir erweitern die stetige Funktion f auf den ganzen
Raum und bezeichnen mit w, (n = 1,2, ...) die Losung der Dirichletschen
Aufgabe fiir die Menge ¢, und die Funktion f. (Wenn & nicht beschrinkt ist,
so sei u, im Unendlichen gleich o(1).) Dann ist lim w, = W(f, G, x), wobei

N—>00

gilt, dass die Funktion W) weder von der Folge (7, noch von der Erweiterung
der Funktion f abhingt. Ist die Dirichletsche Aufgabe losbar, so ist W(f, G, z)
ihre Losung. (Siehe [7], [8], [10].) W(/) ist sogar die einzige stetige Erweiterung
des Operators der Dirichletschen Aufgabe aus der Klasse der Funktionen f, fiir
welche die klassische Losung vorhanden ist. (Siehe [11], [12].)

. 1) Wenn kein Missverstdndnis entstehen kann, schreiben wir kurz auch W(x), W(@, ),
V usw.
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1. Die Existenz der Losung

Definition 1. Die Funktion w nennen wir verallyemeinerte Liosung der Di-
richletschen Aufgabe fiir die Menge G und die auf G stetige Funktion f, wenn
u in G harmonisch ist und fir jeden reguliren Punkt y e G

lim u(z) = f(x) 3)
r—>Y

qilt.

Satz 1. Die Funktion f sei auf G stetig. Die Funktionen ¢ und v seien auf G ste-
tig, p = v, @ (resp. ) sei subharmonisch (resp. superharmonisch) in G und auf
G sei

p=f=vp. (4)

Dann existiert eine verallgemeinerte Losung w, fiir welche

p(e) = u(x) = p(2) (5)
wn G gilt.

Bevor wir den Beweis fithren, beweisen wir das Lemma 1.

Lemma 1. f sei stetig in G und in allen regquliren Punkten von G. Die Un-
gleichung (4) gelte firr die Funktion f in G. Dann existiert eine Folge regqulirer,
beschrinkter, offener Mengen @, (n = 1, 2, ...) so, dass (1) und (2) gilt und dass

lim W(f, G,) = u (6)

vorhanden ist. Die Funktion w ist in G harmonisch und fir jeden reguliren
Randpunkt y gilt (3).

Beweis. Offensichtlich gibt es eine Folge von beschrinkten Mengen
G, mit folgenden Eigenschaften: die Mengen (, sind regulir und es ist G, c

c Gy c G, U G, = G Die Folge W(f, &) ist eine lokal gleichmissig beschrink-
n=1

te Folge harmonischer Funktionen und es gibt daher eine lokal gleichméssig
konvergente Teilfolge W({, G’;k); wir bezeichnen G; = G und es sei
lim W(f, @) = u. Es bleibt noch (3) zu beweisen. Sei ye @ ein regulirer

Randpunkt. Zu beliebig gewihltem ¢ > 0 gibt es eine (offene) Kugel K, mit
dem Mittelpunkt y und dem Halbmesser o derart, d ass

f@) > fy) — ¢ (7)

fiir x ¢ K, n G gilt und dass eine subharmonische Funktion » in K, n G vor-
handen ist, die negativ in K, n ¢ ist und fiir die lim v(x) = 0 gilt. Wir setzen

LY
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nun M = sup (|p(x)| + |p(x)|). Zur Zahl o existiert eine natiirliche Zahl N, so,

UeKQnG
dass der Teil der Kugelgrenze K,, welcher innerhalb G' — Gy liegt und den
20

wir mit £ bezeichnen wollen, die Oberfliche kleiner als % hat. Dabei
gilt Gy, 0 K, + 0. Bezeichnen wir mit (x) eine Funktion, die in K , harmonisch
ist und die unterhalb stetig in K, ist, fiir die weiters A(x) = 1 fiir v ¢ £ und
h(x) = 0 auf dem restlichen Teil der Grenze K, gilt. Die Funktion 2 kann
man mittels der Poissonschen Integralformel definieren. Nach dem wohl-
bekannten Satz ist

0= hiy) =~ . (8)

Wir wihlen eine positive Zahl k& so, dass auf der Menge @N, n K,

u(x) — & > ko(x) + [(y) 9)
ist.
Offenbar existiert N = N, derart, dass fir n > N
W(f, G, 2) = ko(x) + f(y) (10)

in Gy, n K, ist. Wir beweisen nun die Ungleichung
W(f, Gy, @) > f(y) — & + ko(x) — 2Mh(x) (11)
auf dem Rande der Menge G, n K, fiir n > N.
Wir unterscheiden 3 Fille:
a) xe@,, b) xeGy, , xeKe, c) xek.

Im Falle a) folgt (11) aus (7) und daraus, dass v(z) < 0 und A(x) = 0 ist.

Im Falle b) folgt (11) aus (10) und im Falle c) gilt folgendes: A(x) = 1,
fly) < M;folglich

fy) — e + kv(x) — 2Mh(x) < — M — ¢ + kv(z) (12)

and da — M = ¢(x) = W(f, Gy, x) in G n K, gilt, folgt (11) aus (12). Da
auf der rechten Seite der Ungleichung (11) eine subharmonische, in K, n @,
cberhalb stetige Funktion und auf der linken Seite eine harmonische Funktion
steht, gilt die Ungleichung (11) in K, n @,. Durch Ubergang zum Grenzwert
erhalten wir

lim inf u(x) > f(y) — 3e¢.

x—>Y

Analog
lim sup u(zx) < f(y) + 3¢.

T—>Y

Hiermit is die Gleichung (3) in allen reguliren Punkten bewiesen.
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Beweis von Satz 1. Setzen wir die Funktion f stetig auf G so fort, dass
die Ungleichung (4) iiberall auf G gilt. Dann ist durch Anwendung von Lem-
ma 1 der Satz bewiesen.

Satz 2. Behalten wir die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus dem Satz 1
bei. Dann existiert unter allen verallgemeinerten Lisungen der Dirichletschen
Aufgabe, fir welche

g =u (resp. u =) (13)

gilt, die kleinste (resp. grosste Losung).
M sei die Menge aller verallgemeinerten Losungen der Dirichletschen Auf-
gabe, fiir welche (13) gilt. Nach dem Satz 1 ist M + 0. Sei W(f, G, ¢, x) =

= inf %.2),3). Wir beweisen nun das Lemma 2.
e M

Lemma 2. In jedem reguliren Punkt y e G ist lim W(x) = fy
Y

Beweis. K, sei eine Kugel mit dem Mittelpunkt  und dem Radius o; wir
wéhlen p, und 0s (01 < 05) so0, dass G n K,,, + §. Wir setzen die Funktion
f stetig auf K, so fort, dass in G n K, die Ungleichung ¢(x) = f(x) < p(x)
gilt, und definieren die Funktion f, folgendermassen:

f@) = f(x) aut K, , fi(@) = g@) fir zeK, n Q.

Wir setzen nun die Funktion f, stetig auf K, so fort, dass f,(x) < f(x) fur
zeG n K, ist. Wenn u eine belicbige verallgemeinerte Losung ist, fiir die
(13) gilt, so muss

W(,Gn K,,z) =u@), zeGn K, (14)

sein, denn diese Ungleichung gilt in allen reguliren Randpunkten und nach
einem bekannten Satz aus [8] auch in ¢' n K,. Aus der Ungleichung (14)
folgt

W, G n K,,2) = W(f,G,x), zeG@n K, . (15)

Wihlen wir eine beliebige verallgemeinerte Losung u, fir die (13) gilt. Sei
& > 0; dann existiert 6 > 0 derart, dass in K4 n ¢

1) —e < W(t, G n K, x) (16)
gilt und gleichzeitig
u(@) < f(y) + ¢ (17)
ist. Aus den Ungleichungen (15), (16) und (17) und der Definition der Funktion
W folgt ihre Stetigkeit im Punkte y.

Lemma 3. Die Funktion W (f, Q) ist stetrg auf der Menge G
Beweis. W ist die untere Grenze lokal gleichgradig stetiger Funktionen.

2) Ls ist leicht zu sehen, wie W(f, G, v, x) definiert ist.
3) Kurz auch W, W(x), W(f, ) usw.
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Lemma 4. Die Funktion W(f,G) ist superharmonisch auf @G.

Beweis. K sei eine Kugel, K c (; w sei eine harmonische Funktion auf
K, stetig auf K, fiir welche

W(f, G ) = w@), vek, (18)
gilt. Dann gilt fiir eine beliebige Losung u ¢ M
w(x) = w(x) (19)

auf K und folglich auch auf K. Aus (19) folgt (18) fiir # ¢ K und das Lemma
ist bewiesen.

Beweis des Satzes 2. Die Funktion W ist auf ¢ und in allen reguliren
Randpunkten stetig, es gilt ¢ =< W = p in (; daher existiert eine Folge offener
Mengen ¢, (n =1, 2,...), mit den in Lemma 1 definierten Iigenschaften.
lim W(W, G, x) = u(x) ist eine verallgemeinerte Losung der Dirichletschen

Aufgabe, fiir welche nach Lemma 4 u(x) < W(x) gilt; nach der Definition
der Funktion W gilt aber gleichzeitig W(x) = u(x), folglich ist W (x) = u(x),
d. h. W ist die verallgemeinerte Losung.

2. Der Zusammenhang mit der Perronsehen Methode

Vorerst beweisen wir den Satz iiber ,,die Erhaltung der Ungleichung*,
welchen wir 6fters beniitzen werden.

Satz 3. f, und f, seten stetige Funktionen auf G, fir welche p(z) < fi(x) =
= fol@) = p(x) gilt, wo @ resp. y subharmonisch resp. superharmonisch in @,
stetig in G, und ¢ < p in G ist.

Dann st

_W_(flﬁ G’ P x) = ,_I/K(fm G; P, x) resp. W(fly Gr Y, x) § W(fz, G, P, x) wn G.

Beweis. s geniigt offenbar die erste der Ungleichungen zu beweisen. Man
nehme an, dass es ein z e (' so gibt, dass W(f,, z) > W(f,, 2) ist. Setzen wir
die Funktion f, stetig auf G so fort, dass = fl_ yp ist. Es sei F =
= Min (f,, W(f,))- Essei G, (n = 1, 2, ...) eine Folge beschriinkter, offener, regu-

lirer Mengen nach Lemma 1, welches wir auf die Funktion F anwenden wollen.
Wir bezeichnen llm W(F, G,, x) = u(x); dann gilt in ¢ die Beziehung ¢(x) =

= u(x) = W(f,, x) “und folglich auch wu(z) =< W(f,,2) < W(f,,2), was zu
cinem Widerspruch fithrt, denn u(x) ist eine verallgememerte Losung fir die
Funktion f,.

Definition 2. Die Funktion @ nennen wir eine Oberfunktion (resp. Unter-
funktion) (in Bezug auf die Funktion | und auf die Menge @), wenn sie super-

135



harmonisch (resp. subharmonisch) wn G ist und wenn lim inf @(x) = f(y)

(lim sup D(x) = f(y)) fir y € ¢ gilt.

Yz

T—=>Y

Satz 4. Die Voraussetzungen aus Satz 1 seien erfillt. Dann ist W(f, G, ¢, x)
die untere Grenze aller Oberfunktionen @ (x), fir welche

D(x) = g(x) (21)

n G gilt.

Vorerst beweisen wir wiederum ein Lemma, welches den Kern des Beweises
bildet.

Lemma 5. Die Menge F c E, mige eine positive Entfernung von der Grenze
der Menge G haben. M C G sei eine abgeschlossene Menge, deren jede begrenzte, ab-
geschlossene Teilmenge von der Kapazitit Null ist.t),?)

Dann existiert zu einem beliebigen ¢ > 0 eine nicht negative superharmonische
Funktion @(x) so, dass .
D(x) <e fiur xel (22)
und
D,(x) > y(@) — gx) fir xeM (23)
gult.

Beweis. Wir bezeichnen 4, =E[zx;n — 1 = |2 <n], M, =M n 4,.
Wiéhlen wir nur die offenen beschrinkten Mengen O,, M, c O,, und setzen
k; = sup [y(x) — @(x) + 1]. Wir konstruieren weiter die Mengen O,, welche

ze0;

4) Wir nennen die folgendermassen definierte Funktion das Potential »(M, x) einer
beschriinkten, abgeschlossenen Menge M: fiir @ e M ist (M, x) = 1, fir w e By — M ist
v(M,z) = W, B, — M, x).

Wenn K eine beliebige Kugel ist, welche die Menge M enthéilt, so definieren wir die
Kapazitit ¢(M) der Menge M durch die Gleichung

1 ov
c(M):_Tnffa—nda.
K

Die Kapazitét ¢(M) ist offenbar eindeutig bestimmt (hiéngt nicht von der Wahl der Kuge
K ab). Hinsichtlich grundlegender Ergebnisse tiber Kapazitéiten siehe [8] und [10]. Ins-
besondere gilt:

1. Zwischen der Kapazitidt der Menge M und dem Potential v(M, x) gilv die Beziehung
o(M, y)inf |o — y| < ¢(M) < v(M, y)sup |z — y|.
zeM reM
2. Sind M, und M, zwei beschrinkte, geschlossene Menge, so gilt ¢(M, U M,) <
= o(M)) + c(M,). '

3. Fir die Funktion »(M, «) gilt die Ungleichung, die wir zur Definition der super-
harmonischen Funktion verwenden; wenn die Menge E, — M regulir ist, dann ist die
Funktion » im ganzen Raum superharmonisch.

4. Ist ¢(M) = 0, ¢ > 0, dann existiert eine offene Menge U D M, ¢(U) < e.
Diese Beziehungen werden wir im Weiteren oft anwenden.

®) Eine solche Menge werden wir im Weiteren kurz als eine Menge von der Kapazitit
Null bezeichnen.

136



die Vereinigung einer endlichen Anzahl von Kugeln sind und fiir welche
OrcO,,M,cOL oO, F)> =) OLn A; =0 fix 7+ k— 1,k k1 gilt

und deren Kapazitit c¢(O}) genugend klein ist, genauer gesagt
ea
2n+1f,

ist. Wir definieren die Funktion @,(x) folgendermassen:

7) = Skoix)

wo v;(x) = v(0}, ) das Potential der Menge O} ist. Die Funktion @, ist super-
harmonisch im ganzen Raum. Zu einem beliebig gewéhlten Punkt existiert
eine Umgebung U und eine natiirliche Zahl N so, dass o(U, O}) =1 fiir
n > N gilt. Nach der Bemerkung®) unter dem Strich und nach (24) gilt

c(0}) < (24)

v(y) < % fir yeU.

Folglich konvergiert die Reihe T k :(y) gleichmissig in V zu einer harmo-

1_

nischen Funktion r,(y). Es gilt aber

N
x) = z ko, (x) 4 ry() ;
i-1
@, (z) ist superharmonisch als Summe einer superharmonischen und harmoni-

schen Funktion. Sei x € F, dann ist v,(x) < 231 . Schéitzen wir nun @,(zx) ab;

-1 =1
Hiermit ist die Unglelchung (22) bewiesen und die Ungleichung (23) folgt

aus folgendem:
Ist « € M; dann ist x € O}, fiir irgendein m und folglich

Dy(x) = Zk,vz(x) = kpom(@) = kp > p(@) — @) .

Hiermit ist das Lemma 5 bewiesen.

II/\
Il/\

M|~q

Lemma 6. u sei eine verallgemeinerte Losung der Dirichletschen Aufgabe fir
die Funktion f. Sei e > 0, F c G, F kompakt. Dann existiert eine Oberfunktion
v, und eine Unterfunktion g, fir welche

Pe(x) = u(x) = pe(x) fir zel@,

Pe(@) — @o(w) < 2¢ fir xel .
gelt.

“)—Q(—;‘], 1}) ist die Entfernung der Mengen 4 und B.
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Beweis. Sei M die Menge aller Punkte y aus @, fiir welche mindestens eine

der Relationen

liminf u(z) < f(y) — e, limsupu(x) = f(y) + ¢

=Y T—>Y
gilt. Die Menge M ist abgeschlossen und enthélt nur irregulire Randpunkte;
nach Lemma von O. D. Kellog”) muss jede begrenzte abgeschlossene Unter-
menge von M der Kapazitit Null sein. Nach Lemma 5 ist eine nicht negative
superharmonische Funktion @, vorhanden, fiir welche die Ungleichungen (22)
und (23) gelten. Wir setzen

pe(x) = w(x) — Dy(x) — &, p(r) = u(x) + Dy(x) + .
Die Funktionen ¢, und y, haben alle verlangte Eigenschaften.

Beweis des Satzes 4.: @(x) sei eine beliebige Oberfunktion, fiir welche
(21) gilt. Setzen wir die Funktion f stetig auf @ so fort, dass ¢ = f < @ ist.
Nach Lemma 1 existiert eine verallgemeinerte Losung u, fiir welche u(r) =
= @(x) in G ist und so mehr

W(f, a4, ¢, 2) = O(x) (25)
in G.
Sei ¢ > 0 und x, € G. Nach Lemma 6 fiir F = {x,} und fiir v = W existiert
eine Oberfunktion @, so, dass sie Ungleichung

Dlag) < Wiz,) + 2¢ (26)
gilt. Die Ungleichungen (25) und (26) beweisen den Satz 4.

Satz 5. Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfillt und die Menge M aller
trreguldren Punkte sei abgeschlossen. Wir bezeichnen mit dem Buchstaben I die
Menge aller in G stetigen Oberfunktionen, fir die (21) gilt. Sei v(x) = inf @(x).
Dann ist v = W(f, G, ¢). Pt

Beweis: Wenn wir den ersten Teil des Beweises von Satz 4 wieder-
holen, so folgt aus der Ungleichung (25) »(x) = W(z) in G. Sei ¢ > 0 und
x, € (. Dy(x) sei die Funktion aus Lemma 5, wo wir F = {x,} setzen. Definieren
wir nun @,(x) = W(x) 4+ @y(x) + ¢ und P(x) = Min [D,(x), p(x)].

Die Funktion @ ist eine Oberfunktion, fiir die (26) gilt. Es bleibt nun noch die
Stetigkeit der Funktion @ auf @ zu beweisen. Hierzu geniigt es einen Punkt
%, € M zu untersuchen. Es ist

lim inf @y(x) = @(y) + p(ay) — @(@y) + & > y(y) .

B 7;)" Nach .(Iiesem Satz enthilt jede Menge ¥ C (, fiir welche ¢(F) > 0 gilt, mindestens
einen reguldren Punkt. (Siche z. B. [8].)
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Darum ist @(x) = y(x) in der Umgebung des Punktes x; und folglich ist
die Funktion @ im Punkte 2, stetig.

Satz 6.8) Wir behalten die Bezeichnungen und Voraussetzungen des Satzes 1 bex.
u set evne verallgemeinerte Losung der Dirichletschen Aufgabe (fiir die Funktion f),
fir welche die Ungleichung (5) gilt. Dann gibt es eine stetige Fortsetzung g der
Funktion f (auf die Menge G) fiir welche folgendes gilt:

1. Fur jede Folge beschrinkter offener regulirer Mengen {G,}, fitr welche
(1) und (2) gilt, existiert lim W(g, ¢,) = w.

N—»0

2. Die Konvergenz ist lokal gleichmiissig.

. . . 1 .
Beweis. Bs sei K, = E[x el x| = n, oz, G) = ;]. Nach Lemma 6 gilt:
Zu jedem natiirlichen n existiert eine Oberfunktion v, und eine Unterfunktion
1
@, 80, das sp,(x) = w(x) = p,(z) und p, () — @, () < o ist, x € K,; , sei eine

stetige Funktion in Ky, fiir welche folgendes gilt: »x,(x) = 1 fiir || < n — 1,
% () = 0 fiir x| > n, 0 < x,(x) < 1firallex (n =1,2,...). g, sei eine Erweite-
rung der Funktion f auf die Menge G. Wir setzen %, = Max (g, ¢y, oo Pn)s
k, = Min (h,, vy, ..., p,) und g, = #,9,—; + (1 — %,) k,. Is ist leicht zu sehen,
dass jede der Funktionen #%,, k,, g, eine stetige Fortsetzung der Funktion
f ist. Fir |x|] =n — 1 ist g, = ¢,-; deshalb ist die Funktion ¢* = lim g,

N—>0

auch eine stetige Fortsetzung der Funktion f. Es gilt

g*(@) = gm(@) (27)
fiir || < m. Offensichtlich ist

fir |x| = n. Es sei nun |¢| = n. Es gibt eine natiirliche Zahl m so, dassm — 1 =<
= || = m ist; offensichtlich ist m — 1 = n. Nach (28) erhalten wir g,,—(x) =
= kp—y(x) = y,(x), weiter ist k,(r) = y,(x) und nach (27)

g*(x) = gm(x) = %m%(x) =+ (1 - ’{m) "/’n(x) = Wn(x) .

Aus den Ungleichungen k,, = ¢,, k,—; = ¢, folgt auf ahnliche Weise, dass
g*(x) = @,(z) ist. Daraus folgt, dass

Pa(2) = g¥(®) = pau(2)

fir xe@, |2 =n (n=1,2,...) gilt. Wir setzen g¢(x) = Max (p(x), 7(x)), wo
r(x) = Min (g*(x), p(x)) ist. Die Funktion ¢ ist eine stetige Fortsetzung der
Funktion f; es ist leicht zu sehen, dass ¢,(x) = y(x) = p,(2) fir v e G, [2] = n
gilt. '

%) Eine gewisse Verbesserung des Satzes 6 verdanken wir Herrn J. MaRixk.
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Es sei {n,} eine wachsende Folge natiirlicher Zahlen, fiir welche lim W(g, G,,)
vorhanden ist. Wir bezeichnen w = lim W(g, &, ). Ahnlich wie im Lemma 1
k—sc0
beweist man, dass die Funktion w eine verallgemeinerte Lisung ist. Wir be-
haupten, dass w = u ist. j sei eine natirliche Zahl. Es sei f; = Min (g, ;).
Die Funktion f, ist stetig auf G und fiir |x| = j ist f; = g. Aus dieser Tatsache

kann man folgern, dass

lim W(f;, &,,) = lim W(g, G,,)

k—so k—>o0
ist. Weil W(G,,, f;) = v, ist, gilt fiir jedes j w = »; und also auch w =< u.
Ahnlich beweist man w = . Man nehme an, dass es einen Punkt z ¢ ¢ gibt,
fiir welchen die Gleichung

lim W(g, @, 2) = u(z)

nicht gilt. Weil ¢ =< W(g, G,) = v ist, existiert eine wachsende Folge natiirli-
cher Zahlen p, so, dass lim W(g, &, z) vorhanden ist, aber lim W(g, G, , z) *

k—o0 k—sc0
+ u(z) ist. Es gibt eine Teilfolge {q;} der Folge {p,} so, dass die Gleichung
lim W(g, G,,, ) = w,(x) vorhanden ist; nach dem Bewiesenem ist w,(z) =

k—o
= u(z). Das ist aber in Widerspruch. Es gilt also lim W(g, G, x) = w(x) fiir
x € (. Nach dem bekannten Satz ist die Konvergenz lokal gleichméssig.

Satz 7. Hs sei f, fi, s ... eine Folge stetiger Randfunktionen, fiir welche
h=ho=h=f=..=Zvy gl (p und v sind dieselben Funkiionen wie in
Satz 1). Dann gilt Lim W(f,, G, ¢) = W(}, G, ¢) in G, wobei diese Konvergenz lokal

N—>w

gleichmdissig wst.

Beweis. Aus Satz 3 folgt W(f,) = W(f,+;) = W(f). Nach dem Harnackschen
Satz konvergiert die Folge von Funktionen W(f,) in @ lokal gleichméssig zur
harmonischen Funktion w. Offenbar gilt

wx) = W(f,G, ) in G. (29)

Es sei y € ¢ ein regulirer Randpunkt und ¢ eine beliebige positive Zahl. Es
existiert eine natiuirliche Zahl N derart, dass

Wiy y) = ) > 1) — 5

ist. Weiter existiert eine Umgebung U des Punktes y so, dass fir xe U n @

&

(Wi ) — Wiy 2)| < 5 (30)
gilt. Aus (30) folgt fir n > N und z e U
W) > fy) —e und w@) = fly) — . (30a)
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Aus (29) und (30a) folgt die stetige Fortsetzbarkeit der Funktion w im Punkte
y zum Werte f(y). w(x) ist eine verallgemeinerte Losung, also ist w(x) = W(f, x),
was gemeinsam mit (29) den Beweis ergibt.

Gibt es zur Funktion |f| eine nicht negative Oberfunktion, dann existiert

W(j+, ¢, 0)°) und W(— f-, G, 0). Die Funktion W(f+, G, 0) + W(— f-, G, 0)
ist eine Vcrallgememert( Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir die Funktlon
f und die Menge ¢ (wir werden sie im Folgenden mit W(f, G, x), W, W({), ...
bezeichnen).

Es gilt Wi(c,f; + cofs) = ¢, W(fy) + ¢, W(f,), wenn die rechte Seite sinnvoll
ist. Aus Satz 7 lisst sich die stetige Abhéngigkeit der Funktion W von f ab-
leiten, besser gesagt, lasst sich beweisen, dass W(f,) zu W(f) konvergiert,
wenn f, zu f konvergiert und wenn alle Funktionen } f.| eine gemeinsame nicht
negative stetige Oberfunktion haben. Ein elementarer Beweis lasst sich analog
wie die Beweise fiir die Funktion D(f, G, x) in [4] fithren. Darum fiithren wir
ihn hier nicht an.

\

3. Die Eindeutigkeit der Losung der Dirichletschen Aufgabe in der Klasse
beschrinkter Funktionen

Mit dem Symbol ¢ werden wir bis zum Schluss dieser Arbeit das Gebiet be-
zeichnen, d. i. wir machen eine weitere Voraussetzung, und zwar, dass G zu-
sammenhéngend ist. Das stellt jedoch keinen Mangel der Allgemeinheit vor,
denn die Untersuchungen der KEindeutigkeit der Dirichletschen Aufgabe auf
einer offenen Menge O lisst sich auf die Untersuchung der Eindeutigkeit der
Dirichletschen Aufgabe auf den einzelnen Komponenten der Menge O iiber-
fithren.

Definition 3. Wir nennen das Gebiet G normal, wenn fir jede beschrinkte
Funktion f auf G hichstens eine verallgemeinerte, beschrinkte Lésung der Di-
richletschen Aufgabe vorhanden ist.

Es sei 2 > 1. Wir bezeichnen K, = E [z; || < A*] (n = 1,2,...) und 4, =
= (G v (B; — K,). Die Funktionen W(1, 4,)') bilden eine nichtfallende Folge
beschrinkter, harmonischer Funktionen. Den Grenzwert dieser Folge bezeich-
nen wir W (¢, z). In allen reguliren Randpunkten ist W (¢, z) = 1. Ob ¢ nor-
mal ist, entscheidet die Funktion W, denn es gilt folgender ‘

") Dalunter verstehen wir die Funktion W(f*, G, ¢) fiir = 0. Ahnlich W(— f,Q,0) =
= W(—f,Q,y) fir y = 0.

) Hierunter ist die Funktion W(f, 4,) fir f(x) = 1 zu verstehen. Fur |x] — o ist
W (1, 4,) = o(1).
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Satz 8. Das Gebiet G ist dann und nur dann normal, wenn

W) = 1 (31)

fir x e G gilt.
Beweis. Wenn W(x,) + 1 fiir einen Punkt a; € ¢ ist, so ist die Eindeutig-
keit sichtlich nicht mehr am Platze. Es sei darum (31) erfiillt und f eine stetige
beschrinkte Funktion auf ¢, v und » zwei verallgemeinerte Losungen, in

ihrem absoluten Betrag durch die Konstante C beschrinkt. Es sei 2, ¢ . Wenn
es uns nun gelingt die Giiltigkeit der Ungleichung

u(@y) — v(wy) = 40(1 — W(1, 4,, 2,))

zu zeigen, so ist der Satz bewiesen. Durch Grenziibergang folgt aus dieser
Ungleichung u(x,) < v(x,) und folglich auch (aus Symetriegrimden) v(x,) =
= u(x,), d. h. v(x,) = u(x,).

s sei n fest gewdhlt. Dann existiert ein n, derart, dass z,e K,, und
W(l, A, x) < } fir ve G 0 (B, — K, ist. Daraus folgt, dass in allen regu-

liren Randpunkten der Menge G/ n K,
u(x) — v(x) = 4C(1 — W(1, A,, ) (32)

gilt. Da es sich um harmonische Funktionen handelt, gilt die Ungleichung
(32) auch im Punkte z,. W. z. b. w.

Bezeichnen wir nun e, = E[z; 2 e F, — ¢, 1 < [2] < 4], sei weiter
v, die Kapacitit von e,. ‘

0
Satz 9. Die Reihe > y, =" sei konvergent. Dann ist W, nicht identisch gleich 1.
n-1

Anmerkung. Konvergiert (divergiert) die Reihe > y,A " fiir ein gewisses
* n=1
A > 1, dann konvergiert (divergiert) sie fiir alle 1 > 1.

BeWeiS der A]lmerkun r, Q‘Gi 2, < l’ ﬂnd ! die Ka; athalt von (i’ —
Vn n
= K [“6, X non e G, An=1 < i.’lﬁ| = },/"].

1. Ist die Reihe > %; konvergent, dann ist auch die Reihe Z %’f kon-
1 1
. . L . log 2 .
vergent. Setzen wir k = [n l%—;,— , = ](m -+ 1) 08 4 — k41, dann ist
log 4 log 2
Y — 2 Vit Vhey
/‘Ln = An
_log2 _loga
" g A > Tog @
Wir haben weiter i* = A'%; also ist
Vet F Vi o Vet bV i Ve 4o+ Viei
n = Rz == Y : Ae+i
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Da j von oben begrenzt ist, j << N, ist

, Vi L Vs
VIS (Tjk+...-fl/;};)§

. log 2 log 2
]oé A i rryy log 2’
— g [log 41 i Vi + Yiei) < ypv (082 1 il”c 1)
=7 \log 4 P R K B log 2 & AE ’
’ *
< : : Vn . . : : Vn Vn F e
2. Die Reihe T Sel divergent. Die Reihen o und Z o (y* 1st

die Kapazitit von ef = E [a; x non e @, 2* =< |z| < 25)] sind gleichzeitig
konvergent oder divergent. Wahlen wir nun 2 so, dass A’ << 2° ist. Nach 1 muss

&
nun auch die Reihe zﬁ und folglich auch die Reihe z 4] divergent

sein, w. z. b. w.

Lemma 7. Sei N eine nativrliche Zahl Gy = G v K. W (G, x) = 1 gilt dann
wnd nur dann, wenn Wi(G,, ) = 1 gilt.
Beweis. 1. Sei W, (G, 2) = 1, bezeichnen wir 4* — G, v (H, — K,). Da
A, c A*ist, gilt
W@, A, x) = W@, AF, x),

woraus sich dUICh den Ubergang zum G trenzwert W(G, x) = 1 ergibt; daher
ist Wy(@G, x) =

CTir e @ sei WG, x) = 1. Sei w(x) = WG, x) — W(G;, x).
Da 0 = w(x) = W(l, 4,, x) ist, gilt lim w(x) = 0, also ist lim W (G, ) =1,

|| |2]—w

woraus W, (G, x) = 1 fur alle z € G, ist.
- Beweis des Satzes 9. Sei N so gross, dass > "2 < §. Weiter sei n > N,
N

dann ist
W, A%2) = WL, A7) + v,(2)

und
n

W, Af ) = WL AR2) 4 5 0)

wo v,(x) das Potential der Menge e, ist. Da A% = K, ist, gilt W(1, 4%, 2) = 0

und v,(0) = %’ , woraus wir W(l, A% 0) << L erhalten; also kann (31) nicht
k
gelten.

Satz 10. Die Reihe 'y, A " sei divergent. Dann ist W (G, x) =1 fir xe(.

Beweis Nach unserer Anmerkung und Lemma 7 koénnen wir uns auf

11) Es ist nong sich dessen bewusst zu sein, dass wir Gber n addieren und dass & von
n abhiingig ist.
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n-1
den Fall 1 = 2, 0 @ beschrinken. Setzen wir M? — E[x; 2 » < ] < 2
e? = (K3 — @) n M? und y? die Kapazitat von e?. Offenbar gilt

ST

L—

= ., 4 | »
VYo = Vapt1 + Vapte + o0 Ym+p
m

1
und 27777 =27 = 2-D) fiir np + 1 =m = (n + 1) p. Daraus folgt, dass

die Reihe > y,.2 » divergent ist. Folglich divergiert wenigstens eine der Rei-
n -1

np* i

hen > 2" " 9P, i =1,..., p% Moge es die Reihe fiir 7+ = ¢, sein. Wiihlen
n-=1

wir ein beliebiges positives ¢ > 0. Dann existiert eine natiirliche Zahl N, so, dass

Ne np?+ i, 1
¢ [ D
E 2 Ynptid, >
<
n=0

ist. Bezeichnen wir mit wj, das Potential der Menge e},. Weiter wollen wir die
Funktion w folgendermassen definieren:

NF
P
Z Unpt 14,
w n =0
N, _npiid,

» D
%:2 Y np* i,

Um die Funktion w abschitzen zu konnen, brauchen wir die Entfernung der
Mengen ep,. ;, und ef,. , abschitzen. Diese Abschitzung wollen wir nun ab-
leiten: Fiir n > k ist

np i, 1 kp® i d, nptidy 1 »
0D i e, ) =2 » —2 2 =2 2 [2797-2"]
und fiir n < k ist
kptidy -1 (Kl np* iy » 1
O(Cngeii €lp,s) =2 »  —2 2 =2 9 [—27 4279,

N,
Die Funktion w ist auf der Menge B = E; — U e, ;, harmonisch. Darum wird
n=1

die Funktion w auf B kleiner sein als ihre beliebige Abschitzung auf der
N,

&
Menge U e, ,,. Fiir n & m ist auf e, ;.
n=1

mp? + iy
27 p
D D
Wmp? i 7, = Vaprii, T,
p L
— 2 -+ 2 P
sodass
» 1 lNe mp?+ i,
_ o » _
L (—2 422 > b2 »
m- 0
m#n .
w(x)é JE— ”__”N;iArmp"Ti;"m* e B I 2y,
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1

! + 2 — 2") i 1 3 . '\
WO 2y = —— 5 1Ist. Aus diesen Ungleichungen folgt fiir n > Ae
272 9"
- w(@)
wa, 4, x) = ———
(14,0 =
und daher @
w(x
1) N A A
Wi(x) = 1 5e+2
Weﬂ aber NE Ns np*+2
Z wﬁm* z,,(o) = Z ‘}/fnp 102A »
m--0 m-0

gilt, ist w(0) = 1 und folglich auch W (0) = — . Da ¢ beliebig ist

und wir z, nachtriaglich durch ein grosses p beliebig klein machen konnen, ist
W,(0) = 1. Daraus folgt W, (x) =1 in der Umgebung von Null, folglich

tberall auf @, w. z. b. w.
Aus den Sitzen 8 bis 10 lassen sich einige Folgerungen ziehen. Wenn G, c G,

ist und @, normal ist, so ist auch ¢, normal; wenn (/; nicht normal ist, so ist
@, auch nicht normal. Wenn Z eine isometrische Abbildung ist, ist die Menge
Z(@) dann und nur dann normal, wenn G normal ist, usw.

Satz 11.12) f sei tm Interval {a, o) eine stelige positive nichtwachsende Funktion
Es sei a > 0, f(a) << 1. Wir bezeichnen L = E [, 2, = a, 0 < v, < f(x,), x5 = 0]
V=E]lxz =a, Vx§ + a2 < f(xy)]. Falls

o]

rﬂf e
t ) g fl

divergiert, ist By — L normal. Wenn dieses Integral konvergiert, damn ist E; — V
nicht normal. '

Lemma. Sei R, = E[z;|x,| =p, |o, =, 23 = 0], Ry= Bz, x| =5,
Va2 + 2% < «]. Far ¢(R,) und c(R,) gilt

o

ﬁ

B
’)

p ¢
—_— <R = c(R)§
14 1g2 +1g“+/3

0.4

Beweis. Man findet leicht (siehe [10], Seite 188—191), dass die Kapazitit

des Elipsoides (mit den Halbachsen «, £, y)
o, B, y) = pos

o

fv§¥wu+ww+w

12) Auf diesen Satz hat uns J. MaRkik aufmerksam gemacht.




ist. Daraus erhalten wir fiir die Kapazitat der Elipse

c(a, B,0) = —; 2

f ds
J Vsls +ad)s + 5

Nach kurzem Rechnen findet man leicht

0 B

f ds < 1 ds f
J Vst +one +59 B J Vst +an) ) s

p* -
f I S AN () s*_ <2
VS S + [0 ) P 2
Es ist also
B
o(By) = e, §,0) = .
lg “TM +14+1g2

Ahnlich beweist man die zweite Ungleichung.

Beweis des Satzes 11. Man sieht leicht, dass aus der Konvergenz (Di—

vergenz) des Integrals I die Konvergenz (Divergenz) der Reihe z g ¢ f @]
folgt.

Sei I = co. Wir setzen e, = E[xr,xe L, 201 < |2 < 2”] ef =
= Blr 20 S5 S 20— 1, 02 0y = /27, 7 = 0], 7 = cley), 7} = cle})
Weil e} eine Teilmenge von e, ist, gilt v < y,. Zur Abschitzung y; be-
niitzt man das bewiesene Lemma. So erhalten wir

Ya Z - :
n+ 14 lg 2+ lg /(27)]
Daraus folgt die Divergenz der Reihe Zyn2—".13) Nach Satz 10 ist B, — L
normal.

Sei I < + oo. Wir bezeichnen ¢, = E [z, 2" — 1 < 2, < 27 ]/x§ + a2 <
Sfer—1)] e, =E[rzeV, 20 < |o| < 20H1], 9, = c(e,), ¥ = ¢(2,). Weil
e, C ¢, ist, gilt , = »,. Aus der Ungleichnug fiir die Kapazitat des Zylinders
erhalten wir nach kurzem Rechnen

o on+2
=g fe)]
Die Reihe Zy,,2-" ist also konvergent, nach Satz 10 ist £, — V nicht normal.

13) Denn es gilt folgender Satz: Die Reihe Z -n—_:—a divergiert, falls Z(—Ll— = o0, 0 :
=a, = a,,, ist. " "

A
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4. Verallgemeinerung des Satzes von Zaremba

Wir machen nun eine weitere Voraussetzung iiber das Gebiet G, welche wir
im Folgenden beibehalten werden. (Mit Ausnahme der Bemerkung auf

Seite 151). Wir setzen voraus, dass die Menge @ beschriinkt ist.

Untersuchen wir nun folgende Aufgabe: Es sei die in allen Punkten mit
eventueller Ausnahme des Randpunktes z e ¢/, stetige Funktion f am Rande

von G gegeben. In der Umgebung des Punktes z ist f(z) = O (Ix—i?[) Es

wird eine in @ harmonische Funktion gesucht, welche in jedem reguldren
Randpunkt y =+ z bis zum Werte von f(y) stetig fortsetzbar ist und fiir welche

die Ungleichung |u(x)| < Txhi'z[ in @ gilt. Wenn @ nicht bechridnkt ist, soll

ausserdem noch ’I%m u(x) = 0 gelten. Diese Aufgabe wollen wir als Aufgabe D
bezeichnen. Mit Hilfe der Kelvinschen Transformation und der Ergebnisse
aus 1 unserer Arbeit lasst sich leicht beweisen, dass die Aufgabe D eine Losung
hat. Wir gelangen zu interessanten Ergebnissen, wenn wir von der Kugel-
inversion und den Ergebnissen des dritten Abschnittes zur Untersuchung der
EKindeutigkeit der Aufgabe ausgehen. Es gilt namlich folgender Satz.

Satz 12. Die Aufgabe D ist dann und nur dann eindeutig losbar, wenn z ein
requlirer Randpunkt ist.

Zuerst fithren wir zwei Hilfsitze an.

Lemma 9. Sei & = K(x) eine Kugelinversion, welche den Punkt z ins Unendliche
transformiert und die Kugel mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkt im Punkte
z beibehdilt. Sei G* = K(G). Dann ist die Aufgabe D fur das Gebiet G dann und
nur dann eindeutig losbar, wenn G* normal ist.

Den Beweis kann der Leser leicht selbst angeben.

Lemma 10. Set 0 <a < b, 2=0, M c BE(x; 0 < |x| = b). K habe dieselbe
Bedeutung wie in Lemma 9. Sei m = K(M) und c(m) (resp. ¢(M)) die Kapazitiit
von m (resp. M). Dann st

%C(M) =c¢(m) = (-;Ec(M) . (33)

Beweis. Bezeichnen wir mit V(x) das Potential von M und L die Kompo-
nente der Menge K, — M, welche die Punkte z enthélt, fiir die || > b ist.
Es sei weiter @, = E[x; |x| < r]. Es ist bekannt, dass ¢(M) = ¢(E, — L) ist.
Wir unterscheiden nun zwei Fille: a) znon € L, b) z € L.

a) In diesem Fall ist Q, c , — L c @, also ist
a=<cM)<h. (34)
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Aus dem gleichen Grunde ist

% =c¢(m) = % . (35)

Aus den Ungleichungen (34) und (35) folgt die Ungleichung (33) sofort.

b) Wir setzen vorerst voraus, dass der Rand der Menge L durch die soweit
glatte Fliche X' gebildet wird, dass 8V stetig auf X fortsetzbar ist. (Siehe
"+
[13] S. 208, Satz 1 u. 2.) n, (resp. n-) ist die dussere (nach E, — L hineinzu
gerichtete) resp. innere Normale zu 2. Mit #* und »* wollen wir die dussere
und innere Normale zu 2* = K(X) bezeichnen und mit & die Abbildung des

Punktes x d. h. & = K(x) usw. Wir definieren weiter folgende Funktionen

o(E) = TIT V(E-(E), (36)
- 1 ( ov ov 47

Wir sehen aus Folgendem gleich, dass die Funktion u existiert und stetig auf
2 ist:

ﬁ:ﬁ — lim ?(,f)i‘”(ﬁ); — lim lxl V x) |yl V
ot ey [E— 1 ooy L !x B 3!]
|| lyl
38)
. x| V@) — [y Vy (
= lyP lim Ix —

In den Gleichungen (38) konvergiert der Punkt & zu dem Punkt auf der Nor-
malen "i’ der Punkt x zu dem Punkt y auf der Kreislinie, welche der Norma-
len durch die Abbildung von K entspricht. Weil K konform ist, erhalten wir
% aV(a

a(zfr = ]/]2[_ o] Vi ] = [yl V() cos o + [y* /),

n ooy
wo o der Winkel zwischen der Normalen und dem Radiusvektor des Punktes
dV( ) av(x)

—_ 87’L+

= 0 fiir @ e X ist, ‘gilt — 4nbu(&) = |xf

y ist. Da V(x) =

Nach (37) und einigen bekannten Sétzen aus der Potentialtheorie ist

370 = ffiﬁ‘l "
fftsﬂj)nld*

folglich ist
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und weiter

aw = [ frrwe & [ [0

Es ist aber ﬂ = 0, also ist

1 aV( a‘) (}V x)
4chff ] oy 0° = 4Trb do =7 e, (9)
1
o(M) = g (M) .
1 1 .

Wenn wir uns vergegenwirtigen, dass m c B I:E; 7= |&] < E] ist und die

Mengen m und M vertauschen, so erhalten wir
(M) < a*c(m) . (40)

Aus den Ungleichungen (39) und (40) folgen die Ungleichungen (33). Wir
miissen jedoch noch die Forderung der Glattheit des Randes vermeiden.
Wihlen wir daher eine Folge von Mengen M,, M, c M,+;,, UM, =E;, — L
mit geniigend glatten Réandern. Dass eine Folge derart wirklich existiert, siche
der Leser in [10] S. 317—319 nach. Sei ¢ > 0, dann gilt von einem bestimmten
n angefangen M, c Elx; (@ — ¢) = || =< b -+ ¢], also auch

1 8
ey U0 =) = G

Hieraus erhalten wir durch Ubergang zum Grenzwert

c(M,) .

1
(a—}—s) b+ ¢)

denn ¢(M,) — ¢(M) und ¢(m,) — c(m) wie aus dem Harnackschen Satz her-
vorgeht. (Siehe [10] S. 249 u. 263.) Aus der Ungleichung (41) folgt die Unglei-
chung (33) sofort, denn ¢ ist beliebig.

o(M) < c(m) = o(M) (41)

Beweis des Satzes 12. e, und y, mogen denselben Sinn wie in Satz 9 ha-

ben; e* = K(e,), y* = c(e*). Nach Lemma 10 ist —2% 12“‘ T = =y < {21’ woraus

folgt, dass die Reihen » y,A—", > y¥in gleichzeitiz konvergent oder di-
vergent sind. Der Satz 12 folgt nun direkt aus den Satzen 8—10, Lemma 9
und dem bekannten Wienerschen Satz. (Siehe [10], S. 330.)

Aus Satz 12 folgt die Erweiterung des heute schon klassischen Satzes von
Zaremba (siehe [5], [6]), welche wir in den Sitzen 14 und 15 angeben werden.
Es ist wohl bekannt, dass die auf G' harmonische, bis auf eine endliche Anzahl
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von Punkten x¢ stetig auf G zu Null fortsetzbare Funktion w gleich Null ist,
wenn in der Umgebung des Punktes x: u(x) = o (W—iﬂ) gilt. An einfachen
Beispielen lasst sich zeigen, dass der Eindeutigkeitssatz nicht erfiillt ist, wenn
allgemein in der Umgebung der ausserordentlichen Punkte u(x) = O(F—l—xﬂ)
ist. In den folgenden Sitzen beweisen wir, dass wenn die Punkte x? regulére
Randpunkte sind, der Eindeutigkeitssatz auch im Falle u(x) = 0(1—%—_1—?‘4)
gilt.

Satz 13. Sei w eine auf G harmonische Funktion, x' eine endliche Anzahl
requlirer Randpunkte von G (i = 1,...,r). Fir jeden reguliren Randpunkt

y + at ser lim u(x) < 0. Es sei eine Konstante C so vorhanden, dass |u(x)| =
Ly

=C z ! in G gilt. Bs sei noch u(x) = o(1) fir |x| — oo, falls G nicht
beschmnkt ust. Dann st u(z) =< 0 wn G,
Beweis. Sei K;, = [m; e — @t < %] , &,=Gu K,;, und
1 1 ..
U, (%) = +—"— — W(—,- s Gy x) fir xzeG,,.
= e M= & '

Da die Funktion lim W (’}Z{—x‘f]’ Gins x) die Losung der Aufgabe D fiir das

n—>c0

Gebiet G und die Funktion f(x) = ist, gilt nach Satz 12 lim U, ,(x) =

'x — | n—>m0

= 0 fiir z ¢ ¢. Nach den Voraussetzungen existiert eine Konstante C' derart,

dass
~ 1
u(x) < Cz _—ix —
i=1

. . 1 : .
Zu jedem n existiert N, so, dass U, ,(x) = 3% — 7| auf K;n, ist. Daraus

ist.

n

folgt aber u(x) < 4C z U, .(x) auf dem Rand des Gebietes G — U K, N also

nach dem MaXImumprlnmp auch innerhalb dieses Gebietes. er erhalten
u(x) < 0 fir n — oo.

Satz 14. Sei u eine harmonische Funktion auf G, x? seien reguliire Randpunlte
(¢=1,...,7), limu(x) = 0 fir requlire Punkte y + xt. Es sei eine Konstante ¢

T—>y

so vorhanden, dass |u(zx)| < C z “15—1—9571'
i =1

ust, sei noch u(x) = o(1) fir |x| > 00. Dann ist u(x) = 0 in Q.

wm G gilt. Falls G nicht beschrinkt
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Der Beweis folgt sofort aus Satz 13.

Satz 15. w sei eine harmonische Funktion auf G, xi e G., 1 =1,...,7, etne
endliche Anzahl regulirer Randpunkte. Sei yi e Q, j=1,...,8,8aU,k=1,....,s
eine solche Umgebung des y*, dass x*non e Uy, v =1, ..., 7,y none Uy, j = 1,

, S, ] = k.ist. Die Funktion u sei in jedem reguliren Punkt y + x%, y =+ y?
stetig 2u Null fortsetzbar. Es sei eine Konstante C' so vorhanden, dass |u(x)] <

< C Z m G — U U, gilt. Weiter sei u(x) = (VZI_E/’T)) Falls G

nicht beschrankt zst set noch w(x) = o(1) fur x| — co. Dann ist u(x) = 0 auf G.

Beweis. Sei K}, = E [(x; e — | = ]ﬁ] Wir wihlen ¢ beliebig und N, so
gross, dass Kf, 0 Kf, = 0 fiirs # jund fiirn > N, gilt. Es existiert N, > N

8
1 s . .
so, dass u(x) =< ¢ z l—.a auf G — U K¥, fir n > N, ist. Wenn wir nun
x — o1
i=1

Y

den Satz 13 auf die Funktion u(x z | und das Gebiet G — U Ky,

anwenden, so erhalten wir
s
1
ux) = 82~——~.—, rxe@,
& e — vl

folglich auch wu(x) =< 0. Analog gilt u(x) = 0. Womit der Satz bewiesen ist.

Anmerkung. Die Ergebnisse der Abschnitte 3 und 4 lassen sich natiirlich
kombinieren, sodass wir noch allgemeinere Eindeutigkeitssitze erhalten kon-
nen.

In dieser Arbeit wurde nur der Fall des Dirichletschen Problems fiir die
Laplacesche Gleichung studiert. Mit Riicksicht auf die Arbeiten [17] und [18]
konnen wir erwarten, dass unsere Ergebnisse auch auf allgemeinere eliptische
Gleichungen iibertragen werden kénnen. Mit dieser Aufgabe wollen wir uns
in unserer nichsten Arbeit beschéftigen.
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Pesome

CYIIECTBOBAHUME M OOHO3HAYHOCTD 3AJAYU
ANPUXJE HA OBJACTAX OBHIETI'O BUIIA

UBO BABYIIRKA, PYJIOJL® BLIGOPHEI (Ivo Babuska, Rudolf Vyborny), Ilpara
(Hocrymuio B pepaxiprio 13/X11 1957 r.)

Patora nmocssintaercst 3apave Impuxie wa meorpaHmdeHHBIX o6iacrsix 00-
mero Buja. Jlasa npocToTel Bee paccyykieHus mpoBopsares st Ky, Xors ¢ He-
GOJIBIINMY M3MEHEHUAMI WX MOKHO npumenurs u & K,. PabGora paspemsercs
Ha dernipe mnaparpaga. I3 mepBom BBommTca nomsrme pemenns Bunepa
JUIg HeOrpaHUYEHHBIX o6JiacTeil, a BO BropoM mnaparpade wucciaemyercs 3a-
BUCHMOCTH Me;KRLy pemennaMu Bunepa u Ileppoma na wueorpanmyeHHBIX
obmacrax. B maparpade TperheM pemaercsi BOLPOC O eIMHCTBEHHOCTH 3a-
maun Jlupuxme ma HeorpaHMYeHHBIX 00JIACTAX B KJACCe OTPAHUYEHHBIX
¢ynrumit. I'maBnass wacrs droro maparpada cOCTOMT B YTBEPIKIEHUH, YTO
HeoOXOIMBIM M JIOCTATOYHBLIM ~ YCJIOBHEM eMHCTBEHHOCTH HAa HEOrpaHu-
YeHHBIX 00JacTAX B KiIacce OrpaHMYeHHBIX (yHRUWE spasercs tpeGo-
BaHme, YToOBl TOYKA 00 Iepelwia Npu cepudecKoil HHBEPCUM B peryisip-
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Hyl0 TOUKY Trpammmbl. [lamee 3jech HaMeUeHBI HEKOTOPHIC CJIEICTBUSI DTOTO
yrBepsuieHusa. UerTBepTH, BaKIIOUUTENBHBIN, maparpad IOKa3bIBaeT CBA3D
MesKny 3ajaveil [lupuxie Ha HeorpaHMYGHHBIX 00JIACTAT B Kiacce OIPaHMYEH-
HBIX (YHRIMI ¥ 3ataveil Jlupuxite Ha orpaHMdeHHBIX 00IACTAX, CCII B OKpPeCT-
HOCTH ., HOH TOYKM TDaHMIbl pemmenne Befer ce0s, KAK T. Ha3. DIIEMEHTAPHOE
pemeHne. 3jech Takie obobm@aercss reopemMa 3apeMObl B TOM CMBICJC, HTO
B OKPCCTHOCTM TOYKM TPAaHMILI, ABIAIIICHCA PETYJIAPHOM TOYKOH, MOZKHO
JOIYCTHTH, He HapyIlasg TeopeMbl 00 OJIHO3HAUHOCTHM, YTO HCKOMOE pemleHne

1 .

BeJeT cebs kar O (— . B cJaydac HECPeryJsipHOM TOYKHM I'PAHMIIBI MOMKHO IIPN
r

COXPaHEeHUM CIIPaBeIJIMBOCTU TEOPEMBbI 00 OITHO3HAYHOCTH JIOIYCTUTHL BO3pa-

1
CTaHUC HEe GOJILIIIQ, ueM o (— .
r
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