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Чехословацкий математический журнал, т. 10 (85) 1960, Прага 

ВЫВОД ОДНОГО НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ПЕРВЫХ СОБСТВЕННЫХ 
ЗНАЧЕНИЙ ДВУХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

ЛЮДВИК ЯНОШ (Ludvfk Janos), Прага 

(Поступило в редакцию 6/1 1959 г.) 

Работа посвящена выводу простого соотношения между первыми 
собственными числами двух краевых задач, первая из которых пред­
ставляет поперечные колебания балки, а вторая — струны. 

Будем доказывать следующую теорему: 
Теорема. Пусть М(х) и Р(х) — произвольные неубывающие функции на 

<0, 1), пусть функция К(х, t) определена соотношениями 
х(1 — t) для 0 ^ х ^\ t ^ 1 , 

К(х>г) \ t(\ — х) для 0 < ъ < х < 1 ; 

пусть, далее, ос, ß означают соответственно наибольшие собственные 
числа системы однородных интегральных уравнений (1) и интегральных 
уравнений (2) и (3): 

(1) JK(X, t) y(t) dM(t) = ocz(x) , 
0 

}к{х, 
0 

JK(X, 
0 

fK(x, 

,t)z(t)dP(t) 

t) <p(t) äM(t) -

t) rp(t) dP(t) 

= <xy(x) 

= ß<P(x) 

= rw(.x) 

(2) 

(3) 
0 

Тогда справедливо неравенство a2 ^ ßy. 

Прежде чем приступим к доказательству этой теоремы, введем некото­
рые обозначения и понятия, которыми будем в дальнейшем пользоваться. 

Определение 1. Обозначим через ©0 множество всех классов M неубы­
вающих функций m на интервале <0, 1), причем две неубываюших функции 

т1 и т2 принадлежат одному классу тогда и только тогда, если fcp атг = 
1 0 

68 



= j(p dm2 для произвольной фукнции ср е С (С — это множество пепре-

рывных на <0, 1) функций). 
Определенные таким образом классы являются, очевидно, неотрицатель­

ными мерами на <0, 1). В множестве @0 можем теперь ввести топологию, 
а именно ,,слабую сходимость", следующим образом: 

Определение 2. Если Mt е ©0, 1 е @ „ , % = 1,2, . . . , то lim М{ = M тогда 
£—>оо 

1 1 

и только тогда, если lim f(p dM{ = f<p àM для любой функции ср е С. 
i->oo О О 

Если теперь введем в @0 операции сложения и умножения на неотрица­
тельное число обычным способом, то ©° станет полумодулем. Нулевым 

1 

элементом 0 полумодуля ©0 является такая мера, для которой fq> dO = О 
о 

(ср — произвольная непрерывная функция из множества С). 
Для любой меры Me ©0 символ Lf будет означать линейное пространство 

функций инегрируемых с квадратом по мере M в смысле Лебега-Стильтьеса. 
L™ представляет собой полное гильбертово пространство со скалярным 
произведением, определенным соотношением 

1 

(<Pi • <Ръ)м = j<Pi<P* &м > (p,cp2eL™ . 
о 

Максимальное собственное число ос состемы (1) зависит от выбора М, 
Р € @0 и является, следовательно, функционалом, определенным на @0 х 
X ©0; так же и ß является функционалом на ©0. Итак, мы будем иногда 

писать ос(М, Р) ; ß(M); M, Р с ©0. Очевидно, что у = ß(P). 
Доказательство основной теоремы проведем при помощи нескольких 

лемм. В качестве первой докажем экстремальный принцип для числа а. 

Лемма 1. Пусть О =%= M, P с @0; тогда 
1 1 

ЦК(х, t) у(х) z(t) dM(x) dP(t) 
(4) ос = sup ° 

y,ztc Л I ^ " i 
у fy2 dM fz2 dP 

о 
причем у(х) и z(x) пробегают, конечно, множество таких непрерывных 
функций, чтобы знаменатель был отличным от нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Образуем декартово произведение пространств 
L^ и Рр

г : lJ£ х LP. Возникшее таким образом пространство будет опять-
таки гильбертовым пространством, если на нем определим скалярное 
произведение следующим образом: 

( l>i , Vi] • I>2, WH) = (<PI<P*)M + (У>т)р = f<Pi9>2 dM + jViWz dP » 
x) Ради большей ясности будем иногда писать>dM(x), dP(t) и т. под. вместо dM, d P . 
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где 
Ol , Vi] eLf xLl , [<pt, f2] eLf X Li . 

Теперь определим на i£* x L\ оператор В, предписав 

B[<p, у>] = [ /*(*, *) y(Q dP(t), fK(x, t) 9(i) dM(t)]. 
0 0 

Легко видеть, что оператор В отображает Lf x L\ в себя и что он вполне 
непрерывен (см С. Л. Соболев) ; это вытекает из непрерывности ядра 
К(х, t). Теперь мы докажем, что оператор В является самосопряженным, 
т. е. что имеет место соотношение 

(foi, Wi\ • R\<P* W2I) = (fo2, Щ] • Äfoi> Wii) 

для fol5 щ], [<р21 щ] € Lf x L\. 
Вычислим, например, левую часть: 

(foi, ni - Äfo2, y j ) - ([Vi, Vi] • [ № > 0 V.№ d P W > № > 0 <?2« d M (*)]) -
о 

1 1 1 1 
= / / Щ ж , 0 ^(ж) y)2(t) dM(x) dP(t) + / /1Цж, t) грг{х) <p2{t) dP(x) dM(t). 

00 0 0 

Заменяя переменные во втором двойном интеграле и учитывая симметрич­
ность ядра, получим для левой части выражение 

ЦЩх, t)\cpx(x) Vt(t) + ср2(х) fl(t)] dM(x) dP(x) . 
О О 

Это выражение симметрично относительно замены индексов, откуда сле­
дует, что ему равна и правая часть; этим самосопряженность оператора 
доказана. 

Опираясь на оператор i?, можем систему (1) написать в виде 

В[у, г] = ос[у, z] , [у, z]eLf x i j . 

Так как В является вполне непрерывным самосопряженным оператором, 
для числа ос имеем следующее (см. С. Л. Соболев). 

л = ( ^ у] Д[У> у]) 0 + [ V f y ] c £ f x Z * . 

Если в выше приведенном выражении (при помощи которого мы доказали 
самосопряженность) положить (рг = (р2 = q>, грг = у2 = у, получим для 
числа а соотношение 

1 1 

2ffK(z,t) <p{x) xp{t) dM(x) dP(t) 
/ ~ ч О О 

(о) ос = sup 1 1 

/' 
о 

/ с Л Ш + V d P 
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причем правая часть действительно достигнет своего супремума для 
<р = у, гр — z, где пара у, z есть решение задачи (1). Для любого <р ф 0 
^ Ф 0, [<Р, у] € Lf x L2 справедливо неравенство 

1 1 

2 f f 1Цж, £) (р(х) <p(t) dM(x) dP(t) 
- ^ 6 6 

ос => — i i 
/У dM + />2 dP 

6 6 

Выберем теперь два произвольных числа а > О, 6 > 0. Если в правую 
часть неравенства подставим а<р(х) вместо (р(х) и Ьгр(х) вместо гр(х), получим 
опять правильное неравенство, зависящее от двух параметров а, Ь: 

1 1 
2ab f f К(х, t) <p(x) yj{t) dM(x) dP(t) 

^ 6 6 
oc ^ Г- г . 

a2 f <f dM + 62 f ^ dP 
0 à 

При фиксированных tp, ^ достигнет правая часть своего максимума, если 
положить 

1 1 

a 2 - J>2 dP , 62 = J>2 dM, 
о о 

откуда получим уже экстремальный принцип 
1 1 

/ f K(x, t) <p(x) xp(t) dM(x) dP(t) 
о 6 

ос = sup -
1/jV dM />2dP 

где с? пробегает те функции <р е ££*, для которых ср ф 0; аналогично ^ е ^f, 
у Ф 0. 

Правая часть достигает своего максимума на паре функций у(х) и z(x), 
которая является решением системы (1). Потому что функция К(х, t) не­
прерывна, непрерывны и функции y(z) и z(x), откуда вытекает соотноше­
ние (4); лемма 1 доказана. 

Отметим еще, что в том случае, когда меры M и Р были бы нулевыми, 
1 * 1 

равнялся бы или fy2 dM или jz2 dP нулю для каждой непрерывной функ-
о о 

ции у(х) или z{x), и правая часть соотношения (4) не имела бы смысла. Но 
в таком случае ос = 0, как сразу видно по системе (1). 

То обстоятельство, что мы вместо неубывающих функций на интервале 
<0, 1> рассматривали меры, представленные классами этих функций, 
оправдано тем, что — как непосредственно видно из уравнений (1), (2), 
и (3) — числа ос, ß, у зависят только от меры, а не от функции, принадле­
жащей соответствующему классу. 
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Из системы (1) вытекает, что ос(М, Р) = 0, если или M или Р равно 
нулю. В случае, когда M Ф О, Р ф 0, имеет правая часть соотношения (4) 
смысл, так для подходящих, функций можно знаменатель сделать различ­
ным от нуля. Нетрудно убедиться в том, что, за исключением одного три­
виального случая, ос(М, Р) ф 0. Чтобы легче увбедиться в этом, введем 
еще одно важное понятие, которым воспользуемся в будущем. Каждому 
M € @0 поставим в соответствие определенное множество 1М действитель­
ных чисел на <0, 1> по следующему правилу: 

Определенна 3. х € 1М тогда и только тогда, если мера M не является 
нулевой ни на какой окрестности точки х е <0,1>. 

Припомним теперь, что ядро К(х, t) > 0 на (х, t) e (0, 1) X (0, 1). Из этого 
легко вытекает, что ос(М, Р) — 0 тогда и только тогда, если или IM n (0, 1) --
= Оили/р о (0, 1) = 0. 

По этой причине можем определить множество @ следующим образом: 

Определение 4 . @ = @0 — ЗА, где 3D? — множество тех мер М, для кото­
рых 1М Ф 0, IM n (0, 1) — 0. Теперь уже вытекает из системы (1) и из 
экстремального принципа (4), что для М е @ и Р б @ будет ос(М, Р) — 0 
тогда и только тогда, если или M — 0 или Р = 0. В дальнейшем будем 
работать только со множеством @. 

Теперь мы докажем следующую лемму. 

Лемма 2. Пусть Ж, Р Ф 0; тогда функции у(х), z(x), на которых дости­
гает своего максимума правая часть соотношения (4), не меняют знака на 
интервале (0, 1) у(х) Ф 0, z(x) Ф 0, х е (0, 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пара функций у(х), z(x), максимилизирующая 
правую часть соотношения (4), является решением системы (1). Исключив 
функцию z(x) ws этой системы, получим одно уравнение 

(6) f Г(х, t) y(t) dM(t) = 1у(х) , 
о 

где 

А = ос2, Г(х, t) = jK(x, s) K{t, s) dP(s) . 
0 

Так как по предложению Р ф 0, то Г(х, t) > 0 для х, t € (0, 1). Для числа 
Я справедливо тогда экстремальное соотношение 

1 1 

/ / Д а ; , t) y(x) y(t) dM(z) àM(t) 
/ Г 7 \ 1 0 0 

(7) Я = sup i — , 
уеС fy*dM 

о 
причем функции у(%) должны быть опять такими, чтобы знаменатель не 
равнялся нулю. 
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Функция у(х), максимилизирующая правую часть соотношения (7),. 
Удовлетворяет уравнению (6). Но ввиду того, что 

1 1 

f\y(x)\* dM(x) = JyZ(x) dM(x) 
о о 

И 
i l i l 

ffr(x, t)\y(x)\\y(t)\ dM(x) dM(t) ^ ffr(x, t) y(x) y(t) dM(x) dM(t) , 
0 0 0 0 

то и функция \у(х)\ максимилизирует правую часть соотношения (7) и яв­
ляется, следовательно, решением уравнения 

ЩХ, г) }y(t)\ dM(t) = х\у{х)\. 
о 

Если бы для некоторого х е (0, 1) было \у(х)\ ~ О, был бы и 

}r(x,t)\y(t)\dM(t) = 0, 
О 

что — ввиду предположения M ф 0 и, следовательно, 1М ф О — возможно-
только в том случае, когда y(t) = 0 н а (0, 1); это, однако, невозможно, так 
как функция у(х) не могла бы максимилизировать правую часть соотно­
шения (7). Аналогично мы могли бы доказать, что ни функция z(x) не мо­
жет на интервале (0, 1) достичь нуля; этим лемма 2 доказана. 

Как следствие леммы 2 можем сформулировать лемму 3. 

Лемма 3 . При условии M Ф О, Р Ф 0 число ос является невырожденным 
собственным числом системы (1), и решение у(х), z(x) этой системы молено 
выбрать так, чтобы было 

max {Us/H, |И|} = 1 , у(х) > 0 , z(x) > 0 , х е (О, 1) 

где символ \у\ означает норму непрерывной функции в С, определенную-
следующим образом: 

Ы\ = sup \y{x)\. 
*е<0,1> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказывая лемму 1, мы ввели оператор В, при по­
мощи которого система (1) переписалась в виде Е[у, z] = ос[у, z], причем 
[y,z]eL? xLf. 

Если бы собственное число ос было вырожденным, существовало бы под­
пространство размерности большей единицы пространства L^ x L\, эле­
менты [у, z] которого были бы решением приведенного выше уравнения 
и, следовательно, также системы (1). Но тогда можно было бы в этом 
подпространстве отыскать по крайней мере два ортогональных не равных 
нулю, элемента: 

1 1 
([2/1, sj[y«, z j ) = /2/12/2 ( Ш + fzyz2 dP = 0 . 
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Однако, согласно лемме 2, это невозможно, потому что функции у±(х), 
Уъ(х)> zi(x)i ZÀX) н е меняют на (0, 1) знака и, ввиду того, что К(х, t) > 0, можем 
их для х, t € (0, 1) считать положительными на (0, 1). Этим доказана первая 
часть нашего утверждения. Потому что можем считать у(х) > 0 и потому 
на интервале (0, 1) будет автоматически и z(x) > 0, можем при помощи 
подходящего фактора достичь того, чтобы было max {\\y\\, \\z\\} — 1, причем 
нормированное таким образом решение системы (1) единственно. 

Теперь мы можем приступить к доказательству непрерывности функцио­
нала ос(М, Р) на @ X @ в смысле топологии, введенной на @. 

Лемма 4. Пусть lim Mt = Ж, Mi9 M е ©; lim Pt = P, P,, P e @; 
/погда lim <x(Mt, Pt) = a(Jf, P). 

Доказательство . Прежде всего докажем, что каждая пара M, Р, в ко­
торой или M = О или Р = 0 является точкой непрерывности функционала 
ос(М, Р). Итак, пусть M = О, пусть Р — произвольный элемент @ и пусть 
lim Mt = О, lim Р г = Р. Будем писать 

<x(Mi9 Р^ = at ; ос(М, P) = ос. 

В нашем случае ос = О, и нам надо, следовательно, доказать, что lim oct = 0. 
Если бы существовал индекс п так, что для всех г ^ п было бы Мг- = 0, 
было бы также осг = 0 и, следовательно, также lim аг- = 0. Значит, остатется 
предположить, что такого индекса нет, и что, следовательно, существует 
избранная последовательность Мк так, что Мк + 0 для всех г = 1, 2, 3, ... . 
Этого же можно было бы добиться и для последовательности Рг- в том слу­
чае, когда было бы и Р = 0. Итак, остается рассмотреть предел lim оск., 
причем 

lim Mki = 0 , M , > 0 , lim P^ = Р , P7Cf * 0 . 

По лемме (1) имеем для каждого г 
1 1 

JfK(x, t) yki(x) zki{x) dMki(x) dp*® 
0 0 

V }yliàMjz\làPki 
f 0 0 

где yk{x), zk{(x) служат решением системы (1) для Мщ, Рк{, 

Читатель дроби можем ограничить сверху, используя неравенство 
Шварца: 

1 1 

ffK(x, t) У1ч{х) zki{t) dMki(x) dPk{(t) g 
о о 

^ VffK*(x, t) dMki(x) dPk((t) IJyUx) zl(x) dMki(x) dPk((t), г о о oo 
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откуда получаем верхнюю оценку для оск: 

4i £ Vf fIC-
г о о 

*(х, t) dMki(x) dPki(t) . 

Но предел правой части равен нулю, следовательно, и lim ocki = 0. 
Итак, последовательность осг имеет только одну точку сгущения, равную 

нулю, так что и ее предел равен нулю; этим доказано утверждение, что 
точка 0, Р является точкой непрерывности функционала ос(М, Р); анало­
гичное утверждение, конечно, справедливо и для точки М, 0. 

Останется доказать наше утверждение для случая, когда M ф 0, Р Ф 0. 
Итак, чусть lim Mi = M Ф 0, lim Pi = P ф 0. Дело заключается в до­

казательстве того, что lim oct = ос = ос(М, Р). Прежде всего докажем, что 
последовательность oct ограничена. Потому что M Ф 0, Р ф 0, будет 
и Mi ф 0, Р г Ф 0 начиная с некоторого индекса п (для г ^ п); используя 
лемму 1 и неравенство Шварца можем найти оценку, справедливую, соб­
ственно говоря,« для какой угодно точки M, P : 

г о о 
t) AM Ах) АР At) . 

Потому что правая часть сходится к числу I/ JJK2{x, t) dM(x) dP(t), вытекает 
г о о 

из этого уже ограниченность последовательности осл. 
Выберем теперь произвольный индекс г ^ п. Тогда по лемме 1 будет 

1 1 

ffK*(x, t) у(х) z(t) dM4{x) dPt(t) 
о о 

oci: = sup — 
y,zeC У fy^dMjz^dP, 

г о о 

Следовательно, для двух произвольных функций у{х), z(%), положительных 
на (0, 1), справедливо неравенство 

1 1 

/ / £ » ( * , t) y(x) z(t) dMt(x) dPt(t) 
^ 0 0 

[//^dM,J>dP. 
т о о 

В частности, это неравенство справедливо и для пары функций у, 2, обра­
зующих решение системы (1) для M и Р , откуда следует, что правая часть 
сходится к числу ос(М, Р) = ос. 

Ни одна из точек сгущения последовательности осг не меньше ос и каждая 
из них положительна, т. е. 

lim inf oci > <х(М, P) > 0 , 

потому что по предположению M Ф 0, Р Ф 0. 
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Так как последовательность оси как мы показали, также сверху ограни­
чена, то она имеет по крайней мере одну точку сгущения. Если бы точка 
М, Р € © X @ не была точкой непрерывности функционала ос(М, Р) можно 
бы было выбрать из последовательности ос{ последовательность осы, которая 
сходилась бы к некоторому числу ос,ос Ф ос, и согласно приведенному 
выше соотношению должно было бы быть lim <хк. — ос > ос. 

Но мы докажем, что такой случай наступить не может. 
Возьмем пространство С X С и определим в нем норму следующим об­

разом: 
Для [у, z] € С X С положим \\[у, z]\\ = max {\\у\\, \\z\\}. Для любых N, S е @ 

определим затем оператор BN,Si отображающий G X С в себя, так: 

RNAV, А = {}к{х, t) z(t) dS(t) , JK(z, t) y(t) dN(t)] . 
о о 

Оператор PNtS вполне непрерывен. 
Через j£> обозначим множество тех [у, z] е С х С, для которых \\[у, z]\\ = 1, 

у(х) > 0, z(x) > 0, х € (О, 1). Согласно теореме о вполне непрерывных опе­
раторах будет множество $ïNtS определенное равенством MNiS = PN^s(^?)^ 
компактным. 

Для каждого i положим Ж{ = АМгРг, $ — $М,Р- Докажем теперь, что 
оо 

и множество Î = I и ^ !,• компактно. 
г = 1 

Введем еще два множества 21, 93, 21 с С, 93 с С, определенные следующим 
образом: 21 — это множество функций вида 

i 
fK(x,t)<p(t)dPt, » = 1 , 2 , 3 , . . . , 
О 

где \\<р\\ ^ 1, 9?(#) > 0, ж е (О, 1); аналогично 93 — это множество функций 
вида 

i 
fK(x9t)<p{t)dMi{t), IUI ^ 1 , ç>(aO>0, ж € ( 0 , 1 ) . 
о 

Очевидно, что S с 21 х 25. 
Покажем, что 21 имеет компактное замыкание %. Вытекает это из того 

(см. напр., С.Л.Соболев) , что функции множества 21 равномерно огра­
ничены и равностепенно непрерывны. 

Равномерная ограниченность следует из оценки 
i i 

jK(x, t) q>(t) dPS) ^ max K{x, t) <p(t) Var P4 < max K{x, t) fdPt 
0 te(0,l) tt(0,l) О 

так как \\(р\\ < 1 и полное изменение неубывающей функции Р г равно, 
i i 

JdPi. Но ввиду того, что lim Р г = Р , последовательность чисел jdPu 
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имеет предел JdP и является, следовательно, ограниченной: jdPt ^ L. 
о о 

Это доказывает равномерную ограничиенность, так как 

[К(х, t) (p(t) dPi(t) ^ max К{х, t) L< L , 
Ö *€<0,1> 

потому что max K(x, t) ^ 1. 
x,te(Q,l) 

Аналогично докажем равностепенную непрерывность. Достаточно оце­
нить разность 

1 

\J[K(x19 t) — К(х2, t)] q>(t) dPi(t) <: max \K(xv t) — K(x2J t)] L. 
0 t e < 0 , l > 

Так как функция K(x, t) непрерывна на <0, 1> х <0, I ) , то она там равно­
степенно непрерывна; следовательно, разность \К(хъ t) — K(x2it)\ можно 
сделать как угодно малой, если только разность \хг — х2\ достаточно мала, 
независимо от t е <̂ 0, 1>; из этого уже вытекает равностепенная непрерыв­
ность функций множества 31. Значит, 21 компактно, и по той же причине 
и 93 компактно. Но отсюда следует, что также и £ компактно. 

Предположим, что lim ос{ = ос > ос. Для каждого i = 1, 2, . . . найдем 
нормированное решение системы (1) для Мг- и Р г и обозначим его [адг-, z j . 
Очевидно, что [yit z j е j£>. Потому что 

1 

JK(x, t) yt(t) AM S) = « A W , 

JK(x, t)zi(t)dPi{t)=aiyi{x) 
> г 1 , 2 , . . . , 

то и #г[ад^ гг] е $г- и, следовательно, <%г-[уг-, z j е 2, i — 1 , 2 , . . . . 
Так как £ компактно, существует избранная последовательность % так, 

что осщ[уП{1 zw.] сходится к некоторой точке [ад, v] e £: 

lim Л п ^ , znJ = [ад, v] . 

Норма [ад, v] есть положительное число, так как имеем 

— lim осп ос > О ||[ад, 0]|| = l ima n < \\[yni, 

Потому что функции уП{(х), %щ(х) положительны на (0, 1) и потому что 
[ад, v] имеет положительную норму, функции и(х) и v(x) будут неотрица­
тельными на <0, 1) и хотя бы одна из них будет для определенной точки 
х e (О, 1) положительной. 

Напишем опять систему уравнений 
1 

fK(x, t) yn.(t) dMnt{t) = ocnzni(x) , 

fK(x, t) zni(t) dPnt(t) = осП{уп.(х) , 
i= 1 , 2 , 3 , . . . . 
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Умножая оба уравнения на осп и переходя к пределу, получим систему 
1 1 

fK(x, t) u(t) dM(t) ==. <xv(x) , JK(x, t) v(t) dP(t) = öcu(x) . 
о о 

Из сказанного о функциях и(х) и v(x) теперь вытекает, что обе они положи­
тельны на (0, 1), т. е. и(х) > 0, v(x) > 0, х е (0, 1). Умножая первое уравне­
ние на v(x) и интегрируя по Р , получим 

ffK{x, t) u(t) v(x) dM(t) dP(x) = oc fv2(x) dP(x) ; 
i 
i 

0 

аналогично получим 
î î î 

ffK(x, t) u(x) v(t) dM(x) dP(t) = S /м2(ж) <Ш(ж) 
0 0 0 

откуда следует 
1 1 

JfK(x, t) u(x) v(t) dM(x) dP(t) 

i i 
fu2 dM fv2 dP 
о о 

Причем знаменатель не равен нулю, так как и(х) и v(x) положительны на 
(0, 1) и по предположению M Ф 0, Р Ф 0. 

Так как правая часть выведенного уравнения не превышает, согласно 
лемме 1, числа ос и так как ос по предположению больше ос, получаем же­
ланное противоречие; следовательно, функционал ос(М, Р) непрерывен 
и в точках М, Р при M Ф 0, Р ф 0; итак, он непрерывен на @ х @, что 
требовалось доказать. 

Доказанная только что непрерывность функционала ос(М, Р) позволяет 
нам при доказательстве неравенства ос2 ^ ßy ограничиться такими М, Р е ©,. 
которые лежат в некотором плотном подмножестве @. В качестве этого 
плотного подмножества возьмем множество ©' тех мер множества @г 

которые имеют непрерывные первые производные. 
Теперь мы докажем последнюю лемму: 

Лемма 5. Пусть Me ©', Р е ©'; тогда справедливо неравенство 

oc2^ßy. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пока еще выберем М е б , Р е @, M Ф 0, Р Ф 0. 
Для собственного числа /? уравнения (2) имет место экстремальный принцип 

1 1 и 
о о 
ЦК(х, t) <p(x) q>(t) dM(x)dM(t) 

(8) ß(M) = sup 
<peC 

f<p2dM 
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аналогично будет 
1 1 

fjK(x, t) гр{х) xp{t) dP(x) dP(t) 
(9) у - ß(P) = sup ö - ^ - p — 

fyfidP 
0 

Таким же образом, как в лемме 2, можно доказать, что функции <р(х), 
ip(x), на которых правые части соотношений (8) и (9) достигают своих 
максимумов, положительны на (0,1 ). Очевидно, ß(M) — 0 <=> M = 0. 

Возвысив в степень соотношение (4), получим: 

ffK(x, t) у(х) z(t) dM(x) dP(t) 
(Ю) о? = sup L°-° ^ - 1 . 

fy2 d M /z 2 d P 
о о 

Пусть q>(x), соотв., у)(х) означают мненно те функции, на которых правые 
части соотношений (8), соотв., (9) достигают своих максимумов. Функции 
<р(х) и ip(x) являются тогда, соответственно, решениями уравнений (2) и (3). 
Через у(х), z(x) обозначим пару тех функций, на которых достигает своего 
максимума правая часть соотношения (10). Пара функций у(х), z(x) яв­
ляется решением системы (1). 

Подставляя функции у(х) и z(x), соответственно, в правые части соотно­
шений (8) и (9), получим неравенства 

1 1 

f [K[x, t) y(x) y(t) dM(x) dMt 
ß ^ Ö ^ — 1 

/У dM 
о 

1 1 
ffK(x, t) z(x) z(t) dP(x) dP(t) 

^ Ô 0 

у ^ _ _ . 
fz2dP 
ö 

Но так как пара функций y(x),z(x) является решением (1), получим, ис­
пользуя систему (1), легко неравенства 

1 1 

fyz dM jyz dP 

(11) 

0 

./У 
0 

>лучт 

dM fz2 

0 

IM соотношение 
1 

ßrjyz 

«2 ~ 

0 

1 

dM jyz dP 
0 

l 

dM fz*dP 
6 

dP 

• 
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Если, наоборот, подставим пару функцией <р(х),гр(х) в правую часть со­
отношения (10), получим неравенство 

1 1 

/ / К(х, t) ср{х) y>(t) Ш(х) dP(t) 
<* — i l ' 

fcp2 dM fyj* àP 
о о 

.используя уравнения (2) и (3), получим неравенство 
1 1 

jcpip dM J (pip dP 
<1*> £ ^ Л • 

f<p* dM J>2 dP 
о о 

Теперь воспользуемся возможностью предполагать, что M с ©', Р с @'; 
обозначим М'{х) = т(х); Р'(х) = р(х). 

Непосредственным интегрированием с учетом краевых условий мы 
могли бы легко обнаружить, что система (1) эквивалентна следующей 
краевой задаче: 
<la) az"(x) + у(х) т(х) = 0 , у(0) = у(1) = 0 , 

(ху"(х) + г(х) р(х) = 0 , z(0) = z(l) = 0 ; 

так же и уравнения (2) и (3) эквивалентны, соответственно, следующим 
краевым задачам (2а) и (За): 

<2а) ß<p"(x) + <р(х) m(x) = 0 , <р(0) = <р{1) = 0 , 
<3а) уу"(х) + У(х) р(х) = 0 , у;(0) = у>(1) = 0 . 

Умножая первое уравнение системы (1а) на функцию у(х) и интегрируя по 
частям с учетом краевых условий, получим соотношение 

1 i l 
<13) fy2(x) т(х) dx = fy2 dM = ос fy'z' dx 

0 0 0 

m аналогично 
î î 

(14) jz2dP = oc fy'z' dx. 
о о 

Умножая правую часть уравнения (la) на функцию z(%), получим подобным 
способом соотношение 

1 1 

<15) fyzàM = ».fz'*dx 
0 о 

и аналогично 
1 1 

(16) JyzdP = ос fy"*dx . 
о 
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Таким же образом вытекают из (2а), соотв., (За) соотношения 
i 

(17) J>2 àM = ß J>'2 dx , 
о о 
1 1 

(18) ] У d P = у / У 2 dar, 
0 о 

1 1 
(19) jcpxpdM = ß f<pY dx 

о о 
1 1 

(20) fq>\p dP = yfvY dx . 

При помощи уравнений (13), (14), (15), (16) сведем неравенство (11) в виду 
1 1 

_ fy'2 dx fz' dx 
РУ > о о 

„2 == 1 а* 
[J У'г' àxf 

о 

откуда по неравенству Шварца следует ос2 ^ ßy, что требовалось доказать. 

Используя уравнения (17), (18), (19), (20) и неравенство (12) получим 
для ос2 еще нижнюю оценку в виде 

1 

[fq>Y сЬ]2 

ßy -J-Ï j ^ а2 , 
f(p'2 dx ftp'2 dx 
о о 

которая может также быть полезной, потому что установление левой 
части — это вопрос решения задач (2а) и (За), которые более просты, чем 
задача (1а). Этим лемма 5 полностью доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Основная теорема является следствием 
леммы 5, леммы 4 о непрерывности функционала <х(М, Р) и, наконец, того 
обстоятельства, что множество ©' плотно в @. 

З а м е ч а н и е . Обратим еще внимание на следующее обстоятельство: 
сравнивая экстремальные принципы (4) и (8), мы видим, что ß(M) = 
= ос(М, М); это, собственно говоря, видно и непосредственно из (1) и (2) 
и из того, что число ос невырождено, так как в случае M — Р можем систе­
ме (1) удовлетворить, полагая у(х) = z(x) = <р(х) и, следовательно, ос = ß. 

С этой точки зрения выведенное неравенство представляет собой функ­
циональное соотношение 

ос2(М, Р) ^ <х{М, М) Ä (P , P) . 
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Z u s a m m e n f a s s u n g 

ABLEITUNG E I N E R GEWISSEN UNGLEICHUNG 
F Ü R D I E ERSTEN E I G E N W E R T E Z W E I E R RAND AUFGABEN 

L U D VIK JANOS, Praha 

In dieser Arbeit ist eine Ungleichung für die Eigenwerte gewisser physika­
lischer Randaufgaben abgeleitet. (Für die Eigenfrequenz des Trägers und der 
Saite). 

Nach der Integration der ersten Randaufgabe bekommt man ein äqui­
valentes System zweier Integralgleichungen 

i 
JK(X, t) y(t) dM(t) = <xz(x) , 
0 

1 

JK(x9 t) z(t) dP(t) = <xy(x) 
0 

und nach der Integration der anderen Randaufgaben bekommt man analog 
folgende zwei Integralgleichungen: 

l 

JK(X, t) <p(t) dM(t) = ß<p(x) , 
о 

l 
fK(x, t) yj(t) dP(t) = yip(x) , 
0 

wo K(x, t) durch 

K(x t . { x ( l - t ) \ 0<x 

definiert ist. 
Unter oc, ß, у verstehen wir die ersten Eigenwerte, M, P sind nichtnega­

tive Maße auf dem Interval <0, 1). 

Das H a u p t r e s u l t a t dieser Arbeit ist die Ableitung der Ungleichung 

oc2 ^ ßy . 

^ t ää 1 
<x < 1 
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