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Чехословацкий математический журнал, т . 10 (85) 1960, Прага 

GÉNÉRALISATION D'UNE CONSTRUCTION DE M. В. SEGRE 

ALOIS SVEC, Praha 
(Reçu le 4 juin 1959) 

On étudie les correspondances existant entre des surfaces d'S2n au 
réseau conjugué dont toutes les deux transformées de Laplace dé
génèrent. 

Dans mes t ravaux [2] et [3], j ' a i trouvé de larges généralisations de la con
struction, donné par M. B. SEGBE [1], de tous les réseaux E dans S3 dont toutes 
les deux transformées de Laplace sont dégénérées. J 'a i montré, en effet, 
qu 'une construction analogue conduit à toutes les surfaces x = x(u, v) avec 
xuv = 0, dans S2n+1 et admet tant des déformations projectives du type Cn+1 

ainsi qu'à toutes les variétés x = x(ux, . . . , un) avec du.ux = 0 dans S2n~i 
admettant des déformations projectives du type C2. Dans ce qui suit j 'é tudie 
d'une façon détaillée les correspondances T entre des surfaces x = x(u, v)> 
xuv — 0, dans 82n

 e^ je montre que les surfaces admettant des transformations 
T d'un certain type particulier peuvent être obtenues à l'aide d'une construc
tion généralisant d'une manière évidente celle donnée par M. B. Segre. 

Une surface x = x(u, v) au réseau conjugué, dont toutes les deux transfor
mées de Laplace sont dégénérées et qui se trouve située dans l'espace pro-
jectif S2n à 2n dimensions, sera donnée par les équations 

n n 

(1) x1'1 = 0 , xn+1>° = ax + 2 b^x^ + 2 сОлЛ* , 

n n 

X0,n+1 = ОЖ + 2 ß(i)ZW + 2 yWx0-* 
i~ l i = l 

où j'écris 

ш -_ L_ 
1 диг dv3 

Les conditions d'intégrabilité du système (1) sont 

(3) av + c^oc = 0 , ocu + ßWa = 0 , 

Ъ$ + с(пЩ) = 0 , у£> + ßWcW = 0 (i = 1, . . . , n) , 

41} + а + cWyM = 0 , ß$ + ос + ß^U1) = 0 , 

с(*> 4- с**-1) + с(п>у(*) == 0 , /З^ + ^ ~ ! ) + j8(»)6(0 - 0 (г = 2, . . . , и) . 
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La surface x = x(u, v) de l'espace S2n <1Ш est en déformation projective 
d'ordre n (c'est-à-dire en correspondance Cn) avec la surface (1) sera mani
festement donnée par les équations (1) que l'on obtient à partir de (1) en 
ajoutant la barre à toutes les expressions (sauf и et v); l 'homographie тг-oscu-
latoire générale sera alors 

(4) Kx = x; Kxi0 = X*'0, Кх°>* = х°>* (i = 1, . . . , n — 1); 

Kxn>° = xn>° + foc, Kx°>n = x°>n + fix ; 

voir [2]. Pour l'homographie (4) j 'obtiens 

(5) Kx = x , Kd*z = d*x (i = 1, . . . , n — 1) , 

Kdnx = dnx H- (A dun + // dvw) x , 

Kdn+1x = dn+1x + (n + 1) (A d^n + ^ dvn) da: + (.) x + 
n n 

+ 2 (Pi^'° + 2 Vix0ti 

où 

(6) 9?! = (6(i) - 5(i) + n~+~ï A) d%n+1 + (n + l)fidu dvn + (ßW - /ft1)) dv«+ 1 , 

Vi = (c(1) - ^(1)) dun+1 + (^ + 1) Я dun dv + (yi1) — yW + n + Iju) dvn+1 , 

y. = (6(0 — ï(<)) dwn+1 + (/5(0 — jSO) dv n + 1 , 

y. = (c(<) — c<0) d^n+1 + (y(0 — y(0) d^n+1 

(г = 2, . . . , n) . 
n 

La transformation qui associe la droite p = [x, У (çv^**0 + у̂ -ж0«*)] à la 

tangente [ж, dx] sera appelée transformation К-linéarisante; elle jouit des 
propriétés suivantes: Soit y une courbe arbitraire située sur la surface (x), 
passant par le point x et ayant [x, dx] pour la tangente, soit y la courbe corres
pondante située sur (x), alors 

1) si la droite p est indéterminée (c'est-à-dire si ср{ — у{ = 0; i = 1, . . . , n), 
alors les courbes y et Ky ont au point x un contact analytique d'ordre n + 1; 

2) si les deux droites [x, d#] et p coïncident, (c'est-à-dire si cp{ = ^ = 0 
pour г = 2, . . . , n et ç^ dv — грг du = 0), alors les courbes y et i£y ont au 
point x un contact analytique d'ordre exactement n et un contact géométrique 
d'ordre n + 1; 

3) si ni le premier ni le second cas ne se présente, p sera le lieu géométrique 
des centres de projection tels que les projection des,courbes y et Ky dans un 
hyperplan arbitraire passant par x ont au point x un contact analytique 
d'ordre n + 1 (mais les courbes y et Ky elles-mêmes ont un contact analytique 
d'ordre exactement n). 

Une transformation T entre deux surfaces (x) et (x) sera dite du type Cn(a) 
si pour chaque couple de points correspondants x, x il с xiste une homographie 
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тг-osculatoire (4) pour laquelle les droites ^-linéarisantes de toutes les tangentes 
sont situées dans l'espace a;-osculatoire de la surface (x) au point x. La condition 
nécessaire et suffisante pour que T soit du type Cfj(a) (1 <^ oc fg n) est évidem
ment 

(7) £(*) = 5(г'), ß(*) = j8<*>, с«) = с<*>, у<<> = у«) (г = ос + 1, . . . , п ) . 

Soit JT une correspondance du type C„(X), alors les courbes 9^ dv — хрг du = 0 
dont les tangentes déterminent les directions des courbes de contact élevé 
(voir ci-dessus, alinéa 2, des propriétés des transformations ^-linéarisantes), 
seront 

.(8) (ce1) - S1)) ( b n + 2 - (te1) - fcW) d%n+1 dv + 

+ (y(i) - yU>) d^ d?;w+1 - (/S*1) - J8C1)) dan + 2 = 0 . 

Pour les correspondances T dont les courbes du réseaux conjugué sont 
caractéristiques on a 

(9) C(!) = Ci1) , /?(*) = Д(!) , 

les courbes caractéristiques sont alors constituées par le réseau conjuguée et 
par la n-couche 

(10) {Ы1) - bW).dun — (yO) — y(*>) d?;w = 0 

apolaire au réseau conjugué. 
Je dirai que T est du type Cu (resp. Cv) si elle est du type Cn^), que les 

courbes du réseau conjugué soient caractéristiques et que la тг-couche (10) 
se réduise à dun = 0 (resp. dvn ~ 0). Si deux surfaces (1) et (ï) sont en corres
pondance T du type Cu, j 'obtiens 

(11) 6(0 = 5<*> pour i = 2, . . . , n ; 

ß(i) = j§<*), c<0 = с(г'), y<<> = у(г'> pour г = 1, . . . , n . 

Si la surface (1) admet des surfaces qui soient avec elle en correspondance T 
du type Cu, il doit y avoir des fonctions a, ос, Ы1) pour lesquelles on n'a pas 
simultanément a = a, oc = ос, Ы1) = Ы1) et qui vérifient avec les fonctions 
U1) (i = 2, . . . , n) et /?(*>, с<г')5 y(*) (i — 1, . . . , n) les conditions d'intégrabilité 
(3). Or, il découle de (11), (33) et (33) 

(12) a = 5 , 

donc on ne peut pas avoir simultanément oc = ос, Ы1) = &C1). Mais si b*1) = t*1), 
j 'obtiendrais à partir de (37) et (37) l'égalité oc = oc, ce qui est impossible. 
De (37il) il vient 

C(n)ß(l) ___ ^ _ | _ C(n)ß{n)l(l) = 0 ? 
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si (1) admet des transformations du type Cu, on a nécessairement 

(13) c(n)ß(n) = 0. 

Supposons c<"> = 0. De (32) il vient Ы1) = U(u), Ы1) = J7(w); de (37), (37) 
j 'obtiens 

(14) oc — oc = j9(n>(J7 — 17) 

de sorte que les transformations du type Cu d'une surface donnée dépendent 
au plus d'une fonction d'une variable (à savoir de la fonction U = U(u)). 
Je vais étudier les surfaces qui admettent des transformations du type Cu 

de cette généralité maximum; de telles surfaces seront désignées par Ru (les 
surfaces Rv étant définies d'une manière analogue). De (35) et (35) il vient 
au — °^u = 0, et j 'obtiens ainsi a partir de (14) 

(15) №n)U*)u = 0 , U* = U - V , 

pour une fonction arbitraire U, donc aussi pour une fonction ?7* arbitraire, 
ce qui donne 

(16) /?<"> = 0 

pour toute surface Ru. 

Une surface qui est Ru et Rv simultanément sera désignée par R°, j ' a i alors 

(17) c<»> = ßW = 0 . 

I l s'ensuit alors des conditions d'intégrabilité (3) 

(18) a = 0, 5(0 = U,, c(0 = 0, a = 0, /5(0 = 0, y<<> = F< ; 

и,= и,(и), V, = V{(v) (* = l , . . . , n ) 
et, par un nouveau choix des paramètres % et v, on peut rendre à l'équation 
(1) la forme suivante 

n —1 n—1 

(19) x1'1 = 0, яп+1>° = 2 #>'.° + ^n'°> ^M + 1 = 2 ^ж°'* + x°'n ' 

Les courbes de chaque couche du réseaux conjugué de la surface (19) sont 
projectives mutuellement et chacune d'elles est située dans un sous-espace 
тг-dimensionnel; chacune des transformées de Laplace est située dans un 
sous-espace à n — 1 dimensions. On trouve ensuite aisément que chaque 
surface (19) est R° et peut être obtenue par la construction suivante: 

Supposons que nous ayons dans Vespace S2n des espaces S0, Sn, Sn, Sn_l9 

S'n_1 et deux courbes y, y' tels que S0 ф 8п_г с Sn, S0 $ S'n_1 с Sn, S0 = Sn n S'n, 
S0e y с Sn, S0€ y' с Sn. Soit P un point arbitraire de la courbe y', Sn = [P, $w„3], 
SQ = [S0, P] n 8'п_г et soit yP la projection de la courbe y dans S* du point SQ. 
La surface R° est alors Г ensemble des courbes yP, P e y''. 
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Р е з ю м е 

ОБОБЩЕНИЕ ОДНОГО ПОСТРОЕНИЯ Б. СЕГРЕ 

АЛОИС ШВЕЦ (Alois Svec), Прага 

Поверхность х = х(и, v) с xuv = 0 в S2n называется Ru, если она допускает 
преобразования х = х(и, v), зависящие от одной функции одного пере
менного, i^-линеаризирующие прямые (К есть ^-соприкасающаяся колли-
неация преобразования х -> х) всех касательных лежат в касательной 
плоскости поверхности (х) и характеристические кривые выражаются 
уравнением dun+1 dv = 0. Поверхность будет R°, если она Ru и Rv\ по
строение поверхности В° в общем случае производится так: 

Пусть в пространстве S2n даны пространства S0, Sn, S'n, $w_i, $n-i и кри
вые y, y\ для которых S0 non € Sn_t с Sn, S0 non € Sn__x с Sn, S0 = Sn9 n 8n> 

S0 в у с S"\ S0 с у' с S'n, Пусть P e / , S* = [P, Ä ^ J , £0
P - [S0, P] n K _ i и 

}'P — проекция у в S„ из точки $ P . Тогда поверхностью В° будет совокуп
ность кривых уР, Р € у'. 

Значение этих результатов ясно обрисуется только после сравнения 
с аналогичными результатами в [1], [2] и [3]. 
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