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Yexocaopanknii MaTemaTndeckni mypnaa, T. 10 (85) 1960, IIpara

GENERALISATION D'UNE CONSTRUCTION DE M. B. SEGRE

Avors Svec, Praha
(Regu le 4 juin 1959)

On étudie les correspondances existant entre des surfaces d’S,, au
réseau conjugué dont toutes les deux transformées de Laplace dé-
générent.

Dans mes travaux [2] et [3], j’ai trouvé de larges généralisations de la con-
struction, donné par M. B. SEGRE [1], de tous les réseaux R dans S, dont toutes
les deux transformées de Laplace sont dégénérées. J’ai montré, en effet,
qu’une construction analogue conduit & toutes les surfaces x = z(u, v) avec
Zyy = 0, dans S,,., et admettant des déformations projectives du type C, .,
ainsi qu’a toutes les variétés = = x(u,, ..., w,) avec Oy = 0 dans S,,_,
admettant des déformations projectives du type C,. Dans ce qui suit j’étudie
d’une facon détaillée les correspondances 7' entre des surfaces a = z(u, v),
Zyy = 0, dans S,, et je montre que les surfaces admettant des transformations
T d’un certain type particulier peuvent étre obtenues & I’aide d’une construc-
tion généralisant d’une maniére évidente celle donnée par M. B. Segre.

Une surface x = x(u, v) au réseau conjugué, dont toutes les deux transfor-
mées de Laplace sont dégénérées et qui se trouve située dans I'espace pro-
jectif S,, & 2n dimensions, sera donnée par les équations

n n
(1) abl =0, antlo — gx 4 z b0 z (9204
i=1

i=1

n n
20n+l — o + Zﬁ(i)xi,o + z y(i)xo,i
i=1 L |

ou j'écris

. ai+.’i
= s >
Les conditions d’intégrabilité du systéme (1) sont
(3) ay + ¢y =0, &+ fWa =0,
B+ empr = 0, YO e =0 (i=1,..,m),
¢+ a -+ cmymd =0, Y+ & 4 pmbD = 0,
¢ 4 =D L My = 0, B+ pu=1 4 pmp) = 0 (t=2,..,m).
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La surface # = x(u, v) de l'espace S,, qui est en déformation projective
d’ordre n (c’est-a-dire en correspondance C,) avec la surface (1) sera mani-
festement donnée par les équations (1) que ’on obtient & partir de (1) en
ajoutant la barre & toutes les expressions (sauf « et v); I’homographie n-oscu-
latoire générale sera alors

(4) Kz = x; Kzid = 230, Kz =20 (1 =1,...,n — 1);
Kzn0 = gm0 Az, Kzon = 2% | ux ;

voir [2]. Pour ’homographie (4) j’obtiens

(5) Ke =2, Kdix=4dix (1=1,...,n—1),
Kdmz = drx 4 (Adur + pdom) o
Kdm+ig = d»+ix ++ (n -+ 1) (Adur 4+ pdor) do + () 2 -+

+ Z Pt + Z Pt
-1 i1
ol

(6) ¢, = (b — 5O + 7 1 ;1) dumt 4 (n 4+ 1) u du dor 4 (BD — BO) dpn+1 |

= (
= (e® — o) dumtt + (n + 1) Adur dv 4 (YO — 3@ 4 0 £ Ly) dont?,
= (b — L) durtt 4 (5(1) — p®) dont1
= (et — ¢®) duntl 4 (y — p@&) dontt
(t=2,...,m).

n

La transformation qui associe la droite p = [z, ? (pxt0 + %] a la

tangente [z, dx] sera appelée transformation K-linéarisante; elle jouit des
propriétés suivantes: Soit y une courbe arbitraire située sur la surface (z),
passant par le point x et ayant [z, dx] pour la tangente, soit y la courbe corres-
pondante située sur (z), alors

1) si la droite p est indéterminée (c’est-a-dire si ¢, = p; = 0; 2 =1, ..., n),
alors les courbes y et Ky ont au point x un contact analytique d’ordre n + 1;

2) si les deux droites [z, dz] et p coincident, (c’est-a-dire si ¢, = p, = 0
pour 2 = 2,...,n et @, dv — p, du = 0), alors les courbes y et Ky ont au
point z un contact analytique d’ordre exactement » et un contact géometrique
d’ordre n -+ 1;

3) si ni le premier ni le second cas ne se présente, p sera le lieu géometrique
des centres de projection tels que les projection des.courbes y et Ky dans un
hyperplan arbitraire passant par 2 ont au point z un contact analytique
d’ordre n + 1 (mais les courbes y ct Ky elles-mémes ont un contact analytique
d’ordre exactement n).

Une transformation 7' entre deux surfaces (z) et (x) sera dite du type C, ()
si pour chaque couple de points correspondants z, x il « xiste une homographie
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n-osculatoire (4) pour laquelle les droites K-linéarisantes de toutes les tangentes
sont situées dans l'espace x-osculatoire de la surface () au point . La condition
nécessaire et suffisante pour que 7' soit du type C,») (1 = & < n) est évidem-
ment

(7) L& = b, fO = B@, @ = ¢, P& = §<i> t=a+1,...,n).

‘Soit 1" une correspondance du type C, ), alors les courbes ¢, dv — vy, du = 0
dont les tangentes déterminent les directions des courbes de contact élevé
(voir ci-dessus, alinéa 2, des propriétés des transformations K-linéarisantes),
seront

(8) (€™ — M) durt2 — (LO — L) dun*t do +
4 (y — ,}‘,'(1)) du demtt — (B — ‘B‘(x)) dente = 0 .

Pour les correspondances 7' dont les courbes du réseaux conjugué sont
caractéristiques on a

(9) c) =chy, O = po,

les courbes caractéristiques sont alors constituées par le réseau conjuguée et
par la n-couche

(10) (b® — b)) dur — (y — @) dom = 0

apolaire au réseau conjugué.

Je dirai que 7 est du type C* (resp. C?) si elle est du type C,), que les
courbes du réseau conjugué soient caractéristiques et que la n-couche (10)
se réduise & dum = 0 (resp. duv” = 0). Si deux surfaces (1) et (1) sont en corres-
pondance 7' du type C%, j’obtiens

(11) b = b pour 1 =2,...,nm;
B = B, ¢ = ¢, p(D) = () pour i=1,...,7m.

Si la surface (1) admet des surfaces qui coient avec elle en correspondance 7'
du type C%, il doit y avoir des fonctions a, &, 6O pour lesquelles on n’a pas
simultanément @ = a, & = &, b® = bM et qui vérifient avec les fonctions
b (i =2,...,n) et pO, D, y® (i =1,...,n) les conditions d'intégrabilité
(3). Or, il découle de (11), (3,) et (3,) \

(12) _ a=a,

donc on ne peut pas avoir simultanément x = «, b0 = &M, Mais si b® = LD,
j'obtiendrais & partir de (3,) et (3,) 1'égalité » = &, ce qui est impossible.
De (3;,) il vient ’

c<">[5$}’ — ay + [N = O |
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si (1) admet des transformations du type C%, on a nécessairement

(13) empm = 0.

Supposons ¢ = 0. De (3,) il vient b = U(u), b = U(u); de (3,), (3;)
j’obtiens

(14) x — o = U — U)

de sorte que les transformations du type C* d’une surface donnée dépendent
au plus d’une fonction d’une variable (& savoir de la fonction U = U(u)).
Je vais étudier les surfaces qui admettent des transformations du type C*
de cette généralité maximum; de telles surfaces seront désignées par R* (les

surfaces Rv étant définies d’une maniére analogue). De (3;) et (3;) il vient
&, — o, = 0, et j'obtiens ainsi a partir de (14)

(15) (BoU*), =0, U*=U—T,

pour une fonction arbitraire U, donc aussi pour une fonction U* arbitraire,
ce qui donne

(16) pm = 0

pour toute surface R
Une surface qui est B* et R? simultanément sera désignée par RO, j’ai alors

(17) ™ = fm =0 .

Il s’ensuit alors des conditions d’intégrabilité (3)

(18) a=0,b0=U, =0, a=0, ) =0, yd=7V,;
U;=Uyu), Vi=Viv) t=1,...,n)

et, par un nouveau choix des parametres u et v, on peut rendre & I’équation
(1) la forme suivante
n-1 n-1
(19) bl = 0, antl0 = Z Uaai® 4 gnd a0mt+l — Z Va0t 4 20m
i1 i1
Les courbes de chaque couche du réseaux conjugué de la surface (19) sont
projectives mutuellement et chacune d’elles est située dans un sous-espace
n-dimensionnel; chacune des transformées de Laplace est située dans un
sous-espace &4 n — 1 dimensions. On trouve ensuite aisément que chaque
surface (19) est R et peut etre obtenue par la construction suivante:
Supposons que nous ayons dans Uespace S,, des espaces Sy, S, Sny Sn_y,
S, _q et deua courbes v, v’ tels que Sy & S,_, C Sy, Sg & Sn_1CSn, Sy =8, 0 Sy,
SyeycS,, Syey’ c 8. Soit Pun point arbitraire de la courbe y', Sy, = [P, S,_,1.
Sy =[Sy, P10 Sy,_y et soit yp la projection de la courbe y dans S du point S5 .
La surface R° est alors Uensemble des courbes yp, P € y'.
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Pesowme
OBOBIEHUE OJHOTO HOCTPOEHUST B. CEI'PE
AJIOUC MIBEIT (Alois Svec), IIpara

IToBepxnocts x == 2(u, v) ¢ 2, = 0 B S,, Ha3sIBaercsa K%, eciin ona jlomyckaer
upeoGpasosauust & = (u, v), 3aBUCAIUE OT OAHON QYHRUMU OJHOTO Hepe-
menHoro, K-nuneapusupyionue npsamsie (K ecrs n-conmpuracamoiascs KO-
nearmst npeoGpasoBaHns & —> &) BceX KACATeNIBHBIX JIeKAT B KacaTeIbHOI
TIOCKOCTH MOBEPXHOCTH (X) U XapaKTepUCTUYCCKUC KPUBBIC BLIPAMKAIOTCHA
vpasaenuem dutldv = 0. ITosepxuocrn oymer R°, ecom oma E* u RY no-
cTpoenne nosepxnoctn R° B 001em caydae NPOU3BOIUTCH TAK:

ITyers B ipocrpancrse S, nadsl npocrpancTsa Sy, Sy, Sy, Sp_1, Sp_1 1 Kpu-
soie y, ', s woropeix Sy none S,y c S, Sonon e S, 18, So=3=8, 08,
Seey cS®, Syey S, Ilyers Pey’, Sy =[P, 8,4, Sg =[S, PI o Sy_yu
yp — tpoexmus y B S5 w3 rouru Sy, Torma mosepxuoctsio R° GyAer coBokyl-
HOCTh KPUBHIX yp, P ey’

JHayeHue 3THX Pe3ybTATOB SICHO OOPMCYETCA TOILKO I0CT€ CPaBHCHUS
¢ aQHAJIOTUYHBIME pedyiapratamy B [1], [2] u [3].
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